A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

(B) Vzorcna disperzija

Imejmo normalno populacijo N (u, o).

1 mn
Kako bi dolocili porazdelitev za vzorcno disperzijo 53 = — E (X; —
n
i=1

1 < —
ali popravljeno vzor¢no disperzijo 5% = E (X; — X)?
n—1 —

Raje izraCunamo porazdelitev za statistiko

2
2_nSO_(n—1 1
X =3 = __22

S

o

N

~

X)?

/
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

Preoblikujemo jo lahko takole:

0'2

1 mn
= 3 > (X =)+
1=1

orazdeljene sluCajne spremenljivke,

N

1 — _
Xt = ;Z(Xi—AH‘M—X)Q:
=1

1= X) 30X ) + Dy X

Y, =

/ ... Vzorcna disperzija \

1=1

in, kerje >." (X;—p) =n(X —p) = —n(p— X), dalje

n X — 1 2 1 n X, — " 2 n 1 n 2
2 — v _ — ¢ o .2 _— — .
¢ - 25 ) -xe-a(y)
1=1 1=1 1=1 1=1
kjer so Y71, Yo, ..., Y, paroma neodvisne standardizirano normalno

Xi—

o /
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 325

4 N

... Vzorcna disperzija

Porazdelitvena funkcija za x? je

F,2 = P(x* < 2) :// . / 1 e~ Witvat Vi) 2qy, | dy,
o yi— (0" yi)?<z

1 n

z ustrezno ortogonalno transformacijo v nove spremenljivke 21, 2o,..., 2,
dobimo po nekaj raCunanja

1 2, .2 2
— — (27 +25+... 4=z, _1)/2
Fx2 (27T>(n_1)/2 // ) / ?:_11 s e dzp—1...dz1

Pod integralom je gostota vektorja (Z1, Zs, ..., Z,_1) z neodvisnimi
standardizirano normalnimi Cleni. Integral sam pa ustreza porazdelitveni
funkciji vsote kvadratov Z2 + Z2 + ...+ Z2_;.

Tako je porazdeljena tudi statistika .

N /
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/

... Vzorcna disperzija

med seboj neodvisni in porazdeljeni po zakonu x?(1),
je njihova vsota porazdeljena po zakonu x?(n — 1).
Tako je torej porazdeljena tudi statistika 2.

2.2 — 1)g2 2.2
Esz g2 _ (DT g g X
n n n—1
n
2.2 o 4 2.2
DS(%:DOX :2(n 21)0 DS? — poX
n n n—1

N

Kak3na pa je ta porazdelitev? Ker so tudi kvadrati Z%, Z3, ..

2
. 9Zn—1

Ker vemo, da je Ex?(n) = n in Dx?(n) = 2n, lahko takoj izratunamo

:0‘2

204

n—1

/
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/

.. Vzorcna disperzija

porazdeljena priblizno normalno 1n sicer po zakonu

N(n—1,4/2(n—1)),

vzorcna disperzija S priblizno po

N(n—l V2(n—1)o )

n n

in popravljena vzor&na disperzija S? priblizno po

N(aQ, 2 02).
n—1

N

Ce je n zelo velik, je po centralnem limitnem izreku statistika

/
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/

Studentova porazdelitev

Pri normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki X

je tudi porazdelitev X normalna, in sicer N (1, i).

Vn
Statistika B
X —
M Jn
o

je potem porazdeljena standardizirano normalno.

7 —

Pri ocenjevanju parametra x z vzorénim povpredjem X
to lahko uporabimo le, ¢e poznamo o;

sicer ne moremo oceniti standardne napake

— ne vemo, kako dobra je ocena za p.

N

/
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4 N

Kaj lahko naredimo, ¢e o ne poznamo?

Parameter o lahko ocenimo s Sg ali S.
Toda S je sluajna spremenljivka in

X _
porazdelitev statistike T’u\/ﬁ

ni ve¢ normalna N (0, 1)

(razen, Ce je n zelo velik in S skoraj enak o).

KaksSna je porazdelitev nove vzorCne statistike

T:%\/ﬁ?

"Student” in 1908

N /
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/

0.4

0.3

0.2

0.1
|

0.0

> plot (function (x)
col="red")
> curve (dt (x,df=100)

dt (x,df=3)

...Studentova porazdelitev

,=5,5,ylim=c (0,0.42)

Leta 1908 je W.S. Gosset (1876-1937)
pod psevdonimom ‘Student’ objavil
Clanek, v katerem je pokazal, da ima
statistika 7" porazdelitev S(n — 1)

Z gostoto n

2\ 92
1
(1255

V= 1B(t5 )

p(t) =

Tej porazdelitvi pravimo
Studentova porazdelitev
z n — 1 prostostnimi stopnjami.

,ylab="t",

,col="blue", add=T)
\\i¥curve(dt(x,df=l),col="green",add=T)
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/ ...Studentova porazdelitev

Za S(1) dobimo Cauchyevo porazdelitev z gostoto

1
)= i)

t2
n—1

Zan — oo pa gre > v/ 2min (1 +

1
Vn—1B(%5+,1)

Torej ima limitna porazdelitev gostoto

pt) = ——e

standardizirane normalne porazdelitve.

Ce zadnji sliki dodamo

> curve (dnorm(x), col="magenta", add=T)

ktapokrije modro krivuljo.

)_%—>e 2,

/
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Fisherjeva ali Snedecorjeva porazdelitev

: e : . U
Poskusimo najti Se porazdelitev kvocienta Z = v

kjer sta U : x*(m) in V : x?(n) ter sta U in V neodvisni.

7. nekaj raCunanja (glej Hladnik) je mogoce
pokazati, da je za x > 0 gostota ustrezne
porazdelitve F'(m,n) enaka

m
2

|3

( ) mz2n r2 1
p X) = m n m-4+n
B(%:%) (n+maz)™2

in je enaka 0 drugje.

N
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/

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

plot (function (x)
col="red")

... Fisherjeva porazdelitev

Porazdelitvi F'(m,n) pravimo
Fisherjeva ali tudi Snedecorjeva

stopnjami.

df (x,dfl1=3,df2=2),-0.5,6,ylim=c(0,1),ylab="£ft",

curve (df (x,df1=20,df2=2),col="blue", add=T)
curve (df (x,dfl1=3,d£f2=20),col="green", add=T)
curve (df (x,df1=20,df2=20) ,col="magenta", add=T)

porazdelitev F' z (m,n) prostostnimi

/
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/

Po zakonu F'(m — 1,n — 1) je na primer porazdeljena statistika

... Fisherjeva porazdelitev

o S0k
52/o%

saj vemo, da sta spremenljivki

U=(m-18%/c% in V= (n-1)5%/0%
porazdeljeni po x? z m — 1 oziroma n — 1 prostostnimi stopnjami
in sta neodvisni.
Velja Se:
ceje U: F(m,n), je 1/U : F(n,m),
Ceje U:S(n), je U*: F(1,n).

N

/
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/

N

Merjenje slucajne spremenljivke

Vzorec: (X1, Xo, ..., X,), kjer je n velikost, je slucajni vektor.

Ce imajo komponente X; enako porazdelitev in so neodvisne,
reCemo, da gre za enostavni slucajni vzorec.

/
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 337

4 N

Lastnosti vzorcnega povprecja

1. Ce je na preuCevani populaciji sluCajna spremenljivka
porazdeljena normalno, je tako porazdeljeno tudi vzorcno povprecje.

2. Vzorcno povprecje se pri velikih vzorCih porazdeljuje
priblizno normalno tudi, Ce je spremenljivka na osnovni

populaciji porazdeljena kako drugace.

3. Matemati¢ni upanji spremenljivk X in X sta enaki.

N /
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4 N

Tockovne cenilke

TocCkovna cenilka je pravilo ali formula,
ki nam pove, kako izraCunati numericno
cenilko na osnovi merjenj vzorca.

Stevilo, ki je rezultat izracuna,
se imenuje tockovna cenilka.

N
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/

Cenilke

katere porazdelitveni zakon je odvisen le od parametra (,
njene vrednosti pa lezijo v prostoru parametrov.

Od cenilke obiCajno pricakujemo, da je simetricna
—njena vrednost je enaka za vse permutacije argumentov.

Seveda je odvisna tudi od velikosti vzorca n .

Primeri: vzorCna mediana X in vzorCno povprecje X
sta cenilki za populacijsko povprecje w;

popravljena vzoréna disperzija S pa je cenilka

za populacijsko disperzijo o2 .

N

Cenilka parametra ¢ je vzor¢na statistika C' = C'(X1, Xo, X3, ...

/
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4 N

Doslednost

Cenilka C' parametra ( je dosledna, Ce z rasto¢im n zaporedje C),
verjetnostno konvergira k ¢, to je, za vsak € > 0 velja

lim P(|C,, — (| <e)=1

n—oo

Primeri: vzoréno povpredje X je dosledna cenilka za populacijsko
povprecje p. Tudi vsi vzorcni zacetni momenti

Ty = %zn:Xf
1=1

so dosledne cenilke ustreznih zadetnih populacijskih momentov z;, = EX*,
Ce le-t1 obstajajo.

Vzoréna mediana X je dosledna cenilka za populacijsko mediano.

N /
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4 N

... Doslednost

Ce pri pogoju n — oo velja EC,, — ¢ in DC,, — 0,
je C,, dosledna cenilka parametra (.

To sprevidimo takole:
1_P(|Cn_C| < 5) — P(|Cn_C| Z 5) S P(|Cn_ECn“|“EOn_C| Z 5)

upostevajmo Se, da za dovolj velike n velja |EC,, — (| < £/2, in uporabimo

neenakost Cebiseva

4DC,,
P(ICy — ECy| > ¢/2) < 25" 0
€
Primeri: Najbo X : N(u,0). Ker zan — oo velja ES = (n_;)02 — o2

. 2(n—1)o? . v . .. .
inDS2 = 2=l _, ( ie vzoréna disperziia S2 dosledna cenilka za o2.
0 n 0

N /
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/

Nepristrana cenilka z najmanjSo varianco
Cenilka C,, parametra ( je nepristranska, ¢e je EC',, = ( (za vsak n);

in je asimptoti¢no nepristranska, Ce je lim,,_,, EC,, = (.

Koli¢ino B(C,,) = EC,, — ¢ imenujemo
pristranost (angl. bias) cenilke C),.

Primeri: vzoréno povpreéje X je nepristranska cenilka
za populacijsko povprecie u ;

vzoréna disperzija S3 je samo asimptoti¢no nepristranska cenilka za o

popravljena vzoréna disperzija S? pa je nepristranska cenilka za o2,

N

2

b

/
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/ Disperzija nepristranskih cenilk \

Izmed nepristranskih cenilk istega parametra ( je boljsa tista, ki ima manjSo
disperzijo — v povprecju daje bolj toCne ocene.

Ce je razred cenilk parametra ¢ konveksen (vsebuje tudi njihove konveksne
kombinacije), obstaja v bistvu ena sama cenilka z najmanjso disperzijo:

Naj bo razred nepristranskih cenilk parametra ¢ konveksen. Ce sta C
in C’ nepristranski cenilki, obe z najmanjSo disperzijo o2, je C = C' z
verjetnostjo 1.

Za to poglejmo
1 1 1
D(§(C+C’)) = Z(DC+DC’+2COV(C’, C) < (5(\/ DC+vDC(C"))? = o”

Ker sta cenilki minimalni, mora biti tudi D(3(C' + C”)) = o2 in dalje
Cov(C,C") = o2 oziroma r(C,C") = 1. Torej je ' = aC +b,a > 0z
kverjetnostjo 1.1zDC = DC" izhajaa = 1,izEC = EC" pase b = 0. /
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/ Srednja kvadraticna napaka \

V<asih je celo bolje vzeti pristransko cenilko z manjSo disperzijo, kot jo

ima druga, sicer nepristranska, cenilka z veliko disperzijo.

Mera ucinkovitosti cenilk parametra ¢ je srednja kvadraticna napaka
q(C) = E(C - )*
Ker velja
¢(C)=E(C —ECH+EC - () =E(C —EC)*+ (EC - ¢)?
jo lahko zapiSemo tudi v obliki
q(C) = DC + B(C)?

Za nepristranske cenilke je B(C') = 0 in zato ¢(C') = DC.

\(Vje pa je disperzija cenilke skoraj 0, je ¢(C) ~ B(C)>. /
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4 N

Rao-Cramérjeva ocena

Naj bo f gostotna ali verjetnostna funkcija slu¢ajne spremenljivke X in
naj bo odvisna Se od parametra (, tako da je f(x;() njena vrednost v
toCki x. Zdruzeno gostotno ali verjetnostno funkcijo sluCajnega vzorca
(X1, X5, X3,...,X,) ozna¢imo z L in ji pravimo funkcija verjetja (tudi
zanesljivosti, angl. likelihood)

L(w1,m2, %3, ..., 2n;C) = f(x1;0) f(w2;C) f(23;C) -+ - f(n; ()
Velja (*): [ [ ... [ L(z1,22,...,2,;C)dz1d2s . . . d2, = 1.
L(X1, X5, X3,...,X,) je funkcija vzorca — torej sluajna spremenljivka.

Privzemimo, da je funkcija L vsaj dvakrat zvezno odvedljiva po ¢ na nekem
intervalu I in naj na tem intervalu tudi integral odvoda L po ¢ enakomerno

konvergira.

N /
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4 N

..Rao-Cramérjeva ocena

Odvajajmo enakost (*) po ¢ in upoStevajmo 8g2L = %%—’é pa dobimo
Oln L
// / "~ Ldzidas . . . dz, = 0

Oln L
5¢ =0.

Naj bo sedaj C' nepristranska cenilka parametra ¢, torej EC' = (, oziroma
zapisano z integrali [ [ ... [ CLdzidxs .. .dz, = C.

kar lahko tolmac¢imo kot E

Ker C' ni odvisna od (, dobimo z odvajanjem po (:

// / andelde dz,,

8lnL
¢

kar pomeni E(C <

N /
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/

...Rao-Cramérjeva ocena

Ce to enakost zdruZimo s prej$njo (pomnoZeno s ¢), dobimo:

(0%

Od tu po (EXY)? < EX?EY? izhaja napre;j

9¢

kar da Rao-Cramérjevo oceno

N

| = (E((C—C) alnL»Q < E(C—()? E(agsz - DCE

Oln L\ *\ OInL\ " Oln f
o> (6(%) ) = (=) - (=(%
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/

Ucinkovitost cenilk

Rao-Cramérjeva ocena da absolutno spodnjo mejo disperzije za vse
nepristranske cenilke parametra ¢ (v dovolj gladkih porazdelitvah).
Ta meja ni nujno dosezena. Cenilka, ki jo doseze, se imenuje

najucinkivitejsa cenilka parametra ¢ in je ena sama (z verjetnostjo 1).
Kdaj pa je ta spodnja meja dosezena?
V neenakosti (EXY)? < EX?EY?, ki je uporabljena v izpeljavi

Rao-Cramérjeve ocene, velja enakost natanko takrat, ko je ¥ = cX z
verjetnostjo 1.

N

/
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/

... Ucinkovitost cenilk

Torej velja v Rao-Cramérjevi oceni enakost natanko takrat, ko je

Oln L
— A _
o = A -0
kjer je A(() konstanta, odvisna od  in neodvisna od vzorca.
Zato je tudi
L
(DC) ™ = E(% ) = ACPE(C - O = A(Q*DC

oziroma koncCno

DC = [A(QI™

N

/
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/

\_

NajucinkovitejSe cenilke za parametre normalne \
porazdelitve

Najbo X : N(u, o). Tedaj je

L=0 )1/2 o~ () e (Fami)?) /2
n
1 X1 — o Xn — [hyo
InlL =1 — 9
nL =l — () ()
ter dalje
OnlL Xi—pu Xp—W n —
on = ot Tt apEow

Torej je vzoréno povpredje X najucinkoviteja cenilka za p z disperzijo

0_2

" /

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

350
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4 N

...normalna porazdelitev

Prvi ¢len v izrazu za In L lahko zapiSemo tudi — % (In 27 + In o?). Tedaj je,
¢e privzamemo, da je u znano Stevilo

Oln L n 1
— 4 (X =)+ X, — 2
(X — P 4+ (X — )

n
204

(S; —a?)

0

To pomeni, da je S? = XY (X; — 1)? najudinkovitejsa cenilka za

204

2 A g 2 _
parameter o~ z disperzijo DS}, = =2

N /
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/

Poissonova porazdelitev

e

Za Poissonovo porazdelitev P(\) s parametrom A, py, = \* ,;A je

1+ +Tn
—nA)‘ '

L=c¢

in dalje
InL=-nA\+(x1+ - 4+x,) InA—In(zq! - z,!)

ter konCno

Oln L x1+--+x, N
__n_|_ ——

_ X _
O\ A ZE A

Najucinkovitejsa cenilka za parameter \ je X z disperzijo DX = 2.

N

/
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/

Ucinkovitost cenilke

ska cenilka. Tedaj je ucinkovitost cenilke C' doloCena s predpisom

DG
~ DC

Ucinkovitost najucinkovitejse cenilke je e(Cp) = 1.

e(C)

stran v Rao-Cramérjevi oceni.

ocena za [, porazdeljena priblizno po N (u, 0/ 5-). Torej je

2

- DX o 2
e(X)= —= =2, == ~0.64
DX ”2‘; ™

N

Naj bo Cy najucinkovitejSa cenilka parametra ¢ in C' kaka druga nepristran-

Ce najucinkovitejsSa cenilka ne obstaja, vzamemo za vrednost DCy desno

Primer: Naj bo X : N(u, o). Pri velikih n-jih je vzoréna mediana X —

~

/
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4 N

... Ucinkovitost cenilke

Primer: Naj bo X : N(u,o). Ce poznamo 1, je najudinkovitejsa cenilka
za o” statistika S7, z disperzijo DS?. = % Popravljena vzoréna disperzija

204

2 . . . . . . 2 L
S“ pa je nepristranska cenilka istega parametra z disperzijo DS* = =

Torej je u€inkovitost S?

DS2 20 g
2 n_ o __
G(S ): DS’LQL — 204 n
n—1

Iz tega vidimo, da e(S?) — 1, ko n — oco. Pravimo, da je cenilka S*

asimptoticno najucinkovitejsa cenilka za o?.

N /
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/ Metoda momentov \

Recimo, da je za zvezno slucajno spremenljivko X njena gostota f odvisna

od m parametrov f(z; (1, (2, (3, ..., (n) in naj obstajajo momenti

Rk = Zk(Cl,C%CS, .- 7Cm) — / xkf(x;CbCQ)CBa .- ,Cm)d.flf

— o0
zak=1,2,3,...,m. Ce se dajo iz teh enacb enoli¢no izraCunati parametri
(1, Co, (3, ...,(m kot funkcije momentov z1, 22, 23, ..., Zm
Ck = ng;(Zl, Ry Ry e vy Zm)
potem so

Ck — g&k(Zl,ZQ,Zg, .o .,Zm)

cenilke parametrov (i po metodi momentov. k-ti vzoréni zaCetni moment

Z = £y | XF je cenilka za ustrezni populacijski moment zj.
kCenilke, ki jih dobimo po metodi momentov so dosledne. /
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/

... Metoda momentov

Od tu dobimo p = 21 in 0% = 25 — 2%.

Ustrezni cenilki sta Z; = X za p in
Zo—72=X2 X =82

za 0 — torej vzoréno povpredje in disperzija.

N

Najbo X : N(u,0). Tedajje 21 = pin 29 = 02 + p®.

/
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/ Metoda najvecCjega verjetja \

Funkcija verjetja

L(x1,22,73,...,70;C) = f(21;¢) f(w2;¢) f(23;€) - -+ [(Tn; ()

je pri danih x1, 2, x3, ..., 2, odvisna Se od parametra (. Izberemo tak (,

da bo funkcija L dosegla najvedjo vrednost. Ce je L vsaj dvakrat zvezno
.o . . . 2 . v e

odvedljiva, mora veljati ‘g—é’ = 0 1n ng < 0. Najvecja vrednost parametra

je Se odvisna od x1, X2, X3, ..., Ty:

Cmaz = p(T1,T2,23,...,T,). Tedaj je cenilka za parameter ( enaka

C — gO(Xl,XQ,Xg, c. ,Xn)

Metodo lahko posplosimo na vecje Stevilo parametrov.

Pogosto raje iSCemo maksimum funkcije In L.

kée najucinkovitejSa cenilka obstaja, jo dobimo s to metodo. /
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/

Najbo X : B(1,p). tedajje f(z;p) = p*(1—p)} =%, kjerjex = Oaliz =

..Metoda najvecjega verjetja - binomska

je v tej tocki maksimum. Cenilka po metodi najvecjega verjetja je torej

EX

N

Ocenjujemo parameter p. Funkcija verjetja ima obliko L = p*(1 — p)"~7,

kjer je sedaj x € {0,1,2,...,n}. KerjelIn L = zInp+ (n — x) In(1 — p),
dobimo
OlnL x n-—=x
op p 1-p’
ki je enak O pri p = . Ker je v tem primeru 826)“;L = —2% (1 p)2 < 0,

P = %, kjer je X binomsko porazdeljena spremenljivka — frekvenca v n

ponovitvah. Cenilka P je nepristranska, saj je EP = == = p. Ker za
n — oo gre DP = DX = p(ln D) 0, je P dosledna cemlka. P je tudi
najucinkovitejsa 8};; L_ % ”1—_;( = i (£ —p) = iy (P — D).

~

1.

/
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/ ...Metoda najvecCjega verjetja - Poissonova \

€—>\

Za Poissonovo porazdelitev P(\) s parametrom A, p, = A% %

je

)\)\x1+---+xn
L=¢e¢"

in dalje
InL=-nA\+(x1+ - 4+x,) InA—In(zq!--z,!)

ter konCno

Oln L 1+ -tz N
:—’)”L—'— —_—

O\ A A

Odvod je enak 0 za A\ = X. Drugi odvod v tej tocki je

2 vy o - .
IME — it e (), V tocki je maksimum.

(X = X)

Cenilka za )\ po metodi najvecjega verjetja je vzoréno povpredje X .

k]e tudi najuéinkovitejsa cenilka za \ z disperzijo DX = % /
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/ Porazdelitev vzorcnih aritmeticnih sredin \

Primer: Denimo, da se spremenljivka inteligencni kvocient na populaciji
porazdeljuje normalno z aritmeticno sredino ¢ = 100 in standardnim

odklonom o = 15.
X : N(100,15)

Denimo, da imamo vzorec velikosti n = 225. Tedaj se vzorCne aritmeticne
sredine porazdeljujejo normalno

_ 15
X : N(100, ——) = N (100, 1
( \/%) ( )

Izracunaymo, kolikSne vzorCne aritmetiCne sredine ima 90% vzorcev
(simetri¢no na povprecje). 90% vzorCnih aritmetiCnih sredin se nahaja na

intervalu:
P(Yl <7<72) = 0,90

P21 <2z<2)=0,90 = 2&(z)=0,90

k B(z1) =0,45 = 2z =1,65 /
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/

p(z)

0,45

N

/
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/

Potem se vzorCne aritmetiCne sredine nahajajo v intervalu

P(M—ai%<ﬂf<u+mi%):0ﬁ0

oziroma konkretno
P (100— 1,65 < X < 100 + 1,65) = 0,90

90% vseh slucajnih vzorcev velikosti 225 enot bo imelo povprecja za

inteligencni kvocient na intervalu

(98,35 ; 101, 65).

N

/
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/

Lahko preverimo, da bi bil ta interval v primeru vecjega vzorca oZji.
Npr. v primeru vzorcev velikosti n = 2500 je ta interval

— 15
P<100—1,65 < X <100+1,65 )zO,QO

15
V2500 V2500

oziroma
(99,5 100, 5).

N

/
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/

N

Porazdelitev vzorcnih delezev

Zato na vsakem vzorcu pois¢emo vzorcni delez p.

~

Denimo, da zelimo na populaciji oceniti delez enot 7 z doloCeno lastnostjo.

/
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~

Pokazati se da, da se za dovolj velike sluCajne vzorce s ponavljanjem (za

deleze okoli 0,5 je dovolj 20 enot ali ve€) vzorCni delezi porazdeljujejo
priblizno normalno z

e aritmetiCno sredino vzorCnih delezev, ki je enaka delezu na populaciji
Ep =,

e standardnim odklonom vzorcnih delezev

SE(p) — \/m — )

n

Za manjSe vzorce se vzorcni delezi porazdeljujejo binomsko.

Cenilka populacijskega deleza je nepristranska cenilka, ker velja

Ep = .

N /
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4 N

Primer: V izbrani populaciji prebivalcev je polovica zensk m = 0,5. Ce

tvorimo vzorce po n = 25 enot, nas zanima, kolikSna je verjetnost, da je v
vzorcu vec kot 55 % Zensk? To pomeni, da is¢emo verjetnost P(p > 0, 55).

Vzorcni delezi p se porazdeljujejo priblizno normalno

1 — 0,5-0,5
D N<0,5, \/”( 7T>> —N<o,5, \/ T >—N(O,5, 0,1).
n

0,55 — 0,5
0,1

P(p>0,55)—P<Z> >_P(Z>O,5)—

=0,5— ®(0,5) =0,5— 0,1915 = 0, 3085.

Rezultat pomeni, da lahko pricakujemo, da bo pri priblizno 31% vzorcev
delez zensk vecji od 0,55.

N /
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4 N

Poglejmo, kolikSna je ta verjetnost, Ce bi tvorili vzorce velikosti n = 2500

0,55 —0,5
P(p>0,55)—P<Z> ’ ’ )
0,5(1—0,5)
\/ 2500

= P(Z>5)=0,5—®(5)=0,5—0,5=0.

enot:

V 10-krat veCjih vzorcih kot prej ne moremo pricakovati ve€ kot 55% zensk.

N /
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4 N

Porazdelitev razlik vzorcnih aritmeticnih sredin

Denimo, da imamo dve populaciji velikosti /N1 in N5 in se spremenljivka
X na prvi populaciji porazdeljuje normalno N (u1, 0 ), na drugi populaciji
pa N (u2,0) (standardna odklona sta na obeh populacijah enaka!).

V vsaki od obeh populaciy tvorimo neodvisno slucajne vzorce velikosti 74
in no. Na vsakem vzorcu (s ponavljanjem) prve populacije 1izraCunamo
vzorcno aritmeti¢no sredino X1 in podobno na vsakem vzorcu druge

populacije X 5.

N /
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Dokazati se da, da je porazdelitev razlik vzorCnih aritmeticnih sredin

normalna, kjer je

e matematiCno upanje razlik vzorCnih aritmetiCnih sredin enako
E(71 — Y2) =EX, —EX, = 1 — K2,

e disperzija razlik vzorcnih aritmeticnih sredin enaka

0'2 O'2 2 ni1 + N9

D(yl — 72) — Dyl -+ DYQ = -+ =0
ni no nin-

N

~

/
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/Primer: Dvema populacijama Studentov na neki univerzi (tehnikom in \
druzboslovcem) so izmerili neko sposobnost s povpreCjema p; = 70 in
g = 80 toCk in standardnim odklonom, ki je na obeh populacijah enak,
o = 7 tock.

Koliksna je verjetnost, da je aritmetiCna sredina sluCajnega vzorca
druzboslovcev (ng = 36) veCja za veC kot 12 toCk od aritmetiCne sre-
dine vzorca tehnikov (n; = 64)? Zanima nas torej verjetnost:

_ _ 12 — 10
P(Xq— X, >12) = P(Z >

7 36464

36-64

— P(Z>1,37)=0,5— ®(1,37) =
= 0,5 — 0,4147 = 0, 0853.

Torej, priblizno 8,5% parov vzorcev je takih, da je povprecje druzboslovcev

kveéje od povprecja tehnikov za 12 tock. /
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/

N

Porazdelitev razlik vzorcnih delezev \

Podobno kot pri porazdelitvi razlik vzorCnih aritmeti¢nih sredin naj bosta
dani dve populaciji velikosti V1 in N, z delezema enot z neko lastnostjo 7
in 2. Iz prve populacije tvorimo slucajne vzorce velikosti 7 in na vsakem

1zraCunamo delez enot s to lastnostjo p;.

Podobno naredimo tudi na drugi populaciji: tvorimo sluCajne vzorce
velikosti n5 in na njih dolocimo deleze po. Pokazati se da, da se za dovol;
velike vzorce razlike vzorCnih delezev porazdeljujejo priblizno normalno z

e matemati¢nim upanjem razlik vzorCnih delezev

E(p1 —pz) = Ep; — Epy = 7 — mo,

e disperzijo razlik vzorCnih delezev

1 — mo(l — 7
D(pl_pz):Dpl—l—Dp2:7T1( 7T1)Jr 2( 2).

nq n2

/
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/

I1.4. Intervali zaupanja

/
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4 N

Denimo, da s sluCajnim vzorcem ocenjujemo parameter .

PoskuSamo najti statistiko g, Ki je nepristranska, tj. Eg =~y

in se na vseh moznih vzorcih vsaj priblizno normalno porazdeljuje s
standardno napako SE(¢g). Nato poskusamo najti interval, v katerem se bo
z dano gotovostjo (1 — «) nahajal ocenjevani parameter:

Pla<y<b) =1—-qa

a je spodnja meja zaupanja, b je zgornja meja zaupanja,

« verjetnost tveganja oziroma 1 — « verjetnost gotovosti.

Ta interval imenujemo interval zaupanja in ga interpretiramo takole:
z verjetnostjo tveganja « se parameter Y nahaja v tem intervalu.

N /
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/

Konstruiraymo interval zaupanja.

Na osnovi omenjenih predpostavk o porazdelitvi statistike g
lahko zapisemo, da se statistika

_9—-EFg _g-n

/= 'SE(y) ~ SE(y)

porazdeljuje standardizirano normalno N (0, 1).

N

374

/
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4 N

Ce tveganje « porazdelimo polovico na levo in polovico na desno na konce
normalne porazdelitve, lahko zapiSemo

g—7
P(- —1— o
( Za/2< SE(g) <Za/2) Q

Po ustrezni preureditvi lahko izpeljemo naslednji interval zaupanja za

parameter y

P(g —24/29E(9) < v < g+ 2a/2 SE(Q)) =1-«

Zq /2 J€ doloCen le s stopnjo tveganja a.

N /
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4 N

Vrednosti z,, /o lahko razberemo iz tabele za verjetnosti za standardizirano
normalno porazdelitev, ker velja

B(202) = 0,5 — %

Podajmo vrednost z, /2 za nekaj najbolj standardnih tvegan;:
e =0,10, z,/2=1,65
e a=0,05, z,/2=1,96
e a=0,01, z,/0=2,58

N /
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N

Pomen stopnje tveganja pri intervalih zaupanja

izbrani stopnji tveganja « interval zaupanja za parameter .

in zato tudi izraCunani intervali zaupanja za parameter .
To pomenti, da se intervali zaupanja od vzorca do vzorca razlikujejo.
Meji intervala sta slucajni spremenljivki.

vzorcev in za vsakega izraCunali interval zaupanja za parameter +.

iskanega parametra .

~

Za vsak sluCajni vzorec lahko ob omenjenih predpostavkah izraCunamo ob

Ker se podatki vzorcev razlikujejo, se razlikujejo vzorCne ocene parametrov

Vzemimo stopnjo tveganja o = 0, 05. Denimo, da smo izbrali 100 slucajnih

Tedaj lahko pricakujemo, da 5 intervalov zaupanja od 100 ne bo pokrilo

/
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Povedano je lepo grafi¢no predstavljeno na naslednji strani.

vzorce porazdeljujejo nomalno.

Denimo, da v tem primeru poznamo vrednost parametra (u = 100).

ob stopnji tveganja o = 0, 05.

tveganja: priblizno 95% intervalov pokrije parameter p.

N

~

V tem primeru ocenjujemo parameter aritmeticno sredino inteligenCnega
kvocienta. Kot vemo, se vzorCne aritmeticne sredine X za dovolj velike

Za veC sluCajnih vzorcev smo izraCunali in prikazali interval zaupanja za u

Predstavitev vec intervalov zaupanja za aritmeti¢no sredino g pri 5% stopnji

/
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' <

N

X
i bl -
; X
g o— -
X |
— ° :)--—X
X
3 & T |
X - :o -
X

/
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4 N

Intervalsko ocenjevanje parametrov

Naj bo X slucCajna spremenljivka na populaciji G z gostoto verjetnosti
odvisno od parametra (.

Slu¢ajna mnozica M C R, ki je odvisna le od sluCajnega vzorca, ne pa
od parametra (, se imenuje mnoZica zaupanja za parameter ¢, ¢e obstaja
tako §tevilo @, 0 < < 1, da velja P(¢ € M) =1 — o Stevilo 1 — a

imenujemo tedaj stopnja zaupanja; Stevilo « pa stopnja tveganja.

Stopnja zaupanja je obicajno 95% ali 99% — a = 0,05 ali a = 0, O1.
Pove nam, kakSna je verjetnost, da M vsebuje vrednost parametra ( ne
glede na to, kaksna je njegova dejanska vrednost.

Ce je mnozica M interval M = [A, B, ji re€emo interval zaupanja
(za parameter ().

vvvvv

N /
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.. Intervalsko ocenjevanje parametrov

Naj bo X : N(u,0) in recimo, da poznamo parameter o in ocenjujemo

1 —a,kjerje Z = @\/ﬁ Tedaj je

Za katera a in b je interval [A, B] najkraj$i?

N

~

parameter p. Izberimo konstanti a in b, b > a, takodabo P(a < Z < b) =
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Pokazati je mogocCe (Lagrangeova funkcija),
da mora biti a = —bin (b)) = (1 — «)/2;
oziroma, ¢e 0znacimo b = z, 2, velja P(Z > z,/2) = a/2.

Iskani interval je torej
— o

A:X—za/gﬁinBzy—i—za/Q%

§j., z verjetnostjo 1 — acje | X — p| < Zaj2 -

Od tu dobimo, da mora za to,
da bo napaka manjsa od ¢ z verjetnostjo 1 — a,

veljati n >

N

(222%)2,
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/ ... Intervalsko ocenjevanje parametrov \

Ce pri porazdelitvi X : N(u, o) tudi parameter o ni znan, ga nadomestimo

s cenilko S’ in moramo zato uporabiti Studentovo statistiko 1" = %\/ﬁ
Ustrezni interval je tedaj

S

— S
— B=X+t
\/ﬁ7 + /2

A:y—ta/g %
kjer je P(T' > t,/2) = a/2.

Ce pa bi ocenjevali parameter o2, uporabimo statistiko y? = (n — 1) g—z, ki
je porazdeljena po x?(n — 1). Tedaj sta

_ 2 _ 2
g (n—1)8 | B_ (n—1)8
b a
Konstanti a in b véasih dolo¢imo iz pogojev P(x* < a) = «/2

in P(x* > b) = «/2; najkrajsi interval pa dobimo, ko velja zveza

kcﬂp(a) = b?p(b) in seveda f;p(t)dt =1-aq. /
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N

Teoreticna interpretacija
koeficienta zaupanja (1 — «)

Ce zaporedoma izbiramo vzorce velikosti n
1z dane populacije in konstruiramo

(1 — a)100]% interval zaupanja

za vsak vzorec, potem lahko pricakujemo,

da bo [(1 — a)100]% intervalov
dalo prvo vrednost parametra.

stopnja tveganja — 1 — stopnja zaupanja

/
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toCki

a2

\Z

I. (1 — a)%-ni interval zaupanja za povprecje . \
populacije, kadar poznamo standardni odklon o:

- o)

Y=L 2a/2 %

ooooo

vrednost spremenljivke,
ki zavzame povr$ino «/2 na svoji desni;

je standardni odklon za populacijo;

je velikost vzorca;

je vrednost vzorCnega povprecja. /
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/

N

kjer je s standardni odklon vzorca.

~

II. Veliki vzorec za (1 — «) %-ni interval zaupanja
za povprecje 1 populacije:

S

Y=L Za/2 % :
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4 N

Primer: Na vzorcu velikosti n = 151 podjetnikov v majhnih podjetjih

v Sloveniji, ki je bil izveden v okviru ankete ‘Drobno gospodarstvo

v Sloveniji’ (Prasnikar, 1993), so izraCunali, da je povpreCna starost
anketiranih podjetnikov X = 40, 4 let in standardni odklon s = 10, 2 let.
Pri 5 % tveganju Zelimo z intervalom zaupauja oceniti povpreCno starost
podjetnikov v majhnih podjetjih v Sloveniji.

Pl " << T4+ i 1
— Za/2 —— oo —= 1 = 1—q.
Y oz/2\/ﬁ M Y /2\/ﬁ
1,96 x 10, 2 1,96 x 10, 2

40, 4 —

< u < 40,4 +

Vv 151 V151

40,4—16 < u < 40,4+1,6

95 % interval zaupanja za povprecno starost podjetnikov v majhnih podjetjih

v Sloveniji je med 38, 8 in 42, 0 leti.

N /
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/

III. Majhen vzorec za (1 — «) %-ni interval zaupanja
za povprecje 1. populacije:

S

Yyxityol — |,
Y /2 /n

stopen;.

Privzeli smo: populacija, iz katere smo izbrali vzorec,
ima pribliZzno normalno porazdelitev.

N

~

kjer je porazdelitev spremenljivke y vzeta na osnovi (n — 1) prostostnih

/
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/

Primer: Vzemimo, da se spremenljivka X - Stevilo ur branja dnevnih
¢asopisov na teden - porazdeljuje normalno N (u, o).

za aritmeticno sredino pri 10% tveganju.

N

Na osnovi podatkov za 7 slucajno izbranih oseb ocenimo interval zaupanja

/
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/

N

Podatki in ustrezni 1zracuni so:

i |z — X | (2, — X)?
5 —2 4
7 0 0
9 2 4
7 0 0
6 —1 1
10 3 9
5 —2 4
49 0 22

/
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/

2 Z?ﬂ(f’fi — 7)2 22

n—1 6
Iz tabele za t—porazdelitev preberemo, da je

ta/g(n — 1) = t0,05<6) = 1, 943

in interval zaupanja je

1,9
7T—1,943 - ——= < pu < 7+1,943-
vi o F

T—lL4<u<7+1,4.

N

§° = = — = 3,67.

Ne)

1,

S
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4 N

IV. (1 — a)%-ni interval zaupanja za razliko 1, — s, Ce
poznamo odklona o, in o5 in sta vzorca izbrana neodvisno:

I of | 0
Y1 — Yo =~ 2a)2 |
1 T2

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

-~

N

V. Veliki vzorec za (1 — ) %-ni interval zaupanja za
razliko ;11 — u», kadar ne poznamo odklonov o4 in o5,
vzorce pa izbramo neodvisno:

L st | S
Y1 — Yo =~ 2a)2 |
3] T2
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/ VI. Majhen vzorec za (1 — o) %-ni interval zaupanja za\
razliko 11; — u», kadar ne poznamo odklonov o, in o9, ki pa
sta si enaka, vzorci pa so majhni in izbrani neodvisno:

1 1

an 2 |
Y1 — Yo T la/2.n,4n,—24/ S |
[2mtn: b 1 T2

2 _ (1 —1)si+ (na — 1)s;

p—

kjer je
Jet] > TL1—|—TL2—2

Privzeli smo:

— obe populaciji sta pribliZzno normalni,
— varianci sta enaki,

\— naklju¢ni vzorci so izbrani neodvisno. J
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4 R

VII. Majhen vzorec za (1 — o) %-ni interval zaupanja za

razliko ;11 — u2, kadar ne poznamo odklonov o4 in o5,
vzorci pa so majhni in izbrani neodvisno:

o st | S5
Y1 — Yo toz/2,1/ |
3 %

kjer je

(s7/m1 + 3§/n2)2
(51/n1)%/(n1 = 1) + (s3/n2)*/ (g — 1)

N /
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4 N

Primer:

Naslednji podatki predstavljajo dolzine filmoyv,
ki sta jih naredila dva filmska studija.

IzraCunaj 90%-ni interval zaupanja
za razliko med povpreCnim Casom filmoyv,
ki1 sta jih producirala ta dva studija.

Predpostavimo, da so dolzine filmov
porazdeljene pribliZzno normalno.

N /
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4 N

Cas (v minutah)
Studio 1: 103 94 110 87 98
Studio2: 97 82 123 92 175 88 118

N /
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4 N

Podatke vnesemo v Minitab

Film.MTV

Studio 1: Studio 2:

103 97
94 82
110 123
87 92
98 175

88

118

N /
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Dva vzorca T'-Test in interval zaupanja

Dva vzorca T za Cl : CZ

N povpr. St.odk. SE povpr.
Cl 5 98.40 8.73 3.9
C2 7 110.7 32.2 12

90%—ni1 1nterval zaupanja za mu Cl-mu C2:

T-TEST mu Cl=mu C2 (vs ni=):
T = -0.96 P = 0.37 DF = 7

N

L W

/
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4 N

VIII. (1 — a)%-ni interval zaupanja
za razliko 11, = 11 — 1o ujemajocih se parov
v velikih vzorcih:

Sd Lo
= Za/2| — = kjer je n Stevilo parov.

i)

.l
L

N
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4 N

IX. (1 — a)%-ni interval zaupanja
za razliko 1, = 11 — 1o ujemajocih se parov
v majhnih vzorcih:

d + ta/2.n—1 d kjer je n Stevilo parov.

i)

Privzeli smo: populacija razlik parov je normalno porazdeljena.

N
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/

Nal. 8-39. Spricanje jabolk lahko pozro¢i kontaminacijo zraka.
Zato so v Casu najbolj intenzivnega Spricanja zbrali in
analizirali vzorce zraka za vsak od 111ih dni.

Raziskovalci zelijo vedeti ali se povprecje ostankov Skropiv
(diazinon) razlikuje med dnevom in nocjo.

Analiziraj podatke za 90% interval zaupanja.

N

)

/
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Nal. 8-39

Diazinon Residue

Datum dan no"c

Jan. 11 5,4 24,3
12 2,1 16,5
13 34,2 47, 2
14 19,9 12,4
15 2,4 24,0
16 7,0 21,6
17 6,1 104, 3
18 7,7 96, 9
19 18,4 105, 3
20 27,1 18,7
21 16,9 44,6

N /
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//’

Datum

Jan. 11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

N

Diazinon Residue

dan

=N OV
~ ~ ~ ~

~

~ ~ ~ ~

O 1 0O J O J DD O - DD o
~
O ~ & J B O >~ O DD I b

~

=N

no"c
24,3
16,5
47, 2
12,4
24,0
21,6
104, 3
96,9
105, 3
78,7
44,6

razlika

dan—-no"c

-18, 9
-13,8
-13,0

7,5
-21,6
~14,6
-98,2
-89, 2
-86, 9
-51,6
27,7

/
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4 N

Podatke vnesemo v Minitab:
Ex8-39.MTW
Cl C2
5.4 24 .3
2.7 16.5
34.2 477 .2
19.2 12.4
2.4 24 .0
7.0 21.6
6.1 104.3
7.7 96.9
18.4 105.3
27.1 78.77
16.9 44 .6

N /
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//’

MTB > Let C3=Cl-C2.
T i1nterval zaupanja

Spremen. N povpr. Stdev SEpovpr.
C3 11 -38.9 36.6 11.0

90,0 % interval zaupanja je (58,9 ; 18,9).

N

/
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4 N

Za deleze
p = delez populacije
p = deleZ vzorca,

kjer je p = y/n in je y Stevilo uspehov v n poskusih.

N /
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4 N

X. (1 — «@)%-ni interval zaupanja
za delez populacije p,
kadar poznamo o ;:

P =T 2a/20p

N
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/ XI. Veliki vzorec za (1 — ) %-ni interval zaupanja \
za delez populacije:

AN AN

. pq
p Z&/Q —
n

Privzeli smo: velikost vzorca n je dovolj velika,
da je aproksimacija veljavna.

Dobro pravilo (angl. rule of thumb) za i1zpolnitev pogoja

“dovolj velik vzorec™ je:

" | Y
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/

gospodarstvo v Sloveniji’, so izraCunali. da je delez obrtnih podjetij
p = 0,50. Pr1 5 % tveganju zelimo z intervalom zaupanja oceniti delez
obrtnih majhnih podjetij v Sloveniji.

0,50 x 0,50 0,50 x 0,50
’ : < 7 < 0,504 1.96 = ’
V151 V151

0,50 - 0,08 < 7 < 0,50+ 0,08

0,50 — 1.96

S 5% stopnjo tveganja trdimo, da je delez obrtnih majhnih podjetij v
Sloveniji glede na vsa majhna podjetja med 0,42 in 0,58.

N

Primer: Na vzorcu (n = 151), ki je bil izveden v okviru ankete *Drobno

~

/
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-~

N

XII. (1 — «)%-ni interval zaupanja

za razliko delezev p; — po,

kadar poznamo o, _;,:

(D1 — P2) =

— Za/gOﬁl_pQ.
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za razliko delezev p; — po:

. p1qi | P20
(pl — pz) T Zq/2 |
T 19

Privzeli smo: velikost vzorca n je dovolj velika,
da je aproksimacija veljavna.

Kot splosno pravilo za dovolj velika vzorca privzamemo naslednje:

nipr > 4 niqr > 4.
nop2 >4 In nage > 4.

N

/ XIII. Veliki vzorec za (1 — o) %-ni interval zaupanja \

/
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/

XIV. Veliki vzorec za (1 — «) %-ni interval zaupanja
za varianco populacije o*:

(7; — 1) <o < (2n —1)s°
X(a/2,n—1) X(1-a/2n—1)

Privzeli smo: populacija iz katere izbiramo vzorce,
ima pribliZzno normalno porazdelitev.

N

/
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4 N

Primer: Vzemimo prejsSnji primer spremenljivke o Stevilu ur branja dnevnih

casopisov na teden. Za omenjene podatke 1z vzorca ocenimo z intervalom

zaupanja varianco pri 10% tveganju.

Iz tabele za y“—porazdelitev preberemo, da je
X%—Q/Q(n o 1) — X8,95(6) = 12,6,

X2 5 (n — 1) = X3 05(6) = 1, 64.
90 % 1nterval zaupanja za varianco je teda;

63,67 _ ,_6-3,67
2.6 ~° 1,64

1,75 < 0% < 13,43.

N /
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/

XV. (1 — a)%-ni interval zaupanja

za kvocijent varianc dveh populacij o7 /o5:

s 1 - 0? - s 1
3 F 03~ s: F
2 (a/2,n1—1,n9—1 2 2 (a/2,n3—1,n1—1

Privzeli smo:

— obe populaciji iz katerih izbiramo vzorce,
imata pribliZzno normalni porazdelitvi relativnih frekvenc.

—nakljucni vzorci so izbrani neodvisno iz obeh populacij.

N

415

/
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4 N

XVI. Izbira velikosti vzorca za oceno
populacijskega povprecCja u
znotraj H enot z verjetnostjo (1 — «):

Z&/QO'

H

T —

Populacijski odklon mora biti obiCajno aproksimiran.

N
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XVII. Izbira velikosti vzorca za oceno razlike 1, — 1
med parom populacijskih povprecij, ki je pravilna
znotraj H enot z verjetnostjo (1 — «):

~
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4 N

XVIII. Izbira velikosti vzorca za oceno

deleza populacije p, ki je pravilna
znotraj H enot z verjetnostjo (1 — «):

2

Za/2
2 ) pg

H

Opozorilo: v tem primeru potrebujemo oceni za p in q.
Ce nimamo nobene na voljo, potem uporabimo p = g = 0,5

za konzervativno 1zbiro Stevila n.

N
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N

XIX. Izbira velikosti vzorca za cenilko razlike p; — p-
med dvema delezema populacije, ki je pravilna
znotraj H enot z verjetnostjo (1 — «):

9
ZO{
Ny = N9 = ( H/2> (p1q1 —H?Q%)

~
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/

/r’l_ H\\
LONGRATULATIONS! WITH THESE

SECTIONS COVERING THE BASIZS OF
CONFIPENCE INTERVALS AND
HWYPOTHEZIS TESTING, YOU HAVE JUST
COMPLETEDR YOUR FIRST COURSE IN
LLASSICAL STATISTIZS!
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N

~

IL.5. PreizkusSanje statisticnih domnev
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-~

N

e postopek

e clementi

—napake 1. in 2. vrste
— znacilno razlikovanje

— moc statistiCnega testa

e testi

— centralna tendenca
— delez

— varianca

Nacrt
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-~

e izberemo vzorec,

e zavrni ali spreymi trditev.

Hipoteza je testirana

z doloCanjem verjetja,

da dobimo dolocen rezultat,
kadar jemljemo vzorce 1z
populacije s predpostavljenimi
vrednostimi parametrov.

N

Uvod

e postavimo trditev o populaciji,

s katerim bomo preverili trditev,

Univerza v Ljubljani
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4 N

Z.godovina

Teorijo preizkuSanja domnev sta v
20. 1n 30. letih prejSnjega stoletja
razvila J. Neyman in E.S. Pearson.

Statisticna domneva (ali hipoteza)
je vsaka domneva o porazdelitvi
sluCajne spremenljivke X na populaciji.

N /
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@ R

Ce poznamo vrsto (obliko) porazdelitve f(x; () in postavljamo/raziskujemo

domnevo o parametru (, govorimo o parametricni domnevi.

Ce pa je vprasljiva tudi sama vrsta porazdelitve,

je domneva neparametricna.

Domneva je enostavna, Ce natacno doloca porazdelitev
(njeno vrsto in toCno vrednost parametra); sicer je sestavijena.

Primer: Najbo X : N(u, o).

Ce poznamo o, je domneva H : u = 0 enostavna;
Ce pa parametra o ne poznamo, je sestavljena.

Primer sestavljene domneve je tudi H : pu > 0.

/
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/

Statisticna domneva je lahko pravilna ali napacna.
Zelimo seveda sprejeti pravilno domnevo in zavrniti napacno.
Tezava je v tem, da o pravilnosti/napacnosti domneve

Ponavadi se odloCamo le na podlagi vzorca.

Ce vzor¢ni podatki preveC odstopajo od domneve, reCemo,
da niso skladni z domnevo, oziroma,

da so razlike znacilne, in domnevo zavrnemo.

Ce pa podatki domnevo podpirajo, jo ne zavrnemo
— vCasih jo celo sprejmemao.
To ne pomeni, da je domneva pravilna, temvec

da n1 zadostnega razloga za zavrnitev.

N

ne moremo biti gotovi, e jJo ne preverimo na celotni populaciji.

/
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/

N

Postopek testiranja hipoteze

postavi niCelno in alternativno hipotezo,
1zber1 testno statistiko,

doloc¢i zavrnitveni kriterij,

izberi nakljucni vzorec,

1zraCunaj vrednost na osnovi testne statistike,
sprejmi odlocitev,

naredi ustrezen zakljucek.

/
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/

N

Hipoteza

e Nicelna hipoteza (H)

— je trditev o lastnosti populacije za katero predpostavimo, da drzi
(oziroma za katero verjamemo, da je resniCna),

— je trditev, ki jo test skusa ovreci.

e Alternativna (nasprotna) hipoteza (H,)

— je trditev nasprotna nicelni hipotezi,

— je trditev, ki jo s testiranjem skuSamo dokazati.

/
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N

e nicelna hipoteza (H)

— obtoZenec je nedolzen,

— obtoZenec je kriv.

... Hipoteza

e alternativna hipoteza (H,)

/
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4 N

Odlocitev in zakljucek

e Porota je spoznala obtoZenca za krivega.
ZakljuCimo, da je bilo dovolj dokazov, ki nas prepricCajo,
da je obtozenec storil kaznivo dejanje.

e Porota je spoznala obtoZenca za nedolznega.
ZakljuCimo, da je n1 bilo dovolj dokazov, ki bi nas prepricali,
da je obtozenec storil kaznivo dejanje.

N /
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/

N

Elementi testiranja hipoteze

odlocitev

nedolzen kriv
pravilna napaka
nedolzen | odlocitev 1. vrste

. (@)

dejansko

stanje napaka mocC

Kriv 2. vrste (1—0)
(5)

/
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/

... Elementi testiranja hipoteze

e verjetnost napake 1. vrste («)

verjetnost za obtozbo nedolznega obtozenca.
e znacilno razlikovanje (signifikantno) oziroma stopnja znacilnosti

e koli¢ina dvoma («), ki ga bo porota Se sprejela.
— Kriminalna tozba: Beyond a reasonable doubt...

— Civilna tozba: The preponderance of evidence must suggest...

N

/
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N

... Elementi testiranja hipoteze

e verjetnost napake 2. vrste: (3)

— verjetnost, da spoznamo krivega obtozenca za nedolznega,

e moc testa: (1 — (3)

— verjetnost, da obtozimo krivega obtozenca.

/
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Sodba

e breme dokazov,

e potrebno je prepricati poroto, da je obtozeni kriv
(alternativna hipoteza)
preko doloCene stopnje znacilnosti.

— Criminal: Reasonable Doubt

— Civil: Preponderance of evidence

N /
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e Ni bremena dokazovanja.

N

Obramba

e Povzrociti morajo dovolj dvoma pri poroti,
Ce je obtoZeni resniCno Kriv.

/
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4 N

StatistiCna niCelna hipoteza

Hy : p=9mm
(Premer 9 milimetrskega kroga),
Hy : p =600 km

(Proizvalajec trdi, da je to doseg

novih vozil),

Hy : p = 3 dnevi

N /
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4 N

Neusmerjena alternativna hipoteza

3

Hy : p=9mm

H, : = 9mm

Premer 9 milimetrskega kroga.

N /
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4 N

“Manj kot” alternativna hipoteza

Hy : p =600 km

H, : < 600 km

Proizvalajec trdi, da je to

doseg novih vozil.

N /
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/

“Vec kot” alternativna hipoteza

Hy : p = 3 dnevi

H, : p> 3 dnevi

Cas odsotnosti dolo¢enega artikla
pri neposredni podpori.

N

/
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/

N

Definicije

. Zavrnitev niCelne hipoteze, Ce je le-ta pravilna, je napaka 1. vrste.

Verjetnost, da naredimo napako 1. vrste, oznaCimo s simbolom «

in ji pravimo stopnja tveganja, (1 — «) pa je stopnja zaupanja.

Ce ne zavrnemo nicCelno hipotezo, v primeru, da je napacna,
pravimo, da gre za napako 2. vrste.

Verjetnost, da naredimo napako 2. vrste, ozna¢imo s simbolom [,

. Moc statisti¢nega testa, (1 — ()

je verjetnost zavrnitve niCelne hipoteze v primeru,
ko je le-ta v resnici napacna.

/
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/

N

e nicCelna hipoteza

—Hy : g=qo

Statisticna hipoteza

e alternativna hipoteza

-H, : ¢# q
-H, : g> qo
-H, : g <qo

/
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/ Primer testiranja hipoteze \

Predpostavimo, da je dejanska mediana (7) pH 1z doloCene regije 6,0.

Da bi preverili to trditev, bomo izbrali 10 vzorcev zemlje i1z te regije,
da ugotovimo, Ce empiri¢ni vzorci mocno podpirajo,
da je dejanska mediana mansja ali enaka 6,0?

Predpostavke

e nakljucni vzorec
—neodvisen

— enako porazdeljen (kot celotna populacija),

e vzorcenje i1z zvezne porazdelitve,

ko verjetnostna porazdelitev ima mediano. /
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/

N

Postavitev statistiCne hipoteze
in izbira testne statistike

e nicCelna hipoteza

— Hy : 7 = 6,0 (mediana populacije 1)

e alternativna hipoteza

-H, : 7<6,0

Testna statistika (TS)

e 5, = Stevilo vzorcev, ki so vecji od mediane 7 iz hipoteze,

e S_ = Stevilo vzorcev, ki so mansji od mediane 7 iz hipoteze.

/
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/

Porazdelitev testne statistike

e vsak poskus je bodisi uspeh ali neuspeh,
e fiksen vzorec, velikosti n,

e nakljucni vzorci
— neodvisni poskusi,

— konstantna verjetnost uspeha.

Torej gre za
e binomsko porazdelitev: S. ~ B(n,p),

e sparameterin = 10inp = 0,5,

e in pricakovano vrednostjo (matemati¢nim upanjem): E(X) = np =

~

D.

/
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/

Testiranje hipoteze

odlocitev

FTR H, zavrni H

Hy je | pravilna

pravilna | odlocCitev
dejansko
stanje

Hy je pravilna
napacna odlocitev

N

/
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/

Napaka 1. vrste

N

odlocitev
FTR H, zavrni H
Hy je napaka
pravilna 1. vrste
dejansko
stanje
H 0 je
napacna

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

446



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Napaka 2. vrste

N

odlocitev
FTR H, zavrni H
H 0 je
pravilna
dejansko
stanje
Hy je | napaka
napacna | 2. vrste

/
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/

N

Moc testa
odlocitev
FTR H, zavrni H
H() je
pravilna
dejansko
stanje
Hy je (1-20)
napacna

/
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/

dejansko
stanje

N

Elementi testiranja hipoteze

odlocitev
FTR H, zavrni H
HO je
pravilna ()
Hy je (8) (1—5)
napacna

/
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/

N

... Elementi testiranja hipoteze

e verjetnost napake 1. vrste ()

— Ce hipoteza H( drzi, kakSna je moznost, da jo zavrzemo.

e stopnja znacilnosti testa (signifikantnosti)

— Najvedji a, ki ga je vodja eksperimenta pripravljen sprejeti
(zgornja meja za napako 1. vrste).

e verjetnost napake 2. vrste (3)

— Ce hipoteza H( ne drZi, kakSna je moznost, da je ne zavrzemo.

e mocC statistiCnega testa: (1 — ()

— Ce hipoteza H( ne drzi, kakSna je moznost, da jo zavrzemo.

/
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/

N

... Elementi testiranja hipoteze

velikost  napaka napaka mocC

vzorca l.vrste  2.vrste
n o) 15} 1—0
konst. T l
konst. l 1
povecanje l !
zamnjSanje i T

/
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/ Primer (A) testiranja hipoteze \

Predpostavimo, da je dejanska mediana (7) pH 1z doloCene regije 6,0.

Da b1 preverili to trditev, bomo izbrali 10 vzorcev zemlje 1z te regije, da
ugotovimo, ¢e empiricni vzorci mocno podpirajo, da je dejanska mediana
manjSa ali enaka 6,07

e Hipotezi
—Hy : 7=06,0
- H, : 7<6,0

e Testna statistika

— S, = §tevilo vzorcev vecjih od predpostavljene mediane 7,

- S, ~ B(n,p) = B(10;0,5),

_B(Sy) =5.
NG %
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/

N

P

0.2

Porazdelitev testne statistike

Mean=15.0 5td Dev=1581 Bkewness=0.000 Kurtosis =2.300

0.z0

0.1s

oo

0.0

0.ao

0 1 2 3 4 5 6 7 & 9

Number of Binomial Successes forn=10,p=.5

/
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/

N

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

P(X =)

F(x)

© 00 J O O = W N~ O |8

—_
-]

0,000977
0,009766
0,043945
0,117188
0, 205078
0, 246094
0, 205078
0,117188
0,043945
0,009766
0,000977

0, 00098
0,01074
0, 05469
0,17188
0, 37695
0, 62305
0,82813
0,94531
0, 98926
0, 99902
1, 00000

~

/
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/

N

... DoloC¢imo zavrnitveni Kriterij

e Stopnja znacilnosti testa (o) = 0,01074,
e KiritiCna vrednost

-5, =1,
e Obmocje zavrnitve

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

455



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 456

4 N

Izberemo nakljucni vzorec

Predpostavimo, da je dejanska mediana (7) pH 1z doloCene regije 6,0.

Da bi preverili to trditev, smo izbrali 10 vzorcev zemlje iz te regije in jih
podvrgli kemiCni analizi in na ta nacin dolocili pH vrednost za vsak vzorec.

Ali empiricni podatki podpirajo trditev,
da je dejanska mediana mansja ali enaka 6,07

5.93: 6,08: 5,86; 5,91: 6,12; 5,90; 5,95: 5.89: 5 98: 5. 96.

N /
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/

O

Izracunaj vrednost iz testne statistike

pH

predznak

5,93
6,08
5, 86
5,91
6,12
5,90
5,95
5, 89
5,98
5,96

+

~

/
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/

N

Naredimo odlocitev

e IzraCunana vrednost S, leZi zunaj zavrnitvenega obmocja.

e Ni osnove za zavrnitev hipoteze H.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

458



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 459

4 N

P-vrednost

P-vrednost (ali ugotovljena bistvena stopnja
za dolocCen statisticni test) je verjetnost

) .- _ [y
(ob predpostavki, da drzi Hy), @M@
da ugotovimo vrednost testne statistike, gy

ki je vsaj toliko v protislovju s H|

in podpira H, kot tisto,

ki1 je 1zraCunana 1z vzorCnih podatkov.

N /
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/

N

P-vrednost

e Sprejemljivost hipoteze Hy na osnovi vzorca

— Verjetnost, da je opazovani vzorec (ali podatki) bolj ekstremni,
Ce je hipoteza H( pravilna.

e NajmanjSi « pri katerem zavrnemo .y

THE SMALLER
THE P-VALUE,
THE STRONGER
THE EVIPENCE
AAINST Hg.

hipotezo Hy.
— Ce je P-vrednost > «, potem FTR Hy,

— Ce je P-vrednost < «, potem zavrni Hy.

/
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/

... PP-vrednost

P(X =x)

F(x)

© 00 J O O = W N~ O |8

[
-]

0,000977
0,009766
0,043945
0,117188
0, 205078
0, 246094
0, 205078
0,117188
0,043945
0,009766
0,000977

0,00098
0,01074
0, 05469
0,17188
0, 37695
0, 62305
0,82813
0,94531
0, 98926
0, 99902
1,00000

Q-Vrednost = P(S. > 2|7 =6,0) =0,05469.

/
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/

Izracunaj vrednost iz testne statistike

pH

predznak

5,93
6,08
5, 86
5,91
6,12
5,90
5,95
5, 89
5,98
5,96

+

~

/
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/

... P-vrednost

P(X =x)

F(x)

© 00 J O O = W N~ O |8

[
-]

0,000977
0,009766
0,043945
0,117188
0, 205078
0, 246094
0, 205078
0,117188
0,043945
0,009766
0,000977

0,00098
0,01074
0, 05469
0,17188
0, 37695
0, 62305
0,82813
0,94531
0, 98926
0, 99902
1,00000

Q-Vrednost = P(S_ >8|7=16,0) =0,05469.

/
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/ Odlocitev in zakljucek \

e P-vrednost > a = 0,01074.
e Ni osnove za zavrnitev hipoteze H.

e Zavrni niCelno hipotezo.
— ZakljuCimo, da empiricni podatki sugerirajo,
da velja alternativna trditev.
e Ni osnove za zavrnitev niCelne hipoteze
(angl. fail to reject, kratica FTR).
— Zaklju¢imo, da nimamo dovolj osnov,

da b1 dokazali, da velja alternativna trditev.

e Premalo podatkov, da bi pokazali,
da je dejanska mediana pH manjsa od 6,0.

k. Privzemimo, da je pH enaka 6,0 v tej konkretni regiji. /
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465

/

N

Naloga 9.4 na strani 429

Pascal je visoko-nivojski programski jezik,
ki smo ga nekoC pogosto uporabljali na
miniracunalnikih in microprocesorjih.

Narejen je bil eksperiment, da bi ugotovili

delez Pascalovih spremenljivk, ki so tabelariCne spremenljivke
(v kontrast skalarim spremenljivkam,

ki so manj ucinkovite, glede na Cas izvajanja).

/
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(-

0 spremenljivk je bilo naklju¢no izbranih i1z

mnozice Pascalovih programoyv,

—
pri tem pa je bilo zabelezeno Stevilo (( @}\‘
tabelariCnih spremenljivk Y. /::;:twr//g\s

Predpostavimo, da zelimo testirati hipotezo,
da je Pascal bolj uCinkovit jezik kot Agol,
pri katerem je 20% spremenljivk tabelariCnih.

To pomeni, da bomo testirali Hy : p = 0, 20,
proti H, : p > 0, 20, kjer je p verjetnost,
da imamo tabelari¢no spremenljivko na vsakem poskusu.

Predpostavimo, da je 20 poskusov neodvisnih.

N /
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/(a) DoloCi o za obmocje zavrnitve y > 8. \

Izracunati Zelimo verjetnost, da se bo zgodila napaka 1. vrste,

torej da bomo zavrnili pravilno hipotezo.

Predpostavimo, da je hipoteza H pravilna, tj. Y : B(20;0,2).
Ce se bo zgodilo, da bo Y pri izbranem vzorcu vedji ali enak 8,

bom hipotezo zavrnili, Ceprav je pravilna. Torej velja:

0 = PY>8) =1-PY <7) Q\\
= 1—§3HY::

20 7 20—2
- 1—§:(Z>0202

1=0

= 1-0,9679 = 0,0321 = 3,21%.

N /
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(b) Dolo¢i a za obmocje zavrnitve y > 5.

Do rezultata pridemo na enak nacin kot v prejsnji tocki:

a = P(Y>5)=1-P(Y <4)

= 1-) P(Y =i

4
20 i () 920—3
— 1-2(@,)0,2 0,2

1 =0
— 1-0,6296 = 0,3704 = 37,04%.

N /
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4 N

(¢) Doloci 3 za obmocje zavrnitve Y > 8, e je p = 0, 5.

Izracunati Zelimo verjetnost, da se bo zgodila napaka 2. vrste,

torej da bomo sprejeli napacno hipotezo.
Ker vemo, da je p = 0,5, velja Y ~ B(20;0,5).

Napacno hipotezo bomo sprejeli,
¢e bo y pri 1izbranem vzorcu manjsi od 8.

7
B = Z( )051057’—01316—1316%

1=0

N /
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4 N

(d) Dolo¢i 4 za obmocje zavrnitve y > 5, e je p = 0,5.

Do rezultata pridemo na enak nacin kot v prejSnji tocki:

1
20 : :
B=Py<4) =) ( Z_ )0,51 0,5" = 0,0059 = 0,59%.
1=0

N /
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/

(e) Katero obmocje zavrnitve y > 8 ali y > 5 je bolj zazeljeno,
Ce zelimo minimizirati verjetnost napake 1. stopnje

oziroma ¢e zelimo minimizirati verjetnost napake 2. stopnje.

Napako 1. stopnje minimiziramo z izbiro obmocja y > 8,
napako 2. stopnje pa z izbiro obmocja y > 5.

N

/
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/

(f) Doloci obmocje zavrnitve y > a tako, da je a priblizno 0,01.

Na osnovi toCke (e) zaklju¢imo, da se z veCanjem Stevila a
manjsa verjetnost « in s poskusanjem (ki ga pricnemo
na osnovi izkusenje iz tocke (a) pr1 9) pridemo do a = 9.

N

/
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4 N

(g) Za obmocje zavrnitve doloCeno v tocCki (f) doloci moc testa,

ce je v resnici p = 0, 4.

Moc testa je 1 — (3. Verjetnost 3 izraCunamo enako kot v to¢kah (c) in (d).
VeljaY ~ B(20;0,4) in

LLLLLLLLL /
Y

8
8= Z( )04@06@—05956—5956%

1=0
Moc testa znaSa 0,4044.

N /
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/

(h) Za obmocje zavrnitve doloCeno v tocki (f) dolo¢i mocC testa, Ce je v
resnici p = 0,7.

Tokrat velja Y ~ B(20;0,4) in

8
20 : :
=Py <8) = 0,7 0,3* = 0,0051 = 0,51%.
s=rw=9=3 () ;
Moc testa znasa 0,995.

N

~

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x

474



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 475

/ Formalen postopek za testiranje hipotez \

1. Postavi hipotezi:
—nicelna,

— alternativna.

2. Za parameter poiS¢emo kar se da dobro cenilko
(npr. nepristransko) in njeno porazdelitev ali
porazdelitev ustrezne statistike (izraz, v katerem nastopa cenilka).

3. Doloci odlocitveno pravilo.
Izberemo stopnjo znacilnosti ().
Na osnovi stopnje znacilnosti in porazdelitve statistike
dolo¢imo kriticno obmocje;

4. Zberi/manipuliraj podatke ter na vzorcnih podatkih

k 1zraCunaj (eksperimentalno) vrednost testne statistike. /
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4 N

5. Primerjaj in naredi zakljucek.

e Ce eksperimentalna vrednost pade v
kriticno obmocje, niCelno domnevo zavrni
in sprejmi osnovno domnevo ob

stopnji znacCilnosti a.

e Ce eksperimentalna vrednost ne pade v
kriticno obmocje, pa pravimo da vzorcni podatki
kazejo na statisticno neznacilne razilike

med parametrom in vzorcno oceno.

N
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4 N

L. Hy: p=po

I\

Ce poznamo odklon o, potem

T.S. =

sledi z-porazdelitev.

<
EIRN
:

N /
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/

Primer (B)

Proizvajalec omake za Spagete da v vsako posodo 28 unCe omake
za Spagete. Koli¢ina omake, ki je v vsaki posodi,
je porazdeljena normalno s standardnim odklonom 0, 005 unce.

Podjetje ustavi proizvodni trak in popravi napravo za polnenje,
¢e so posode bodisi

— premalo napolnjene (to razjezi kupce),
— ali preveC napolnjene (kar seveda pomeni manjsi profit).

Ali naj na osnovi vzorca iz 151h posod ustavijo proizvodno linijo?
Uporabi stopnjo znacilnosti 0, 05.

N

/
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/

N

e nicelna hipoteza

—HO . u:28

e alternativna hipoteza

—H, : u+#28

Postavimo hipotezo

/
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/

DA

N

norralna
porazdelitey

T—test

Zrana varianca

por azdelitey

Izberimo testno statistiko

valik vaorec

Wilcoxow
predznacen
rang teat

predznachi
tazt

normaalna
porazdelitey

Z—test

DA

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

N

Z.-Test

o fest

— Hy : pu = po (povprecje populacije)
e predpostavke

— naklju¢no vzorcenje

— poznamo varianco populacije

— 1zbiramo vzorce 1z normalne porazdelitve in/ali imamo vzorec
pri1 katerem je n velik.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

N

fiz)

0.40

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Mormal Distribution: Mu =0, Sigma =1

0.3

0.30

0.2

0.20

0.1

010

0.0s

zavrni H zavrnl H

0.00

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

N

Rezultati testiranja

naredi nakljuCni vzorec

— vzorcno povprecje: 28,0165

izracunaj vrednost testne statistike

Z = (28,0165 — 28)/0,0129 = 1, 278

naredi odlocitev
— FTR H,
zakljucek

— privzemi p = 28

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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4 N

P-vrednost

e Sprejemljivost hipoteze Hy na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
Ce je hipoteza H( pravilna

— P-vrednost = (2)P(Z > 1,278) = (2)(0,1003) = 0, 2006

e NajmanjsSi « pri katerem zavrnemo hipotezo H

— P-vrednost > «, zato FTR H

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/ Za H, : > Lo
odlocitveno pravilo: zavrni H, Ce je

“ T.S. 2 Z(O,F)—a)

.

=

o O oODooDOoOoOoGoaGon

N

Z s

Q1)

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

N

Za H, : 1 < g

odlocitveno pravilo: zavrni Hy, Ce je

TS S Z(O,5—a)

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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4 N

Za Ha : /L#/LO

odlocitveno pravilo: zavrni H
cejeT.S. < —2zp5-0q)

alicejeT.S. > 25—«

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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4 N

11. HO . =

Ce ne poznamo odklona o in je n > 30, potem

T.S. =

sledi z-porazdelitev.

Y — Ho
S
NG

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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4 N

111. HO . =

Ce ne poznamo odklona &, populacija je normalna

in je n < 30, potem

t-porazdelitev z n — 1 prostostnimi stopnjami.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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/

Za sluCajni vzorec: 16-1h odraslih Slovencev smo izraCunali povprecno

Primer (C2)

Stevilo in variance priznanih let $olanja: X = 9 in s* = 9.

Ali lahko sprejmemo domnevo, da imajo odrasli Slovenci
v povprecju vec kot osemletko pri 5% stopnji znacilnosti?

Postavimo najprej nicelno in osnovno domnevo:
H()I,LLZS in HlilLL>8.

Ustrezna statistike je
X —
e p——

s
ki se porazdeljnje po t-porazdelitvi s 15 prostostnimi stopnjami.

N

~

Predpostavljamo, da se spremenljivka na populaciji porazdeljuje normalno.

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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a N

Ker gre za enostranski test,

je glede na osnovno domnevo
kriticno obmocje na desni strani
porazdelitve in kritiCna vrednost

to.05(15) = 1, 753.

[zraCunajmo eksperimentalno vrednost

statistike:

98
te=—5—V16=1,3 ,

- !
0 t, =1,753

Eksperimentalna vrednost ne pade v kriticno obmocje.
Zato niCelne domneve ne moremo zavrniti
in sprejeti osnovne domneve,

da 1imajo odrasli Slovenci veC kot osemletko.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

Primer (C)

Ravnatelj bezigrajske gimnazije trdi, da imajo najboljsi PT program v
Sloveniji s povpre¢jem APFT 240.

Predpostavi, da je porazdelitev rezultatov testov pribliZno normalna.

Uporabi a = 0, 05 za dolocitev ali je povpreCje APFT rezultatov
Sestih nakljuCno izbranih dijakov iz bezigrajske gimnazije
statisticno vecje od 2407

N

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

N

e nicCelna hipoteza

_Hy : p= 240

e alternativna hipoteza

—H, : p> 240

Postavimo hipotezo

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

DA

N

norralna
porazdelitey

T—test

Zrana varianca

por azdelitey

Izberimo testno statistiko

valik vaorec

Wilcoxow
predznacen
rang teat

predznachi
tazt

normaalna
porazdelitey

Z—test

DA

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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4 N

T'-test

o test

— Hy : pu = pg (povprecje populacije)
e predpostavke

— naklju¢no vzorcenje

— ne poznamo varianco populacije

— 1zbiramo vzorce iz normalne porazdelitve
in/ali imamo vzorec pri katerem je n velik.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

N

=)

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Student's t Distribution: D.F. =5

avrni H

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

N

Rezultati testov

naredi nakljuCni vzorec
— vzor¢no povprecje: 255.,4

— vzorcni standardni odklon: 40,07

1zraCunaj vrednost testne statistike
T = (255,4 — 240) /16,36 = 0,9413
sprejmi odlocCitev
— FTR H

zakljuCek

— Bezigrajska gimnazija ne more pokazati, da imajo visje
povprecje APFT rezultatov, kot slovensko povprecje.

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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4 N

P-vrednost

e Sprejemljivost hipoteze Hy na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
Ce je hipoteza H( pravilna

— P-vrednost = P(T > 0,9413) = 0, 1949.

e NajmanjsSi « pri katerem zavrnemo hipotezo H

— P-vrednost > «, zato FTR Hj .

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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4 N

Vstavimo podatke v Minitab
(Ex9-23.MTV)

Cl:
2610
2750
2420
2510
2540
2490
2680

N

Univerza v Ljubljani
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4 N

T-test povprecja

Test of mu = 2500.0 vs mu > 2500.0

N MEAN  STDEV SE MEAN
Cl 7 2571.4  115.1 43.5
T p—VALUE
1.64 0.076

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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4 N

Razlaga P-vrednosti

1. Izberi najvecjo vrednost za a,
ki1 smo jo pripravljeni tolerirati.

2. Ce je P-vrednost testa manjsa kot
maksimalna vrednost parametra o,
potem zavrni nicelno hipotezo.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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4 N

Razlika povprecij dveh populaciji

Univerza v Ljubljani
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4 N

IV. Hy @y — po = Dy

Ce poznamo o7 1n 09

ter jemljemo vzorce neodvisno, potem

- (Y1 —Y2) — Do

T.S. sledi z-porazdelitev.
o o3
mnq | no

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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4 N

Primer 1: Preveriti Zelimo domnevo, da so dekleta na izpitu boljsa od

fantov. To domnevo preverimo tako, da izberemo slucajni vzorec 36 deklet
in slucajni vzorec 36 fantov, za katere imamo izpitne rezultate, na katerih
1izraCunamo naslednje statistiCne karakteristike:

YF:'?,O, SF:1

7 D — 7, 2, SpD — 1
Domnevo preverimo pri 5% stopnji znacilnosti.

Postavimo niCelno in osnovno domnevo:
Hy : up = purp oziroma pup — pup =0,

Hy : up > pr oziroma up — pup > 0.

N /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &
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4 N

Za popularijsko razliko aritmeti¢nih sredin na vzorcih raCunamo vzorcno

razliko aritmeti¢nih sredin, ki se za dovolj velike vzorce porazdeljuje

normalno

v ¥ Sh ., St
Xp—Xp : N| pip — pp,\| =— + —
np ng

oziroma statistika
 Xp—Xp—(tp —pr)u

5 5
S_D_|_8_F
np ngeg

<

standardizirano normalno N (0, 1).

Osnovna domneva kaze enostranski test: moznost napake 1. vrste je le na
desni strani normalne porazdelitve, kjer zavraCamo ni¢elno domnevo.

Zato je kriticno obmocje doloCeno z vrednostmi vec¢jimi od 1,65.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

Eksperimentalna vrednost statistike je

7,2-7-0

=0, 852.

Ze

0 +1,65 z

Eksperimentalna vrednost ne pade v kriticno obmocje.
NicCelne domneve ne moremo zavrniti.
PovprecCna uspesnost deklet in fantov ni statisticno znacilno razli¢na.

N

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

V. Hy : 1 — po = Dy

Ce ne poznamo o 1n/ali oo,
vzorce jemljemo neodvisno,

ny > 30 in/ali ny > 30, potem

-~ (y1 —92) — Do

T.S.
2 2
S1 |, 92
I
" N2

N

~

sledi z-porazdelitev.

/

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x

507



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 508

4 N

VI. Hy @ 1 — p2 = Dy

Ce ne poznamo o 1n/ali oo,

vzorce jemljemo neodvisno,
populaciji sta normalno porazdeljeni,
varianci obeh populacij sta enaki,

ni, < 30 ali noy < 30, potem

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

T.S. =

(Y1 — y3) — Do

(n1 —1)s7 + (n2 — 1)3§<

TL1—|—’TL2—2

sledi t-porazdelitev z 11 + 1y — 2

prostostnimi stopnjami.

N

1|1>
n1ln2

Univerza v Ljubljani

4P HOM # & X

509



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Privzeli smo:

1. Populaciji 1z katerih jemljemo vzorce
imata obe priblizno normalno

relativno porazdelitev frekvenc.
2. Varianci obeh populacij sta enaki.

3. NakljuCni vzorci so 1zbrani neodvisno

1z obeh populaci;.

N

/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &
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/ VII. H() : ,ul—,LLQZD()

Ce ne poznamo o in/ali oo,

vzorce jemljemo neodvisno,

spremenljivki sta vsaka na svoji populacij
normalno porazdeljeni, njuni varianci nista enaki,
n1 < 30 ali ny < 30, potem

(51 — gz) T DO

T.S. = sledi
2 2
ST | S5
I
(4] T2

\ t-porazdelitev z v prostostnimi stopnjamiy

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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/

kjer je
2
2 2
ST, S5
|
nq T
V= 2 5
2 92
51 S9
(5] 19
|
|
n, — 1 no — 1

Ce v n1 naravno Stevilo, zaokrozi v navzdol do

najblizjega naravnega Stevila za uporabo ¢-tabele.

N

/

Univerza v Ljubljani 4 > K . N ’ - x
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/

VIII. H() . g = D()

Ce vzorce jemljemo neodvisno

in Ce je n > 30, potem

T.S. = sledi z-porazdelitev.

/

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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/

I1X. HO : ,ud:DO \

Ce vzorce ne jemljemo neodvisno,
ce je populacija razlik normalno porazdeljena

in ¢e je n < 30, potem

d — D,

T.S. = 5 sledi t-porazdelitev

Jn

z n — 1 prostostnimi stopnjami.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

//’

naloga

o J o U1 b w DD

N

clovek.

urnik

185,14
146, 3
174,4
184, 9
240, 0
253,8
238,8
263,5

avtomatizirana

metoda

180, 4
248, 5
185,5
216,4
269, 3
249,06
282, 0
315, 9

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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//’

naloga

o J o U B W DD

N

clovek.

urnik

185,14
146, 3
174,4
184, 9
240, 0
253,8
238,8
263,5

avtomatizirana

metoda

180, 4
248, 5
185,5
216,4
209, 3
249,06
282,0
315, 9

razlika

5,0
-102, 2
-11,1
-31,5
-29,3
-4,2
-43,2
-52,4

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %
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/

Vstavimo podatke v Minitab (Ex9-40.MTV)

N

Cl: 1854 146,3 174,4 184,9 240,0 253,8 238,8 263,5
C2: 180,4 248,5 185,5 2164 269,3 249.,6 282,0 3159

Univerza v Ljubljani

4P O # & %
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a N

Test za parjenje in interval zaupanja

Parjen T za C1-C2

N povpr. StDev SE povpr.
Cl 8 210,9 43,2 15.3
C2 8 243,4 47,1 16,7
Razlika 8 032,6 35,0 12,4

95% interval zaupanja za razliko povpre¢ja: (—61,9; —3, 3)

T'-test za razliko povpr. = 0 (proti #£ 0):
T-vrednost=-2,63
P-vrednost=0,034.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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g X. Hy : p=p
Ce je n dovolj velik, potem

T.S. = P Po sledi z-porazdelitev.
Podo

n

Kot sploSno pravilo bomo zahtevali, da velja

np>4 1 nqg > 4.

N

/

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x
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/ Primer (CO0) \

Postavimo domnevo o vrednosti parametra, npr. ™ — delez enot z doloCeno

lastnostjo na populaciji. Denimo, da je domneva
H : 7y =20,36

Tvorimo slucCajne vzorce npr. velikosti n = 900 in na vsakem vzorcu
doloC¢imo vzor¢ni delez p (delez enot z doloCeno lastnostjo na vzorcu).
Ob predpostavki, da je domneva pravilna, vemo, da se vzorCni delezi
porazdeljujejo priblizno normalno

N(wH, \/WH(ln— WH))

Vzemimo en sluCajni vzorec z vzorCnim delezem p. Ta se lahko bolj ali

manj razlikuje od 7. Ce se zelo razlikuje, lahko podvomimo o resni¢nosti
domneve 7. Zato okoli 7wy naredimo obmocje sprejemanja domneve in
Qven tega obmocja obmocje zavraCanja domneve. /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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: N

Denimo, da je obmocje zavraCanja doloCeno s 5% vzorceyv,

ki imajo ekstremne vrednosti delezev (2,5% levo in 2,5% desno).

Deleza, ki loCita obmocje sprejemanja
od obmocja zavraCanja lahko 1zraCunamo takole:

TH 1—7TH
P12 :WHj:Za/2\/ ( n )7

0,36 x 0, 64)
900

0,36 &= 1,96\/

—0,36+0,03

P12

obmoéje

. sprejemanja
zavraCanje DIE]oIE]

| zavraCanje
domneve

Q. |

A o
P, Ty Py X
0,33 0,36 0,39

N

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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4 N

Kot smo ze omenili, je sprejemanje ali zavraCanje domnev po opisanem

postopku lahko napacno v dveh smislih:

Napaka 1. vrste (a):

Ce vzoréna vrednost deleZa pade v obmodje zavratanja, domnevo 7y
zavrnemo. Pri tem pa vemo, da ob resni¢ni domnevi 7y obstajajo vzorci,
ki imajo vrednosti v obmocju zavraCanja.

Stevilo « je verjetnost, da vzoréna vrednost pade v obmocje zavradanja ob
prodpostavki, da je domneva resniCna.

Zato je « verjetnost, da zavrnemo pravilno domnevo — napaka 1. vrste.
Ta napaka je merljiva in jo lahko poljubno manjSamo.

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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4 N

Napaka 2. vrste (3):

VzorCna vrednost lahko pade v obmocje sprejemanja,
Ceprav je domnevna vrednost parametra napacna.

V primeru, ki ga obravnavamo,
naj bo prava vrednost deleza na populaciji m = 0, 40.

Tedaj je porazdelitev vzorCnih delezev

N(w, \/”(1 — ﬂ) — N(0,40;0,0163)

n

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

Ker je obmocje sprejemanja, domneve v intervalu 0,33 < p < 0, 39,

B=P(0,33<p<0,39) = 0,27

Napako 2. vrste lahko izraCunamo le,
¢e imamo znano resnicno vrednost parametra 7.

Ker ga ponavadi ne poznamo, tudi ne poznamo napake 2. vrste.

Zato ne moremo sprejemati domnev.

N

lahko izraCunamo verjetnost, da bomo sprejeli napacno domnevo takole:

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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/

Primer (D)

Drzavni zapisi indicirajo, da je od vseh vozil, ki gredo skozi testiranje

poskusu.

Naklju¢ni vzorec 2001ih avtomobilov testiranih v doloCeni pokrajni v
tekoCem letu je pokazalo, da jih je 156 Slo Cez prvi test.

letu razli¢no od preteklega drzavnega deleza?

Pri testiranju hipoteze uporabi a = 0, 05.

N

~

izpusSnih plinov v preteklem letu, 70% uspeSno opravilo testiranje v prvem

Ali to nakazuje, da je dejanski delez populacije za to pokrajno v tekoCem

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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e Nicelna hipoteza H

e Test

e Predpostavke

— nakljuCni vzorec

e Testna statistika

:p=0,7

e Alternativna hipoteza H, : p # 0,7

— Hy : p = pg (delez populacije)

— izbiranje vzorca iz binomske porazdelitve

D — Do

\/Poqo/n

7 —

/ Testiranje hipoteze za delez \

/
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/

N

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Mormal Dustribution: Mu =0, Sigma =1

0.40

0.35

0.30

0.25

0.20

fiz)

015

0.10

73y

0.00
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/

N

Rezultati testiranja

e Naredi nakljuCni vzorec

— delez vzorca: 156/200 = 0, 78

e IzraCunaj vrednost testne statistike

Z = (0,78 —0,7)/0,0324 = 2, 4688

e Naredi odlocCitev

— zavrni hipotezo Hy

e ZakljuCek

— Pokrajna ima drugacen kriteri.

/
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4 N

P-vrednost

e Sprejemljivost hipoteze Hy na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
Ce je hipoteza H( pravilna

— P-vrednost = (2) x« P(Z > 2,469) = (2) * (0,0068) = 0,0136

e NajmanjSi « pri katerem zavrnemo hipotezo H

— P-vrednost < «, zato zavrni hipotezo Hy

N /
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4 Razlika delezev dveh populaciji O

Velik vzorec za testiranje hipoteze o p; — po

Kot splosno pravilo bomo zahtevali, da velja

npr > 4, niq > 4,

\ nop2 > 4 In nage > 4. /
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4 N

XI. Velik vzorec za testiranje hipoteze o
p1 — po, kadar je Dy = 0.

T.S. = L P sledi z-porazdelitev.
A A( 1 1 >
rq |
U] T2
kjer je p = T
1 T T2
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/

glasovalo 50 prebivalcev (k2).

N

Primer (D3)

preverimo pri 10% stopnji znacinosti.

Zelimo preveriti, ali je predsedniski kandidat razli¢no priljubljen
med mestnimi in vasSkimi prebivalci. Zato smo sluCajni vzorec mestnih
prebivalcev povprasali, ali b1 glasovali za predsedniSkega kandidata.

Od 300 vpraSanih (n1) jih je 90 glasovalo za kandidata (k).
Od 200 slucajno izbranih vaskih prebivalcev (ns) pa je za kandidata

Domnevo, da je kandidat razlicno priljubljen v teh dveh obmocjih

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

533



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

H() . M1 = 79 oziroma 7'('1—7'('2:0,
H, : my ## 1y oziroma w3 —my # 0.

Vemo, da se razlika vzorCnih delezev porazdeljuje priblizno normalno:

1 — 1 —
p1 —p2 ¢ N| 7 — ma, mi(l = ™) + mo(1 = 7o)

ni n2
Seveda 7 1n w9 nista znana. Ob predpostavki, da je nicelna domneva
pravilna, je matematicno upanje razlike vzorCnih delezev hipotetiCna
vrednost razlike delezev, ki je v nasem primeru enaka 0. Problem pa je,
kako oceniti standardni odklon. Ker velja domneva 71 = m = m, je
disperzija razlike vzorCnih delezev

__|__
niy N2

1 12 ni n2

N

m(l—m) m(l-m) w(l-7m) w(l-m) ( 1 1 )
+ + = 7(1—m) :

~

/
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4 N

Populacijski delez m ocenimo z obtezenim povpreCjem vzorcnih delezev pq

n po
_ maprt+napy kit ke
ni + N2 ny + ng
Vrnimo se na primer. VzorCna deleza sta:
90 50
b1 300 ) ) P2 200 )

N /
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/Ocena populacijskega deleza je

50490
~ 2004300

Kot smo 7Ze omenili, se statistika

0, 28.

:pl—pz—(ﬁ _7T2>H.
v@ﬂ—pﬂ%"%é)

porazdeljuje pribliZzno standardizirano normalno N (0, 1).

Ker gre za dvostranski test, sta kriticni vrednosti +z, o = +1,65.

Eksperimentalna vrednost statistike pa je

. = 0,30 — 0,025 -0 _ 199,

\/07 28(1 — 0, 28)(3(1)0 + 2(1)0)

N

/
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4 N

-1,65 0 +1,65 z

Eksperimentalna vrednost ne pade v kriticno obmocje. Zato niCelne
domneve ne moremo zavrniti. Priljubljenost predsedniskega kandidata ni

statisti¢no znacilno razlicna med mestnimi in vaskimi prebivalci.

N /
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4 N

XII. Velik vzorec za testiranje hipoteze
O D1 — P2, kadar je DO 7& 0.

- (P1—P2) — Do

T.S.
P1G1 | D2Q>
n; | n2

sledi z-porazdelitev.

N /
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/

znamko B.

kot 10%.

N

Primer

Neka tovarna cigaret proizvaja dve znamki cigaret. Ugotovljeno je, da
ima 56 od 200 kadilcev raje znamko A in da ima 29 od 150 kadilcev raje

Testiraj hipotezo pri 0, 06 stopnji zaupanja, da bo prodaja znamke A boljSa
od prodaje znamke B za 10% proti alternativni hipotezi, da bo razlika man;

~

Ql“

/
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4 N

Analiza variance

Ce opravljamo isti poskus v nespremenjenih pogojih, kljub temu v rezultatu

poskusa opazamo spremembe (variacije) ali odstopanja.

Ker vzrokov ne poznamo in jith ne moremo kontrolirati, spremembe

pripisujemo slucajnim vplivom in jih imenujemo slucajna odstopanja.

Ce pa enega ali veC pogojev v poskusu spreminjamo, seveda dobimo
dodatna odstopanja od povprecCja. Analiza tega, ali so odstopanja zaradi
sprememb razlicnih faktorjev ali pa zgolj sluCajna, in kateri faktorji vplivajo

na variacijo, se imenuje analiza variance.

N /
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4 N

Zgleda:

(a) Namesto dveh zdravil proti nespeCnosti kot v Studentovem primeru
lahko preskusamo ucinkovitost vecC razlicnih zdravil A, B, C, D,... in
s preskuSanjem hipoteze Hy : 1 = pe = - -+ = u, raziskujemo, ali
katero od zdravil sploh vpliva na rezultat. Torej je to posploSitev testa
za Ho @ py = po

(b) Raziskujemo hektarski donos psenice. Nanj vplivajo razli¢ni faktorji:
razliCne sorte pSenice, razlicni naCini gnojenja, obdelave zemlje itd.,
nadalje klima, Cas sejanja itd .

Analiza variance je nastala prav v zvezi z raziskovanjem v kmetijstvu. Glede
na Stevilo faktorjev, ki jih spreminjamo, loCimo t.i. enojno klasifikacijo ali

enofaktorski eksperiment, dvojno klasifikacijo ali dvofaktorski eksperiment,
itd.

N /
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/ ... Analiza variance \

542

V 1zrazu
Q% = Z (Xik — yz)Q = Z(nz - 1)Sz2
1=1 k=1 =1
je
1 & —
S; = Xix — Xi)?

nepristranska cenilka za disperzijo v i-ti skupini; neodvisna od S%, zai # j.
Zato 1ima

Q: _ N St
5 =2 =D
i=1
porazdelitev x*(n — r), saj je ravno > .. _,(n; — 1) = n — r prostostnih
stopen;.
2 1
Kerje E-“2 = n —r,je tudi 5% = (2 nepristranska cenilka za o2.

o2 n—r /
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/

Dobimo

Torej je

N

od tu sprevidimo, da je statistika

Poleg tega je 52, =

... Analiza variance

Q2 =) ni(X; —p)* —n(X — ).
1=1

Q7.

o2

porazdeljena po x?(r — 1).

2

m 2

, neodvisna od S2.

nepristranska cenilka za o

~

Izratunajmo $e Q2 pri predpostavki o veljavnosti osnovne domneve Hy.

/
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4 N

... Analiza variance

S . : . . . S2
Ker sta obe cenilki za varianco o2, pri domnevi Hy, njuno razmerje F' = 35
v

ne more biti zelo veliko. 1z

_82 Q-1 B/
Sy Qy/(n—r)  L/n—r)

o

F

vidimo da gre za Fisherjevo (Snedecorjevo) porazdelitev F'(r — 1,n — r).

Podatke zapiSemo v fabelo analize variance

VV | VK PS PK | F
faktor | Q%2 r—1 S2

slucaj | Q2 n—r S?

Q? n-1

N /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x

544



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/ Analiza variance v R-ju

Zgled: Petnajst enako velikih njiv je bilo posejanih z isto vrsto pSenice,
vendar gnojeno na tri razli¢ne nacine — z vsakim po pet njiv.

> ena <- c(47,47,40,32,40)

> dva <- c(76,68,71,46,54)

> tri <- c(49,40,34,36,44)

> d <- stack(list (e=ena,d=dva,t=tri))

> names (d)

[1] "values" "ind"

> oneway.test (values = ind, data=d, var.equal=TRUE)

One-way analysis of means

data: wvalues and ind
F = 10.5092, num df = 2, denom df = 12, p-value = 0.002304
> av <— aov(values =~ 1ind, data=d)

> summary (av)

Df Sum Sg Mean Sqg F value Pr (>F)
ind 2 1628.93 814.47 10.509 0.002304 «*+«
Residuals 12 930.00 77.50

Signif. codes: O ’"*xx’ 0.001 "%x" 0.01 "« 0.05 ".” 0.1 " 7

kDomnevo Hy zavrnemo.

~

1

/
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N

4 XIII. Testiranje hipoteze o varianci O

[ BN ) \\
populacije Hj : 0° = o7 >¢5 _
N

(n —1)s® o

T.S. = 5 sledi y“—porazd.

O
Ce je
e H, : o0?> o3, potem je odloditveno pravilo:

zavrni nicelno hipotezo, Ce je test statistike vecji ali enak X%a n—1)"

H, : 0% < o? potem je odlo€itveno pravilo:
zavrni nicelno hipotezo, Ce je test statistike manjsi ali enak X%oz,n—l)'

H, : 0% # o2, potem je odloditveno pravilo:
zavrni nicelno hipotezo, Ce je test statistike manjsi ali enak X%a,n—l)

ali Ce je test statistike vecji ali enak X%oz n—1)" /
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/

in izmerijo zavrzeno tekocino.

Servis.

Ali naj jo odpeljejo na servis?

Uporabi a = 0, 1.

N

Primer (E)

KoliCina pijace, ki jo naprava za mrzle napitke zavrze je normalno
porazdeljena s povprecjem 12 uncev in standardnim odklonom 0,1 unce.

Vsakic, ko servisirajo napravo, si izberejo 10 vzorcev

Ce je razprsenost zavrzene koliCine prevelika, potem mora naprava na

/
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/

N

Testiranje hipoteze za varianco

e Nidelna hipoteza Hy : 0% = 0,01,
e Alternativna hipoteza H, : ¢ > 0,01,

e Predpostavke

— nakljucni vzorec

— vzorcenje 1z normalne porazdelitve.

e Testna statistika

S%(n —1)

2 _
Xv=n—1 — 2
90

/
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/

N

fitx)

Doloc¢imo zavrnitveni kriterij

Chi-Square Distribution: DF. =9

0.08—

0.06—

0.04 —

0.02—

0.01—

zavini H

| | | |
| | | |
15 20 5 0

14,684

0.00
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/

N

Rezultati testiranja

naredi nakljuCni vzorec

— varianca vzorca: 0, 02041

izracunaj vrednost testne statistike

x* = (0,02041)(9)/(0,01) = 18, 369

naredi odlocitev
—zavrni H
zakljucek

— popravi napravo

/
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/

N

P-vrednost

e Sprejemljivost hipoteze Hy na osnovi vzorca

— moznost za opazovanje vzorca (ali bolj ekstremno podatkov),
Ce je hipoteza H( pravilna

— P-vrednost = P(x? > 18,369) = 0, 0311

e NajmanjSi « pri katerem zavrnemo hipotezo Hy

— P-vrednost < «, zato zavrni hipotezo Hy.

/
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4 XIV. Testiranje hipoteze o kvocijentu O

varianc neodvisnih vzorcev
H 0. 0O % / o) % — 1

Ce velja

H, : 0i/o5 > 1,
potem je test statistike enak s7/s3,
odlocitveno pravilo pa je:

zavrni niCelno hipotezo, Ce velja

T.S. Z Foz,nl—l,ng—l-

N
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Ce velja H, : 07/0% < 1, potem je test statistike

enak
varianca vecjega vzorca

varianca manjSega vzorca
odlocitveno pravilo pa je:

zavrni ni¢elno hipotezo, Ce velja s7 > s in
T.S. Z Fa,nl—l,ng—l
oziroma zavrni ni¢elno hipotezo, ¢e velja s? < s3 in

T.S. > Fa,ng—l,nl—l-

N /
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