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/

Naj bo B nek mogo¢ dogodek, tj. P(B) > 0. Potem lahko vpeljemo

Pogojne porazdelitve

pogojno porazdelitveno funkcijo

P(X <z, B)
P(B)

F(z|B)=P(X <2|B) =

P(B) = P(Y = yx) = qi. Tedaj je pogojna porazdelitvena funkcija

Fx(zlyr) = Fx@@|Y =y)=PX <z|Y =y)=
P(X <z,Y = 1
- A v Ly,
P(Y = yx) I =

Vpeljimo pogojno verjetnostno funkcijo s p; ), = Pk

Tedaj je F'x (2 | yk) = Do, <a Pilk-

V diskretnem primeru je: p;x = P(X = x;,Y = yr), B= (Y = yx) i

~

n
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Zvezne pogojne porazdelitve

Postavimo B = (y <Y < y + h) za h > 0 in zahtevajmo P(B) > 0.

Fx(x|B)

 P(X <z, y<Y <y+h)
PX<zlB) = =0 v <yt h
F(:I;,y—i—h)—F(:C,y)
Fy(y+h)—Fy(y)

Ce obstaja limita (za h — 0)

jo imenujemo pogojna porazdelitvena funkcija
slu¢ajne spremenljivke X glede na dogodek (Y = v).

N /
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/

Naj bosta gostoti p(x,y) in py (y) zvezni ter py (y) > 0. Tedaj je

Gostota zvezne pogojne porazdelitve

7 a3y (@, Y) 1 /"’"

Fx (2ly) = lim Fy () “Fy ) TRy ()

— 0
oziroma, ¢e vpeljemo pogojno gostoto

p(z,y)
Py (y)

px(zly) =

Y

tudi Fx (zly) = [~ px(uly) du .

V primeru dvorazsezne normalne porazdelitve dobimo

Ox
px (2ly) : N(pa + p—=(y = pty), 00 V/1 = p?).

Yy

N

~

p(u, y)du

/
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/

I.8. Momenti in kovarianca

RUM! HE'S GOT
h PROBLEM 4ET
IR THERE !
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/

.

od koder 1zhaja

N

Matematicno upanje

Matematicno upanje EX (pricakovana vrednost) je posplositev

x]_ 562 ...:L‘n

povprecne vrednosti diskretne spremenljivke X :

P1 D2 - "DPn

L 1 n n
X = N;%k’z = z 1$7;fz'7

1=1

/
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/Diskretna slucajna spremenljivka X z verjetnostno funkcijo p \
ima matemati¢no upanje EX = >""° x;p;, Ce je

o0
Z ;| pi < o0.
i=1

Zvezna sluCajna spremenljivka X z gostoto p(z) ima matemati¢no upanje
EX = [T ap(z)dx, Ce je

/OO lz|p(x) dr < oc.

— 00
Primeri sluCajnih spremenljivk, za katere matemati¢no upanje ne obstaja:

Diskretna: xp = (—1)**12% /kin p, = 27F,

(Vezna: X :p(x) = m — Cauchyeva porazdelitev. /
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4 N

Lastnosti matematicnega upanja

Naj bo a realna konstanta. Ce je P(X =a) = 1, EX = a.

Slucajna spremenljivka X ima matematiCno upanje natanko takrat, ko ga
ima slucajna spremenljivka | X |. Velja |[EX| < E|X].

Za diskretno slu¢ajno spremenljivko je E| X | = > 77 |a;|pi,

za zvezno pa E| X | = [7 _|z|p(x) dz.

Velja splo$no: matemati¢no upanje funkcije f(X) obstaja in je enako za
diskretno slu¢ajno spremenljivko Ef(X) = > ", f(x;)pi, za zvezno pa
Ef(X)=["__ f(z)p(z)dz, &e ustrezni izraz absolutno konvergira.

Naj bo a realna konstanta. Ce ima slucajna spremenljivka X matemati¢no
upanje, potem ga ima tudi spremenljivka a X in velja E(aX) = aEX.

Ce imata slucajni spremenljivki X in Y matemati¢no upanje, ga ima tudi
njuna vsota X + Y inveljaE(X +Y) =EX + EY.

N /
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4 . i | N

... Lastnosti matematicnega upanja

Za primer dokazimo zadnjo lastnost za zvezne slucajne spremenljivke.

Naj bo p gostota slucajnega vektorja (X,Y)in Z = X + Y.
Kot vemo, je pz(z) = [~ _p(x, z — x) dz.

Pokazimo najprej, da Z ima matematiCno upanje.

EIX + Y| = E1Z] = [, |elpz(2)dz = [, 2|(J°5, pl, 2 — x) d)d
= /7 ([T, [z + ylp(z, y) dz)dy

< [ (7 zlp(z, y) dx)dy + [7_ (72, lylp(z,y) dz)dy

= [T |zlpx (z)dz + [~ |ylpy (y)dy = E|X| + E]Y] < o0

Sedaj pa Se zvezo
E(X+Y)= EZ = foo zpz(2)dz = [T 2([7_p(x,z —x)dx)dz
== [ p(z,y)dzdy

= ffooo(ffo :vp(w y) dz)dy + [ _([7_yp(z,y) dz)dy
= apx(z)de+ [7_ypy(y)dy = EX + EY

/III

/
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/

N

Z. indukcijo posploSimo to na
poljubno konc¢no Stevilo Clenov

... Lastnosti matematiCnega upanja

Torej je matemati¢no upanje E linearen funkcional, tj.

E(aX +0Y) = aEX + bEY.

)/ O~
1 TUAT SOUNPS
=] ) [ ] UQEHJL ra "

E(CL1X1 -+ CL2X2 + -0+ CLan)

— CL1EX1 + CLQEXQ + -+ CLnEXn
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4 N

... Lastnosti matematiCnega upanja

Ce obstajata matemati¢ni upanji EX? in EY?, obstaja tudi matemati¢no
upanje produkta EXY in velja ocena E| XY| < VEX2EY2.

Enakost velja natanko takrat, ko velja Y = 4+1/EY2/EX2X
z verjetnostjo 1.

Ce sta slu¢ajni spremenljivki, ki imata matemati¢no upanje, neodvisni,
obstaja tudi matematiCno upanje njunega produkta in velja
EXY =EX-EY.

Opomba: obstajajo tudi odvisne spremenljivke, za katere velja gornja zveza.
Spremenljivki, za kateri velja EXY % EX - EY imenujemo korelirani.

N /
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/ Disperzija \

Disperzija ali varianca DX slucajne spremenljivke, ki ima matemati¢no

upanje, je doloCena z izrazom
DX = E(X — EX)?
Disperzija je vedno nenegativna, DX > 0, je pa lahko tudi neskonc¢na.
Velja zveza
DX = EX? — (EX)?
Naj bo a realna konstanta. Ce je P(X =a) =1, je DX = 0.
DaX = a’DX

Ce obstaja DX in je a realna konstanta, obstaja tudi E(X — a)? in velja
E(X — a)? > DX. Enakost velja natanko za a = EX.

Koli¢ino 0 X = /DX imenujemo standardna deviacija ali standardni

\odklon. /
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/

Standardizirane spremenljivke

Slucajno spremenljivko X standardiziramo s transformacijo

X —
XS_ lua
o
kjersta y = EX ino = vVDX.
Za XgveljaEXs =0inDXg = 1.
X — E(X — —
ExXe— EX M _ (X—p) _p—p_

N

DXs=D = = = 1.

/
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/

N

Matematicna upanje in disperzije porazdelitev

porazdelitev EX DX
binomska B(n, p) np npq
Poissonova P(\) A A
Pascalova P(m, p) m/p mq/p
geometrijska G (p) 1/p q/p°
enakomerna zv. E(a,b) | (a+b)/2 | (b—a)?/12
normalna N (u, o) v o?
gama I'(b, ¢) b/c b/c?
hi-kvadrat x?(n) n 2n

~

/
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/ Kovarianca \

Kovarianca Cov(X,Y) slucajnih spremenljivk X in Y je doloCena z

1Zrazom

Cov(X,Y)=E((X -EX)(Y —EY)) =EXY — EXEY
Velja: Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (simetri¢nost) in
Cov(aX +bY,Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z) (bilinearnost).
Ce obstajata DX in DY, obstaja tudi Cov(X,Y") in velja

ICov(X,Y)| < vVDXDY = ¢ XoY.

Enakost velja natanko takrat, ko je

Y—EY:i%(X—EX)

o

z verjetnostjo 1.

kSpremenljini X inY sta nekorelirani natanko takrat, ko je Cov(X,Y) = O/
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/(V?e imata spremenljivki X in Y konc¢ni disperziji, jo ima tudi njuna Vsota\
X + Y in velja

D(X 4+Y) = DX + DY + 2Cov(X,Y).

Ce pa sta spremenljivki nekorelirani, je enostavno

D(X +Y)=DX +DY.

-BUT, 14
TUE IDEAL
WORLD OF
LBTISTICS ,
THIS & A

Zvezo lahko posploSimo na VERY USEF(UL

1= 1= 7]

in za paroma nekorelirane spremenljivke

o(3x) -
_ ;%) =2
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4 N

Korelacijski koeficient slucajnih spremenljivk X in Y je doloCen z izrazom

Za (X,Y) : N(pg, py,04,04,p)jer(X,Y) = p.
Torej sta normalno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y

Korelacijski koeficient

neodvisni natanko takrat, ko sta nekorelirani.

Veljase: —1 <r(X,Y) <1

r(X,Y) = 0 natanko takrat, ko sta X in Y nekorelirani.

r(X,Y) = 1 natanko takrat, ko je Y = 2 (X —EX)+EY z verjetnostjo 1;

r(X,Y) = —1 natanko takrat, ko je Y = —2-(X — EX) + EY ¢
verjetnostjo 1. Torej, Ce je |7(X,Y)| = 1, obstaja med X in Y linearna

kzveza z verjetnostjo 1. /
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4 N

Pogojno matematicno upanje

Pogojno matematicno upanje je matemati¢no upanje

pogojne porazdelitve:

Diskretna slucajna spremenljivka X ima pri pogoju ¥ = yi pogojno
verjetnostno funkcijo p; | = pik /qx, 1 = 1,2, ... in potemtakem pogojno

matematicno upanje

1 0.
E(X]yx) Z LiPi|lk = K Z LiPik -
i=1

N /
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/

Slucajna spremenljivka

s [EXT)

d1

EEXY) = 3 aE(Xy
k=1

o
Lj Z Pik

k=1

00
1=1

N

E(X|y2)

q2

ima enako matemati¢no upanje kot spremenljivka X:

) = Z sz’pik

k=1 1=1

1

1=

/
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/ Pogojno matematicno upanje zvezne spremenljivke \

Zvezna sluCajna spremenljivka X ima pri pogoju Y = y ima
pogojno verjetnostno gostoto p(x|y) = p(z,y)/py (y), z € R
in potemtakem pogojno matemati¢no upanje

E(xly) - | " ap(aly) doe = — / " ap(a,y) de.

— 00 pY(y) —00

Slucajna spremenljivka E(X|Y") z gostoto py (y) ima enako matematicno
upanje kot spremenljivka X

E(X|Y)) / E(X|y)py (y dy—/ / p(x,y) dz dy

:/_wpr( )dx = EX.

N /
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/ Regresijska funkcija \

Preslikavo = +— E(Y'|z) imenujemo regresija slucajne spremenljivke Y

glede na sluCajno spremenljivko X.

Primer: Najbo (X,Y) : N(pug, fty; 0z, 0y, ).
Tedaj je, kot vemo px (x[y) : N(pa + p5=(y — f1y), 02/ 1 — p?).
Torej je pogojno matematicno upanje

O-QS'

E(Xy) = pz +p—(y — pty)

Oy
in prirejena spremenljivka

O-ZC

E(XIY) = pa +p—=(V = py).
y

Na podoben nacin vpeljemo regresijo slucajne spremenljivke X glede na
sluCajno spremenljivko Y. Za dvorazsezno normalno porazdelitev dobimo

E(Y[X) = py + p5 (X — pa).
wbe regresijski funkciji sta linearni. /
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/ Kovariancna matrika

Matemati¢no upanje slu¢ajnega vektorja X = (X1, Xo,...,X,,) je
vektor EX = (EX1,EXs, ... ,EX),).

Primer: Za (X,Y) : N(pz, ty, 02,04, p) je E(X,Y) = (pta, pty)-

spremenljivk X, Xo,..., X, je potem
EY =E(} ., aiXi) = >0, aEX;
Za disperzijo spremenljivke Y pa dobimo DY = E(Y — EY)? =

=1 j5=1 i=1 j=1

X; in X;, K = [Cov(X;, X;)| kovarian¢na matrika vektorja X, ter

\a: (ar,a2,...,a,)7L.

Matemati¢no upanje slucajne spremenljivke Y, ki je linearna kombinacija

E(i i a;a (Xz—EXZ)(XJ—EXJ)):i i CLiCLjCOV(Xi, XJ) :a,TKa,

kjer je Cov(X;, X;) = E((X;—EX;)(X,;—EXj)) kovarianca spremenljivk

~

/
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/

Primer: Za (X,Y) : N(pg, fy, 0z, 04, p) je K =

Lastnosti kovariancne matrike

kvedno neizrojena. Za N(u, A)je K = A~ ",

Kovarian¢na matrika K = K] je simetricna: K;; = K.
Diagonalne vrednosti so disperzije spremenljivk: K;; = DXj.

Ker je al Ka = DY > 0, je pozitivno semidefinitna matrika.

kovarian¢na matrika K ni obrnljiva, oziroma ko je det K = 0.

2
o PO 50y
2

PO 0y o,

Naj bo a, ||a|| = 1 lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti A kovarian¢ne
matrike K, tj. Ka = \a. Tedajje 0 < DY = a' Ka = ),
kar pomeni, da so vse lastne vrednosti kovarianCne matrike nenegativne.

Ce je kaka lastna vrednost enaka 0, je vsa verjetnost skoncentrirana na
neki hiperravnini — porazdelitev je izrojena. To se zgodi natanko takrat, ko

Kerje |p| < 1,jedet K = 020.(1—p?) > 0in je potemtakem porazdelitev

~

/
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/

... Lastnosti kovariancne matrike

ciji vektorja X’ = A X, kjer je A poljubna matrika reda n x n.
Vemo, daje D(a’ X) = a’ Ka.

°« o v Ve ] A4 . M /
Tedaj je, ¢e oznacimo kovarian¢no matriko vektorja X’ s K,

a'K'a = D(a"X')=D(a”AX)=D((A"a)"X) =
_ (ATG,)TK(ATCL) — a,TAKATa

in potemtakem

N

K = AK A",

~

Pogleymo Se, kako se spremeni kovarianCna matrika pri linearni transforma-

/
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/ Visji momenti \

Visj1 momenti so posploSitev pojmov matemati¢nega upanja in disperzije.

Moment reda k € N glede na tocko a € R imenujemo koli¢ino
mi(a) = E((X —a)").

Moment obstaja, &e obstaja matemati¢no upanje E(|X — a|*) < oo.
Za a = 0 dobimo zacetni moment z; = my(0);

za a = EX pa centralni moment mj; = my(EX).

Primera: EX = z; in DX = ms.

Ce obstaja moment m,,(a), potem obstajajo tudi vsi momenti my(a) za
k< n.

Ce obstaja moment z,,, obstaja tudi moment m,, (a) za vse a € R.
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/

Posebej za centralni moment velja

... ViSji momenti

= () = S (1) -2z

k=0

kjer je 0 = /mo.

Za simetri¢no glede na z; = EX porazdeljene spremenljivke
so vsi lihi centralni momenti enaki 0.

N

mo = 1, my :O,mg:ZQ—z%,mg:z3—3z221+2zi3,...

Asimetrija spremenljivke X imenujemo koli¢ino A(X) = m_33 :
%
Sploscenost spremenljivke X imenujemo koli¢ino K (X) = m—j — 3,
o

/
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/ ... ViSji momenti \

Za X : N(p,0) so magr1 = 01in mop = (2k — 1)!1o2*. Zato sta tudi
A(X)=0in K(X) =0.

Ce sta spremenljivki X in Y neodvisni, je ms(X +Y) = ms(X) +ms(Y).
Za binomsko porazdeljeno spremenljivko X : B(n,p) je

m3(X) = npq(q — p) in dalje A(X) = =%,

Kadar spremenljivka nima momentov, uporabljamo kvantile.

Kvantil reda p € (0, 1) je vsaka vrednost = € R, za katero velja
P(X <z)>pin P(X >x)>1—poziroma F(x) < p < F(x+).
Kvantil reda p ozna¢imo z z,,. Za zvezno spremenljivko je F'(x,) = p.

Kvantil T3 imenujemo mediana; x i 1 =0,1,2, 3,4 so kvartili.

Kot nadomestek za standardni odklon uporabljamo kvartilni razmik
1

5(@s —x1).
= /
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