A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

N

I1.6. Slucajni vektorji in neodvisnost sluc¢ajnih

spremenljivk
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/

OpiSemo ga s porazdelitveno funkcijo (z; € R)
F(zi,...,2p) = P(X1 <x1,..., X, < Tpn),

pri emer slednja oznaka pomeni P({X; < z1}N...N{X, < z,}),
in za katero velja: 0 < F(z1,...,2,) <1

Funkcija F' je za vsako spremenljivko narascajocCa in od leve zvezna.
F(—o00,...,—o0) =0in F(c0,...,00) =1.

Funkciji Fj(x;) = F(o0,...,00,2;,00,...,00) pravimo
robna porazdelitvena funkcija spremenljivke X;.

N

Slucajni vektor je n-terica slucajnih spremenljivk X = (X1,...,X,).

~

/
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/

Slucajni vektorji — primer

Naj bo
Az, y) = {(u,v) ER*:u <z Av <y}

(levi spodnji kvadrant glede na (x, y)).

v mnozici A(x,y)

Flx,y) =P X <z,Y <y)=P(X,Y) € A(x,y)).

enaka

P((X,Y) €la,b) x [c,d)) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

N

Naj porazdelitvena funkcija opisuje verjetnost, da je slucajna tocka (X, Y")

Tedaj je verjetnost, da je slucajna tocka (X, Y') v pravokotniku |a, b) X [c, d)

/
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/

Zan=2,X: {5171,5132,..
P(X = z;,Y = y;), sestavimo verjetnostno tabelo:

Diskretne vecCrazsezne porazdelitve

fllIlkCijO Pkq,... .k, = P(Xl = Lhyy- -
Lxet Y Ay, ..

Zaloga vrednosti je kveCjemu Stevna mnozica. OpiSemo jo z verjetnostno
, X n — Lk, )

, Ym } 0

~

X\Y | y1 Ym | X
L1 P11 P12 Pim | P1
L2 P21 P22 P2m | P2
Lk Prk1  Pk2 Pkm | Pk
Y o @ qm | 1

k

=P(X =)= pij in ;=P =y;) =3"1_, Dij /
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 188

Porazdelitvena funkcija F(z,y), v primeru, ko sta spremenljivki X in Y
diskretni.

N /
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//’

Diskretne vecCrazsezne porazdelitve — polinomska

doloCena s predpisom

n!
P(Xlzkl,...,Xr:kT): k'p]flp,llfr

Keficient Steje permutacije s ponavljanjem.
http://en.wikipedia.org/wiki/Multinomial_distribution

Za r = 2 dobimo binomsko porazdelitev, tj. B(n,p) = P(n;p, q).

N

Polinomska porazdelitev P(n;p1,p2,...,0r), >0 = 1, > k; = nje

~

/

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x

189



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 190

4 N

Ponovitev: Dvojni integral
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4 N

... Dvojni integral

predstavlja prostornino pod ploskvijo.

Naj bo funkcija 2 = f(x,y) > 0 zvezna na nekem obmod¢ju R v ravnini R?
(npr. kar [a, b] X [c, d)]).

Ploscina telesa med ploskvijo z = f(x,y), in ravnino z = 0 je enaka

/ /R f(,y) dudy,

k1 ga 1zraCunamo s pomocjo dvakratnega integrala

/Cd<Lbf(x,y)dx>dy_/j(/cdf(x,y)dy)dx,
- Y

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x
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-~

N

Lastnosti dvojnega integrala

1) Ceje f(z,y) < 0 Y(z,y) € R, je vrednost dvojnega integrala

negativna.

2) Naj bo obmoéje R = R; U R», kjer je R1 N Ry = (). Potem velja

/ F(z,y) dedy = / F(z,y) dedy + / f(z,y) dedy.
R R4 Ro

3) Najbo f(z,y) < g(x,y), zavsetocke (x,y) € R, potem velja

/ f(x,y) dedy < // g(x,y) dzdy.

~
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 193

/Veé o dvojnih integralih najdete npr. na: \

http://www.math.oregonstate.edu/home/programs/undergrad/
CalculusQuestStudyGuides/vcalc/255doub/255doub.html

RacCunanje dvojnih integralov na pravokotnem obmocju
se prevede na dva obiCajna (enkratna) integrala.

Kot bomo videli kasneje na primerih,
pa je tezje izraCunati dvojni integral

na obmocju, ki ni pravokotno, ampak je
omejeno s poljubnimi krivuljami.

N

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 194

4 N

Zvezne vecCrazsezne porazdelitve

Slucajni vektor X = (X1, X5, ..., X,,) je zvezno porazdeljen, Ce obstaja
integrabilna funkcija (gostota verjetnosti) p(x1, x2,...,x,) >0
z lastnostjo

F(x17$27$37"°7$n) —

/;(/;( (/x;p(tl,tg,...,tn)dtn> ...)dt2>dt1

F(00,00,00,...,00) = 1.

N /
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/ Zvezne dvorazsezne porazdelitve \

raw= [ ( [ b dv) "

b/ rd
P((X,Y) € |a,b) x [c,d)) :/ </ p(u,v) dv) du.

Kjer je p zvezna je

OF Y 0*F
%:/_o@pu,v)dv i g = pla)
Robni verjetnostni gostoti sta
px(@) = Fi() = [ plav)d,

e

py () = Fi(y) = / pla.y)da,
N Y,
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Naloga

S

Dekle in fant se Zelita srecCati na doloCenem mestu med 9-0 in 10-0 uro, pri
cemer noben od njiju ne bo Cakal drugega dlje od 10-ih minut.

Ce je vsak Cas med 9-o0 in 10-0 za vsakega od njiju enako verjeten, in sta
njuna casa prihodov neodvisna, poiSci verjetnost, da se bosta srecala.

Naj bo Cas prihoda fanta X minut po 9-1, pravtako pa naj bo Cas prihoda
dekleta Y minut po 9-1.

N /
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4 N

fxv(:f Y) y
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/Ploskev, ki jo doloCa gostota porazdelitve, je ravnina, \
ker pa je prostornina pod njo enaka 1, y

I

je oddaljena od ravnine z = 0 za 1/3600.

60

Prostornina, ki jo 1SCemo,
se nahaja nad podro¢jem R,
ki je dolo¢eno z | X — Y| < 10,

torej je verjetnost srecanja enaka:

10 &
0

2% 5x10+10v2-50v2) 11
P(X — | < 10) = 25X 10+ v2:50v2) _ 11
3600 36

Pri bolj zapletenih gostotah verjetnosti, moramo dejansko izraCunati integral

\ F(z,y) = //Rp(:v, y) dydz. /
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/

Za vajo 1zraCunajmo obe robni verjetnostni gostoti. OCitno velja:

Sedaj pa za (0,0) < (z, (60, 60) velja
dydr = ——
Flay) / / (3600) vy = 36()()

1

n

-

enakomerno porazdeljeni slucajni spremenljivki na intervalu [0, 60].

N

60
1
pX(:c):F’(a:):/ (—)dy:— za 0 <y <60,
X o \ 36 60

60
1 1

za vse ostale z in y pa je px (x) = 0 ter py(z) = 0, torej sta X in Y obe

~

F(x,y) =0 za(x,y) < (0,0) in F(x,y)=1 za(x,y) > (60,60).

/
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/

Vecrazsezna normalna porazdelitev

V dveh razseznostih N (piy, tiy, 04, 0y, p) ima gostoto

1
P\T,Yy) =
(9) 2no 0/ 1 — p?

V splosnem pa jo zapiSemo v matricni obliki

T — ,ugc)Q T— Uy Y— My+(y My))

e C2(1— p2)(( 2p ox Ty Ty

det A _1(@—p)TA@—p)
(2m)" ’

p(x) =

kjer je A simetri¢na pozitivno definitna matrika.

Vse robne porazdelitve so normalne.

N

/
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/

N

r,kj'l-"[x-ﬂ

P
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/ Naloga \

Pri1 Studiju upora Y strukturnega elementa in sile X, ki deluje nanj,

smatramo za sluCajni spremenljivki. Verjetnost napake ns je definirana z
P(Y < X). Predpostavimo, da je

p(z,y) = abe™ ) za (,y) >0

in p(x,y) = 0 sicer, pri ¢emer sta a in b poznani pozitivni Stevili. Zelimo

F(z,y) = //Rp(fc, y) dydz,

kjer je obmocCje R doloCeno s pogojem Y < X. Ker sluCajni spremenljivki

izraCunati n ¢, tJ.

X in Y zavzameta samo pozitivne vrednosti, velja

nf:/ / abe(az+by) dxdy:/ / abe =Y gy dx.
0 Jy o Jo
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@ N

Tu 1zraCunajmo prvi integral, ki smo ga priceli raCunati Ze na prejsSnjih

predavanjih (bodite pozorni na to, da so sedaj meje popravljene).
Upostevamo a dx = d(ax) = —d(—ax — by):

/ / abe (=T qo dy = —b/ / e~ (o= tty) d(—azx—by) | dy
0 Y 0 Y
_ / ) p— dy=1b / " emvlatd) g
0 =y 0

>° —b > b
—y(a+d) g(_ + b)) = —y(a+b) _ .
/0 e ( y(a )) <e y0> p——

a+b
Vasa domaca naloga pa je, da za vajo izraCunate drugega (rok 24. nov. 08).

N /
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/ Neodvisnost slucajnih spremenljivk \
Podobno kot pri dogodkih:
Slucajne spremenljivke X, Xo, X3,..., X,, so med seboj neodvisne, Ce
za poljubne vrednosti z1, x2, z3,...,2, € R velja

F(Qil,iljz,ﬂ?g, ce ,a;n) = Fl(il?l) . FQ(Q?Q) . Fg(ilig) s Fn(xn),

kjer je F' porazdelitvena funkcija vektorja, F; pa so porazdelitvene funkcije
njegovih komponent.

é@ sta

:U x e o o
x.[* "2 iny. |7 P

pr p2 - q1 42
diskretni sluCajni spremenljivki in p;; verjetnostna funkcija sluCajnega
vektorja (X,Y), potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko je

kmj = piq; za vsak par i, J. /
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4 N

... Neodvisnost slucajnih spremenljivk

Ce sta X in Y zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki z gostotama p x
in py ter je p gostota zvezno porazdeljenega slucajnega vektorja (X, Y),
potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko za vsak par x,y velja

p(z,y) = px(z) - py (y).

Primer: Naj bo dvorazsezni slucajni vektor (X, Y') z normalno porazdeli-
tvijo N (tte, fty, 0, 0y, p). Ceje p = 0je

b R

5 4 = px(x) - py (y).
OO0y

p(z,y) =

Torej sta komponenti X in Y neodvisni.

N /
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/

...Neodvisnost slucajnih spremenljivk

obliki p(z,y) = f(z) - 9(y).

dogodka X € AinY € B.
Trditev velja tudi za diskretni sluCajni spremenljivki X in Y.

Pogosto pokazemo odvisnost spremenljivk X in Y tako, da najdemo

mnozici A in B, za Kkateri je

P(Xe€eAYeB)#AP(XeA) PY €B).

N

~

Zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y sta neodvisni natanko
takrat, ko lahko gostoto verjetnosti slucajnega vektorja (X, Y') zapiSemo v

Naj bosta zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y tudi neodvisni
ter A in B poljubni (Borelovi) podmnozici v R. Potem sta neodvisna tudi

/
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/

I.7. Funkcije slucajnih spremenljivk/vektorjev

in pogojne porazdelitve

LEARN T1- DIMENSONAL
GEOMETRY, \ TELL YU,
MND (TS Epsy!

err
T A

~
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/ Funkcije slucajnih spremenljivk

Naj bo X : G — R slucajna spremenljivka in f : R — R neka realna
funkcija. Tedaj je njun kompozitum ¥ = f o X doloCen s predpisom
Y(e) = f(X(e)), zavsak e € G, dolo¢a novo preslikavo Y : G — R.

Kdaj je tudi Y slucajna spremenljivka na (G, D, P)?
V ta namen mora biti za vsak y € R mnozica

Y <y ={ecG:Y(e)<yl={e€G:X(e) € f(~00,)}
dogodek — torej v D.

Ce je to res, imenujemo Y funkcija slucajne spremenljivke X in jo
zapiSemo kar Y = f(X'). Njena porazdelitvena funkcija je

N

Fy(y) = P(Y <uy).

~

/
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4 N

Borelove mnozice

Vprasanje: kakSna mora biti mnoZica A,

da je mnozica

X 1HA)={ecG:X(e) € 4}

v D?

Zadosc¢ajo mnoZzice A, ki so ali intervali,

ali Stevne unije intervalov, ali Stevni preseki
Stevnih unij intervalov — Borelove mnozice.

Kdaj je f~1(—o0,y) Borelova mnoZzica?

Emile Borel

Vsekakor je to res, ko je f zvezna funkcija.

V nadaljevanju nas bodo zanimali samo taki primeri.

N /
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/

N

~

Primer: zvezne strogo narascajoce funkcije

Naj bo f : R — R zvezna in strogo narascajoca funkcija.
Tedaj je taka tudi funkcija £~ in velja

[ (=o0y) = {z€R:f(z)<y}={zreR:z<f ()}

— (—OO,f_l(y))

in potemtakem tudi Fy = F'x o {1, o ¢emer se prepri¢amo takole

Fy(y)=PY <y)=P(f(X)<y) =PX < f'(¥) = Fx(f ' (v))

g —1
Ce je X porazdeljena zvezno z gostoto p(x), je Fy(y) = ffoo W) p(x) dx
in, Ce je f odvedljiva, 3e py (y) = p(f = (y))f ' (y)".

Ce funkcija ni monotona, jo razdelimo na intervale monotonosti.

/
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4 N

Najbo X : N(0,1)inY = X2
Tedajje Fy (y) = P(Y <y)=P(X?<y)=0zay <0;inzay > 0

Fy(y) = P(IX]| <VYy) = Fx(\y) — Fx(—v)

in ker/Ce je px () soda funkcija

Primer: kvadrat normalno porazdeljene spremenljivke

1 1
py (y) pr(f)—ﬂLPX( VY)5—= = —7=rx(VY)
2./ IR
Vstavimo Se standardizirano normalno porazdelitev
1 1l _ ¥y
——qy 2e 2 y>0
py (y) = van
0 y <0

pa dobimo porazdelitev y?(1).

/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 212

4 N

Funkcije in neodvisnost

Ce sta X in Y neodvisni sluajni spremenljivki ter f in g zvezni funkciji na

R, statudi U = f(X) in V = g(Y) neodvisni slucajni spremenljivki.

V to se prepricamo takole. Za poljubna u, v € R velja

PlU<u,V<v) = P(f(X)<u,g(Y)<wo)
= P(X € fH—o0,u),Y € g7 (—00,v))
(X 1n Y sta neodvisni)
= P(X € f7H(~o0,u))  P(Y € g~ (~00,v))
(in naprej)
= P(f(X) <) P(g(Y) < v)
= PWU<u)-P(V <w).

N /
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/

Funkcije slucajnih vektorjev

Imejmo sluéajni vektor X = (X1, Xo,...,X,,) : G — R™ in zvezno
vektorsko preslikavo f = (f1, fo,..., fm) : R® — R™. Tedaj so
Y, = fi(X1,Xs,...,X,), 7 = 1,...,m slucajne spremenljivke —
komponente slucajnega vektorja Y = (Y7, Ya, ..., Y,,).

Pravimo tudi, da je Y funkcija slucajnega vektorja X, tj. Y = f(X).

Porazdelitve komponent dobimo na obiCajen naCin
Fy,(y) = P(Y; <y) = P(f;(X) <y) = P(X € f; ' (—00,y))

in, Ce je X zvezno porazdeljen z gostoto p(x1, T2, ..., Ty ), potem je

ij(y)://.../fl( )p(:cl,:cg,...,a:n) dridzs . ..dx,.
g \T Y

N

~

/
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/ Primer: vsota \

Najbo Z = X + Y, kjer je (X, Y) zvezno porazdeljen slucajni vektor z

gostoto p(x, y). Tedaj je

Fz(z) = PZ<z)=P(X4+Y <2z2)=

:// :Uyd:cdy—/ d:z:/
rty<z

in pz(z) = Fy(2) = [T plx,z—x)de =[O p(z —y,y) dy.

Ce sta spremenljivki X in Y neodvisni dobimo naprej zvezo

pz(z) = /OO px(x)py(z —z)dr.

— 00

kGostota pz = px * py je konvolucija funkcij px in py-. /

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 215

4 N

... Primer: vsota

Ceje (X,Y) : N(ug, Ly, Oz, 0y, p) ,je vsota Z = X + Y zopet normalno
porazdeljena Z : N (g + fiy, \/032j + 2po 0y + 02).

Cesta X : x2(n) in Y : x2(m) neodvisni sluajni spremenljivki, je tudi

njuna vsota Z = X + Y porazdeljena po tej porazdelitvi Z : x%(n + m).
Dosedanje ugotovitve lahko zdruzimo v naslednjo:

Ce so X 1,X2,...,X, neodvisne standardizirano normalne slucajne
spremenljivke, je sluCajna spremenljivka Y = X% + X2 + ... + X2
porazdeljena po x?(n).

N /
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/

N

FU7\/(U, U)

Primer: transformacije

Porazdelitveni zakon za nov slucajni vektor (U, V') je

~

Naj bo sedaj f : (x,y) — (u,v) transformacija slu¢ajnega vektorja (X,Y")
v slucajni vektor (U, V') doloCena z zvezama v = u(x,y) in v = v(x,y),
torejjeU =u(X,Y)inV =v(X,Y).

P(U < u,V <v) = P((U,V) € Alu,v)) =

P((X,Y) € [~ (A(u,v)).

Pri zvezno porazdeljenem slu¢ajnem vektorju (X, Y") z gostoto p(x, y) je

Fyy (u,v) = // p(z,y) dz dy.
f=1(A(u,v))

/
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/

... Primer: transformacije

Ce je f bijektivna z zveznimi parcialnimi odvodi, lahko nadaljujemo

Foy o) = [ Pl ), () 1) dude

kjer je (glej ucbenik http://rkb.home.cern.ch/rkb/titleA.html)

ou

y
Ov

ou
O(u,v) ox

J(u,v) = = det
) = 5y ~ 4| o
ox

dy

Jacobijeva determinanta (glej http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian

za kaksen primer). Za gostoto ¢g(u, v) vektorja (U, V') dobimo od tu

Q(uv U) — p(x(u, ’U), y(uv U)) |J(u7 U)’

N
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/

Zgled:
Q={(r,y)|0<z <1, 0<y<1}.

Naj bo

r = \/—2log(:v), © = 27y,

U = T COS Y, v = 7 Sin .

Potem po pravilu za odvajanje posrednih funkcij in definiciji Jacobijeve
matrike velja

—1

8(u,v)_<8(u,v)>(8(r,gp)> cosp —rsing\ [— 0

= rx
sinw 7 COoS Y 0 27

/
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Jacobijeva determinanta je

1n

d’x= d’u=

dx
det| —

Od tod zaklju€imo, da za neodvisni slucajni

dx 27

spremenljivki z in y, ki sta enakomerno
porazdeljeni med O in 1, zgoraj definirani
sluCajni spremenljivki v in v pravtako
neodvisni in porazdeljeni normalno.

N

1
det <d_u) | d’u= L

) o () o (e () 2

d’u =
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