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1.9. Karakteristicne funkcije in limitni izreki

-

Karakteristicna funkcija

Naj bo Z kompleksna slu¢ajna spremenljivka, tj. Z = X +14Y
za sluCajni spremenljivki X in Y.

Njeno upanje izraCunamo z

disperzijo pa z
D(Z) = E(1Z - E(Z)]*) = D(X) + D(Y),

Kompleksna funkcija realne slucajne spremenljivke je

kompleksna sluajna spremenljivka, npr. e~ .

\_ /

\_

~

/
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... Karakteristi¢na funkcija

Karakteristicna funkcija realne slu¢ajne spremenljivke X je kompleksna

funkcija ¢ x (t) realne spremenljivke ¢ dologena z zvezo ¢ x (t) = EelX.

Karakteristi¢ne funkcije vedno obstajajo in so mo¢no raunsko orodje.

Posebej pomembni lastnosti sta:

Ce obstaja zatetni moment z,, je karakteristi¢na funkcija

n-krat odvedljiva v vsaki tocki in velja ng;)(()) =itz

Za neodvisni spremenljivki X in Y je ox1v (t) = px (t)ey (¢).

Pojem karakteristicne funkcije lahko posplo§imo tudi na sluc¢ajne vektorje.

o
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Reprodukcijska lastnost normalne porazdelitve

Vsaka linearna kombinacija neodvisnih
in normalno porazdeljenih slucajnih spremenljivk
je tudi sama normalno porazdeljena.

Ce so slu¢ajne spremenljivke X1, ..., X, neodvisne in normalno porazde-
ljene N (p;, 0;), potem je njihova vsota tudi normalno porazdeljena:

(S m/Sat).

Da ne bi vsota povprecij rastla z n, nadomestimo vsoto spremenljivk X; z
njihovim provpre¢jem X in dobimo

N(u, Z(ij)j-

Limitni izreki
Zaporedje slu¢ajnih spremenljivk X, verjetnostno konvergira
k slucajni spremenljivki X, ¢e za vsak € > 0 velja
lim P(|X, —X|>¢e)=0
n—o0
ali enakovredno
lim P(|X, - X|<e)=1.
n—oo
Zaporedje sluc¢ajnih spremenljivk X, skoraj gotovo konvergira
k slucajni spremenljivki X, Ce velja

P(lim X, = X) = 1.

n—00

kée privzamemo y; = pin o; = o, dobimo N (p, o/ \/n).

/

-

~

-~

... Limitni izreki

Ce zaporedje slu¢ajnih spremenljivk X, skoraj gotovo konvergira
k slucajni spremenljivki X, potem za vsak € > 0 velja

lim P(X, - X|<e

m— oo

zavsak n>m)=1.

Od tu izhaja:

Ce konvergira skoraj gotovo X,, — X,

potem konvergira tudi verjetnostno X,, — X.

)

-
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Naj bo X1, ..., X, zaporedje spremenljivk, ki imajo matemati¢no upanje.
Oznatimo S,, = Y ;_; X in

y, = Fn—ES» _1 Z(Xk*EXk):%ZXk*%ZEX’“'
=1 k=1 k=1

n _n
k

Sibki in krepki zakon velikih Stevil

Pravimo, da za zaporedje slucajnih spremenljivk X}, velja:

e Sibki zakon velikih Stevil, ¢e gre verjetnostno Y,, — 0,

(=] <2)
<e|l=1
n

e krepki zakon velikih Stevil, ¢e gre skoraj gotovo Y,, — 0,

P(lim @:0>:1.
n

k(v:e za zaporedje X1, ..., X,, velja krepki zakon, velja tudi $ibki.

tj., ¢e Ve > 0 velja
lim P

n—oo

tj., Ce velja

/

4 N

Ce ima slu¢ajna spremenljivka X kon&no disperzijo, tj. DX < oo,

Neenakost Cebiseva

velja za vsak € > 0 neenakost Cebiseva
DX

P(X-EX|>¢) < S5

Dokaz: Pokazimo jo za zvezne spremenljivke

1
r)dr = —/ e2p(z) dx
/\szX\zsp( ) e? lo—Ex|>e P(@)

DX
€2

P(X —EX|>¢) =

< Eiz/oo(l'—EX)Zp(x)dz = |

L .

/

-~

Neenakost Cebiseva — posledice

(Cebisev) Ce so slucajne spremenljivke X; paroma nekorelirane

in so vse njihove disperzije omejene z isto konstanto C, tj.
DX; <C zavsaki,

velja za zaporedje §ibki zakon velikih Stevil.

(Markov) Ce gre za zaporedje slu¢ajnih spremenljivk X; izraz

DS,
,”/2

— 0,

ko gre n — oo, velja za zaporedje Sibki zakon velikih Stevil.

o
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Dokaz Bernoullijevega izreka

Za Bernoullijevo zaporedje X; so spremenljivke paroma neodvisne,
DX; = pq, S, = k. Pogoji izreka Cebieva so izpolnjeni in dobimo:

(Bernoulli 1713) Za vsak ¢ > 0 velja

lim P( Efp‘ <5> =1.
n—oo n

o /

/

Se nekaj izrekov

(Hingin) Ce so neodvisne slu¢ajne spremenljivke X; enako porazdeljene
in imajo matemati¢no upanje EX; = a za vsak i,
potem velja zanje Sibki zakon velikih stevil, tj. za vsak ¢ > 0 je

lim P('& —a <5> =1.
n

n—oo
(Kolmogorov) Ce so slucajne spremenljivke X; neodvisne, imajo kon¢no

> DS,
disperzijo in velja Z —2" < 00, potem velja krepki zakon velikih Stevil:
n

n=1
P( lim LESn :O) =1.

n—00 n

-

~

)

-~

...Se nekaj izrekov

(Kolmogorov) Ce so slu¢ajne spremenljivke X; neodvisne,
enako porazdeljene in imajo matemati¢no upanje EX; = p,
potem velja krepki zakon velikih Stevil

) 1 n
P<’LIEI;C - ;Xi = ;L> =1.

(Borel 1909) Za Bernoullijevo zaporedje velja

k
P( lim — :p) =1.
n—oo n,

-
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Centralni limitni izrek (CLI)

-

ES

Leta 1810 je Pierre Laplace (1749-1827) Studiral anomalije orbit Jupitra
in Saturna, ko je izpeljal razsiritev De Moivrovega limitnega izreka,

“Vsaka vsota ali povprecje, Ce je Stevilo ¢lenov dovolj veliko,

Qpribliino normalno porazdeljena.”

~

/

-

Opazujmo sedaj zaporedje standardiziranih spremenljivk
S, —ES,
a(Sh)

Za zaporedje slucajnih spremenljivk X; velja centralni limitni zakon,
Ce porazdelitvene funkcije za Z,, gredo proti porazdelitveni funkciji

Centralni limitni zakon

Zn =

standardizirane normalne porazdelitve, to je, Ce za vsak € R velja
n—E 1 v 2
lim P(Sn Sn ac) = — / e~ T dt.
V2r J o

— 0 <
n—eo o(Sn)
(Osnovni CLI) Ce so slu¢ajne spremenljivke X; neodvisne, enako

porazdeljene s kon¢nim matemati¢nim upanjem in kon¢no disperzijo,

otem zanje velja centralni limitni zakon.

N

~

/

-~

o

Najbo Z; =

Kjer je k = E(Z3).

~

Skica dokaz centralnega limitnega izreka

Xi—p

. Potem je

3 N
GBE + -

t2

Mz(t)=1- 5 +
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... Dokaz centralnega limitnega izreka

t2 13

2
Zav=|—-—+ + -+ | velja
2n
22
log M, (t) = nlog(l+z) =n(x — £ +) =

2
r + L t2+ + +
r _ AU I
! 2n 2 2n

in od tod koncno Se
t2
lim M, (t) = e */2.

lim log M, (t) = ——
n— o0 2 n— o0

/3
31n3/2

t3
31n3/2

t!}

T

oziroma

\_

\

/

/

... Dokaz centralnega limitnega izreka

Iz konvergence karakteristi¢nih funkcij ¢y,

proti karakteristi¢ni funkciji standardizirano normalne porazdelitve
lahko sklepamo po obratnem konvergen¢nem izreku,

da tudi porazdelitvene funkcije za Y;, konvergirajo

proti porazdelitveni funkciji standardizirano normalne porazdelitve.

Torej velja centralni limitni zakon.

-

~

)

-~

-

I.10. Uporaba

THE PROBABILI
oF ‘Pﬁacmnmgh
¥ 20%..
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Kaksno nakljucje!!! Mar res?

Na nogometni tekmi sta
na igri$cu dve enajsterici
in sodnik, skupaj

23 oseb.

Kaksna je verjetnost,
da imata dve osebi
isti rojstni dan?

Ali je ta verjetnost lahko

vecja od 0,5?

N

N

razli¢nih enaka:

365 364 363

0,493;
0,507;

Ceje k=22
Ceje k=23

365 365 365

Ko vstopi v sobo k-ta oseba, je verjetnost, da je vseh k rojstnih dnevov

365 —k+1
365 n

verjetnost neujemanja
rojstaih dnevov

1 tevilo ljudi 23

~

-~

V poljubni skupini 23-ih ljudi je verjetnost,
da imata vsaj dva skupni rojstni dan > 1/2.

Ceprav je 23 majhno 3tevilo, je med 23 osebami 253 razli&nih parov.

To Stevilo je veliko bolj povezano z iskano verjetnostjo.

Testirajte to na zabavah z ve¢ kot 23 osebami.

Organizirajte stave in dolgoro¢no boste gotovo na boljsem,
na velikih zabavah pa boste zlahka zmagovali.
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Napad s pomocjo paradoksa rojstnih dnevov
(angl. Birthday Attack)

To seveda ni paradoks, a vseeno ponavadi zavede na$ obcutek.

Ocenimo Se splosno verjetnost.

Mecemo k Zogic v n posod in gledamo,
ali sta v kaksni posodi vsaj dve Zogici.

Pois¢imo spodnjo mejo za verjetnost zgoraj opisanega dogodka:

(-2)(-2)- (-5 -Ti(-2)

N

1z Taylorjeve vrste

ocenimo 1 — z &~ e~ * in dobimo

(-2 -

i=1

Torej je verjetnost tréenja

AN

e’=1—-z+

2?2 28

o E T

~

/P%)tem velja

oziroma
—k(k—1)
2n

—k(k—1)

e 2n ~

1—¢

~ log(l1—¢), tj. k*—k = 2nlog

1—¢

in ¢e ignoriramo —k, dobimo kon¢no

k =~ 2nlog

Zae=0,5je
k ~ 1,17/n,
kar pomeni, da, ¢e zgostimo nekaj ve¢ kot \/ﬁ elementov,
je bolj verjetno, da pride do tréenja kot da ne pride do tréenja.

\V splosnem je k proporcionalen s /7.
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Raba v kriptografiji

Napad s pomocjo paradoksa rojstnih dnevov s tem doloci spodnjo mejo
za velikost zaloge vrednosti zgos¢evalnih funkcij, ki jih uporabljamo v
kriptografiji in racunalniski varnosti.

40-bitna zgostitev ne bi bila varna, saj bi prisli do tréenja z nekaj vec kot
220 (se pravi milijon) nakljuénimi zgostitvami z verjetnostjo vsaj 1/2.

V praksi je priporocena najmanj 128-bitna zgostitev in standard za shema
digitalnega podpisa (160 bitov) to vsekakor uposteva.

Podobno si lahko pomagamo tudi pri napadih na DLP in Se kje.

\_ /

4 N

II. STATISTIKA

-~

I1.1. Osnovni pojmi

Statistika je veda, ki proucuje mnozicne pojave.

- /
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\

podatkov o nekem pojavu, izraCunom raznih znadilnosti iz teh podatkov,

-~

Ljudje obicajno besedo statistika povezujejo z zbiranjem in urejanjem

njih predstavitvijo in razlago.

To je najstarejSi del statistike in ima svoje zaCetke Ze v antiki — z nastankom
vecjih zdruzb (drzav) se je pojavila potreba po poznavanju stanja —
’racunovodstvo’, astronomija, . . .

Sama beseda statistika naj bi izvirala iz latinske besede stafus — v pomenu
drzava. Tej veji statistike pravimo opisna statistika.

Druga veja, inferencna statistika, poskuSa spoznanja iz zbranih podatkov
posplositi (razsiriti, podalj$ati, napovedati, ...) in oceniti kakovost teh

pospositev.

Statistiko lahko razdelimo tudi na uporabno in teoreticno
(racunalnis$ko in matemati¢no) statistiko.

/

(Statisticna) enota — posamezna proucevana stvar ali pojav.

~

... Osnovni pojmi

Primer: redni Student na Univerzi v Ljubljani v $tudijskem letu 2008/09.

Populacija — mnoZica vseh proucevanih enot; pomembna je natan¢na
opredelitev populacije (npr. ¢asovno in prostorsko).
Primer: vsi redni §tudentje na UL v Studijskem letu 2008/09

Vzorec — podmnoZzica populacije, na osnovi katere ponavadi sklepamo o
lastnostih celotne populacije.
Primer: vzorec 300 slucajno izbranih rednih Studentov na UL v 1. 2008/09.

Spremenljivka — lastnost enot; oznacujemo jihnpr. z X, Y, X;.
Vrednost spremenljivke X na i—ti enoti ozna¢imo z x;.
Primer: spol, uspeh iz matematike v zadnjem razredu srednje Sole,

\_ /

-~

...Osnovni pojmi

Posamezne spremenljivke in odnose med njimi opisujejo

ustrezne porazdelitve.

Parameter — znacilnost populacije; obic¢ajno jih oznaCujemo z malimi
grskimi ¢rkami.

Statistika — znacilnost vzorca; obicajno jih oznac¢ujemo z malimi latinskimi

¢rkami. Vrednost statistike je lahko za razli¢ne vzorce razli¢na.

Eno izmed osnovnih vpraSanj statistike je,

kako z uporabo ustreznih statistik oceniti
vrednosti izbranih parametrov.

izobrazba matere in viSina mese¢nih dohodkov starSev Studenta.

- /
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Vrste spremenljivk

Vrste spremenljivk glede na vrsto vrednosti:

1. opisne (ali atributivne) spremenljivke — vrednosti lahko opiSemo z
imeni razredov (npr. poklic, uspeh);

2. Stevilske (ali numeri¢ne) spremenljivke — vrednosti lahko izrazimo s
Stevili (npr. starost).

\_ /

4 N

... Vrste spremenljivk
Vrste spremenljivk glede na vrsto merske lestvice:

1. imenske (ali nominalne) spremenljivke — vrednosti lahko le razliku-
jemo med seboj: dve vrednosti sta enaki ali razli¢ni (npr. spol);

2. urejenostne (ali ordinalne) spremenljivke — vrednosti lahko uredimo
od najmanj$e do najvecje (npr. uspeh);

3. razmicne (ali intervalne) spremenljivke — lahko primerjamo razlike

med vrednostima dvojic enot (npr. temperatura);

. razmernostne spremenljivke — lahko primerjamo razmerja med
vrednostima dvojic enot (npr. starost).

5. absolutne spremenljivke — Stetja (npr. Stevilo prebivalcev).

\_ /

-~

... Vrste spremenljivk

dovoljene transformacije | vrsta lestvice | primeri

f(z) = z (identiteta) absolutna Stetje
f(z)=axz,a>0 razmernostna | masa

podobnost temperatura (K)
fx)=ax+ba>0 razmic¢na temperatura (C,F)

Cas (koledar)
z>y< flz) > fly) urejenostna Solske ocene, kakovost
strogo narascajoca zraka, trdost kamnin
f je povratno enoli¢na imenska barva las, narodnost

- /
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Vrste spremenljivk so urejene od tistih z najslabSimi merskimi lastnostmi

... Vrste spremenljivk

do tistih z najboljSimi. Urejenostne spremenljivke zados¢ajo lastnostim, ki
jih imajo imenske spremenljivke; in podobno razmernostne spremenljivke
zadoSc¢ajo lastnostim, ki jih imajo razmicne, urejenostne in imenske
spremenljivke.

absolutna C razmernostna C razmi¢na C urejenostna C imenska

Posamezne statisticne metode predpostavljajo doloceno vrsto spremenljivk.
Najve¢ ucinkovitih statisticnih metod je razvitih za Stevilske spremenljivke.

V teoriji merjenja pravimo, da je nek stavek smiseln, ¢e ohranja
resni¢nost/laznost pri zamenjavi meritev z enakovrednimi

(glede na dovoljene transformacije) meritvami.

\_ /

4 N

Frekvencna porazdelitev

Stevilo vseh moznih vrednosti prou¢evane spremenljivke je lahko preveliko
za pregledno prikazovanje podatkov. Zato sorodne vrednosti razvrstimo v
skupine. Posamezni skupini priredimo ustrezno reprezentativno vrednost,
ki je nova vrednost spremenljivke. Skupine vrednosti morajo biti dolo¢ene
enoli¢no: vsaka enota s svojo vrednostjo je lahko uvr§¢ena v natanko eno
skupino vrednosti.

Frekvencna porazdelitev spremenljivke je tabela, ki jo dolocajo vrednosti
ali skupine vrednosti in njihove frekvence.

Ce je spremenljivka vsaj urejenostna, vrednosti (ali skupine vrednosti)
uredimo od najmanj$e do najvecje.

Skupine vrednosti Stevilskih spremenljivk imenujemo razredi.

- /

-~

...Frekvencna porazdelitev
Tmin 1N Tymae — najmanjsa in najvecja vrednost spremenljivke X .
T4 min 1N Tj mag — Spodnja in zgornja meja i-tega razreda.
Meje razredov so doloCene tako, da velja ; maz = Tit1,min-

Sirina i-tega razreda je d; = Tj maz — Ti,min-

Ce je le mogoce, vrednosti razvrstimo v razrede enake Sirine.

TimintTi,max
2

Sredina i-tega razreda je x; in je znacilna vrednost —

predstavnik tega razreda.

Kumulativa (ali nakopicena frekvenca) je frekvenca do spodnje meje
dolocenega razreda. Velja F;; = F; + f;, Kjer je F; kumulativa in f;
frekvenca v i-tem razredu.
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/ Slikovni prikazi \ / \ / \

Nekaj ukazov v R-ju

Stolp¢ni prikaz: Na eni osi prikaZzemo (urejene) razrede. Nad vsakim

naredimo stolpec/Crto visine sorazmerne frekvenci razreda. > <- 7 7 7 7 . A .
p > X féi;ﬁﬁli& +5,7,15,1,13,11,9,9,3,13,9,7,7,5,9,7) ...Slikovni prikazi
Krozni prikaz: Vsakemu razredu priredimo krozni izsek > t <- tabulate(X)
o >t
s kotom a; = £360 stopinj. [11 102030504020201 stolpci poligon strukturni krog
n > v <= (l:max (X)) [t>0]
Histogram: drug poleg drugega riSemo stolpce — pravokotnike, > £ <- t[t>0]
katerih plos¢ina je sorazmerna frekvenci v razredu > tbind(v, f) . . \
N p J : (1) (,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8] )
Ce so razredi enako $iroki, je viSina sorazmerna tudi frekvenci. 1 S 7 9 11 13 15 - /
1 2 3 5 4 2 2 1 - - /
Poligon: v koordinatnem sistemu zaznamujemo tocke (x;, f;), kjer je z; plot (v, f,type="h") . : / '7'\
i L i . . plot (c(0,v,16),c(0,£,0),type="b",xlab="v",ylab="£f") o .
sredina i—tega razreda in f; njegova frekvenca. K tem tockam pie (f,v) - ‘ ‘ / \
plot(c(0,v,16),c(0,cumsum(f)/n,1),col="red", type="s", ° -

dodamo $e to¢ki (xo, 0) in (zx41,0), Ce je v frekvendni xlab="v",ylab="£f")

x <- sort (rnorm(100,mean=175,sd=30))
y <= (1:100)/100
plot (x,y,main="Normalna porazdelitev, n=100",type="s")

curve (pnorm(x,mean=175, sd=30) , add=T, col="red") j

porazdelitvi k razredov. Tocke zveZemo z daljicami.

Ogiva: grafi¢na predstavitev kumulativne frekvencne porazdelitve

/\/\/\/\/ VVVVHS

K s poligonom, kjer v koordinatni sistem nanasamo tocke (Z; min, FJ/
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Se nekaj ukazov v R-ju Fisherjeve oziroma Andersonove perunike (Iris data) Skatle in Q-Q-prikazi
> x <= rnorm(1000,mean=175, sd=30) G e Skatle (box-and-whiskers plot; grafikon kvantilov) boxplot:
> mean (x) - i o « . . . . . . v
(1] 175.2683 cepattengn| | £ | . help(iris) Skatla prikazuje notranja kvartila razdeljena z mediansko crto.
> sd(x) I > summary (iris) ) L . K i L ..
(1] 3078901 : | Sepal.length  Sepal.Wwidth Daljici — brka vodita do robnih podatkov, ki sta najvec za 1,5 dolZine
> var (x N ot - b
7 J Ist Qu.:5.100 1st Qu.:2.800 ¥ : s : : : : X
{1 541.0808 [ Median :5.800 Median :3.000 Skatle oddaljena od nje. Ostali podatki so prikazani posamicno.
[1] 174.4802 K | Mean :5.843 Mean :3.057
i — 3rd Qu.:6.400  3rd Qu.:3.300 -O-prikar H : i 1 i i
Tl?lgz(xgmmz I c e 500 maw. 2t iaa00 0-Q-prikaz ggnorm je namenjen prikazu normalnosti porazdelitve danih n
4 Petal.L: th Petal.Width . . . x ¥ . . .
Trertn aattengn | I e 800 min o Moo podatkov. Podatke uredimo in prikaZemo pare tock sestavljene iz vrednosti
i - 1st Qu.:1.600 1st Qu.:0.300 . iy . .
> quantile(x,seq(0,1,0.1)) 308 # " Median :4.350 Median :1.300 k-tega podatka in pric¢akovane vrednosti k-tega podatka izmed n normalno
92.09012 135.83928 148.33908 158.53864 d [ Mean  :3.758  Mean  :1.199 P % s L1y <
10% 508 505 708 Petal width | 3rd Qu.:5.100  3rd Qu.:1.800 porazdeljenih podatkov. Ce sta obe porazdelitvi normalni, leZijo tocke na
166.96955 174.48018 182.08577 191.29261 Max. = :6.900  Max. 2.500 .. . ) .y . . .. .. .
0% 5 100% — . Species premici. Premica ggline nariSe premico skozi prvi in tretji kvartil.
200.86309 216.94009 261.36656 I setosa 50
- versicolor:
> summary (x) ) i — = || % [§ virginica :50 Obstaja tudi splosnejsi ukaz ggplot, ki omogoca prikaz povezanosti
S U TS LN IS L e P palrelini) - : -
L9208 182 . . . . Diiier fiesesis Pami prikaz. poljubnega para porazdelitev. S parametrom datax=T zamenjamo vlogo
> curve (dnorm(x,mean=175, sd=30) , add=T, col="red") koordinatnih OSi

\_ AN AN )
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Skatle

Petal length Petal widih Sepal length ‘Sepal width

> par (mfrow=c(1,2))

> boxplot (iris$Petal.Length,main="Petal length")

> boxplot (iris$Petal.Width, main="Petal width")

> boxplot (iris$Sepal.Length,main="Sepal length")

> boxplot (iris$Sepal.Width, main="Sepal width")
( par (mfrow=c(1l,1))

~

/

\_

~

Q-Q-prikaz

Nomal g- Pt

> ggnorm(x)

> ggline (x,col="red")

> ggnorm(iris$Sepal.Width)

> ggline (iris$Sepal.Width, col="red")
> ggnorm(irisS$Petal.Length)

> gqline (iris$Petal.Length,col="red")

/

-~

o

I1.2. Vzorcenje

J
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Analiti¢na statistika je veja statistike, ki se ukvarja z uporabo vzor¢nih

... Vzorcenje

podatkov, da bi z njimi naredili zakljucek (inferenco) o populaciji.

Zakaj vzorcenje?
e cena
e Cas

o destruktivno testiranje

Glavno vprasanje statistike je:

kakSen mora biti vzorec, da lahko iz podatkov zbranih na njem
veljavno sklepamo o lastnostih celotne populacije.

\_

\

/

/

~

... Vzorcenje

Kdaj vzorec dobro predstavlja celo populacijo?
Preprost odgovor je:
e vzorec mora biti izbran nepristransko,

e vzorec mora biti dovolj velik.

Recimo, da merimo spremenljivko X, tako da n-krat naklju¢no
izberemo neko enoto in na njej izmerimo vrednost spremenljivke X .
Postopku ustreza slucajni vektor

(X17X27 cee 7Xn)~,

ki mu reemo vzorec. Stevilo n je velikost vzorca.

)

-~

-

JUsT REMEMBER:
RAMDOM EXPERIMERT,
NUMERICAL
OuTeome!

MAL. SOUNDS
LIKE MY LpsT
PAYLUELK. .

/
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... Vzorcenje

Ker v vzorcu merimo isto spremenljivko in posamezna meritev
ne sme vplivati na ostale, lahko predpostavimo:

1. wvsi ¢leni X; vektorja imajo isto porazdelitev, kot spremenljivka X,
2. ¢leni X; so med seboj neodvisni.
Takemu vzorcu re€emo enostavni slucajni vzorec.

Vecina statisticne teorije temelji na predpostavki,
da imamo opravka enostavnim sluc¢ajnim vzorcem.

Ce je populacija koncna, lahko dobimo enostavni slucajni vzorec,
tako da slucajno izbiramo (z vracanjem) enote z enako verjetnostjo.

N

~

/

~

Z vprasanjem, kako sestaviti dobre vzorce v praksi,
se ukvarja posebno podrocje statistike — teorija vzorcenja.
Nacini vzorenja
e ocena
— priro¢nost
e nakljucno
— enostavno: pri enostavnem naklju¢nem vzorcenju je
vsak Clan populacije izbran/vkljucen z enako verjetnostjo.
— deljeno: razdeljen nakljucni vzorec dobimo tako, da razdelimo
populacijo na disjunktne mnoZice oziroma dele (razrede) in nato
izberemo enostavne nakljucne vzorce za vsak del posebe;j.

— grozdno: tak$no vzorcenje je enostavno naklju¢no vzorcenje

skupin ali klastrov/grozdov elementov.

/

4 )

Osnovni izrek statistike

Spremenljivka X ima na populaciji G porazdelitev F(x) = P(X < x).
Toda tudi vsakemu vzorcu ustreza neka porazdelitev.

Za realizacijo vzorca (21, 2, X3, . . ., T, ) in & € R postavimo
K@)={zitzi<z,i=1,...,n} in Vy(z)=K()/n.

Sludajni spremenljivki V;,(x) pravimo vzorcna porazdelitvena funkcija.
Ker ima, tako kot tudi K (x), n + 1 moznih vrednosti k/n, k =0,...,n,
je njena verjetnostna funkcija B(n, F'(z))

P = kfn) = () Pl = P,

- /
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Ce vzamemo n neodvisnih Bernoullijevih spremenljivk

...Osnovni izrek statistike

1 0
Y (x) : )
(@) F(z) 1-F(x)

velja

1 n
Valo) = - > Yi(w).
i=1
Krepki zakon velikih $tevil tedaj zagotavlja, da za vsak z velja
P( lim V,(z) = F(x)) =1
n—oo

To je v bistvu Borelov zakon, da relativna frekvenca dogodka (X < z)

Q{oraj gotovo konvergira proti verjetnosti tega dogodka.

\

/

~

Velja pa Se ve. V,,(z) je stopniCasta

...Osnovni izrek statistike
Normaia porazdeiey,n=100 funkcija, ki se praviloma dobro prilega
funkciji F'(x).
Odstopanje med V,,(z) in F(z) lahko
izmerimo s sluc¢ajno spremenljivko

D, = sup |V (z) — F(z)]
z€R

zan =1,2,3,... Zanjo lahko

pokazemo osnovni izrek statistike

T T
100 150 200 250

x P(lim D, =0) =1.

Torej se z rastjo velikosti vzorca V;,(z) enakomerno vse bolje prilega

-~

Vzorcne ocene

Najpogostej$a parametra, ki bi ju radi ocenili sta:

sredina populacije p glede na izbrano lastnost — matemati¢no upanje
spremenljivke X na populaciji; in

povprecni odklon od sredine ¢ — standardni odklon spremenljivke X na
populaciji.

Statistike/ocene za te parametre so izraCunane iz podatkov z vzorca.
Zato jim tudi re¢emo vzorcne ocene.

funkciji F(x) — vse bolje povzema razmere na celotni populaciji.

)

\_ )
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Kot sredinske mere se pogosto uporabljajo:

Sredinske mere

zorcni modus — najpogostejsa vrednost (smiselna tudi za imenske).

Vzoréna mediana — srednja vrednost, glede na urejenost,
(smiselna tudi za urejenostne).

Vzorcéno povprecje — povprecna vrednost (smiselna za vsaj razmicne)

N

~

/

-

Mere razprSenosti

Za oceno populacijskega odklona uporabljamo mere razprsenosti.
Vzorcéni razmah = maxx; — min ;.
7 k2

n

1 -
st = ;Z(:cl —7)%.

Vzorcna disperzija

Popravljena vzorcna disperzija 52 =

ter ustrezna vzorcna odklona  sg in s.

\_

~

-~

Porazdelitve vzorénih statistik

Denimo, da je v populaciji N enot in

da iz te populacije slu¢ajno izbiramo n enot

v enostavni slu¢ajni vzorec ali na kratko slucajni vzorec

(vsaka enota ima enako verjetnost, da bo izbrana v vzorec, tj. 1/N).

Ce hocemo dobiti slucajni vzorec, moramo izbrane
enote pred ponovnim izbiranjem vrniti v populacijo
(vzorec s ponavljanjem).

Ce je velikost vzorca v primerjavi s populacijo majhna,
se ne pregreSimo preve¢, ¢e imamo za slucajni vzorec tudi vzorec,
ki nastane s slu¢ajnim izbiranjem brez vracanja.

o

J
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Predstavljajmo si, da smo iz populacije izbrali vse moZne vzorce.
Dobili smo populacijo vseh moznih vzorcev.

Teh je v primeru enostavnih slucajnih vzorcev (s ponavljanjem) N™;
kjer je N Stevilo enot v populaciji in n Stevilo enot v vzorcu.

Stevilo slu¢ajnih vzorcev brez ponavljanja pa je (N),

n
Ce ne upostevamo vrstnega reda izbranih enot v vzorcu,
N+n— 1)
n

oziroma ( , ¢e upoStevamo vrstni red.

\_

\

/

/

Primer: Vzemimo populacijo z N = 4 enotami, ki imajo naslednje
vrednosti spremenljivke X:
0,1,2,3

Grafi¢no si lahko porazdelitev spremenljivke X predstavimo s histogra-

mom:
in izratunamo populacijsko
1 aritmeti¢no sredino in varianco:
4
N
1 3
n= N E x; = bR
i=1
N
1 5
2 _ 7} : )2 = 2
0 X U_N,1(11 ﬂ)_4~
im

-

~

)

/Sedaj pa tvorimo vse mozne vzorce velikosti n = 2 s ponavljanjem,
in na vsakem izracunajmo vzor¢no aritmeti¢no sredino X:

1 1
X:fE X; = =(X1 + X»).
nq',:l ' 2( 1+ 2)

vzorci | X || vzorci | X
0,00 2,0 |1
0,110,5(| 2,1 |1,5
0,21 2,2 |2
0,3 1,5 2,3 |25
1,010,551 3,0 |1,5
1,11 3,1 |2
1,2 11,5 3,2 |25
1,312 3,3 |3

-

~

/
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Zapi§imo verjetnostno shemo slugajne spremenljivke vzoréno povpredje X :

<. [0 o5 1 15 2 25 3
S \1/16 2/16 3/16 4/16 3/16 2/16 1/16

Grafi¢no jo predstavimo s histogramom:

p L

|

\_ /

4 N

... in izraCunajmo matemati¢no upanje ter disperzijo vzorénega povprecja:

m

— = 04+14+3+6+6+5+3 3
E(X):ZXipz =
i=1

16 2

27

oo | wt

D(X) = 2(? - E(Y))Z,i -

S tem primerom smo pokazali, da je statistika ‘vzor¢na aritmeti¢na sredina’
sluCajna spremenljivka s svojo porazdelitvijo. Poglejmo, kaj lahko recemo

v splosnem o porazdelitvi vzor¢nih aritmeti¢nih sredin.

\_ /

4 N

Vzorcna porazdelitev povprecja

Centralni limitni izrek

Ce je nakljuéni vzorec velikosti n izbran iz populacije s kon¢nim pov-
pre¢jem p in varianco o2, potem je lahko, &e je n dovolj velik, vzoréna
porazdelitev povprecja y aproksimirana z gostoto normalne porazdelitve.

Naj bo y1,¥2,...,y, nakljuéni vzorec, ki je sestavljen iz n meritev
populacije s kon¢nim povprecjem g in konénim standardnim odklonom o.
Potem sta povprecje in standardni odklon vzor¢ne porazdelitve 7 enaka
- = U, and oy = —.
Uy = M, v Jn

- /
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a N

Hitrost centralne tendence pri CLI
Dokaz CLI je precej tehnicen, kljub temu pa nam ne da obcutka
kako velik mora biti n, da se porazdelitev slu¢ajne spremenljivke
X1+ + X,

pribliZa normalni porazdelitvi.

Hitrost pribliZevanja k normalni porazdelitvi je odvisna od tega kako
simetri¢na je porazdelitev.

To lahko potrdimo z eksperimentom: mecemo (ne)posteno kocko,
X}, naj bo vrednost, ki jo kocka pokaze pri k-tem metu.

4 N

Centralna tendenca za posteno kocko

\_ /

4 N

Centralna tendenca za goljufivo kocko

p1=0,2, pp=0,1, p3=0, ps=0, ps=0,3, ps=0,4.

in slu¢ajno spremenljivko X + Xo + -+ - + X,;:

p1=1/6, pa=1/6, p3=1/6, ps=1/6, ps=1/6, ps=1/6.
in slucajno spremenljivko X7 + Xo + - -+ + X,

n=>5 n =10

n =15 n = 20

- /
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I1.3. Cenilke

N

~

4 N

Vzorcna statistika

Vzorcna statistika je poljubna simetri¢na funkcija (j. njena vrednost je

neodvisna od permutacije argumentov) vzorca
Y = g()(l,)(g,)(37 e ,Xn)

Tudi vzor¢na statistika je sluCajna spremenljivka, za katero lahko dolo¢imo
porazdelitev iz porazdelitve vzorca.

Najzanimivejsi sta znacilni vrednosti
e njeno matemati¢no upanje EY’,

e standardni odklon oY, ki mu pravimo

tudi standardna napaka statistike Y

\ (angl. standard error — zato oznaka SE(Y)).

4 N

(A) Vzorcéno povprecje

Proizvajalec embalaze kumare bi rad ugotovil povprecno dolZino kumarice
(da se odloc¢i za velikost embalaze), ne da bi izmeril dolZino Cisto vsake.

Zato naklju¢no izbere n kumar in izmeri njihove dolZine Xy, ..., X,.
Sedaj nam je Ze blizu ideja, da je vsaka dolzina X; slucajna spremenljivka

(numeri¢ni rezultat nalkju¢nega eksperimenta).

- /
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Ce je 11 (iskano/neznano) povpre&je dolZin, in je o standardni odklon

porazdelitve dolzin kumar, potem velja

EX,L = W, in DX,L = 0'2,

za vsak i, ker bi X; bila lahko dolZina katerekoli kumare.

ZANIMIVO, KOLIKD KAR
NA ENKRAT VEMOD
0 SPREMENLIVKAH ZA
KATERE NISMO VEDEL! NITI,
DA 50 sLUCAINE
MINUTD NAZA

\

/

Oglejmo si vzorcéno povprecje, doloeno z zvezo

~

... Vzorcno povprecje

- X4+ X, 1
P Gt S et p
- ED IR
i=1
ki je tudi slucajna spremenljivka. Tedaj je
Ex= 1Y Ex -
- % ‘ 1 ,LL
i=1
S P 1< o?
DX = — DX, = — 2= —

g

NG

Iz druge zveze vidimo, da standardna napaka c X = statistike X

pada z narai¢anjem velikosti vzorca, tj. X — y;

/

-~

K(enako nam zagotavlja tudi krepki zakon velikih Stevil).

)

/
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Denimo, da se spremenljivka X na populaciji porazdeljuje normalno
N(p,0). Na vsakem vzorcu (s ponavljanjem) izratunamo vzoréno

aritmeti¢no sredino X. Dokazati se da, da je porazdelitev vzorénih
aritmeticnih sredin normalna, kjer je

e matemati¢no upanje vzor¢nih aritmeti¢nih sredin enako aritmeti¢ni
sredini spremenljivke na populaciji

EX)=pu,

e standardni odklon vzor¢nih aritmeti¢nih sredin

~

-

~

Ce tvorimo vzorce iz kon¢ne populacije brez vracanja, je standardni odklon
vzor¢nih aritmeti¢nih sredin
o |[N—-n

vV N-T

Za dovolj velike vzorce (n > 30) je porazdelitev vzor¢nih aritmeti¢nih

SE(X)

sredin priblizno normalna, tudi ¢e spremenljivka X ni normalno porazde-
liena. Ce se statistika X porazdeljuje vsaj pribliZno normalno s standardno
napako SE(X), potem se

4 N

Vzorcno povprecje in normalna porazdelitev

Najbo X : N(p,0). Tedajje Y1 | X; : N(nuy,o/n) in dalje
X : N(pt,0/+/n). Tedaj je vzoréna statistika
X—u
Bom: N, 1)

g

7 =

Kaj pa Ce porazdelitev X ni normalna? Izracun porazdelitve se lahko zelo
zaplete. Toda pri vecjih vzorcih (n > 30), lahko uporabimo centralni
limitni izrek, ki zagotavlja, da je spremenljivka Z porazdeljena skoraj
standardizirano normalno. Vzor¢no povprecje

X - E(X)
SE(X) = . 7= SE) SRV
v . . v
porazdeljuje standardizirano normalno.
ima tedaj porazdelitev priblizno N (u, o /y/n).
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Zgled

Odgovorimo na vprasanje: Koliksna je verjetnost, da bo pri 36 metih igralne
kocke povprecno Stevilo pik vecje ali enako 4 ?

X je slucajna spremenljivka z vrednostmi 1,2,3,4,5,6 in verjetnostmi 1 / 6.
Zanjo je p = 3,5 in standardni odklon o = 1, 7. Vseh 36 ponovitev meta
lahko obravnavamo kot slu¢ajni vzorec velikost 36. Tedaj je

P(X>4)=P(Z>@4—p)njo)=P(Z>1,75) = 0,04.

> x <= 1:6

> m <- mean (x)

> s <- sd(x)*sqrt(5/6)
> z <= (4-m)*6/s

> p <- l-pnorm(z)

> cbind(m, s, z,p)

m s z P
[1,] 3.5 1.707825 1.75662 0.03949129
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