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/

Porazdelitve vzorcnih statistik

Denimo, da je v populaciji /N enot in
da 1z te populacije sluCajno izbiramo n enot

v enostavni slucajni vzorec ali na kratko slucajni vzorec

Ce hoCemo dobiti sluCajni vzorec, moramo izbrane
enote pred ponovnim izbiranjem vrniti v populacijo
(vzorec s ponavljanjem).

Ce je velikost vzorca v primerjavi s populacijo majhna,
se ne pregreSimo prevec, ¢e imamo za slucajni vzorec tudi vzorec,

ki nastane s sluCajnim izbiranjem brez vracCanja.

N

(vsaka enota ima enako verjetnost, da bo izbrana v vzorec, tj. 1/N).

/
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/

Predstavljaymo s1, da smo 1z populacije izbrali vse mozne vzorce.
Dobili smo populacijo vseh moznih vzorcev.

Teh je v primeru enostavnih sluCajnih vzorcev (s ponavljanjem) N";
kjer je N Stevilo enot v populaciji in n Stevilo enot v vzorcu.

Stevilo slucajnih vzorcev brez ponavljanja pa je (]X ),

¢e ne upoStevamo vrstnega reda izbranih enot v vzorcu,
: N4+n—1\ x . .
oziroma ( iﬁf ), ¢e upostevamo vrstni red.

N

/
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/

N

moiunl.

vrednosti spremenljivke X:

-f—‘-|r—1

~

Primer: Vzemimo populacijo z N = 4 enotami, ki imajo naslednje

0,1,2,3

Grafi¢no si lahko porazdelitev spremenljivke X predstavimo s histogra-

in 1zraCunamo populacijsko

aritmeti¢no sredino in varianco:

1 < 3
N2y
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1 &

/Sedaj pa tvorimo vse mozne vzorce velikosti n = 2 s ponavljanjem in na\
vsakem izraCunajmo vzorcno aritmeti¢no sredino X

k 1,3 |2 3,3

vzorci | X || vzorci | X
0,00 2,0 |1
0,110,5 2,1 | 1,5
0,2 |1 2,2 |2
0,3 1,5 2,3 | 2,9
1,01 0,5 3,0 | 1,5
1,11 3,1 |2
1,2 ]1,5 3,2 2,5

3

/
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4 O

Zapisimo verjetnostno shemo sluCajne spremenljivke vzorCno povprecje X:

. [0 05 1 15 2 25 3
- \1/16 2/16 3/16 4/16 3/16 2/16 1/16

Grafi¢no jo predstavimo s histogramom:

A
p A

V

N /
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4 N

... In 1zraCunajmo matematicno upanje ter disperzijo vzorcnega povprecja:

UL 0+1+34+6+6+5+3 3
BX)=) Xipi= 16 ~ 2
1=1
mo; o o 2 5
D) =Y (X~ BD)) = 5
1=1

S tem primerom smo pokazali, da je statistika ‘vzorCna aritmeticna sredina’
sluCajna spremenljivka s svojo porazdelitvijo. Poglejmo, kaj lahko reCemo

v sploSnem o porazdelitvi vzorCnih aritmeticnih sredin.

N /
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4 N

Vzorcna porazdelitev povprecja

Centralni limitni izrek

Ce je nakljucni vzorec velikosti n 1zbran 1z populacije s konCnim pov-
predjem 4 in varianco o2, potem je lahko, ¢e je n dovolj velik, vzoréna

porazdelitev povprecja iy aproksimirana z gostoto normalne porazdelitve.

Naj bo y1, 92, ..., ¥y, nakljuCni vzorec, ki je sestavljen iz n meritev
populacije s konCnim povprecjem p in koncnim standardnim odklonom o.
Potem sta povprecje in standardni odklon vzorcne porazdelitve 7 enaka

,LL?:/L, and O’?: ﬁ

N /
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/

SE(Y)).

N

Porazdelitve vzorcnih statistik

Vzorcna statistika je poljubna simetriCna funkcija (vrednost neodvisna od

permutacije argumentov) vzorca

Y = 9(X17X27X3> SR 7Xn)

Tudi vzorCna statistika je sluCajna spremenljivka, za katero lahko doloCimo
porazdelitev 1z porazdelitve vzorca. Najzanimivejsi sta znaCilmi vrednosti
njeno matemati¢no upanje EY in standardni odklon oY, ki mu pravimo
tudi standardna napaka statistike Y (angl. standard error — zato oznaka

~

/
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/ Vzorcno povprecje

Vzorcno povprecje je doloCeno z zvezo

:%g

>

NG

pada z naras€anjem velikosti vzorca — X — p;
k(enako nam zagotavlja tudi krepki zakon velikih Stevil).

Recimo, da ima spremenljivka X parametra EX = pin DX = o2, Tedaj

je
1 &
EX = — EX,; =
p¥ = LS Dy, = . f: 2 _ O
= — i = — 0] = —
n? n? < n
=1 1=1
Iz druge zveze vidimo, da standardna napaka 0 X = 7 statistike X

~

/
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/

Denimo, da se spremenljivka X na populaciji porazdeljuje normalno
N(u,0). Na vsakem vzorcu (s ponavljanjem) izraCunamo vzoréno
aritmeti¢no sredino X. Dokazati se da, da je porazdelitev vzorénih
aritmeticnih sredin normalna, kjer je

e matematiCno upanje vzorcnih aritmeti¢nih sredin enako aritmeticni
sredini spremenljivke na populaciji
E(X) = p,

e standardni odklon vzorcnih aritmeticnih sredin

SE(X) =

EA

N

/
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4 N

Ce tvorimo vzorce iz konCne populacije brez vraCanja, je standardni odklon

vzorcnih aritmeti¢nih sredin
o N —n
sV N1

Za dovolj velike vzorce (n > 30) je porazdelitev vzorCnih aritmetiCnih

SE(X) =

sredin priblizno normalna, tudi Ce spremenljivka X ni normalno porazde-
ljena. Ce se statistika X porazdeljuje vsaj priblizno normalno s standardno
napako SE(X), potem se

X — B(X)

7= TSR(X)

porazdeljuje standardizirano normalno.

N /
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4 N

Vzorcno povprecje in normalna porazdelitev

Naj bo X : N(u,0). Tedajje >.i" | X; : N(nu,o+/n) in dalje X :

N(u,0/y/n). Tedaj je vzoréna statistika

X —p
o

Z = vn : N(0,1)

Kaj pa Ce porazdelitev X ni normalna? IzraCun porazdelitve se lahko zelo
zaplete. Toda pri veCjih vzorcih (n > 30), lahko uporabimo centralni
limitni izrek, ki zagotavlja, da je spremenljivka Z porazdeljena skoraj
standardizirano normalno. Vzoréno povprecje

o

NG

ima tedaj porazdelitev priblizno N (i, o /+/n).

N /
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//’

V VYV YVYVYV

N

X
m
S
Z
b
C

Z.gled

~

Odgovorimo na vprasanje: Koliksna je verjetnost, da bo pri1 36 metih igralne
kocke povprecno stevilo pik vecje ali enako 4 ?

X je slucajna spremenljivka z vrednostmi 1,2,3,4,5,6 in verjetnostmi 1/6.
Zanjo je u = 3,5 in standardni odklon 0 = 1,7. Vseh 36 ponovitev meta
lahko obravnavamo kot sluCajni vzorec velikost 36. Tedaj je

P(X >4)=P(Z > (4 — p)vn/o) = P(Z >1,75) ~ 0, 04.

<- 1:6

<— mean (x)

<- sd(x)*sgrt (5/6)

<— (4-m)*6/s

<— l-pnorm(z)
bind(m, s, z, p)

m S Z ©

[1,] 3.5 1.707825 1.75662 0.03949129

/

Univerza v Ljubljani

4> O # & %

169



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

Vzorcna disperzija

n

ki1 jo lahko takole preoblikujemo

QZ —pt+p—X)? =

N

Imejmo normalno populacijo N (u, o). Kako bi dolocili porazdelitev

1 _
za vzoréno disperzijo Sy = — Z(Xz — X)? ali popravljeno vzoréno
n

i=1
1 < —
disperzijo S* = 1 Z(XZ — X)? . Raje izratunamo porazdelitev za
n —_

i=1
statistiko

2

o NSy (n— 1

~

/
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/

S

1
~ 2

2.

oziroma

kjer so Y7, Yo, ...

N

in, kerje > . (X; —

deljene slucajne spremenljivke, Y; =

.. Vzorcna disperzija

=Yooy
=1 1=1

, Y;, paroma neodvisne standardizirano normalno poraz-

Xi—
=

/
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4 N

... Vzorcna disperzija

Porazdelitvena funkcija za x? je

F o= P(x? < 2) :// . / § e—(y%+y§+-..+yi)/2dyn .. .dy

1
T v (T vi)? <z

z ustrezno ortogonalno transformacijo v nove spremenljivke 21, 2o,..., 2,
dobimo po nekaj raCunanja

1 2, .2 2
— — (27 +25+... 4=z, _1)/2
FX2 (271-)(”_1)/2 /// TL—121.2<ze dzn_l ...dzl

=1

Pod integralom je gostota vektorja (Z1, Zs, ..., Z,_1) z neodvisnimi
standardizirano normalnimi Cleni. Integral sam pa ustreza porazdelitveni
funkciji vsote kvadratov Z? + Z3 + ...+ Z2_,. Tako je porazdeljena tudi
statistika 2.

N /
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/

... Vzorcna disperzija

Kak3na pa je ta porazdelitev? Ker so tudi kvadrati Z2, 72, ...,Z%_|
med seboj neodvisni in porazdeljeni po zakonu x“(1), je njihova vsota

porazdeljena po zakonu x?(n — 1). Tako je torej porazdeljena tudi statistika

X

Ker vemo, da je Ex?(n) = n in Dx?(n) = 2n, lahko takoj izra¢unamo
2.2

— 1)g2 2.2
psz g2 X (DT g 0N o
n n n—1
n
2.2 —1 4 2.2 24
psz = pZ X _ 2n 2)" Ds? =pZ X _ %
n n n—1 n—1

N

Univerza v Ljubljani

~

/

4> O # & %

173



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika 174

4 N

... Vzorcna disperzija

Ce je n zelo velik, je po centralnem limitnem izreku statistika y? porazde-

ljena priblizno normalno in sicer po zakonu N(n — 1, \/ 2(n — 1)), vzoréna

(n—1)c? 4/2(n—1) o?

n ) n

disperzija S5 priblizno po N ( ) in popravljena vzor¢na

disperzija S priblizno po N (o2, \/ =27 o?).

N /
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/

kako dobra je ocena za u.

N

~

Studentova porazdelitev

Pr1 normalno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X je tudi porazdelitev
X normalna, in sicer N (u, %) Statistika Z = %\/ﬁ je potem

porazdeljena standardizirano normalno.

Pri ocenjevanju parametra p z vzorcnim povprecjem X to lahko uporabimo
le, Ce poznamo o; sicer ne moremo oceniti standardne napake — ne vemo,

Kaj lahko naredimo, ¢e o ne poznamo? Parameter o lahko ocenimo s Sy
: : . . . : : T

ali S. Toda S je sluCajna spremenljivka in porazdelitev statistike =% /n

ni ve¢ N(0,1) (razen, Ce je n zelo velik in S skoraj enak ). Kaksna je

porazdelitev nove vzorCne statistike

_ X

T
S

vn ?

/
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/

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

plot (function (x)

...Studentova porazdelitev

col="red’)

curve (dt (x,df=100),col="blue’, add=T)
curve (dt (x,df=1),col="green’ ,add=T)

dt (x,df=3),

~

Leta 1908 je W.S. Gosset (1876-1937)
pod psevdonimom ’Student’ objavil
Clanek, v katerem je pokazal, da ima
statistika 7" porazdelitev

S(n — 1) z gostoto

1 2

p(t) — \/mB(nT_lv %)(1_'_

Tej porazdelitvi pravimo Studentova

)—%

n—1

porazdelitev z n — 1 prostostnimi sto-
pnjami.

-5,5,ylim=c(0,0.42),ylab="t",

/
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//’

Za S(1) dobimo Cauchyevo porazdelitev z gostoto

... Studentova porazdelitev

1
p(t) = (1 + 12)

t2

Zan — o0 pa gre

n—1

1
vn—1B( "T_l .=
Torej ima limitna porazdelitev gostoto

standardizirane normalne porazdelitve.

Ce zadnji sliki dodamo

> curve (dnorm(x),col="magenta’, add=T)

kta pokrije modro krivuljo.

— V2min (1 + - )2 — e 7.

/
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4 N

Snedecorjeva porazdelitev

Poskusimo najti Se porazdelitev kvocienta Z = %, kjer sta U : x?(m) in
V : x?(n) ter sta U in V neodvisni.

Z.nekaj racunanja (glej Hladnik) je mogoce pokazati, da je za x > 0 gostota
ustrezne porazdelitve F'(m, n) enaka

m_q

M= B D)t ma) P

in je enaka O drugje.

N /
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/

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

plot (function (x)
col="red’)

...Snedecorjeva porazdelitev

corjeva

(m, n) prostostnimi stopnjami.

curve (df (x,df1=20,df2=2),col="blue’,add=T)
curve (df (x,dfl1=3,df2=20),col="green’,add=T)
curve (df (x,df1=20,df2=20),col="magenta’, add=T)

Porazdelitvi F'(m,n) pravimo Snede-

(ali tudi Fisherjeva) porazdelitev F' z

df (x,dfl1=3,df2=2),-0.5,6,ylim=c(0,1),ylab="£f",

~

/
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/

Po zakonu F'(m — 1,n — 1) je na primer porazdeljena statistika

...Snedecorjeva porazdelitev

o S0k
52/o%

saj vemo, da sta spremenljivki

U=(m—-1)S%/o% in V=(n-1)85%/0s

neodvisni.

Velja Se:

cejeU : F(m,n),je 1/U : F(n,m),
CejeU : S(n),jeU?: F(1,n).

N

porazdeljeni po x? z m — 1 oziroma n — 1 prostostnimi stopnjami in sta

/
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4 N

Cenilke

Cenilka parametra ( je vzorcna statistika C' = C(X1, Xa, X3,...,X,),
katere porazdelitveni zakon je odvisen le od parametra (, njene vrednosti

pa lezijo v prostoru parametrov.

Od cenilke obiCajno pricakujemo, da je simetri¢na — njena vrednost je enaka
za vse permutacije argumentov. Seveda je odvisna tudi od velikosti vzorca

n.

Primeri: vzorCna mediana X in vzorc¢no povprecCje X sta cenilki za

populacijsko povpredje (; popravljena vzoréna disperzija S? pa je cenilka

za populacijsko disperzijo o2 .

N /
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4 N

Doslednost

Cenilka C' parametra ( je dosledna, e z rasto¢im n zaporedje C,, verjetno-
stno konvergira k ¢, to je, za vsak € > 0 velja

lim P(|C, — | <€) =1

n—aoo

Primeri: vzoréno povpredje X je dosledna cenilka za populacijsko

povprecCje p. Tudi vsi vzorcni zacetni momenti

Ty = %zn:Xf
1=1

so dosledne cenilke ustreznih zadetnih populacijskih momentov z;, = EX*,
Ce le-t1 obstajajo.

Vzoréna mediana X je dosledna cenilka za populacijsko mediano.

N /
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4 N

... Doslednost

Ce pri pogoju n — oo velja EC,, — ¢ in DC,, — 0, je C,, dosledna cenilka

parametra (.

To sprevidimo takole:
1_P(‘Cn_<=| < 6) — P(|Cn_C| Z 6) S P(lcn_EOn|‘|‘|ECn_C| Z 6) S

upostevajmo Se, da za dovolj velike n velja |[EC,, — (| < €¢/2, in uporabimo

neenakost Cebiseva

4DC,,
P(ICy — ECy| > ¢/2) < 5™ 0
€
Primeri: Najbo X : N(u,0). Ker zan — oo velja ES3 = (n_i)‘ﬂ — o2

. 2(n—1)o? . v . .. .
in DS3 = (nn—2>0 — 0, je vzor¢na disperzija S3 dosledna cenilka za o2,

N /
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4 N

Nepristranost

Cenilka C,, parametra ( je nepristranska, ¢e je EC,, = ( (za vsak n); in je

asimptoticno nepristranska, ¢e je lim,_, . EC,, = (.

Koli¢ino B(C,,) = EC,, — ¢ imenujemo pristranost (angl. bias) cenilke

Ch.

Primeri: vzoréno povpredje X je nepristranska cenilka za populacijsko
povpredje p ; vzoréna disperzija S? je samo asimptoti¢no nepristranska
cenilka za o2, popravljena vzor¢na disperzija S? pa je nepristranska cenilka

za o2,

N /
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/ Disperzija nepristranskih cenilk \

Izmed nepristranskih cenilk istega parametra ( je boljsa tista, ki ima manjSo
disperzijo — v povprecju daje bolj toCne ocene.

Ce je razred cenilk parametra ¢ konveksen (vsebuje tudi njihove konveksne
kombinacije), obstaja v bistvu ena sama cenilka z najmanjso disperzijo:

Naj bo razred nepristranskih cenilk parametra ¢ konveksen. Ce sta C
in C’ nepristranski cenilki, obe z najmanjSo disperzijo o2, je C = C' z
verjetnostjo 1.

Za to poglejmo
1 1 1
D(§(C+C’)) = Z(DC+DC’+2COV(C’, C) < (5(\/ DC+vDC(C"))? = o”

Ker sta cenilki minimalni, mora biti tudi D(3(C' + C”)) = o2 in dalje
Cov(C,C") = o2 oziroma r(C,C") = 1. Torej je ' = aC +b,a > 0z
kverjetnostjo 1.1zDC = DC" izhajaa = 1,izEC = EC" pase b = 0. /
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/ Srednja kvadraticna napaka \

V<asih je celo bolje vzeti pristransko cenilko z manjSo disperzijo, kot jo

ima druga, sicer nepristranska, cenilka z veliko disperzijo.

Mera ucinkovitosti cenilk parametra ¢ je srednja kvadraticna napaka
q(C) = E(C - )*
Ker velja
¢(C)=E(C —ECH+EC - () =E(C —EC)*+ (EC - ¢)?
jo lahko zapiSemo tudi v obliki
q(C) = DC + B(C)?

Za nepristranske cenilke je B(C') = 0 in zato ¢(C') = DC.

\(Vje pa je disperzija cenilke skoraj 0, je ¢(C) ~ B(C)>. /
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4 N

Rao-Cramérjeva ocena

Naj bo f gostotna ali verjetnostna funkcija sluCajne spremenljivke X in
naj bo odvisna Se od parametra (, tako da je f(x;() njena vrednost v
toCki x. Zdruzeno gostotno ali verjetnostno funkcijo sluCajnega vzorca
(X1, X9, X3,...,X,) ozna¢imo z L in ji pravimo funkcija verjetja (tudi

zanesljivosti, angl. likelihood)

L(lel,CEQ,ZCg, cee sy Lny C) — f(xla C)f<w27 C)f(x?)? C) C f(xna C)
Velja (*): [ [ ... [ L(x1,22,...,2,;C)dz1dxs . . . d2, = 1.
L(X1, X5, X3,...,X,) je funkcija vzorca — torej slucajna spremenljivka.

Privzemimo, da je funkcija L vsaj dvakrat zvezno odvedljiva po ¢ na nekem
intervalu 7 in naj na tem intervalu tudi integral odvoda L po ¢ enakomerno

konvergira.

N /
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..Rao-Cramérjeva ocena

Odvajajmo enakost (*) po ¢ in upoStevajmo 8g2L = %%—’é pa dobimo
Oln L
// / "~ Ldzidas . . . dz, = 0

Oln L
5¢ =0.

Naj bo sedaj C' nepristranska cenilka parametra ¢, torej EC' = (, oziroma
zapisano z integrali [ [ ... [ CLdzidxs .. .dz, = C.

kar lahko tolmac¢imo kot E

Ker C' ni odvisna od (, dobimo z odvajanjem po (:

// / andelde dz,,

8lnL
¢

kar pomeni E(C <

N /
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...Rao-Cramérjeva ocena

Ce to enakost zdruzimo s prej$njo (pomnozeno s ¢), dobimo:

N

Oln L
_ —1
E(C - 0550
Od tu po (EXY)? < EX?EY? izhaja napre;j
OlnL ., o, 0InL , Oln L
= — < E(C-{)°E =DCE
1= (E((C — ¢) ")) < E(C — OPE(“5=)* = DC E(“,
kar da Rao-Cramérjevo oceno
OlnL 5 4 O?InL _, olnf 5. 4
> = (—E = (nE
DO > (E(5e)) ™! = (~E) ™! = (E(5 )

)2

/
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4 N

Ucinkovitost cenilk

Rao-Cramérjeva ocena da absolutno spodnjo mejo disperzije za vse
nepristranske cenilke parametra ¢ (v dovolj gladkih porazdelitvah). Ta
meja ni nujno dosezena. Cenilka, ki jo doseze, se imenuje najucinkivitejsa

cenilka parametra ( in je ena sama (z verjetnostjo 1).
Kdaj pa je ta spodnja meja dosezena?

V neenakosti (EXY)? < EX?EY?, ki je uporabljena v izpeljavi Rao-
Cramérjeve ocene, velja enakost natanko takrat, ko je Y = cX z verjetnostjo
1.

N /
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... Ucinkovitost cenilk

Torej velja v Rao-Cramérjevi oceni enakost natanko takrat, ko je

Oln L
— A _
o = A -0
kjer je A(() konstanta, odvisna od  in neodvisna od vzorca.
Zato je tudi
L
(DC) ™ = E(% ) = ACPE(C - O = A(Q*DC

oziroma koncCno

DC = [A(QI™

N

/
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4 N

NajucinkovitejSe cenilke za parametre normalne
porazdelitve
Najbo X : N(u, o). Tedaj je
po b (R (Xay2)
(271-)71/20-71
n
1 X1 = [bo Xn = Hyo
InL =1 — xE 2
) n(QW)”/Qa” (( o AR o )/
ter dalje
Oln L X1 — M Xn — U n —
— — (X —
ou o L o2 o2 ( H)
Torej je vzoréno povpredje X najudinkovitejSa cenilka za o z disperzijo
DX = <.

\___ /
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... normalna porazdelitev

Prvi ¢len v izrazu za In L lahko zapiSemo tudi — % (In 27 + In o?). Tedaj je,

¢e privzamemo, da je u znano Stevilo

Oln L n 1 n
T (X =) (X — )2 = (8% 52
o2 252 + 20_4(( 1 :LL) + +( n :LL) ) 254 (Su g )

To pomeni, da je S}, = L3 (X; — p)? najudinkovitejSa cenilka za

204

2 . A L 2 _
parameter o= z disperzijo DS}, = =2-.

N /
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Poissonova porazdelitev

e

Za Poissonovo porazdelitev P(\) s parametrom A, py, = \* ,;A je

1+ +Tn
—nA)‘ '

L=c¢

in dalje
InL=-nA\+(x1+ - 4+x,) InA—In(zq! - z,!)

ter konCno

Oln L x1+--+x, N
__n_|_ ——

_ X _
O\ A ZE A

Najucinkovitejsa cenilka za parameter \ je X z disperzijo DX = 2.

N

/
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Ucinkovitost cenilke

Naj bo Cj najucinkovitejSa cenilka parametra ¢ in C' kaka druga nepristran-
ska cenilka. Tedaj je ucinkovitost cenilke C' doloCena s predpisom

DG
~ DC

Ucinkovitost najucinkovitejse cenilke je e(Cy) = 1.

e(C)

Ce najudinkovitejsa cenilka ne obstaja, vzamemo za vrednost DCjy desno
stran v Rao-Cramérjevi oceni.
Primer: Naj bo X : N(u, o). Pri velikih n-jih je vzoréna mediana X —
ocena za [, porazdeljena priblizno po N (u, 0/ 5-). Torej je

— 2

~ DX Z 2
— =~ 0.64
v

G(X) 777;2 —

2n

N /
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4 N

... Ucinkovitost cenilke

Primer: Naj bo X : N(u,o). Ce poznamo 1, je najudinkovitejsa cenilka
za o” statistika S7, z disperzijo DS?. = % Popravljena vzoréna disperzija

204

2 . . . . . . 2 L
S“ pa je nepristranska cenilka istega parametra z disperzijo DS* = =

Torej je u€inkovitost S?

DS2 20* n— 1
2 n _
G(S ): DS/; — 204 _ n
n—1

Iz tega vidimo, da e(S?) — 1, ko n — oco. Pravimo, da je cenilka S*

asimptoticno najucinkovitejsa cenilka za o?.

N /
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/ Metoda momentov \

Recimo, da je za zvezno slucajno spremenljivko X njena gostota f odvisna
od m parametrov f(z; (1, (2,3, .., (yn) in naj obstajajo momenti

Zk:/ ajkf(x;CbCQaCBv'”aCm)dm

— OO
zak=1,2,3,...,m. Ce se dajo iz teh enacb enoli¢no izraCunati parametri
(1, Co, (3, ...,(m kot funkcije momentov z1, 22, 23, ..., Zm
Ck = gOk;(Zl, Ry Ry v v v Zm)
potem so

Ck; — gpk(Zl,ZQ,Zg, .. ,Zm)

cenilke parametrov (i po metodi momentov. k-ti vzoréni zaCetni moment

Z = £ 3" | XF je cenilka za ustrezni populacijski moment zj.
kCenilke, ki jih dobimo po metodi momentov so dosledne. /
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/

... Metoda momentov

Najbo X : N(u,0). Tedajje 21 = pin 29 = 0% + p?. Od tu dobimo

(= z1in 02 = 2o — z2. Ustrezni cenilki sta Z; = X za p in
S
Ty —72=X2_-X =52

za 02 — torej vzoréno povpredje in disperzija.

N

/
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/

Funkcija verjetja

199

Metoda najvecCjega verjetja \

L(z1,22,23,...,70;C) = f(1;C) f(22;C) f(23;C) - - - f(n; )

je pri danih x4, x2, 23, ..., 2, odvisna Se od parametra (. Izberemo tak (,

da bo funkcija L dosegla najve&jo vrednost. Ce je L vsaj dvakrat zvezno

.o . . . 2 . v e
odvedljiva, mora veljati g—é = 0 1n g C& < 0. Najvecja vrednost parametra

je Se odvisna od x1,x2, T3, ..., Ty:

Cmaz = (T1,T2,23,...,2,). Tedaj je cenilka za parameter ( enaka

C = ¢(X17X27X37 s 7Xn)

Metodo lahko posplosimo na vecje Stevilo parametrov.

Pogosto raje iS¢emo maksimum funkcije In L.

4

kCe najucinkovitejSa cenilka obstaja, jo dobimo s to metodo. /
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Najbo X : B(1,p). tedajje f(z;p) = p*(1—p)} =%, kjerjex = Oaliz =

..Metoda najvecjega verjetja - binomska

je v tej tocki maksimum. Cenilka po metodi najvecjega verjetja je torej

EX

N

Ocenjujemo parameter p. Funkcija verjetja ima obliko L = p*(1 — p)"~7,

kjer je sedaj x € {0,1,2,...,n}. KerjelIn L = zInp+ (n — x) In(1 — p),
dobimo
OlnL x n-—=x
op p 1-p’
ki je enak O pri p = . Ker je v tem primeru 826)“;L = —2% (1 p)2 < 0,

P = %, kjer je X binomsko porazdeljena spremenljivka — frekvenca v n

ponovitvah. Cenilka P je nepristranska, saj je EP = == = p. Ker za
n — oo gre DP = DX = p(ln D) 0, je P dosledna cemlka. P je tudi
najucinkovitejsa 8};; L_ % ”1—_;( = i (£ —p) = iy (P — D).

~

1.

/
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/ ...Metoda najvecCjega verjetja - Poissonova \

€—>\

Za Poissonovo porazdelitev P(\) s parametrom A, p, = A% %

je

)\)\x1+---+xn
L=¢e¢"

in dalje
InL=-nA\+(x1+ - 4+x,) InA—In(zq!--z,!)

ter konCno

Oln L 1+ -tz N
:—’)”L—'— —_—

O\ A A

Odvod je enak 0 za A\ = X. Drugi odvod v tej tocki je

2 vy o - .
IME — it e (), V tocki je maksimum.

(X = X)

Cenilka za )\ po metodi najvecjega verjetja je vzoréno povpredje X .

k]e tudi najuéinkovitejsa cenilka za \ z disperzijo DX = % /
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~

Intervalsko ocenjevanje parametrov

Naj bo X slucCajna spremenljivka na populaciji G z gostoto verjetnosti
odvisno od parametra (.

SluCajna mnozica M C R, ki je odvisna le od sluCajnega vzorca, ne pa
od parametra (, se imenuje mnoZica zaupanja za parameter (, ¢e obstaja
tako §tevilo @, 0 < @ < 1, da velja P(¢ € M) =1 — o Stevilo 1 — a

imenujemo tedaj stopnja zaupanja; Stevilo « pa stopnja tveganja.

Stopnja zaupanja je obicajno 95% ali 99% — a = 0.05 ali a = 0.01.
Pove nam, kaks$na je verjetnost, da M vsebuje vrednost parametra ¢ ne
glede na to, kakSna je njegova dejanska vrednost.

Ce je mnozica M interval M = [A, B, ji re€emo interval zaupanja

(za parameter ().

vvvvv

/
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/ ... Intervalsko ocenjevanje parametrov \

Naj bo X : N(u,0) in recimo, da poznamo parameter o in ocenjujemo
parameter . Izberimo konstanti a in b, b > a, takodabo P(a < Z < b) =

1 —a, kjerje Z = @\/ﬁ Tedaj je

ao
Y1 -

) e

Oznadimo A = X — \/_ inB =X — \/‘% Za katera a in b je interval

| A, B] najkrajsi? Pokazati je mogoce (Lagrangeova funkcija), da mora biti
a = —bin ®(b) = (1 — «)/2; oziroma, ¢e oznatimo b = z, /2, velja
P(Z > zy/2) = a/2. Iskani interval je torej

o — o
i B=X+2,/9——

Nk T 22

z verjetnostjo 1 — avje | X — | < z4/2-%= \/— Od tu dobimo, da mora biti za
k, da bo z verjetnostjo 1 — o napaka manjSa od &, n > (=2£22)2, /

AZY—ZQ/Q
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/ ... Intervalsko ocenjevanje parametrov \

Ce pri porazdelitvi X : N(u, o) tudi parameter o ni znan, ga nadomestimo

s cenilko S’ in moramo zato uporabiti Studentovo statistiko 1" = %\/ﬁ
Ustrezni interval je tedaj

S

— S
— B=X+t
\/ﬁ7 + /2

A:y—ta/g %
kjer je P(T' > t,/2) = a/2.

Ce pa bi ocenjevali parameter o2, uporabimo statistiko y? = (n — 1) g—z, ki
je porazdeljena po x?(n — 1). Tedaj sta

_ 2 _ 2
g (n—1)8 | B_ (n—1)8
b a
Konstanti a in b véasih dolo¢imo iz pogojev P(x* < a) = «/2

in P(x* > b) = «/2; najkrajsi interval pa dobimo, ko velja zveza

kcﬂp(a) = b?p(b) in seveda f;p(t)dt =1-aq. /
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