A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 N

Slucajni vektor;ji

Slucajni vektor je n-terica slucajnih spremenljivk X = (X1, Xo, X5,..., X,,).
OpiSemo ga s porazdelitveno funkcijo (z; € R)

F(xl,xg,a:g,...,a:n) :P(Xl <1, X9 < To,X3z3<x3,...,Xp <£Cn)

za katero velja:

0 < F(xy1,x9,23,...,2,) <1

Funkcija F' je za vsako spremenljivko narasCajoCa in od leve zvezna.
F(—o00, —00,—00,...,—00) = 0in F(oc0,00,00,...,00) = 1.

Funkciji F;(x;) = F(00,00,...,00,%;, 00, ...,00) pravimo
robna porazdelitvena funkcija spremenljivke X;.
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/

Slucajni vektorji — primer

glede na (x,y)). Naj porazdelitvena funkcija opisuje verjetnost, da je
slucajna tocka (X, Y) v mnozici A(x,y)

Flx,y) =P X <z,Y <y)=P(X,Y) € A(x,y)).

enaka

P((X,Y) € [a,b) x [¢,d)) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

N

Naj bo A(z,y) = {(u,v) € R? : u < z Av < y} (levi spodnji kvadrant

Tedaj je verjetnost, da je slucajna to¢ka (X, Y') v pravokotniku [a, b) X [c, d)

~

/
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A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

P(X = z;,Y =y;), sestavimo verjetnostno tabelo:

/ Diskretne vecCrazsezne porazdelitve

Zaloga vrednosti je kveCjemu Stevna mnozica. OpiSemo Jo z verjetnostno

funkcijo pry ko.... k, = P(X1 = 2k, Xo = Thyy ..o, Xpn = Tk, ).
Zan=2,X:{x1,22,...,2k}, Y : {y1, Y2, -, Ym } In

~

X\Y | y1 vy ... ym | X
xq P11 P12 ... DPim | P1
Z9 P21 D22 ... DP2m | P2
Lk Pk1 DPk2 - DPkm | Pk
Y g 92 ... gqm | 1

m . k
KPZ:P(XZ%')ZZ-:&U in g = P(Y =y;) =) i1 Dij /
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/

Diskretne vecrazsezne porazdelitve — Polinomska

Polinomska porazdelitev P(n;p1,p2,---,0r) > Di = 1, > ki = n je
doloCena s predpisom

n!
P(X1 = kl,XQ = ]CQ,...,XT = ]CT) = k1|k2|...k 'p]flp]§2 pqlfr

Za r = 2 dobimo binomsko porazdelitev, tj. B(n,p) = P(n;p, q).

N

/
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4 N

Zvezne vecrazsezne porazdelitve

Slucajni vektor X = (X7, Xo, X3,...,X,,) je zvezno porazdeljen, Ce
obstaja integrabilna funkcija (gostota verjetnosti) p(x1, T2, ..., xy) > 02z
lastnostjo

1 9 Tn,
F(a:l,xg,acg,...,acn):/ / / p(tl,tg,...,tn)dt1dt2...dtn

F(00,00,00,...,00) = 1.

N /
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/ Zvezne dvorazsezne porazdelitve

Fla,y) = /_ 9; /_ yoo p(u, v)dudy

b d
P((X,Y) € [a.b) x [e,d)) = / / p(u, v)dudy
Kjer je p zvezna je

OF Y , O’F
5= | pede i o= pla)

— OO

Robni verjetnostni gostoti sta

~
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/

Vecrazsezna normalna porazdelitev

V dveh razseznostih N (piy, by, 02, 0y, p) ima gostoto

1 _ 1 ((m—ux )2_2pm—ua; Y—Hy
p(x,y) = e 21-p2) \\ oa o oy
2mo 0/ 1 — p?

V splosnem pa jo zapiSemo v matri¢ni obliki

det A _1ip 7
p(x) = | e 3@ T A=)

(2m)"

kjer je A simetri¢na pozitivno definitna matrika.

Vse robne porazdelitve so normalne.

N

+(55 4 )2)_

~

/

Univerza v Ljubljani 4 > K . N * - x

79



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/ Neodvisnost slucajnih spremenljivk \
Podobno kot pri dogodkih:

SlucCajne spremenljivke X1, Xo, X3,..., X,, so med seboj neodvisne, Ce za
poljubne vrednosti x1, x2, x3,...,T, € R velja

F(xl,ZCQ,Ig, ce ,xn) = Fl(:zzl) y FQ(CCQ) . F3(563> T Fn(In)

kjer je F' porazdelitvena funkcija vektorja, F; pa so porazdelitvene funkcije
njegovih komponent.

Ce sta
x a’/’ o« o o
X : ! : myYy: J1 12
pPr D2 - q1 42

diskretni sluCajni spremenljivki in p;; verjetnostna funkcija sluCajnega
vektorja (X,Y), potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko je

\mj = piq; za vsak par 7, J. /

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 N

...Neodvisnost slucajnih spremenljivk

Ce sta X in Y zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki z gostotama p x
in py ter je p gostota zvezno porazdeljenega slucajnega vektorja (X, Y),
potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko za vsak par x,y velja

p(z,y) = px(z) - py (y).
Primer: Naj bo dvorazsezni vektor (X, Y’) normalno porazdeljen po

N (pa, pyy, 0o, 0y, p). Ce je p =0 je

1 1 T— Uy \2 Y—Hy \2
— ¢ 2((0m)+(0y)):

5 px () - py(y)
MO0y

p(z,y) =

Torej sta komponenti X in Y neodvisni.

N /
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/

... Neodvisnost slucajnih spremenljivk

obliki p(z,y) = f(z) - g(y).

dogodka X € AinY € B.
Trditev velja tudi za diskretni sluCajni spremenljivki X in Y.

Pogosto pokazemo odvisnost spremenljivk X in Y tako, da najdemo

mnozici A in B, za kateri je

P Xe€eAYeB)#P(Xe€A) -PY eB)

N

~

Zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y sta neodvisni natanko
takrat, ko lahko gostoto verjetnosti slucajnega vektorja (X, YY) zapiSemo v

Naj bosta zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y tudi neodvisni
ter A in B poljubni (Borelovi) podmnozici v R. Potem sta neodvisna tudi

/
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4 N

Funkcije slucajnih spremenljivk

Naj bo X : G — R sluCajna spremenljivka in f : R — R neka
realna funkcija. Tedaj njun produkt Y = f o X dolocen s predpisom
Y(F) = f(X(F)), zavsak E € G, dolo¢a novo preslikavo Y : G — R.
Kdaj je tudi Y slucajna spremenljivka na (G, D, P)?

Za to mora biti za vsak y € R mnozica
Y<y)={FecG:Y(E)<yl,={EcG:X(E)c f!(-00,y)}
dogodek — torej v D.

Ce je tores, imenujemo Y funkcija slucajne spremenljivke X in jo zapiSemo
kar Y = f(X). Njena porazdelitvena funkcija je Fy (y) = P(Y < y).

N /
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/

v D?

N

Borelove mnozice

VpraSanje: kakSna mora biti mnoZica A, da je mnoZica

X 1 A)={EcG:X(E)c A4}

zadosc¢ajo mnozice A, ki so ali intervali, ali Stevne unije intervalov, ali
Stevni preseki Stevnih unij intervalov — Borelove mnoZice.

Kdaj je f~!(—o0,y) Borelova mnoZica? Vsekakor je to res, ko je f zvezna
funkcija — v nadaljevanju nas bodo zanimali samo taki primeri.

/
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4 N

Primer: zvezne strogo narascajoce funkcije

Naj bo f : R — R zvezna in strogo narasc¢ajocCa funkcija. Tedaj je taka tudi
funkcija f~! in velja

fTH(=00,y) = {zeR:f(z)<y}={recR:z<f(y)}
— (—OO,f_l(y))

in potemtakem tudi

Fy(y) =PY <y)=P(f(X)<y) =P(X < f'(y) = Fx(f~(v))

v —1
Ce je X porazdeljena zvezno z gostoto p(x), je Fy (y) = ffoo ) p(x)dz
in, e je f odvedljiva, $e py (y) = p(f~'(v))f ' (v)".

Ce funkcija ni monotona, jo razdelimo na intervale monotonosti.

N /
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/

Najbo X : N(0,1)inY = X2
Tedajje Fy (y) = P(Y <y)=P(X?<y)=0zay <0;inzay > 0

Fy(y) = P(IX]| <VYy) = Fx(\y) — Fx(—v)

in ker/Ce je px () soda funkcija

~

Primer: kvadrat normalno porazdeljene spremenljivke

1 1
py (y) pr(f)—ﬂLPX( VY)5—= = —7=rx(VY)
2./ IR
Vstavimo Se standardizirano normalno porazdelitev
1 1l _ ¥y
——qy 2e 2 y>0
py (y) = van
0 y <0

pa dobimo porazdelitev y?(1).

/

Univerza v Ljubljani 4P OV % « &




A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

/

PU <u,V <)

N

Funkcije in neodvisnost

Ce sta X in Y neodvisni sluajni spremenljivki ter f in ¢ zvezni funkciji na
R,statudi U = f(X) in V = g(Y) neodvisni sluc¢ajni spremenljivki.

V to se prepricamo takole. Za poljubna u, v € R velja

= P(f(X) <u,g(Y) <v)

= P(X e f(-o0,u),Y € g t(—00,v))

(X 1n Y sta neodvisni)

= P(X € f_l(_ooau)) - P(Y € g_l(—oo,v))

(in naprej)

= P(f(X) <u)-P(g(Y) <v)

= PU<u)-P(V <w).

~

/
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/

Imejmo sluéajni vektor X = (X1, Xo,...,X,,) : G — R™ in zvezno
vektorsko preslikavo f = (f1, fo,..., fm) : R — R™. Tedaj so
Y, = f;(X1,Xs,...,X,), j = 1,...,m slucajne spremenljivke —

Funkcije slucajnih vektorjev

komponente slucajnega vektorja Y = (Y1,Ys, ..., Y,,).
Pravimo tudi, da je Y funkcija slucajnega vektorja X,Y = f(X).

Porazdelitve komponent dobimo na obiCajen nacin
Fy,(y) = P(Y; <y) = P(f;(X) <y) = P(X € f;'(—00,y))

in, ¢e je X zvezno porazdeljen z gostoto p(x1, T2, ..., Txn), j€

ij(y)://.../fl( )p(ml,xg,...,xn)dxlda:g...da:n
g \TOY

N

~

/
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/ Primer: vsota \

Najbo Z = X + Y, kjer je (X,Y) zvezno porazdeljen slucajni vektor z

gostoto p(x, y). Tedaj je

Fz(z) = P(Z<z):P(X—|—Y<z)://+ p(x,y)drdy =

e
inpz(z) = Fy(z) = [C._ple,z —x)de = [°_p(z—y,y)dy

Ce sta spremenljivki X in Y neodvisni dobimo naprej zvezo

pz(z) = /oo px (2)py (2 — x)dx

— o0

kpz = px * py je konvolucija funkcij px in py. /
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/

... Primer: vsota

porazdeljena Z : N (g + fiy, \/032j + 2p00y + 0F).

Dosedanje ugotovitve lahko zdruzimo v naslednjo:

porazdeljena po x?%(n).

N

Ceje (X,Y) : N(us, Ly, Oz, Ty, p) 5 je vsota Z = X + Y zopet normalno

Ce sta X : x2(n) in Y : x2(m) neodvisni slu¢ajni spremenljivki, je tudi
njuna vsota Z = X + Y porazdeljena po tej porazdelitvi Z : x*(n + m).

Ce so X1, Xo,..., X, neodvisne standardizirano normalne sluCajne

spremenljivke, je sluCajna spremenljivka Y = X% + X2 + -+ + X?

~

/
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/

N

FU,V(U, ’U)

Primer: transformacije

Porazdelitveni zakon za nov slucajni vektor (U, V) je

~

Naj bo sedaj f : (x,y) — (u,v) transformacija slucajnega vektorja (X,Y)
v slucajni vektor (U, V') dolo¢ena z zvezama u = u(x,y) inv = v(x,y) —
torej U = u(X,Y)inV =0(X,Y).

= PU<u,V<v)=P(UV)e A(u,v)) =

= P((X,Y) € f (A(u,v))

Pri zvezno porazdeljenem slucajnem vektorju (X, YY) z gostoto p(x, y) je

Fyv(u,v) = / / p(z,y)dzdy
f=1(A(u,v))

/
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/

0(u, v)
Az, y)

J(u,v) = = det

N

... Primer: transformacije

Ce je f bijektivna z zveznimi parcialnimi odvodi, lahko nadaljujemo

Fuv(u,v) = //A(ujv)p(:v(u,v),y(u,v)) |J (u, v)| dudv

kjer je (glej uCbenik http://rkb.home.cern.ch/rkb/titleA.html)

ou

Oy
ov

oy

Jacobijeva determinanta (glej http://en.wikipedia.org/wiki/Jacobian
za kaksen primer). Za gostoto ¢g(u, v) vektorja (U, V') dobimo od tu

Q(uv U) — p(x(u, U)a y(ua U)) |J(u7 U)'

/
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/

Zgled:
Q={(r,y)|0<z <1, 0<y<1}.

Naj bo

r = \/—2log(:v), © = 27y,

U = T COS Y, v = 7 Sin .

Potem po pravilu za odvajanje posrednih funkcij in definiciji Jacobijeve
matrike velja

—1

5’(u,v)_(3(u,v))(8(r,gp)> cosg —rsing) [— 0

= rx
sin@ 7 COoS Y 0 27

/
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/

Jacobijeva determinanta je

Od tod zaklju€imo, da za neodvisni slucajni spremenljivki x in v,
ki sta enakomerno porazdeljeni med O in 1, zgoraj definirani sluCajni

spremenljivki v in v pravtako neodvisni in porazdeljeni normalno.

N

det d_u —=det Ou, ) —det O(u, v) det o(r, p) :T—Qﬂ' _ —27
dx a(ajay) (9(’]“, gp) 8(56,3/) rr .
n
u? + v?
d?x = |det d_m d?u = ldet d_u d2u:£ Py — e Py
du der o Gy

/
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/

Naj bo B nek mogo¢ dogodek, tj. P(B) > 0. Potem lahko vpeljemo

Pogojne porazdelitve

pogojno porazdelitveno funkcijo

P(X < z,B)

F(alB) = P(X <alB) = —p 5

P(B) = P(Y = yx) = qx. Tedaj je pogojna porazdelitvena funkcija

Fx(zlyy) = Fx(@|Y =yp) = P(X <z|Y =yi) =
P(X <x,Y = y)
— P(Y — yk m;xpzk
Vpeljimo pogojno verjetnosino funkcijo z p;, = 'Z 1: :

Tedaj je Fx (z|yr) = > _,. <o Pilk-

V diskretnem primeru je: p;x = P(X = 2;,Y = yi), B= (Y = yx) in

~

/
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4 N

Z.vezne pogojne porazdelitve

Postavimo B = (y <Y <y + h) za h > 0 in zahtevajmo P(B) > 0.

P X<z,y<Y <y+h)
F B) = P(X B) = —
x(@lB) = P(X <o) = S BEE S
F(x,y+h)— F(z,y)

Fy(y+h) — Fy(y)

Ce limitaza h — 0

Fx(aly) = Fx(2|Y = y) = lim F}Qi 1 Z; - iﬁﬂ)

obstaja, jo imenujemo pogojna porazdelitvena funkcija sluCajne spremen-
ljivke X glede na dogodek (Y = y).

N /
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/

Gostota zvezne pogojne porazdelitve

Naj bosta gostoti p(x, y) in py (y) zvezni ter py (y) > 0. Tedaj je

tudi Fx (zly) = [ px(uly)du.

V primeru dvorazsezne normalne porazdelitve dobimo

px(xly) : N(pa + pg=(y — py), 02/ 1 = p?).

N

F(x>y+h}2_F(w7y) %_Z(x7 y) 1 T
Fx (zly) = lim = = / p(u,y)du
h—o Ty (y—i-h})L—FY (v) F{/— (y) Py (y) — 0
oziroma, ¢e vpeljemo pogojno gostoto
p(z,y)
T —

~

/
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/ Matematicno upanje \
Matematicno upanje EX (pri¢akovana vrednost) je posploSitev povprecne

g .. L1 X2 rdp
vrednosti diskretne spremenljivke X :

P1 P2 - Dn

B 1 n n
L = N szkz = infi
i=1 i=1
od koder 1zhaja
n
EX = Z TiD;
i=1

Diskretna sluCajna spremenljivka X z verjetnostno funkcijo pg ima mate-
mati¢no upanje EX = >"° a;p;, Ceje Do |xilpi < oo,

Zvezna sluCajna spremenljivka X z gostoto p(x) ima matemati¢no upanje

kEX = [~ zp(x)dz, Ceje [T |z|p(z)dr < co. /
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/

Zvezna: X : p(x) =

N

= T(1+tz?)

... Matematicno upanje

Primeri sluCajnih spremenljivk, za katere matemati¢no upanje ne obstaja:

Diskretna: zj, = (—1)*T12F /k, pp = 27F

1 — Cauchyeva porazdelitev

/
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4 N

Lastnosti matematicnega upanja

Naj bo a realna konstanta. Ce je P(X =a) =1, EX =a.

Slucajna spremenljivka X ima matematiCno upanje natanko takrat, ko ga
ima slucajna spremenljivka | X |. Velja |[EX| < E|X]|.

Za diskretno slu¢ajno spremenljivko je E|X| = >0 |zi|pi,

za zvezno pa E| X | = [ |z|p(x)dz.

Velja splo$no: matemati¢no upanje funkcije f(X) obstaja in je enako za
diskretno slu¢ajno spremenljivko Ef(X) = > ", f(x;)pi, za zvezno pa
Ef(X)=[""_ f(z)p(z)dz, Ee ustrezni izraz absolutno konvergira.

Naj bo a realna konstanta. Ce ima slucajna spremenljivka X matemati¢no
upanje, potem ga ima tudi spremenljivka a X in velja E(aX) = aEX .

Ce imata sludajni spremenljivki X in Y matemati¢no upanje, ga ima tudi
njuna vsota X + Y inveljaE(X +Y)=EX + EY.

N /
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/

Za primer dokazimo zadnjo lastnost za zvezne sluCajne spremenljivke.

... Lastnosti matematiCnega upanja

Naj bo p gostota slucajnega vektorja (X,Y) in Z = X + Y. Kot vemo, je
pz(2) = [C p(z, 2 — x)dz.

Pokazimo najprej, da Z ima matemati¢no upanje.

EIX + Y = EIZ] = [, |2lpz(2)dz = [ |21 [ plo, 2 — )dadz
= [ 7 |z + ylp(z, y)dzdy

< [ 2 |zlp(z,y)dzdy + [T [ |ylp(z, y)dzdy
= [~ Ifﬂlpx dx + [T Iy!py( )dy = E|X| + EJY] < o0

Sedaj pa Se zvezo
E(X+Y)= EZ = foo zpz(z)dz = [Tz [T p(x,z — x)dedz
== [ p(z,y)dzdy

= f f xp(z,y d:cdy—l— f f yp(x,y)dxdy
\: °° o Tpx (z)dz + [Z0 ypy (y)dy = EX + EY

~

/
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/

N

... Lastnosti matematiCnega upanja

Torej je matemati¢no upanje E linearen funkcional

E(aX +0Y) = aEX + bEY.

Z. indukcijo posploSimo to na poljubno koncno Stevilo Clenov

E((Ile -+ aQXQ + -+ a,an) = (11EX1 -+ CLQEXQ + -+ a,nEXn

/
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4 N

... Lastnosti matematiCnega upanja

Ce obstajata matemati¢ni upanji EX?2 in EY2, obstaja tudi matemati¢no
upanje produkta EXY in velja ocena E|XY| < vVEXZ2EY 2. Enakost velja
natanko takrat, ko velja Y = +,/EY2/EX2X z verjetnostjo 1.

Ce sta slu¢ajni spremenljivki, ki imata matemati¢no upanje, neodvisni,
obstaja tudi matematiCno upanje njunega produkta in velja
EXY =EX-EY.

Opomba: obstajajo tudi odvisne spremenljivke, za katere velja gornja zveza.
Spremenljivki, za kateri velja EXY % EX - EY imenujemo korelirani.

N /
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Disperzija ali varianca DX sluCajne spremenljivke, ki ima matemati¢no
upanje, je doloCena z izrazom

DX = E(X — EX)?

Disperzija je vedno nenegativna, DX > 0, je pa lahko tudi neskon¢na.
Velja zveza
DX = EX? — (EX)?
Naj bo a realna konstanta. Ce je P(X =a) = 1,je DX = 0.
DaX = a’DX

Ce obstaja DX in je a realna konstanta, obstaja tudi E(X — a)? in velja
E(X — a)? > DX. Enakost velja natanko za a = EX.

Koli¢ino ¢ X = /DX imenujemo standardna deviacija ali standardni

kOdklOFl. /

/ Disperzija \
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/

Za XS Velja EXS
EXg=EZ 4 =

N

Standardizirane spremenljivke

Slucajno spremenljivko X standardiziramo s transformacijo

kjerstauy=EX inoc =+vDX.

X _
Xg=2_H
o
=0inDXg = 1.
E(x-w) _ B=E

DXS:D%:Wzﬂzl

o2

/
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/

N

Matematicna upanje in disperzije porazdelitev

porazdelitev EX DX
binomska B(n, p) np npq
Poissonova P(\) A A
Pascalova P(m, p) m/p mq/p
geometrijska G (p) 1/p q/p°
enakomerna zv. E(a,b) | (a+b)/2 | (b—a)?/12
normalna N (u, o) v o?
gama I'(b, ¢) b/c b/c?
hi-kvadrat x?(n) n 2n

~

/
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/ Kovarianca \

Kovarianca Gov(X,Y) slucajnih spremenljivk X in Y je doloCena z

1zZrazom

Cov(X,Y)=E((X —EX)(Y —EY)) =EXY - EXEY
Velja: Cov(X,Y) = Cov(Y, X) (simetricnost) in
Cov(aX + bY, Z) = aCov(X, Z) + bCov(Y, Z) (bilinearnost).
Ce obstajata DX in DY, obstaja tudi Cov(X,Y) in velja

ICov(X,Y)| < vVDXDY = ¢ XoY.

Enakost velja natanko takrat, ko je

Y—EYzi%(X—EX)

o

z verjetnostjo 1.

kSpremenlj ivki X in Y sta nekorelirani natanko takrat, ko je Cov(X,Y) = (y
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/(V?e imata spremenljivki X in Y konc¢ni disperziji, jo ima tudi njuna Vsota\
X + Y in velja

D(X+Y)=DX+DY +2Cov(X,Y).
Ce pa sta spremenljivki nekorelirani, je enostavno

D(X +Y) =DX + DY.

Zvezo lahko posploSimo na

D(iXi) ZDX +) Cov(X;, X;)
=1

i7]

in za paroma nekorelirane spremenljivke

(ZX) ZDX

N /
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4 N

Korelacijski koeficient sluCajnih spremenljivk X in Y je doloCen z izrazom

Za (X,Y) : N(pg, py, 04,04, p)jer(X,Y) = p.
Torej sta normalno porazdeljeni slucajni spremenljivki X in Y

Korelacijski koeficient

neodvisni natanko takrat, ko sta nekorelirani.

Veljase: —1 <r(X,Y) <1

r(X,Y) = 0 natanko takrat, ko sta X in Y nekorelirani.

r(X,Y) = 1 natanko takrat, ko je Y = 2 (X —EX)+EY z verjetnostjo 1;

r(X,Y) = —1 natanko takrat, ko je Y = —2(X — EX) + EY z
verjetnostjo 1. Torej, Ce je |r(X,Y)| = 1, obstaja med X in Y linearna

kzveza z verjetnostjo 1. /
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/ Pogojno matematicno upanje \
Pogojno matematicno upanje je matematicno upanje pogojne porazdelitve:

Diskretna slucajna spremenljivka X ima pri pogoju ¥ = yi pogojno
verjetnostno funkcijo p;\x = pix/qr, @ = 1,2, ... in potemtakem pogojno
matemati¢no upanje

oo
E(X]yx) Z%pukz = Zflﬁipz'k
i=1

Slucajna spremenljivka

E(X|y1) E(X|3/2)
41 q2

E(X|Y):

ima enako matemati¢no upanje kot spremenljivka X

E(E(X|Y)) = >0t aeE(Xyr) = 22021 Doicy zipik
\: Z;)il Xy Zzoz]_ Pik = Z;)il LiPi = EX /
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/ Pogojno matematicno upanje zvezne spremenljivke \

Zvezna slucCajna spremenljivka X ima pri pogoju ¥ = gy pogojno verje-
tnostno gostoto p(x|y) = p(x,y)/py (y), * € R in potemtakem pogojno
matemati¢no upanje

(X)) - | " ap(aly)de = — / " ap(a,y)de

— 50 pY(y) — 00

Slucajna spremenljivka E(X|Y") z gostoto py (y) ima enako matematicno
upanje kot spremenljivka X

E(X|Y)) / E(X|y)py (y dy—/ / p(x,y)dxdy

_ /_Ooaij( Jdz = EX

N /
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