A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 N

Funkcije slucajnih spremenljivk

Naj bo X : G — R sluCajna spremenljivka in f : R — R neka
realna funkcija. Tedaj njun produkt Y = f o X dolocen s predpisom
Y(F) = f(X(F)), zavsak E € G, dolo¢a novo preslikavo Y : G — R.
Kdaj je tudi Y slucajna spremenljivka na (G, D, P)?

Za to mora biti za vsak y € R mnozica
Y<y)={FecG:Y(E)<yl,={EcG:X(E)c f!(-00,y)}
dogodek — torej v D.

Ce je tores, imenujemo Y funkcija slucajne spremenljivke X in jo zapiSemo
kar Y = f(X). Njena porazdelitvena funkcija je Fy (y) = P(Y < y).
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v D?
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Borelove mnozice

VpraSanje: kakSna mora biti mnoZica A, da je mnoZica

X 1 A)={EcG:X(E)c A4}

zadosc¢ajo mnozice A, ki so ali intervali, ali Stevne unije intervalov, ali
Stevni preseki Stevnih unij intervalov — Borelove mnoZice.

Kdaj je f~!(—o0,y) Borelova mnoZica? Vsekakor je to res, ko je f zvezna
funkcija — v nadaljevanju nas bodo zanimali samo taki primeri.
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Primer: zvezne strogo narascajoce funkcije

Naj bo f : R — R zvezna in strogo narasc¢ajocCa funkcija. Tedaj je taka tudi
funkcija f~! in velja

fTH(=00,y) = {zeR:f(z)<y}={recR:z<f(y)}
— (—OO,f_l(y))

in potemtakem tudi

Fy(y) =PY <y)=P(f(X)<y) =P(X < f'(y) = Fx(f~(v))

v —1
Ce je X porazdeljena zvezno z gostoto p(x), je Fy (y) = ffoo ) p(x)dz
in, e je f odvedljiva, $e py (y) = p(f~'(v))f ' (v)".

Ce funkcija ni monotona, jo razdelimo na intervale monotonosti.
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Najbo X : N(0,1)inY = X2
Tedajje Fy (y) = P(Y <y)=P(X?<y)=0zay <0;inzay > 0

Fy(y) = P(IX]| <VYy) = Fx(\y) — Fx(—v)

in ker/Ce je px () soda funkcija

~

Primer: kvadrat normalno porazdeljene spremenljivke

1 1
py (y) pr(f)—ﬂLPX( VY)5—= = —7=rx(VY)
2./ IR
Vstavimo Se standardizirano normalno porazdelitev
1 1l _ ¥y
——qy 2e 2 y>0
py (y) = van
0 y <0

pa dobimo porazdelitev y?(1).
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PU <u,V <)

N

Funkcije in neodvisnost

Ce sta X in Y neodvisni sluajni spremenljivki ter f in ¢ zvezni funkciji na
R,statudi U = f(X) in V = g(Y) neodvisni sluc¢ajni spremenljivki.

V to se prepricamo takole. Za poljubna u, v € R velja

= P(f(X) <u,g(Y) <v)

= P(X e f(-o0,u),Y € g t(—00,v))

(X 1in Y sta neodvisni je)

= P(X € f_l(_ooau)) - P(Y € g_l(—oo,v))

(in naprej)

= P(f(X) <u)-P(g(Y) <v)

= PU<u)-P(V <w).

~
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Imejmo sluéajni vektor X = (X1, Xo,...,X,,) : G — R™ in zvezno
vektorsko preslikavo f = (f1, fo,..., fm) : R — R™. Tedaj so
Y, = f;(X1,Xs,...,X,), j = 1,...,m slucajne spremenljivke —

Funkcije slucajnih vektorjev

komponente slucajnega vektorja Y = (Y1,Ys, ..., Y,,).
Pravimo tudi, da je Y funkcija slucajnega vektorja X,Y = f(X).

Porazdelitve komponent dobimo na obiCajen nacin
Fy,(y) = P(Y; <y) = P(f;(X) <y) = P(X € f;'(—00,y))

in, ¢e je X zvezno porazdeljen z gostoto p(x1, T2, ..., Txn), j€

ij(y)://.../fl( )p(ml,xg,...,xn)dxlda:g...da:n
g \TOY
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/ Primer: vsota \

Najbo Z = X + Y, kjer je (X,Y) zvezno porazdeljen slucajni vektor z

gostoto p(x, y). Tedaj je

Fz(z) = P(Z<z):P(X—|—Y<z)://+ p(x,y)drdy =

e
inpz(z) = Fy(z) = [C._ple,z —x)de = [°_p(z—y,y)dy

Ce sta spremenljivki X in Y neodvisni dobimo naprej zvezo

pz(z) = /oo px (2)py (2 — x)dx

— o0

kpz = px * py je konvolucija funkcij px in py. /
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... Primer: vsota

porazdeljena Z : N (g + fiy, \/032j + 2p00y + 0F).

Dosedanje ugotovitve lahko zdruzimo v naslednjo:

porazdeljena po x?%(n).

N

Ceje (X,Y) : N(us, Ly, Oz, Ty, p) 5 je vsota Z = X + Y zopet normalno

Ce sta X : x2(n) in Y : x2(m) neodvisni slu¢ajni spremenljivki, je tudi
njuna vsota Z = X + Y porazdeljena po tej porazdelitvi Z : x*(n + m).

Ce so X1, Xo,..., X, neodvisne standardizirano normalne sluCajne

spremenljivke, je sluCajna spremenljivka Y = X% + X2 + -+ + X?

~
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