A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

4 N

Zvezne slucajne spremenljivke

SlucCajna spremenljivka X je zvezno porazdeljena, Ce obstaja taka inte-
grabilna funkcija p, imenovana gostota verjetnosti, da za vsak x € R

velja:

Flzx)=P(X <x)= / p(t)dt

— o0
kjer p(x) > 0 . To verjetnost si lahko predstavimo tudi grafi¢no v
koordinatnem sistemu, kjer na abscisno os nanaSamo vrednosti sluCajne
spremenljivke, na ordinatno pa gostoto verjetnosti p(x). Verjetnost je tedaj
predstavljena kot plos¢ina pod krivuljo, ki jo dolo¢a p(x). Velja

Z2

/OO p()dr =1 in Pr; < X < z) :/ p(t)dt

— 00 L1

ter p(x) = F'(x).
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4 N

Enakomerna porazdelitev zvezne slucajne spremenljivke

Verjetnostna gostota enakomerno porazdeljene zvezne slucajne spremen-
ljivke je:

A a<X<b
p(x) =
0 drugod

Grafi¢no si jo predstavljamo kot pravokotnik nad intervalom (a, b) viSine
1

b—a-
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4 N

Normalna ali Gaussova porazdelitev

Zaloga vrednosti normalno porazde-

| [jene sluCajne spremenljivke so vsa re-

0.8

alna Stevila, gostota verjetnosti pa je:

0.6

1 1/ x— 2
_ —5(=4£)
r) = ——e 2\ o
p(x) — e

Normalna porazdelitev je natanko

dnorm2 (x)
0.4

0.2

doloCena z dvema parametroma: g in
o. Ce se sluCajna spremenljivka X

0.0
|

o j ! . porazdeljuje normalno s parametroma
(4 1n o, ZapiSemo:

> d2 <- function (x){dnorm(x,mean=4,sd=0.5) }
> curve (d2,-6,6,col="blue’) X : N(,u, O')

> curve (dnorm, -6, 6,col='"red’, add=TRUE)

N /
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/

.. Normalna porazdelitev

F(x) =

o\ 21

Plz, < X < a9) = o(22—H) _ (L —H)

Porazdelitev N (0, 1) je standardizirana normalna porazdelitev.

T—p

Spremenljivko X : N(u, o) pretvorimo z z = v standardizirano

spremenljivko Z : N(0,1).

Iz Laplaceovega obrazca izhaja B(n,p) ~ N (np, /npq).

N

R T U LS PP WL

/
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/

N

Porazdelitev Poissonovega toka, eksponentna

Gostota eksponentne porazdelitve je enaka p(x) = e %, z > 0
porazdelitvena funkcija pa

F(z) = / e Mt =1—e M
0

/
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/

Porazdelitev gama

Naj bosta b, ¢ > 0. Tedaj ima porazdelitev gama T'(b, ¢) gostoto:

p(x) = C—xb_le_cx, 0<z
inp(x) =0zax <0.
Poseben primer je porazdelitev hi-kvadrat x*(n) = I'(2, 1) z gostoto
(n € N je Stevilo prostostnih stopenj)

1
1o

p(zr) = W(%)

N
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/

Cauchyeva porazdelitev

z gostoto

() ¢ ! <zx< > 0
r) = — —O0 X 0, a
b w1+ a?(x—b)2’ ’

ima porazdelitveno funkcijo

v 1 1 1
F(x) = %/_OO 1—|—a2(x—b)2d$: ;arctg(a(a:—b))—i—§

/
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/

Porazdelitve v R-ju

dime — gostota porazdelitve ime pjy.(T)
pime — porazdelitvena funkcija ime Fj,.(q)
qime — obratna funkcija: q¢ = Fj.(p)

rime — sluCajno zaporedje 1z dane porazdelitve

chisq — porazdelitev \2, ...

Na primer help (rnorm).

N

V R-ju so za delo s pomembnejSimi porazdelitvami na voljo funkcije:

Za ime lahko postavimo: uni f — zvezna enakomerna, binom — binomska,

norm — normalna, exp — eksponentna, 1norm — logaritmi¢cnonormalna,

Opis posamezne funkcije in njenih parametrov dobimo z ukazom help.

~
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4 N

Slucajni vektor;ji

Slucajni vektor je n-terica slucajnih spremenljivk X = (X1, Xo, X5,..., X,,).
OpiSemo ga s porazdelitveno funkcijo (z; € R)

F(xl,xg,a:g,...,a:n) :P(Xl <1, X9 < To,X3z3<x3,...,Xp <£Cn)

za katero velja:

0 < F(xy1,x9,23,...,2,) <1

Funkcija F' je za vsako spremenljivko narasCajoCa in od leve zvezna.
F(—o00, —00,—00,...,—00) = 0in F(oc0,00,00,...,00) = 1.

Funkciji F;(x;) = F(00,00,...,00,%;, 00, ...,00) pravimo
robna porazdelitvena funkcija spremenljivke X;.

N /
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/

Slucajni vektorji — primer

glede na (x,y)). Naj porazdelitvena funkcija opisuje verjetnost, da je
slucajna tocka (X, Y) v mnozici A(x,y)

Flx,y) =P X <z,Y <y)=P(X,Y) € A(x,y)).

enaka

P((X,Y) € [a,b) x [¢,d)) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

N

Naj bo A(z,y) = {(u,v) € R? : u < z Av < y} (levi spodnji kvadrant

Tedaj je verjetnost, da je slucajna to¢ka (X, Y') v pravokotniku [a, b) X [c, d)

~

/

Univerza v Ljubljani 4 > K ‘ N * - x

69



A. Juri$i¢ in V. Batagelj: Verjetnostni racun in statistika

P(X = z;,Y =y;), sestavimo verjetnostno tabelo:

/ Diskretne vecCrazsezne porazdelitve

Zaloga vrednosti je kveCjemu Stevna mnozica. OpiSemo Jo z verjetnostno

funkcijo pry ko.... k, = P(X1 = 2k, Xo = Thyy ..o, Xpn = Tk, ).
Zan=2,X:{x1,22,...,2k}, Y : {y1, Y2, -, Ym } In

~

X\Y | y1 vy ... ym | X
xq P11 P12 ... DPim | P1
Z9 P21 D22 ... DP2m | P2
Lk Pk1 DPk2 - DPkm | Pk
Y g 92 ... gqm | 1

m . k
KPZ:P(XZ%')ZZ-:&U in g = P(Y =y;) =) i1 Dij /
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/

Diskretne vecrazsezne porazdelitve — Polinomska

Polinomska porazdelitev P(n;p1,p2,---,0r) > Di = 1, > ki = n je
doloCena s predpisom

n!
P(X1 = kl,XQ = ]CQ,...,XT = ]CT) = k1|k2|...k 'p]flp]§2 pqlfr

Za r = 2 dobimo binomsko porazdelitev, tj. B(n,p) = P(n;p, q).

N

/
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4 N

Zvezne vecrazsezne porazdelitve

Slucajni vektor X = (X7, Xo, X3,...,X,,) je zvezno porazdeljen, Ce
obstaja integrabilna funkcija (gostota verjetnosti) p(x1, T2, ..., xy) > 02z
lastnostjo

1 9 Tn,
F(a:l,xg,acg,...,acn):/ / / p(tl,tg,...,tn)dt1dt2...dtn

F(00,00,00,...,00) = 1.

N /
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/ Zvezne dvorazsezne porazdelitve

Fla,y) = /_ 9; /_ yoo p(u, v)dudy

b d
P((X,Y) € [a.b) x [e,d)) = / / p(u, v)dudy
Kjer je p zvezna je

OF Y , O’F
5= | pede i o= pla)

— OO

Robni verjetnostni gostoti sta

~
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/

Vecrazsezna normalna porazdelitev

V dveh razseznostih N (piy, by, 02, 0y, p) ima gostoto

1 _ 1 ((m—ux )2_2pm—ua; Y—Hy
p(x,y) = e 21-p2) \\ oa o oy
2mo 0/ 1 — p?

V splosnem pa jo zapiSemo v matri¢ni obliki

det A 1T A(x—p)

p(x) = 2y

kjer je A simetri¢na pozitivno definitna matrika.

Vse robne porazdelitve so normalne.

N

+(55 4 )2)_

~

/
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/ Neodvisnost slucajnih spremenljivk \
Podobno kot pri dogodkih:

SlucCajne spremenljivke X1, Xo, X3,..., X,, so med seboj neodvisne, Ce za
poljubne vrednosti x1, x2, x3,...,T, € R velja

F(xl,ZCQ,Ig, ce ,xn) = Fl(:zzl) y FQ(CCQ) . F3(563> T Fn(In)

kjer je F' porazdelitvena funkcija vektorja, F; pa so porazdelitvene funkcije
njegovih komponent.

Ce sta
x a’/’ o« o o
X : ! : myYy: J1 12
pPr D2 - q1 42

diskretni sluCajni spremenljivki in p;; verjetnostna funkcija sluCajnega
vektorja (X,Y), potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko je

\mj = piq; za vsak par 7, J. /
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...Neodvisnost slucajnih spremenljivk

Ce sta X in Y zvezno porazdeljeni slucajni spremenljivki z gostotama p x
in py ter je p gostota zvezno porazdeljenega slucajnega vektorja (X, Y),
potem sta X in Y neodvisni natanko takrat, ko za vsak par x,y velja

p(z,y) = px(z) - py (y).
Primer: Naj bo dvorazsezni vektor (X, Y’) normalno porazdeljen po

N (pa, pyy, 0o, 0y, p). Ce je p =0 je

1 1 T— Uy \2 Y—Hy \2
— ¢ 2((0m)+(0y)):

5 px () - py(y)
MO0y

p(z,y) =

Torej sta komponenti X in Y neodvisni.

N /
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/

... Neodvisnost slucajnih spremenljivk

obliki p(z,y) = f(z) - g(y).

dogodka X € AinY € B.
Trditev velja tudi za diskretni sluCajni spremenljivki X in Y.

Pogosto pokazemo odvisnost spremenljivk X in Y tako, da najdemo

mnozici A in B, za kateri je

P Xe€eAYeB)#P(Xe€A) -PY eB)

N

~

Zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y sta neodvisni natanko
takrat, ko lahko gostoto verjetnosti slucajnega vektorja (X, YY) zapiSemo v

Naj bosta zvezno porazdeljeni sluCajni spremenljivki X in Y tudi neodvisni
ter A in B poljubni (Borelovi) podmnozici v R. Potem sta neodvisna tudi

/
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