NACUNALA NOVE DOBE, 1. DEL
18. dec., 2002

Ste ze kdaj razmiSljali o aritmetiki, ki jo uporabljamo v vsakdanjem zivljenju? Vecina ljudi jo
zamenjuje kar za celotno matematiko. Na kakSen nac¢in racunajo ra¢unalniki ter ostale digitalne
naprave (digit je angl. beseda za Stevilo), ki nas obkrozajo v ¢asu informacijske revolucije?
Nekateri se sicer skusajo prilagajati naSemu nacinu racunanja, vse vec¢ pa je takih, ki so jim
casovna in prostorska ucinkovitost ter preciznost klju¢nega pomena. Take naprave racunajo na
malce drugacen nacin. V tem sestavku se bomo poskusili s pomocjo osnovnosolskega racunanja
priblizati racunalom, ki jih preko Stevilnih naprav, kot so osebni rac¢unalniki, diskmani in

pametne kartice, uporabljamo v vsakdanji praksi.

Vsi poznamo tablici za seStevanje in mnozenje, glej tabelo 1.

+(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ... *| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1,12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ... 111 2 3 4 5 6 7 8 9 10
213 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ... 212 4 6 &8 10 12 14 16 18 20
314 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ... 313 6 9 12 15 18 21 24 27 30
4|15 6 7 & 9 10 11 12 13 14 ... 41 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40
516 7 8 9 10 11 12 13 14 15 ... 51 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
6| 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16 ... 6| 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60
718 9 10 11 12 13 14 15 16 17 ... 7|7 14 21 28 35 42 49 56 63 70
81 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 ... 8| 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80
91|10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 ... 91 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90
10 | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 ... 10 | 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
(a) (b)

Tabela 1: (a) tablica za sestevanje, (b) tablica za mnozenje.

Na prvo tablico se privadimo kot prvosolci, ne da bi to sploh opazili, drugi pa pravimo
postevanka in so se jo morali drugosolci od nekdaj nauciti na pamet in si jo zapomniti za celo
zivljenje. Seveda si ni potrebno zapomniti vseh 100 produktov iz zgornje tablice. Veckratniki
Stevil 1 in 10 so otrocje lahki. MnozZenje z 2 ni ni¢ tezje kot seStevanje. Pa Se nekaj opazimo.
Vrstni red pri mnozenju ni prav ni¢ pomemben (temu se uéeno pravi zakon o zamenjavi ali

komutativnost), glej tabelo 2.

11| 16| 21| 26| 31| 36| 41| 46| 51
12| 17| 22| 27| 32| 37| 42| 47| 52
13| 18| 23| 28| 33| 38| 43| 48| 53
14| 19| 24| 29| 34| 39| 44| 49| 54
10| 15| 20| 25| 30| 35| 40| 45| 50| 55

12345 6] 78] 9|10]11
12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22
23| 24| 25| 26| 27| 28| 29| 30| 31| 32| 33
34| 35| 36| 37| 38| 39| 40| 41| 42| 43| 44
45| 46| 47| 48| 49| 50| 51| 52| 53| 54| 55

(a) (b)
Tabela 2: Plos¢ina pravokotnika s stranicama a in b je enaka tako ab, kakor tudi ba. Enkrat §tejemo
kvadratke po vrsticah, drugi¢ pa po stolpcih.
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Zato je tablica za poStevanko simetricna glede na diagonalo. Torej si je potrebno zapomniti le

priblizno tretjino produktov. Omenimo Se dve bliznjici.



Veckratniki stevila 9: Koliko je 9 x 7? Uporabimo metodo racunanja s prsti! Predse
ne postavimo Zepnega racunalnika, temvec iz Zepov potegnemo deset prstov. Ker gre za
sedemkratnik Stevila devet, pripognemo sedmi prst in od¢itamo: Sest (6) prstov na levi ter

trije (3) na desni in Ze vemo, da je pravilen odgovor 63.

Veckratniki Stevila 11: Koliko je 11 x 137 Zelo enostavno! Enico in trojko razmaknemo,

med njiju pa zapisemo njuno vsoto in ze dobimo iskani produkt 143.

Ko konéno obvladamo tablico mnoZenja, ni ve¢ tezko zmnoziti poljubni §tevili (zapisani v
desetiskem zapisu), saj mnozimo le posamezne Stevke in nato samo Se seStevamo, glej tabelo 3.
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Tabela 3: F. Krizani¢ v svoji knjigi KriZem po matematiki predstavi indijski nacin mnozenja s pomocjo
pravokotne mreze, razdeljene v kvadrate. Vsaki stevki prvega faktorja pripada po en stolpec, vsaﬁi étevid
drugega faktorja pa ena vrsta kvadratkov. V vsak kvadratek zapisemo produkt obeh Stevil, ki pripadata
stolpcu in vrsti, v kateri je kvadratek. Desetice tako dobljenega produkta zapisemo v levi zgornji kot
enice pa v spodnji desni kot. Ko so vpisani vsi produkti, je potrebno le Se seSteti Stevila v smeri diagonai
in ze smo dobili produkt.

s

Ce pa bi racunali v petiskem zapisu ali celo dvojiskem, bi bila matematika v drugem razredu veliko
lazja, glej tabelo 4.

% 15 25 35 45 105
15 15 25 35 45 105
25 25 45 ].].5 135 205

35 35 ].].5 145 225 305 * 12 102 + 02 12
45 | 45 135 225 315 405 ... 1, | 1, 105 ... 0, | 0o 1,

105 | 105 205 305 405 1005 ... 102 | 102 100y ... 15 | 1o 102 ...

(a) (b) (c)

Tabela 4: (a) tablica za mnoZenje v petiskem sistemu, (b) tablica za mnozenje v dvojiskem sistemu,
(c) tablica za sestevanje v dvojiskem sistemu.

V prvem primeru bi si bilo potrebno zapomniti le 6 produktov, v drugem pa pravzaprav nobenega.
Prav zato obic¢ajno racunalniki rac¢unajo nase racune v dvojiSkem sistemu. Pred njimi pa so tako
racunali Ze Indijanci. Ko so na primer Zeleli izratunati 15 X 13, so enega izmed faktorjev zapisali
kot vsoto potenc Stevila 2, npr. 13 = 144 + 8, tj. v dvojiSkem sistemu 11015, in nato drugega le
mnozili z dve in sestevali, glej tabelo 5a. Ce je tudi drugo stevilo zapisano v dvojiskem sistemu, tj.
15=14+2+4+ 8 = 11115, potem je mnozenje z dve dosezeno na prav enostaven nacin: na koncu
Stevila je potrebno pripisati niclo, glej tabelo 5b, in ze dobimo 11000011, = 128 4+ 64 + 2 4+ 1 = 195.

15 x 1 = 15 1111, x 1 = 1111,
30 x 0= 0 11110, x 0 = 09
60 x 1 = 60 111100, x 1 = 111100,
120 x 1 =120 1111000 x 1 = 11110004
195 11000114
(a) (b)
Tabela 5




Grupe 11 obnsegil

Poleg seStevanja in mnozenja pa se v prvih razredih osnovne Sole nauc¢imo tudi odstevati in
deliti. Seveda za¢nemo najprej odstevati manjsa stevila od vecjih. Pri tem si lahko pomagamo

s tabelo 1a. Ce zelimo izra¢unati a — b in je a > b, potem se lahko vprasamo
b plus koliko je a.

Se pravi, da pogledamo v vrstico, ki ustreza Stevilu b, iskano razliko pa najdemo na vrhu
stolpca, ki ustreza Stevilu a iz te vrstice. Na primer za razliko 5 — 3 poiS¢emo v tretji vrstici
stevilo 5. Najdemo ga na drugem mestu in zato vemo, da je razlika enaka 2. Sele nekoliko
kasneje se naucimo, da moramo v primeru, ko Zelimo odsteti vecje Stevilo od manjSega, Stevili
najprej zamenjati, na koncu pa dobljeni razliki spremeniti predznak. Zaradi tega smo povecali
mnozico naravnih §tevil N do mnozice celih §tevil Z.

Z deljenjem pa nismo tako sre¢ne roke. Ce zelimo a deliti z b, se lahko prav tako kot prej
vprasamo “b krat koliko je a”. Vendar ni gotovo, da bomo v vrstici, ki ustreza Stevilu b,
nasli stevilo a. Pogosto se namre¢ zgodi, da Stevilo a ni deljivo s Stevilom b. Mnozico Stevil
lahko sicer povecamo do mnozice ulomkov Q, kjer se da deliti s poljubnim od ni¢ razli¢nim
Stevilom, a potem nastanejo drugi problemi. Lahko namre¢ najdemo razlicne ulomke, ki so si
poljubno blizu. Tudi tako blizu, da jih ra¢unalnik ne more vec¢ lociti. Ker pa si zelimo, da bi
se racunalniki ¢im manj motili, se vprasajmo po mnozicah, v katerih bi lahko brez problemov
tudi delili, po moznosti na enak nacin kot znamo odstevati. Da bi bilo to mogoce, se morajo
v vsaki vrstici tablice pojaviti vsa od ni¢ razlicna Stevila. Pravzaprav se je potrebno vprasati,

na katera pravila se zelimo pri racunanju opreti. Nastejmo jih nekaj.

1. Obicajno je prvo pravilo zaprtost, tj. da je rezultat, ki ga dobimo po opravljeni operaciji
med dvema Steviloma, zopet v mnozici, iz katere smo izbrali §tevili. Mnozica naravnih §tevil je
zaprta za seStevanje in mnozenje, saj v tablicah 1a in 1b nastopajo samo naravna stevila. Ni pa

mnozica naravnih Stevil zaprta za odstevanje. To lastnost ima na primer mnozica celih stevil.

2. V mnozici celih stevil igra pomembno vlogo Stevilo 0. Pa ne samo zato, ker lo¢i pozitivna
stevila od negativnih, pa¢ pa tudi zato, ker se nobeno Stevilo, kateremu pristejemo 0, ne
spremeni. Tudi pri mnozenju najdemo nekaj podobnega. Ce pomnozimo katerokoli od ni¢
razliéno Stevilo z 1, dobimo zopet isto Stevilo. Takemu Stevilu pravimo nevtralni element ali

pa tudi enota za ustrezno operacijo.

3. V mnozici celih §tevil sta poljubni Stevili —a in a povezani z enoto za seStevanje na naslednji
nac¢in: a + (—a) = 0. Pravimo, da je —a nasprotni element Stevila a. Celo stevilo b je obratni
element celega Stevila a, ¢e je ab = 1. Od tod sledi a« = b = 1, tj. v mnozici celih §tevil imata

le Stevili 1 in —1 obratni element.

4. Ce si izberemo poljubna stevila a, b in ¢, potem velja a4+ (b+c) = (a+b)+cin a(bc) = (ab)c.
O drugi enakosti se lahko prepricamo z ra¢unanjem prostornine kvadra s stranicami a, b in
c. Tem lastnostim pravimo zakon o zdruZevanju za seStevanje oziroma za mnozenje (ali tudi
asociativnost). Le-ta nam pove, da je vseeno, ali za¢tnemo racunati z leve ali z desne. To seveda

ne drzi za odStevanje ali deljenje.



Ce v neki mnozici GG z binarno operacijo o, tj. operacijo, ki vsakemu urejenemu paru elementov

iz GG priredi natanko dolocen element, veljajo naslednja pravila:

(G1) za vsaka a,b € G je[aob e G,

(G2) obstaja tak element e € G, da za vsak g € G velja ‘e ocg=goe=g
(G3) za vsak element g € G obstaja tak f € G, da je ‘g of=fog=ce
(G4)

2

Y

G4) za vse a,b,c € G velja|(aob)oc=ao (boc)|,

potem pravimo, da je par (G, o) grupa. Elementu e pravimo enota grupe, elementu f pa
inverz elementa g. Mnozica celih §tevil je grupa za seStevanje, ni pa grupa za mnoZenje, saj
ni izpolnjeno pravilo (3) (le enica ima inverzni element za mnozenje).

Morda bo kdo pomislil, da je prisla definicija grupe iz glave enega samega matematika, pa
temu sploh ni tako. Matematiki so potrebovali ve¢ kot 100 let trdega dela na teoriji grup, da
so konéno (eksplicitno) zapisali zgornja pravila (aksiome). Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
je leta 1771 postavil prvi pomembnejsi izrek. Augustin Louis Cauchy (1789-1857) je Studiral
grupe permutacij, medtem, ko je Niels Henrik Abel (1802-1829) s teorijo grup pokazal, da
enacba 5. stopnje ni resljiva z radikali (tj. resitve ne znamo zapisati s formulami kot v primeru
enacb nizjih stopenj). Pravi pionir abstraktnega pristopa pa je bil Fvariste Galois (1811-1832),
ki je leta 1823 prvi uporabil besedo “grupa”. Proces poudarka na strukturi se je nadaljeval
vse do leta 1854, ko je Arthur Cayley (1821-1895) pokazal, da se da grupa definirati ne glede

na konkretno naravo njenih elementov.

Galois je vpeljal tudi naslednji pojem. Ce za neko mnozico @ z binarnima operacijama, ki ju
bomo oznagili s + in * (¢etudi ne predstavljata nujno obi¢ajno seStevanje in mnozenje), velja
(O1) par (O,+) je grupa z enoto 0,
(02) par (O\{0}, %) je grupa z enoto 1,
(03) za vse a,b,c € Ojelax(b+c)=axb+bx*xc|in|(b+c)xa=bxa+cx*al,

potem imenujemo trojico (O,+,x*) obseg. Mnozica ulomkov z obi¢ajnim seStevanjem in
mnozenjem je primer obsega. O lastnosti (03), ki jo imenujemo zakon o razélenjevanju oziroma

distributivnost, se lahko prepri¢amo z racunanjem povrsine pravokotnika s stranicama a in b+-c.

Za konec zastavimo Se nekaj nalog:

(1) Najdi se kaksno zanimivo pravilo za mnozenje (kot sta bili pravili za ra¢unanje veckratnikov
Stevil 9 in 11). Ce ne gre v desetiskem sistemu, pa poskusi v katerem drugem sistemu.

(2) Poznamo $e veliko grup, ki ne izhajajo iz mnozice §tevil s seStevanjem ali pa mnozenjem.
(G4) veljajo zanje. Ena zanimiva mnozica so simetrije dolo¢enega geometrijskega objekta,
npr. enakostrani¢nega trikotnika ali pa kocke. Kaksno binarno operacijo bi vpeljali med
simetrije, da bi dobili grupo? Spet druga zanimiva mnozica so funkcije. Kaj pa lahko
reCemo o preseku in uniji na mnozicah?

(3) Dokazi, da je v poljubni grupi G za vsaka a,b € G resljiva enacba a o x = b. Pois¢i nekaj

najmanjsih grup (glede na Stevilo elementov). Kako jih lahko najlazje predstavis?



(4) Poisc¢i najmanjsi obseg.

V drugem delu si bomo za cilj postavili iskanje obsega s konéno mnogo elementi, v katerem bo
racunanje v nekem smislu Se udobnejse kot v obsegih, ki jih srecamo v osnovni ali srednji Soli
(racionalna $tevila Q, realna Stevila R ali celo kompleksna stevila C). Ve¢ o uporabi konénih
obsegov pri nemotenemu branju zgoscenk ter prenaSanju slik z oddaljenih planetov kot je Mars
pa boste spoznali v ¢lanku NAPAKE NISO ZA VEDNO.

Aleksandar Jurisié



