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Matematika I

MALA ŠOLA TOPOLOGljE - 1. del

(Cl(b)

EG
(a)

Topološke p r eslikave

Za začetek si oglejmo nasl ednje ris be :

(u) (Cl (1)

Ob nj ih si lahko zastavimo različne naloge , kakr šn a je npr. naloga
po iskati razlike med risbami (nekat ere risb e so npr. sestav ljene iz samih
daljic; druge ne). Nas bodo bo lj za nimale las t nost i, ki so vsem risbam
skupne. Ena takih las t nost i, ki jo zla hka opazimo , je, da vsaka risba
razdeli ravnino na enako število celic ali področij.

Zamislimo si, da je risba (b) narisana na zelo t anko gumijas to a pno ,
ki jo lahko razt egujemo, st iskama in zvijamo po mili volj i, ne sme mo
pa je raztrgati niti ne smemo zlep it i dve h ali več točk skupaj. Če apno
primerno raztegnemo, kot prikazuje naslednja skica , lahko dos ežemo , da
preide risba (b) v risbo (a).
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Topologija! je veja matematike, ki se ukvarja z raznimi množicami
točk v prostoru (v naših primerih so to narisane figure). Zanimajo jo take
lastnosti množic, ki se ohranjajo pri upogibanju, raztezanju ali krčenju

(brez raztrganin ali lepljenja). Tako imajo risbe-krivulje na slikah (a) do
(f) enake topološke lastnosti.

Topologije torej za razliko od sorodne geometrije ne zanimajo dolžine ,
ploščine, površine ali velikosti kotov; te lahko še poljubno spreminjamo.

Pri naši intuitivni obravnavi topologije se bomo omejili le na take
množice, ki jih sestavljajo točke in krivulje. Pri tem se domenimo za
uporabo nekaterih sicer splošno veljavnih izrazov.

(a) Upogibanja, raztezanja ali krčenja brez raztrganin ali lepljenja bomo
imenovali topološke preslikave.

(b) Lastnosti, ki še vedno veljajo, potem ko množico topološko presli
kamo, imenujemo topološke invariante ali topološko nespre
menljive vrednosti. Tako je očitno medsebojni vrstni red točk

topološka invarianta, ni pa topološka invarianta razdalja med dvema
točkama.

(c) Dve krivulji, za kateri velja, da lahko drugo iz druge dobimo s to
pološko preslikavo, imenujemo topološko ekvivalentni ali topo
loško enakovredni.

Na primerih premislimo in utrdimo pomen teh pojmov.

1. Katere od narisanih krivulj so topološko enakovredne krožnici? (Ne
pozabimo, da ne smemo ničesar razrezati ali zlepiti!) Takim krivu
ljam pravimo enostavno sklenjene krivulje.

Li U PD
(a) (b) (c) (d)

OO--O~
(c) (1) (g)

1 Beseda topologija je grškega izvora: Ton:oa pomeni v grščini kraj. Topologija je
torej nauk o kraju, o legi .
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2. Na risbah je več parov kr ivulj . Ali lahko prvo krivuljo iz par a to

pološko preslikamo v drugo krivuljo?

(a) (b)

(c)

J Y
(d)

)( cx) 8 5J
~) (O

~sy~o
(g) (h)

3. Katere od narisanih krivulj so to pološko enakovredne daljici AB?

(b) (c)
·0

(d)

(e) (O (g) (h)
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4. Katere me d naslednj imi petimi risb ami so topološko en akovredne?

(a) (b) (c)

(d) (c)

5. Med naslednjimi pari risb poišči take stopološko enakovrednimi ris
bami. Če se t i zdi, da sta risbi nekega par a top ološko enakovredni,
označi na drugi od obeh risb možni pol ožaj točke A', ki je slika točke

A pri topološki preslikavi. Če je za A' možnih več položaj ev, označi

vse.

A

Qg Q H~
(a) (b)

O ~ r:!:PV ~
(c) (d)

4" / ~A Ji
(c) (f)
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6. V kaj vse lahko spremenimo hrošča? Slika prikazuje or iginalnega
žužka in dve ideji za njegovo topo loško preobrazbo.

(n) ( h) (e)

7. Nariši naslednjim risbam nekaj to pološko enakovrednih risb . Poskusi
naj ti t ud i čimbolj preprost e (oglej si sličico s petelinom ob naslovu
tega prisp evka ).

(d)

(b )

(e)

""'= 7
(a)

N e kaj o dgovorov :

1. (a), (d), (e), (g)
2. (a) Da. (b ) Ne. (c) Da . (d) Da. (e) Ne. (I ) Da. (g) Da. (h) Da.
3. (a) , (d), (f) , (h)
4. (a ) , (b) in (d) ; (c) in (e)
5. (a) , (b ), (c) , (e) , (f); točke poiščite sami.

M arij a Vencelj
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PITAGOROV IZREK IZ TRAPEZA

B

Slika 1.

A

Za dokaz Pitagorovega izreka obstaja več načinov , med katerimi so prav
preprosti tisti, v katerih uporabljamo ploščino likov. Oglejmo si primer,
kako Pitagorov izrek izpeljemo z uporabo trapeza.!

Vzemimo pravokotni trapez
ABCD, ki ima za osnovnici a in
b, višina pa je enaka vsoti njunih
dolžin a + b. Na stranici AD je
točka E oddaljena od oglišča A za
a oziroma od oglišča D za b. Tri
kotnika ABE in CDE sta očitno

pravokotna in skladna. Njuna hi
potenuza je c, kateti pa sta a in b,
kot je označeno na sliki 1. Pravo
koten je tudi trikotnik BCE, kar
sledi iz komplementarnosti kotov
ain {3 .

Srednjica trapeza ABCD je ~ (a+ b), njegova višina pa a+b. Ploščina
trapeza je enaka produktu srednjice in višine, hkrati pa vsoti ploščin pra
vokotnih trikotnikov ABE, CDE in BCE, zato velja:

Od tod dobimo enakost

1 2 1 2 1 2-a + ab+ - b = ab + - c .
2 2 2

Po preureditvi sled i Pitagorov izrek:

Marko Razpet

1 Tako je Pitagorov izr ek leta 1876 dokazal Garfield , član ameriškega Predstav

niškega doma, kasnejši predsednik ZDA (op. urednice) .
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STO LET KATODNE CEVI

Fizika I

Gledate televizijo ? Računate ali
tipkate na računalnik? V obeh pri
merih je pred vami zas lon katodne
cevi. Popravljalci televizijskih in
radijskih sprejem nikov t er razisko
valci pogosto zasled ujejo časovni

potek hitrih poj avov z osc ilogra
fom. Tudi vanj je vgrajen a katodna
cev . Katodno cev je pr ed st o leti
prvi up orabil Ferd inand Braun.

Ca rl Ferdinand Braun (slika 1)
je bil roj en let a 1850 v Fuldi . Štu
di ral je na univerzah v Marburgu in
Berlinu. Št udij je končal let a 1872 .
Dve leti je poučeval na gimnazij i,
potem je po stal profesor najprej na

univerzi v Marburgu in let a 1880 Slika 1. Ferdi nand Brau n (185 0- 1918) .
na un iver zi v Strass burgu. Nekaj
časa je pr ed aval na tehniški visoki šoli v Karlsruheju in na univerzi v
Tiibingenu. Let a 1895 se je kot profesor in rav natelj fizikalnega inšti tut a
vrnil v Strassburg.

Najprej je pod vodstvom Georga Hermanna Quinckeja raziskoval
nihanje strun in palic. Nato je preučeval vpliv tl aka na t opnost soli .
Let a 1874 ga je zanimalo, kako prevaj ajo električni to k nekat eri minerali.
Braun je ugot ovil , da tok pogost o ni sorazmer en z napet ostj o in torej ne
velja Ohmov zakon. P oleg t ega je bil upor odv isen od smeri. Na kristal
je priključil kovinsko konico in d ru gi priključek ter tok dobil samo v en i
sme ri. Naprava je delovala kot usmernik. P oskusi z visokofrekvenčnim

to kom so ga let a 1897 pripeljali do katodne cev i. Izdelal je tudi natančen

elekt rome ter. Let a 1898 se je Braun začel ukvarj ati s pr enašanjem Mor
sovih znakov z visokofrekvenčnimi to kovi t ud i po vodi. Pri tem je sledil
Gug lielmu Marconiju, ki si je že od let a 1897 prizad eval , da bi z radijskimi
valovi prenašal sporočila . Dosegel je razdaljo okoli 15 km , a t e razd alje ni
bilo lah ko preseči. Višja napetost ni pomagala. Nekaj večjo razd alj o so
dosegli le z 300 m dolgo žico kot ant eno , ki je vise la z balona. Ted aj so od
dajno anteno priključili nep osredno na krog z izvirom. Električno nihanje
vanteni ni im elo določene frekvence in je bilo močno dušeno. Braun je
do gn al , da precej energije po rabi iskra v iskrišču , ki je bilo od Hertzevih
časov sestavni del kroga . Z nihajnim krogom iz kon denzat orj a in tuljave
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so najprej dosegli , da je to k nihal z določeno frekven co. Br aun je let a
1899 pat en tiral kr og s kondenzatorj em in t uljavo brez iskrišča. Oddajno
anteno je induktivno sklopil na nihajni krog tako, da je sestavil tulj avo v
krogu in drugo t uljavo vanteni v nekakšen transformator. Tako je pre
cej zmanjšal dušenj e. Nato se je posvetil radij skemu pren osu v določeni

smeri. Najprej je to dosegel t ako, da je nagnil anteno iz navpične smeri .
Let a 1902 pa je uporabil t ri ante ne v ogliščih enakostraničnega trikotnika.
Veni od njih je tok za četrt nihaj a pr ehi t eval t okova v drugih dveh . Pri
delu z radij skimi valovi st a mu bili v pomoč obe njegovi odkrit j i: kri st alni
usmernik in katodna cev . Dognanja je zbral v knjižici Brezžična telegrafija
p o vodi in zrak u. Leta 1909 je skupaj z Guglielmom Marconijem dobil
Nobelovo nagr ado "za prispevke v razvoju brezžične te legrafije" . Let a
1915 je odpotoval v ZDA, da bi pričal v nekem patentnem spo ru , pove
za nem z radijskimi valovi. Let a 1917 , ko so ZDA vstopile v voj no, so ga
internirali. Umrl je leta 1918 pr ed koncem vojne.

Spomladi let a 1897 je J oseph John Thomson ugotovil , da sestavlj aj o
katodne žarke negativno naelektreni delci. Tako je sklep al, ker je kato
dne žarke odklanj al s prečnim magnetnim in prečnim električnim polj em .
Ist ega leta je Ferdinand Braun objavil članek z naslovom O postopku
za prikazovanje in raziskovanje časovnega p oteka sprem enljivih tokov. V
njem je poročal o poskusih s katodnimi cevmi, ki mu jih je po njegovih
navodilih izd elal Ge isslerjev nas lednik v Bonnu. Veni od njih , ki se mu
je zde la posebno pripravna , je bi la katoda K iz aluminijeve pločevine , ko
vinska žička kot a noda A, zas lonka C iz aluminijeve pločevine z odprtino
s preme ro m 2 mm in s fluor escentno barvo namazani zas lon D iz sljude
(slika 2). Z zas lonko je Braun omejil katodne žarke v ozek curek. Na
mest u, na katerem so zadeli fluorescentni zas lon , je bilo opazit i drobno
svetlo pego. Med anodo in katod o je priključil influenčni st ro j, ki je daj al
razme roma visoko enosme rno napetost. Nekatere po skuse je naredil t udi
z induktorj em .

,
,
i'

+---- --- -16 cm.----------+ C D
,..---- ----19 cm.- - ---- -- - --- - -,--- - - - - - -'-- -

.11

Slika 2. Katodna cev Fe rd inanda Brauna iz članka pred sto leti .

Pod cev je v bli žini zaslonke postavil t uljavico z vod oravno osjo in
speljal skoznj o električni t ok. Pega se je premikala gor in dol po zaslonu,
ko je spreminjal tok skozi t uljavico. Odklon pege je bil sorazme ren s
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tokom po t uljavici in ni bilo mogoče opaz it i, da bi bil odklon od visen od
frekven ce. Spre me mba odklon a je brez zakas nitve sledila spreme mbi t oka.

Braun je po t uljavici spe lja l izmenični t ok iz st rassburške električne

cent rale s frekvenco 50 s-l . Zaradi nihajočega to ka v t uljavici je hi t ro
nihajoča pega na zaslonu dala navpično črto. Z vrtečim se zrcalom je pego
projiciral na steno in opazil sinus no kri vulj o. Primerj al jo je s krivuljo , ki
jo je dalo nihanje glasb enih vilic s to frekven co, in zadovoljen ugo tovil, da
se krivulji dobro ujemat a (slika 3).

Slika 3. Nihanje električnega t ok a (levo ) se uj ema z nih anjem glasben ih vilic z enako
fre kvenco . Braun je oboje opazoval z vrtečim se zrcalom .

Nat o je skozi t uljavico z navpično osjo spustil izmenični tok in postavil
pod njo paličasti magn et, ki ga je hitro vrtel oko li navpične osi . Na zas lon u
je Braun dob il sklenjene krivulje, če se je magnet vrtel s frekvenco , s kater o
je nihal to k, in s prim erno fazno razliko. Opazoval je Lissajousove kr ivu lje,
ki nastanejo, ko sestavimo nihanji v pravokotih smere h (slika 4). Uporabil
je tuljavici s pravokotnima osema v dveh krogih , ki sta bila induktivno
sklop ljena. Opazoval je, kako se je oblika kr ivulje spremen ila , ko je v
enega izmed kr ogov vključil kondenz at or.

lJ

I·_'----+--~t....

b

Slika 4 . Lissa jo usove krivulje, ki j ih j e B raun opazova l neposredno na zaslonu svoje
cev i.

Braunova cev , v kat er i prep oznamo predhodnico današnj ih katodnih
cevi, je im ela vrsto pomanjkljivosti . Najprej je bil v njej ost anek plina ,
sicer ne bi bilo katodnih ža rkov. V današnjih ceveh z zelo dobrim va
kuumom daje curek elekt ronov elek tronsk i top . Sestavljata ga drobna
katoda , ki jo greje električni tok, da iz nje izh lapevajo elekt ro ni, in anoda ,
na ka te ro je priključena visoka pozitivna napetost pr oti kat odi. Skozi
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drobno odprtino v anodi izhaja curek elektronov . Dodatne elektrode med
katodo in ano do poskrbijo, da je pega na zaslonu čim manjš a . Poleg tega
imajo današnj e katodne cev i vgrajen majhen konden zator z navpičnima

ploščama, na kat eri je priključena žagasta napetost , ali ob vr atu par t u
ljav z navpično osjo , skozi kateri poganjamo žagast tok. S tem dos ežemo,
da pega en akomerno potuje od levega roba zas lona na desno in se hitro
vrne na levi rob . Nape tost , katere časovni potek nas zanima, priključimo

na konden zator z vodoravnima ploščama ali na par t uljav z vodoravno
osjo . Tako lahko časovno odv isnost op azuj em o neposr edno na zaslonu in

. ni treb a uporabiti vrtečega se zrcala . Pri t elevizijskem sprejemniku ali
računalniškem zas lonu poganjamo tudi skozi drugi par t uljav žagast tok,
le da z nižjo frekven co, tako da pega potuj e t udi z vrhnjega roba zaslona
navzdol in otipa ves zaslon . Z napetostjo med katodo in eno od dodatnih
elektro d vplivamo na izdatnost elektro nskega curka in s t em na svetlost
pege na zas lon u .

Za nameček omenimo induktor, ki so ga up orablj ali Braun in drugi ,
t udi Conrad Wilhem Ront gen , ko je odkril rentgensko svet lobo . Tedaj ni
bilo razširj en ega električnega omrežja z izmenično napetostj o in zato ni
bilo t ransformatorjev. Namesto njih so uporablja li induktorje. Šop med
seb oj izoliranih deb elih železnih žic so ovili s primarn o tuljavo z N i ovoj i
debele žice in to s sekundarno tuljavo z N 2 ovoj i tanke žice. Na primarno
tuljavo so priključili ak umulatorsko baterijo in mehanično prekinjalo. Na
sekundarno t uljavo so priključili elektrodi v cevi z razredčenim pl inom . Ta
cevi ni bilo napet osti, ko je poganjala akumulatorska bater ija po primar
nem krogu konstanten tok . Nape tost se je inducirala na cevi v su nkih ,
ko je prekinj alo prekinilo tok ali ga zop et sklenilo. Sunek napetosti ob
prekinitvi, ko se je zmanjšal magnet n i pretok, je bil drugače obrnjen kot
sunek nap etosti ob vklj učitvi , ko je magnetni pretok narasel. Morda bo
kdo prip omnil, da je bila elektroda cevi zdaj anoda zdaj katoda, in podvo
mil v to , da je naprava sploh delovala. Tranformator za res na sekundarni
strani daje N 2 / Ni-krat višjo izmenično napet ost, če ga priključimo na
primarni stran i na izmenično napetost . V tem primer u je treb a uporabit i
usmernik, ki ga te daj še niso imeli.

Njegovo vlogo je mimogred e opravil induktor. P o indukcijskem za
konu Ui = t::..<f! / t::.. t inducirano napetost določa hitrost spreminjanja ma
gnetnega pr et oka <f! . Če je električni to k skozi akumulatorsko baterij o in
z njim magnet ni pretok naraščal počasi, ko je bilo prekinjalo sklenjeno, se
je induciral razm eroma nizek sunek napetosti. Če se je električni tok in z
njim magnetni pretok hitro zmanjšal, ko je prekinj alo to k prekini lo, se je
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induciral razmeroma visok , nasprotno obrn jen sunek napetosti (slika 5) .
S t em , da je cev delovala v sunkih , se je bilo pač treba sprijazniti . V
ur avn avanju en ih in drugih sunkov s spretno rabo prekinjala in iskre, ki je
nas tala v njem, so bili t edanji raziskovalc i katodnih žarkov pravi mojstri .
To je veljalo tudi za Braun a.

napetost

l I
~IS

l •
cas

0,1OS cas

Slika 5. Časovna odvisnost toka po krogu s pr ek inja lom v induktorju (zgoraj) in su nk i
inducira ne napetosti na cev i (spodaj) .

Influenčni stroj i so bili dokaj muhast i, zato so namesto nj ih in in
duktorjev nekaj časa uporablj ali visokonape tostne akumulatorske bate
rije. Zna menit a je bi la harvardska baterija, ki je s svoj im i 20 160 celicami
zmogla nap eto st 40000 V. Ko t si je mogoče misliti , so ime le t ud i te svoje
pomanjkljivosti . Za to so jih ob uvedbi i zmeničnega to ka zame njali t rans
formatorji in usmerniki.

Janez Strnad

VSOTA IN PRODUKTA

Zapišimo število 1997 kot vsoto (ne nuj no različnih) naravnih šte vil,

1997 = n I + ... + nk .

Sp rašuj em vas, kolikšn a je najmanj ša in kolikšna največj a mogoča vre
dnost produkta n I . . . .. nk .

Mart in Ju van
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KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS
ob stoletnici smrti

Francoska revolucija in doba Napoleona
sta ustvarili izredno ugodne možnosti za
razvoj matematike. Industrijska revolu
cija je spodbudila gojenje fizika lnih zna
nosti in ustvarila nove družbene razrede
z novimi pogledi na življenje, razrede,
ki sta jih zanimali znanost in tehnična

vzgoja. V akademsko življenje so pro
drle demokratične ideje, kritizirali so za
starele ob like življenja. Šole in univerze
so reformirali in pomladili. Znanstveno
delo kot celota se je še bolj oddaljilo od
zahtev ekonomskega življenja in vojsko
vanja. Pojavili so se specialisti, katere je
znanost zanimala zaradi nje same. Zveze
s prakso niso nikoli popolnoma prekinili,
toda pogosto je ostala skrita. Matema
tiki devetnajstega stoletja niso bili več na
dvo rih ali v salonih aristokracije . Obi
čajno so bili v službah na univerzah in
so bili obenem učitelji in raziskovalci.

Z de li Weierstrassa, očeta moderne analize, se je začela nova doba
matematike, doba kritično-logične natančnosti. Weierstrass je bi l v prvi
vrsti logik. Delal je počasi, sistematično , korak za korakom. Izhajal je
iz definicij . Uspelo mu je sestaviti primer zvezne funkcije, ki ni nikjer
odvedljiva. To pomeni, da ji v nobeni točki ne moremo narisati tangente
(članek na to temo je bil objavljen v 2. številki XXIV. let nika Preseka).
Ker si take funkcije ni moč intuitivno predstavljati, se je pojavila zahteva
po jasnejšem razumevanju pojmov limite, zveznosti in odvajanja.

Karl Theodor W ilhelm Weierstrass se je rodil 31. oktobra 1815 v
Ostenfeldu v Nemčiji. Oče Wilhe lm je delal kot pruski davčni uslužbenec
in vsa družina se je zato pogosto selila. Tako je mladi Karl zamenjal cel
ducat osnovnih šol po manjših krajih Nemčije, ki so sedaj znani edino
po tem, da je tam živel Weierstrass kot otrok. S štirinajstimi leti je
bil sprejet na katoliško gimnazijo v Padelbornu. Bil je izredno nadarjen
učenec in domov je redno prinašal nagrade in pohvale. Po pouku je de lal v
bližnj i trgovini, ki je, tudi po njegovi zaslugi, zelo uspešno poslovala. Oče,

starokopiten in ukazovalen človek, si je za sina zamislil bleščečo državniško
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karier o. Poslal ga je na univerzo v Bonn študirat pr avo in ekonomijo.
Karlova velika želja pa je bil št udij matematike in sorodnih ved . Konflikt
med očetovo in lastno željo mu je povzročil veliko duševnega trpljenja.
Kmalu je Wei erstrass nehal obi skovati pred avanja. Čas si je kraj šal s
popivanjem, veselj ačenjem in branj em matematičnih knjig. Po štir ih let ih
se je vrnil domov brez kakršn e koli diplome.

Oče je bil razočaran . Družinski prija telj , ki je Karla poznal že od
malih nog, je pred lagal, da se vpiše na Teološko in filozofsko fakulteto v
Miiunstru, kjer se bo izšolal za učitelj a . Tamkaj šnjim profesorjem je moral
skesano ob ljubiti, da ne bo nadaljeval s pr ejšnjim načinom življ enj a .

Karl je bi l ed ini št ude nt , ki je obiskoval matematična predavanja pro
fesorj a Gudermanna . Ta ga je sez nanil s teorijo eliptičnih funkcij in deli
Ab ela . Weierstrass se je že takrat odločil, da bo vse svoje sposobnos t i na
menil nedokončanemu delu pr ezgod aj umrlega Abela . Vsa ost ala (danes
celo bolj cenjena) dela so nastala kot st rans ki rezu lt ati njegovega osnov
nega delovanja. Njemu do lgujemo, da danes obst a ja sog lasje gled e vseh
rezul t a tov in najbolj zaplet enih vprašanj , ki zadeva jo teorijo diferenci
alnih in integralnih enačb. Ukvarjal se je s teorijo funkcij , konvergen co
potenčnih vrst in s tako imenovanimi Abelovimi funkcijami.

Og lejmo si osnovno idejo , na kateri je teme lj ilo Weierstrassovo delo.
Potenčna vrsta je formula ob like aa + al z + a2z2 + ...+ anzn + ...,
kjer so koeficienti aa , al , a2, . .. konstantna števila , z pa spre me nlj ivka .
Končne vsote ob like aa , aa + al Z, aa + al z + a2z2 , ... imenujemo delne
vsote. Če za izbran z delne vsote konvergirajo k nekemu številu , potem
rečemo, da potenčna vrsta v točki z konvergira k temu številu , ki ga
im enujemo limit a . Za vse vred nosti z, pri kater ih potenčna vr st a kon
vergira , lahko limito izračunamo do polj ubne natančnosti . To naredimo
tako, da sešt ejemo dovo lj členov v delni vsoti.

Rešitve večine matematičnih problemov, ki izhajajo iz fizike, ne
znamo zapisati kot končni izr az element arnih fun kcij (na prim er log ,
sin, ...) . Rezultat po navadi zapišemo v obliki potenčne vrste in nato
numerično računamo vr ednosti do natančnosti, ki se zahteva. Če vrsta
ne konvergira , je t o ponavadi zn ak , da smo se zmotili.

Naslednj ih petnaj st let je bil Weierstras s zaposlen kot sred nješolski
učitelj . Poučeval je fiziko , nemščino , geografijo, t elovadbo, lepopisje, celo
matematiko. V vse h teh let ih ni im el nobenega st ika z drugimi matema
t iki, ni ti dostopa cio kake matematične knji žni ce. Po njegovih besedah so
bila to let a neskončne otožnost i in dolgočasja. Anekclota pravi , da potem ,
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ko se je celo noč ukvarjal z nekim problemom, ni hotel iti v šolo, dokler
ga ni rešil.

Leta 1845 je posla l svo je izsledke znani matematični reviji Jurnal
fur reine und angewandte Mat1Jematik. Ko so jih objavili , so se vsi tedaj
vodilni matematiki spraševali, kako je možno, da tak genij tiči skrit v neki
srednji šoli . Takoj so mu ponudili častni doktorat na berlinski univerzi .

Kot profesor je Weierstrass slovel kot izreden predavatelj. Zanimivo
je, da zaradi šibkega zdravja ni nikoli sam pisal po tabli . Vse je skrbno
narekoval študentom. Tako se je tudi ohranila večina njegovih de l. Sam
namreč ni objavljal. Do svojih člankov je b il tako kritičen, da se mu nikoli
niso zdeli dovolj izpiljeni za objavo. Izvrstno pripravljena predavanja in
nove t eorije so njegovo ime pones le po vsej Evropi. Njegova predavanja
je obiskovalo več kot 250 slušateljev. Med njimi so bili : Georg Frobe
nius, Oskar Bolza, Ludwig Thome, Otto Holder , Felix Klein, Sophus Lie,
Herman Minkovski, Mittag-Leffler, .. . Vedno je bil poln predlogov za di
sertacije in raziskovalno de lo svojih študentov.

Posebej moramo omeniti nj egov odnos s Sonjo Kovalevsko (članek o
nj ej je bil objavljen v 3. števi lki XIX. letnika Preseka), njegovo naj ljubšo
študentko. Dopisovala sta si do nj ene smrti .

Zadnja leta W ierstrassovega živ ljenja so bil a nesrečna. Najprej je nje
gove teorije javno napadel do lgoletni prijatelj in sodelavec Leopold Kro
necker. Sonjina smrt ga je duševno popolnoma strla. Zažgal je vse , kar ga
je spominjalo nanjo. Zadnja tri let a je bi l priklenjen na invalidski voziček.

Zanj sta skrbeli dv e sestri, saj se sam ni nikoli poročil. Umrl je leta 1897,
stal' 82 let.

Anita Močnik

NA GUGALNICI
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Ko liko tehta racman in koliko zaj ček , če tehta sova kilogram in pol ,
kokoška 2 kilograma in po l, vse štiri živali skupaj pa 20 kilogramov?
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Marija Vencelj



Astronomija I
SENCOMER

Predstavljam vam preprosto napravo, s kat ero lahko v po ljubnem t renutku
hitro izmerimo do lžino sence oziroma višinski kot Sonca , seveda v sončnem

vr emenu. Dal sem ji ime sen comer (slika 1).

, s.
" 'o~ ..

" " ~Ci?"

~...~
....(>

'tI
~• ~o,e' ....-c e

~(,

Slika 1. Sen camer; v - v išin a stožca, s - d olžina nj egove sence na vodoravn ih t leh , (3 
višins ki kot Sonca . Do lžinsko skalo izdela mo tako, d a od sred išča S os novne ploskve
stožca vzdolž ploščice nanesemo d olžinske enote (np r. cm) , ska lo za višins ki kot pa
lahko izd ela mo na več načinov : eden je iz enačbe tg (3 = :; . Pri kon st ant ni (zna ni )
v išini (npr. v = 10 cm) in od bran ih višinskih kotih vsakič izračunamo dolžin o sen ce
s = t;{3 in jo označimo s črt ica na ska li za višins ki kot (g I. še Presek 13, str . 153).

Dolžino sen ce al i višinski kot Sonca la hko v tem primeru hitro in sko raj i s točasno

odberem o.

Glavna dela sencomera st a pokončen slok stožec in vodoravno posta
vljena deščica ali karton z dolžinsko in kotno razdelit vijo na ist i st rani
deščice al i pa na različnih straneh, kamor stožec meče senco. (V bistvu
že zadostuje samo stožec, če imamo merilec za do lžino vedno pri roki .)
Na enem koncu deščice označimo krog za osnov no ploskev stožca . V ta
krog n.a.rrr e sst.irrr o stožec t ako, d a nj e g o va s enc a ved no pade n a vodoravno

ploščico (slika 2 na IV. strani ovit ka) .
Ob vzhodu ali zahodu Sonca ne moremo opazovati sence navpičnega

stožca na ploščici , ker je neskončno do lga. Dob ro ur o po vzhodu pa je
Sonce že to liko visoko, da senco lahko opazujemo, čeprav je še nekoliko
razmazana . Kako uro pred za ho do m Sonca in pozneje so sence sp et tako
dolge in razmazane, da jih ne moremo dobro opazovat i. Najbolje jih torej
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opazujemo od sred ine dopoldneva do sr ed ine po po ldneva. V tem času

lah ko pr ecej natančno merimo dolžino sence, ki se do poldneva kr aj ša
(zakaj?), op oldne je najkrajša , po poldne pa se daljša. Sestavimo na primer
takole preglednico:

K raj: Datum :

čas opazovanja d olžin a sence opom be
(ura) (v cm )

9.

10 .

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Slika 3. Graf odvisnost i d olžine se nce od d nev
nega časa za dva d at uma .
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Na osnovi preglednice nato na
rišemo graf odvisnosti dolžine
sence od dnevnega časa. Graf
je vsak dan drugačen , sa j ima
Sonce vsak dan nekoliko dru
gačno navidezno pot nad ob
zorjem (slika 3) .

Zan im ivo je opazovat i pr e-
mikanje sence, ki jo meče mi
rujoč st ožec ali kak drug nav
pično postavljen pred met (npr .
ravna palica) na vodoravna tl a .
Dvoje la hko ugotovimo pri te m
premikanju : orientiramo se in
ocenimo kotno hitrost vr t enj a
Zem lje, kaj t i p remikanje sence
je posled ica vrtenja Zemlje.

Orientiramo se takole: Vrh sence stožca se v času nekaj minut pre
makne pro ti vzhod u (slika 4). To sme r Vl V2 začrtamo in orient ac ija je
končana , saj za znajdenje na zemlj išču zadost uje že ena smer . O določitvi

vr ednosti kotne hitrosti vr t enja Zemlj e pa je že pisal P resek v 6. številki
21. letn ika.
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Slika 4. Orient aci j a po senci , ki jo meče navpični

predmet na vodoravna t la .

Astronomija I

Senco stožca lahko op azu
jem o vsake pol m eseca . Za
pazimo razlike med grafi (sli
ka 3) . To, da se d olžin a opol
dans ke se nce stožca med let om
spreminja, je odvisno od navi
deznega let nega gibanja Sonca
m ed zvez dam i, ka r je posled i
ca kroženja Zemlje okrog Son 
ca (spom nite se na let ne čase) .

Dnevno in letno sprem injanje
se nce sta t orej posled ici vr te
nja in kroženja Zemlje, na kar
človek morda sploh ne pomisli .

Povejmo še nekaj o višins kem kotu Sonc a . To je kot med vodo
ravno ravnino in smerjo proti Soncu , natančnej e p rot i njegovemu središču.

Označimo ga z (3 . Ob vz hodu Sonca je (3 = O. Potem se vse dopoldne veča .

Opold ne, ko je Sonce na jugu , je največji (v Ljublj ani ob kresu 68° , ob
božiču pa 20°), na t o pop oldne pada in ob zahodu je spet (3 = O.

Višinski kot Sonca lahko ugotovimo na več načinov. Za vs ako opa
zovanje senc e na rišem o pravokotni trikotnik, kater ega ka t eti st a senca in
višina stožca, višinski kot , to je kot med senco in trenut nim Sončevim

žarkom (hipotenuzo), pa izm erimo s kotomerom. Uporabimo lahko t udi
enačbo , naved en o v podpisu k sliki 1. Vend ar je to zamud no . Dost i bo
lje je , da za višins ki kot na deščico že vriše mo ska lo v kotnih stopinjah
(slika 1) . Tako la hko v poljubnem času z lahkot o odberemo vre dnost
višinskega kot a skoraj zagotovo na stopinjo natančno .

Spet lahko med dnevom merimo višinski kot Sonca in sestavimo pre
glednico :

Kraj : D atum:

čas opa zovanj a v iš inski kot Sonca opombe
(ura) (v stopinjah)

9 .

10.

I l.

12.

13.

14 .

15 .

16 .
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Nato narišemo ustrezen graf (sli
ka 5). Ponovno lahko v različnih

dnevih merimo višinski kot Son
ca in grafe primerjamo med se
boj . Če nas zanima samo spre
minjanje opoldanskega viš ins ke
ga kota Sonca med let om , me
rimo v različnih dneh samo okoli
poldne. Graf sp reminjanja višin
skega kota Sonca opoldan v let u
1997 za Ljubljano kaže slika 6.
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Slika 6 . Spreminjanje opoldanskega višin
skega kota m ed let om v Ljubl j an i.
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Slika 5. Spreminjanje višinskega kot a Sonca
v Ljubljan i d ne 10 . 4 . 1997.

S stožcem pa lahko naredi
mo še naslednje zelo zanimivo
opazovanje: Postavimo ga na bel
papir na vodoravnih tleh. Pa
pir in stožec ves čas opazovanja
nič ne premikamo. Vsake pol ure
(na primer od 9. ure dalje do
približno 16. ure) zarišemo vrh
sence. Popoldne, ko zaključimo

z opazovanjem, vrhove senc po
vežemo. Dobim o krivuljo, po ka
t eri se je vr h sence stožca spre
hajal po papirju tistega dne. Do
kazati se da, da je ta krivulja h i
pe rbola, in t udi pokazati, zakaj
je vsak dan drugačna.

Takšne krivulje lahko opazujemo t udi na prostem, vendar je z opazo
vanjem kar nekaj dela. Namesto majhnega stožca vzamemo kol, preklo,
drog. Sam sem opravil res veliko takšnih opazovanj (slika 7 na IV . strani
ovitka) . Prav zadovoljen sem bi l, ko sem na koncu dob il odlično ujema
nje teorije in prakse . Teoretična razglabljanja prekoračujejo raven tega
prispevka, praktično de lo pa je povsem preprosto . Poskusite se še vi kak
sončen dan v letu spoprijeti s takšnim opazovanjem sence in dobiti zani
mivo krivuljo, po kateri se po vodoravnih tleh premika vrh sence vašega
stožca ali kakega drugega pokončnega predmeta.

Marijan Prosen



Mat ematika I

o ŠTEVILIH 11. . . 1

V zapisu števil

1, 11 , 111, 111 1, . .. , 11. . . 1, . . . (1)

nastopa le števka 1. (Osnova je deset .) Ogledali si bomo dve nj ihovi
las t nost i. Znak Jn naj pomeni število ob like (1) z n enkami , npr. h =
=1111111.

Prva las tnost se tiče delit eljev števil oblike (1) . Vsa so lih a , zato niso
delji va z 2; pa t udi s 5 ne, saj se ne končujejo na O ali 5. Za delit elje
pridejo tako v poštev le števila tuja 10. In zanim ivost:

A. Vsako št evilo, ki j e t uje 10, j e m ed deli telji šte vil oblike (1 ).

Prepričajmo se !
Naj bo n naravno števi lo , večje od 1 in t uje 10. Po glejmo števila

(2)

Po delitvi z n j ih lahko za pišemo

J I = kl n +Tl , J2 = k2n+ T2, ' . . , Jn = knn +Tn , Jn+l = kn+ln+Tn+l .
(3)

Kvoc ien ti kI , k2, . . . , kn , kn+l so nenegati vna cela števila, ostanki
TI, T2, " " r« , Tn+l im ajo vrednosti med števili

O, 1, 2, . . . , n - 1 . (4)

Števil (2) je n + 1, ostankov (4) je možnih le n . Zato morata vsaj dva
ostanka v (3) imeti isto vrednost. Naj bo npr.

(5)

t or ej sledi

P o drugi st rani velja

Sled i

(k t - ks )n = 105 . J t - s . (6)

Po privz etku je n t uj številu 10. Zato (6) pove, da n deli J t - s ' Toda to
je eno od št evil JI , h , . .. , Jn' saj je 1 ::; t - s ::; n zarad i (5) . Trdit ev A
je dognana .



Matematika

Ugotovit ev A velja seved a poseb ej za vsako praštevilo , različno od 2
in 5. To pomeni , da se m ed prafaktorji števil (1) nahaj aj o vsa praš tevi la
razen 2 in 5.

P rašt evilsk i razcep začetnih števil iz (1) navaj a preglednica :

J 2 = 11 =11

J 3 = 111 = 3 · 37

J 4 = 1111 = II . 101

J 5 = 11 111 = 41 · 271

J 6 = 111111 = 3 · 7 · 11 . 13 ·37 (7)

J 7 = 1 111111 = 239 . 4649

J 8 = 11111 111 = 11 ·73· 101 . 137

J 9 = 111 111 111 = 32 · 37 · 333667

J lO = 1 111 111 111 = 11 · 41 · 271 · 9091

Videli smo, da je pri n t ujem 10 vsaj eno od števil JI , J 2, . . . , Jn
delj ivo z n . Najmanjš i indeks , za ka t erega to velja, zaznamujemo s c(n ).
Iz prvih t re h vrstic v (7) izha ja , d a 101 ni delit elj za JI = 1, J 2, J 3, pač
pa 101 deli J4 . Zato je c( 101) = 4.

Ker je med števili JI , J2, . .. , Jn vsaj eno, ki je delji vo z n , je izpol
nj en a ocena

c(n) :::; n . (8)

S pomočj o (7) ses t avimo pregled nico štev il c(n) za n , 1 < n :::; 41, ki
so t uja 10; kjer c(n) iz (7) ni razv iden , je post avljen vprašaj :

c(3) = 3

c(7) = 6

c(9) = 9

c(l1 ) = 2

c(13) = 6

c(17)= ?

c(19) = ?

c(21) = 6

c(23) = ?

c(27) = ?

c(29) = ?

c(31) = ?

c(33) = 6

c(37) = 3

c(39) = 6

c(41) = 5

(9)

Pri vprašaj ih lahko z računom prever imo, d a je:

c(17) =16

c(19) = 18

c(23) = 22

c(27) = 27

c(29) = 28

c(31) = 15
(10)
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Ker je za radi (9) in (10)

c(3) = 3 c(9) = 9 c(27) = 27 ,

ocen e (8) ne moremo izboljša t i. V podrobnejši opis , kako je c(n) odvisen
od n, se ne bomo spuščali .

Obrnimo se k drugi last nost i št evil (1).
Nas lonili se bomo na zn ano dejs tvo: Če j e naravno število a večje od

1 in t uje 10, je decirnalni zap is za ~ čisto periodičen . Np r. k = 0,3 in

do lžin a (osnovne) peri ode je ena; l ~l = 0,009 9 in dolžina periode je štiri.

V nadaljnjem na j bo q praš t evilo , večje od t r i. Če j e p tako praštevilo ,
da ima 1 dolžino periode enako q, je

p

(11)

in št evke Cl,C2, .. . ,C<] so vzete med vrednostmi 0, 1,2 , . . . , 9. Ker im a k
peri odo dolžine ena , do lžina periode v (11) pa je q ~ 5, je p =1= 3. Če ~

množimo z 10<] in nato odštejemo ~ , dobimo iz (11)

10<] - 1 _ <] - 1 <] -2
- - - - Cl . 10 + c2 . 10 + ... + c<] .

p

Če označimo naravno število na desni z b, j e

10<] - 1 = bp

in zarad i 10<] - 1 = 9J<] tudi

9J <] = bp.

Dobljen a enakost pove, da p d eli 9J<]; potem pa p deli J <] , saj za praštevilo
p velja p =1= 3.

Tako sm o ugotovili : Vsako praštev ilo p , pri ka t er em je dolžin a per iode
štev ila ~ enaka praštevilu q ~ 5, je faktor v J <] . Z nekaj več priprave je

mogoče do gnati: Če j e q prašt evil o nad tri in praštev ilo p faktor v J <] , j e
dol žin a periode štev ila ~ enaka q.

Z drug imi besed ami:

B. Če j e praštevilo q večje od t r i , se praštevila p , za kater a im a 1 do lžino
p

p eriode q, na tančno uj em aj o s prafaktorji šte v i l a J <] .
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Vzemimo kot zgled q = 5. Iz (7) vidimo , da je J5 produkt prafaktor 
jev 41 in 271. Velja

1 - 
41 = 0,02439

2~1 = 0,00369

in števili 4\ ' 2~1 imata res dolžino periode enako pet; po trd it vi B sta 41,
271 edin i praštevili p , za kateri ima ~ dol žin o periode pet .

Opomba. Kad ar n ni prašt evilo, nastopaj o v Jn tudi prafaktorji p , pri
katerih je dol žin a periode števila ~ manjša od n . Po (7) im a J 8 prafaktorje
11, 73, 101, 137 . Tu je

1 -
- = 0 09
11 '

_1_ = 0,0099
101

7
1
3 = 0,01369 863

_1_ = 0,00729927
137

in poj avljajo se period e dol žin 2, 4 in 8.

Naloge.

1. Pokaži , da za n ::::: 2 velja L = 0,0 . .. 09 z dolžino periode n .

2. Če je n sest avlj eno št evilo, n = ab, 1 < a < b < ti, je Jn deljiv z Ja
in J b ; torej tudi z najmanj šim skupnim večkratnikom šte vil Ja in Ji;

3. Število Jn je praštevil o kvečjemu t ed aj , ko je n pr ašt evilo. (P ri
n < 113 se to zgodi le za n = 2,19,23.)

4. Prepričaj se , da je c(17) = 16.
5. Z indukcijo do ženi, da je c(3i ) = 3i , j = 1,2,3, . . ..

J ože Grasselli

TEMELJITOST

Učitelj : Kaj še vedno nisi seštel te h treh šte vil?
Učenec : O ja , že desetkrat!
Učitelj : Lepo! Rad imam tem eljite učence.

Učenec : Hvala. Tu je vseh deset rezultatov!
Marija Vencelj
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VARNE POTI IN KRATKE POTI

Kon ec pomladi so se mali šolarj i pod ali na po t v pravo šolo, da si og ledajo,
v kaj se bodo podali jeseni . Ker sem z enim izmed udeležen cev "pohoda"
v t esnem sorodu, pot pa poteka po središču mest a , si nisem mogel kaj , da
si ne bi zast avil nekaj vprašanj : Katera pot je najbolj varna? Katera pot
je najkraj ša?

Za ome njeni primer je shemat ični zemljev id mestnega okoliša (Mari
bora ) pod an na sliki 1, kjer je, kot že rečeno , potrebno priti iz vr t ca do
šole. Poleg uli c, vrtca in šole so označeni tudi preho di za pešce, križišča

in območja, na kat er a ceste razdelij o mestno četrt .

Slika 1. Zemlj evid mestne četrt i.

Varne poti

Varna pot mora seveda potekati le po pločnikih in prehodih za pešce.
Dom en im o se, da je naj varnejša t ista pot , ki naj manjkra t prečka cest o .
Št ev ilo prečkanj ces t e imenujmo nevarnost poti. Metoda "ost rega očesa"

nas hitro prepriča, da je na sliki 1 nevarnost poti iz vrtca do šole enaka 3
- z manj kot tremi prečkanji ceste žal ne morem o iz vrtca do šole.

Lotimo se sedaj pr ob lema v splošnem: Kako bi za po ljuben zemljevid
in za poljubna začetek in cilj poiskali najvarnejšo pot? Najprej opaz imo,
da za reševanje problema ne potrebujemo informacije o obliki posameznih
območij zemljevida, sa j se zno tra j območja gibljemo varno. Zat o bomo
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vsako območje nad om estili z maj hnim krožcem. Seveda pa moramo ve
deti, iz kat erega v katero območj e lahko pridemo preko prehoda za p ešce.
To bomo označili s črto med ustreznima kr ogeem a. Če je med dvema
območjema več preho dov , to na varne poti ne vpliva , zato bo ena črta

med območj ema zadoščala. Za zemljevid s slike 1 dobimo po enost avlje no
situacijo, ki je prikazana na sliki 2.

2 G

8~ 7 ,/
G-- - --{)--- - -{)

1413121110 (}-- - - -{}- - - --{ :)--- - ---{ }-- - - o

Slika 2. Graf za iskanje va rn ih poti.

Do blje no matematično st rukt uro imenujemo graf. O grafih je več

zapisano v knj ižici iz Presekove knj ižnice: B ajc, Pisanski: Naj nuj nejše o
grafih. Tu pa povejmo le, da kr ogcem pravimo točke, črtam pa p ovezave
grafa . Območju vrtca ustreza točka 6, šolskemu območju pa točka 7. .

Po grafu se lahko sprehaj amo . To nar edimo t ako , da gremo iz ene
točke v drugo točko po povezavi, ki ju povezuje. Zaporedju t ak ih prehodov
rečemo sprehod v grafu . Sprehod, v katerem so vse točke različne, ime
nujemo pot. Spreho d med dvema točkama grafa je najkrajši sprehod, če

vsebuje najmanjše možno št evilo povezav. To število povezav imenujemo
razdalja med danima točkama. Najkrajši spr ehod med dvem a točkama

je vedno pot. Res, če se na sprehodu ist a točka poj avi dvakrat , lahko
t ist i del sprehoda , ki pot eka vm es , opustimo in dobimo krajši sprehod.
Zato bomo v nadaljevanju namesto o najkrajših sprehodih govorili kar o
najkr aj ših pot eh . Opozorimo še, da lahko med dvema točkama obstaja
več različnih najkraj ših p oti.

Na sliki 3 sta shematično prikazani dv e poti v našem grafu. Prva
poteka po točkah 6, 1, 2 ter 7 in je ena od treh najkraj ših poti med
po udarjenima točkama 6 in 7, to rej med vr tc em in šolo . P ot po točkah

3, 4, 5, 9, 13 in 14, ki je dolžin e 5, pa ni najkrajša pot med 3 in 14, saj
lahko med nji ma hitro najdemo pot dolžine 3.
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Slika 3. Dve poti v grafu za iska nj e va rnih pot i.

Prečkanj e ceste na sliki 1 to rej ponazorimo z ust rezno povezavo grafa
s slike 2. Zato je nevarnost poti med dvem a območjema s slike 1 enaka raz
dalj i med ustrezni ma točkama s slike 2. Kako v poljubnem grafu poiščemo

razdaljo med dvema točkama, bomo povedali nekoliko kasneje, najprej pa
si oglejmo nasled nj i soro d ni pr ob lem .

Kratke poti

Tokr at bi radi iz vrtca do šole pr išli po naj kra jši poti. Seveda sme mo t udi
sedaj prečkati ceste le po prehod ih za pešce, n i pa pomembno, kolikokrat
prečkamo cesto . Iz zemljevida s slike 1 bomo naredi li graf takole. Njegove
točke bodo križišča , sa j moramo prit i v križišče , če želimo prečkati cesto.
(Če bi imeli prehode za pešce t ud i izven križišč , bi pač t ud i tam dodali
točke . ) Nato d ve točki povežemo , če gre za sosed nj i kri ži š či , Seveda pa
potrebujemo t udi dodat no informacijo - dejanske razd alje med posame
znimi točkami. Tako dobimo graf, ki je pr ikazan na sliki 4 . Tak graf
imenujemo utežen i graf. Vrednost im na povezavah bomo rekli cene, saj
lahko te vred nost i predst avljajo t ud i ka j drugega kot do lžino . Na prim er
znesek, ki ga moram o plačati za cest nino, ali pa ceno izgradnj e posame
znega odse ka . Za naš primer si lahko predstav ljamo, da so cene povezav
desetkratniki dejanski h vrednosti, t ako na primer cena 10 predstavlja raz
daljo 100 metrov .
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Slika 4. Graf za iska nje na j cen ej ših poti .

Opozor imo, da so s povezavo povezana t ud i nekater a križišča , ki jih
sprva morda ne bi povezali , na primer križišči h in m. Pomen takih
povezav je v "bližnjicah" , ki potekajo zno t ra j posameznih območij, v tem
primeru po območju št evilka 9. Zop et drugje nimamo diagonal , na primer
med križiščema b in h, saj ni bli žnjice med njima znot raj območja 4.
Skratka , v primeru iskanj a najkraj ših poti je pom embno t udi poznavanje
notranjosti območij .

Vrednost poti v utežen em grafu je defini rana kot vsota cen vseh pove
zav na poti . Najkr ajša pot je seveda t ista z najmanjšo možno vr ednostjo.
Na prim er , vrednos t poti f - k - 1- h - d je 17+ 10 + 10 + 16 = 53. To ni
najkrajša pot med točkama f in d, sa j je vrednost poti f - a - b - c - d
enaka 42. J e to najkraj ša pot med f in d?

Če na vsako povezavo grafa zapišemo vrednost 1, je vrednost naj
krajše po t i med dv ema točkama enaka nevarnosti med njima . Seveda
moramo pazit i, v katerem grafu to nar ed imo: za varne poti mor amo t o
naredi ti na grafu s slike 2. Če torej imamo postopek, ki v uteženem grafu
poišče vrednosti najkrajših poti , z njim lahko poiščemo tudi nevarnosti
med točkami .

Iskanje vrednost i najkrajših poti

Sedaj bom o opi sali algorit em, ki za vsak par točk utežen ega gr afa poišče

vr ednost najkraj še poti med njima. Kot bom o vid eli , je postop ek zelo
enost aven . Met od e, s katero pridem o do algorit ma, ne bomo raz ložili
(mimogred e, imenuj e se dinamično programiranj e), prav t ako pa ne bomo
strog o dokazali , da algor item deluje pr avilno. Obo je namreč presega okvir
tega prispevka.
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Algoritem je takle. Recimo, da ima obravnavani graf n točk . Njegove
točke oštevilčimo s št evili od l do n . Nato v dvorazsežno polj e, im enujmo
ga razdalj e, zapišemo cene po sameznih povezav. Natančnej e , če sta
točki i in j povezani s povezavo , potem v razdalj e [ L , j l zapišemo ceno
povezave med i in i , sicer pa zapišemo oo. V računalniku seve da ne
moremo za pisat i vrednost i neskončno , za t o zapišemo dovolj veliko število ,
na primer IOO-krat večje od tipičnih cen povezav. V spodnjem programu
smo izbrali vrednost 99999. No, priročnej e je , če za točki, ki nista povezani
s povezavo, kot podatek vnesemo vrednost - 1, to pa potem s programom
spre me nimo v 99999. S tem smo pripravili podatke za jedro algorit m a .

Ko so podatki pripravljeni oziroma prehrani , se spre ho di mo po vseh
točkah. Za vsako točko , imenujmo jo i , se vprašamo, ali morda ne poteka
bližnjica iz neke točke j do neke druge točke k pr eko točke i . Pri izbrani
točki i to prever imo za vse mo žn e pare točk. Če taka bližnjica obstaj a ,
si t o seved a zapomnimo. Ko se algoritem izteče , imamo v polju r azda
lj e zapisane vrednosti najkraj ših poti za vse pare točk ut eženega grafa.
Zapišimo t a algoritem v obliki progr ama.

pr-ograrn najcenej se.poti ;
{ V utežen em grafu za vsak pa r točk poišče vrednost najkrajše poti }
{ med njima. }

const
maximum = 100 ; { Največje dovolj eno št evilo točk gr afa . }

var
razdalj e : array [1.. m axim um ,1.. maxim u m ] of longint;
i , j , k, n: integer;
ime: string[20] ; { Im e datoteke, na kat eri so p odatki o cenah. }
f: t ext;

begin
{ Pripravimo dato teko, n a ka teri so vpisan i p odatki . }
write('Vhodna datoteka : ') ; read ln( ime);
assign( f,ime); reset(f) ;
{ Z datoteke f preb eremo število točk in cene vseh p ovezav. }
re adln (f ,n ) ;
for i := 1 to n do b egin

for j := 1 to n do begin
read (f ,razdalj e [i,j]) ;
if razdalj e [i,j]= -l then razd a lje [i,j] .- 99999;

end;
readln(f) ;

end;
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{ Bist vo program a so naslednj i trije stavk i for. }
{ Vprašamo se: ali imamo bližnjica iz j v k preko 1. }

fo r i := 1 to n do
for j := 1 to n d o

fo r k := 1 to n d o
if razdalje jj.k] > ra zdalj ejj. i] + razda lje[i,k] t hen
razdalje jj ,k] := razd alje[j,i] + razdalje[i,k];

{ Samo še izpis rezultatov, pa smo končali . }
for i := 1 to n do begin

for j := 1 to il d o wri te (razdalje[i,j]:3) ;
writeln ;

e n d ;
end .

Seveda bi lahko gornj i postopek sprog ramirali t udi elegant neje, ven
dar bi s tem zameglili njegovo bistvo. Na primer , podat ke bi lahko pri
pravi li (in brali) v taki obliki, da bi vnes li samo neničelne cene , dovolj pa
bi t udi bil o vnesti le po lovico podatkov, saj vedno velja r a zdal j e [i , j J
= razdalj e [j , iJ .

Omenimo še, da opi sani post op ek ni ed ini, ki poišče vrednosti naj
kraj ših poti . Ima t udi pomanjkljivost , saj kot rezulta t dob imo le vrednosti
naj kr aj ših poti, ne pa tudi sa mih poti . Seveda pa smo s t remi preprostimi
stavki for do bili več , kot bi si lahko mislili na začetku .

Prim era

Preizkusimo gornji program na ob eh primerih iz tega prisp evka . Graf s
slike 2 ima 14 točk , vhodni po datki, ki jih pripravimo na datot eki , pa so
naslednj i:

14
O 1 1 1 -1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -1 - 1
1 O 1 - 1 - 1 - 1 1 - 1 -1 1 -1 -1 -1 - 1
1 1 O 1 - 1 - 1 1 -1 -1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1
1 -1 1 O 1 - 1 -1 1 - 1 -1 -1 -1 - 1 - 1

-1 - 1 -1 1 O 1 -1 -1 1 -1 - 1 -1 - 1 -1
1 - 1 -1 - 1 1 O - 1 -1 1 - 1 - 1 -1 -1 1

-1 1 1 -1 - 1 - 1 O 1 -1 -1 1 -1 - 1 - 1
-1 - 1 - 1 1 - 1 -1 1 O 1 - 1 - 1 1 -1 - 1
- 1 - 1 - 1 -1 1 1 -1 1 O - 1 - 1 -1 1 - 1
-1 1 - 1 - 1 - 1 -1 - 1 - 1 - 1 O 1 - 1 -1 -1
- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 1 -1 -1 1 O 1 - 1 -1
- 1 - 1 -1 -1 - 1 - 1 -1 1 - 1 - 1 1 O 1 -1
- 1 -1 -1 - 1 - 1 -1 - 1 - 1 1 -1 - 1 1 O 1
- 1 - 1 -1 - 1 - 1 1 - 1 - 1 - 1 - 1 -1 -1 1 O
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Izpis , ki ga vrne program , je prikazan v spodnj i tabeli:

O 1 1 1 2 1 2 2 2 2 3 3 3 2

1 O 1 2 3 2 1 2 3 1 2 3 4 3

1 1 O 1 2 2 1 2 3 2 2 3 4 3

1 2 1 O 1 2 2 1 2 3 3 2 3 3

2 3 2 1 O 1 3 2 1 4 4 3 2 2

1 2 2 2 1 O 3 2 1 3 4 3 2 1

2 1 1 2 3 3 O 1 2 2 1 2 3 4

2 2 2 1 2 2 1 O 1 3 2 1 2 3

2 3 3 2 1 1 2 1 O 4 3 2 1 2

2 1 2 3 4 3 2 3 4 O 1 2 3 4

3 2 2 3 4 4 1 2 3 1 O 1 2 3

3 3 3 2 3 3 2 1 2 2 1 O 1 2

3 4 4 3 2 2 3 2 1 3 2 1 O 1

2 3 3 3 2 1 4 3 2 4 3 2 1 O

Najnevarnejše pot i so tiste m ed 2 in 13, 3 in 13, 5 in 10 , 5 in 11 , 6 in
11,7 in 14 , 9 in 10 ter 10 in 14, pr i vse h moramo (vsaj) štirikrat prečkat i

cest o.

V drugem primeru pa preizkusimo program na ut eženem grafu s
slike 4 . Tudi ta graf im a 14 točk , ki jih oštevilčimo na naraven način ,

torej a naj b o 1 in ti naj bo 14. P odatki za progr am so:

14

O 10 -1 - 1 - 1 12 -1 -1 -1 - 1 -1 - 1 -1 -1

10 O 10 -1 -1 16 11 -1 - 1 - 1 -1 -1 -1 -1

-1 10 O 10 -1 - 1 15 10 - 1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 10 O 11 -1 -1 16 10 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 - 1 11 O - 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 22

12 16 -1 -1 -1 O 10 - 1 - 1 10 17 -1 -1 -1
-1 11 15 - 1 - 1 10 O 10 -1 -1 10 -1 -1 -1
-1 -1 10 16 -1 -1 10 O 10 -1 -1 10 18 -1
-1 - 1 -1 10 -1 -1 -1 10 O -1 -1 -1 10 -1

-1 -1 -1 -1 -1 10 -1 -1 -1 O 10 -1 -1 -1
-1 -1 - 1 - 1 -1 17 10 -1 -1 10 O 10 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 10 - 1 - 1 10 O 10 -1
- 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 18 10 -1 -1 10 O 7
-1 -1 -1 -1 22 -1 -1 - 1 -1 -1 -1 -1 7 O
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In še rezultat programa:

o 10 20 30 41 12 21 30 40 22 29 39 48 55
10 O 10 20 31 16 11 20 30 26 21 30 38 45
20 10 O 10 21 25 15 10 20 35 25 20 28 35
30 20 10 O 11 35 25 16 10 45 35 26 20 27
41 31 21 11 O 46 36 27 21 56 46 37 29 22
12 16 25 35 46 O 10 20 30 10 17 27 37 44
21 11 15 25 36 10 O 10 20 20 10 20 28 35
30 20 10 16 27 20 10 O 10 30 20 10 18 25
40 30 20 10 21 30 20 10 O 40 30 20 10 17
22 26 35 45 56 10 20 30 40 O 10 20 30 37
29 21 25 35 46 17 10 20 30 10 O 10 20 27
39 30 20 26 37 27 20 10 20 20 10 O 10 17
48 38 28 20 29 37 28 18 10 30 20 10 O 7
55 45 35 27 22 44 35 25 17 37 27 17 7 O

Najdaljša pot med vsemi najkraj širni pot mi je dolžine 56 in poteka
med točkama e in i , druga najdalj ša pa je pot med točkama a in n . Poišči

ju! Vse ost ale poti so kr ajše od 50.

Naloga

Za svoj okoliš ugotovi dejanske po datke o prometni ureditvi in nat o poišči

najvarnejše in najkrajše poti. Pri te m lahko varnost poti še nekoliko izp o
po lniš: če cesto prečkamo pr i semaforju , je to varneje, kot če jo prečkamo

na nesem aforiziranem križišču (na primer dvakr at varneje) . Kako mo ramo
za t a primer prip ravit i p od at ke?

San di Kl avžar

HITRO KVADRIRANJE ŠTEVIL, KI SE
KONČUJEJO S ŠTEVKO 5

Če kvadriramo število, kat erega za dnja št evka v deset iškem za pisu je enaka
5, dob imo število, ki se končuj e s 25. Tud i števke, ki stojijo pred t em
dvomest nim kon cem , lahko do bimo na zelo preprost način (samo iz št evk,
ki so pred zaklj učno št evko 5 v začetnem šte vilu).

1. Zapiši nekaj pr imerov in poskusi iz nji h uganiti , po kakšn em pravilu
do bimo začetne števke kvad ratov takih števil.

2. Zakaj pravil o vedno deluje?
3. Ali lahko še v kakšni bazi, različni od 10, dobimo po do bno pravilo za

kvadriranje nekat erih števil?
Marija Vencelj
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Astronomija I

PLANETI OKROG DRUGIH SONe

Konec let a 1995 je svet obš la vest , da so astronomi odkrili prvi primer
planet a , ki kro ži okrog Son cu podobne zvezde z imenom 51 P egasi. Sledi le
so objave še drugi h podobnih odkrit ij, ven dar pa skorajda ni primera,
kjer bi bilo odkritje sončnega sistema povsem gotovo. Poglejmo, zakaj je
iskanje planetov okrog drugih sonc tako težko delo.

Zvezda 51 Pegasi in njen planet

Po osem najstih mesecih nep restanih in natančnih merjenj st a oktobra
let a 1995 astronoma M. Mayor in D. Queloz z ženevskega observatorija
objavila svoj e odkritje : Soncu podobno zvezdo 51 P egasi obkroža planet,
po masi podoben Jupitru . P lanet obkroži zvezdo v dobrih štirih dneh , kar
pomeni , da je svojemu soncu precej bliže, kot je našemu Soncu najbližji
planet Merkur . Masa planeta naj bi bila približno polovica J upitrove
mase.

Zvezda 51 P egasi ima navidezno vizualno magnitudo 5.5, torej jo
lahko vidimo s prostim očesom , še posebej , če si izberem o jasno noč in
opazovališče izven večjih mest (glej sliko 1) . Od nas je zvezda oddaljen a
št irideset svetlobnih let. St ara naj bi bila nekaj mi lijard let , svet i podobno
kot Sonce in se prav tako kot Sonce t ud i počasi vrti okrog svoje t elesne
osi.

Slika 1. Na sliki je prikazana lega zvezde 51 Peg asi v ozvezdju P egaz. Št ir i svetl ejše
zve zde tvorij o zna ni P egazov štirikotnik , ki ga zla h ka na jdemo s prost im očesom .
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Ker je odkrit i planet tako blizu zvezde , so astrono mi km alu navrgli
argumente proti obstoju nam znanega življenja na njem . Razm ere na te m
pla netu so namreč pr ecej neprijazne. Ker poznamo planetov ob ho dni čas ,

lahko izračunamo t udi njegovo oddaljenost od zvezde. Ta je le sedem
mi lijonov kilometrov , to pa je sedemk rat manj od razd alje med Soncem
in Mer kurjem. Zaradi to likšne bližine sonc u mora bi ti na površini tega
planeta t emperatura vsaj tisoč stopinj Celz ija, takih t emperatur pa orga
nizmi , kakršni živijo na Zemlji , ne bi prenes li. P ogled na nebo podnev i bi
bil s tega planeta precej zasleplj ujoč , saj bi bilo sonce z njega kar v kotu
deset ločnih stopinj (naše Sonce je veliko le pol ločne stopinje) , to pa je
to liko , kot se nam zdi velika teni ška žogica , ki jo držimo v iztegnj eni roki.

Kaj pa, če meri t ve pomenij o kaj drugega in ne gre za plan et? Že
od let a 1940 naprej se je namreč kar nekajkrat zgod ilo, da so objavili
odkrit je planeta, pot em pa se je izkazalo, da gre za dvojni sistem, na
primer "običaj ne" zvezde in rdeče pritlikav ke. Danes poznamo t udi že
rj ave pri t likavke (o kater ih je Presek pisal lani ) , ki bi morda lahko namesto
planet a obkrožale zvezdo . Razlikovanj e med obema t ipom a objektov ni
preprosto, saj si lahko še najbolje pom agamo z enim sa mim par ametrom,
maso. Masa rjave pritlikavk e naj bi bila precej večja od mase planet a.
Vendar pa po teoretičnih ocenah poz namo le zgornjo mejo za maso rj ave
pritlikavke. S pomočjo opazova nj radialne krivulje, s katerimi so odkrili
planet zvezde 51 Pegasi, pa dobimo spodnjo mejo za maso planet a .

Primer planeta zvezde 51 Pegas i so neodv isno preveril e še druge sku
pine ast ronomov po svetu . Meri t ev je že toliko , da so z veliko gotovostjo
izločili še druge fizikalne razloge, ki bi tudi lahko bili odločilni za izm er
jene kr ivulje , na primer zvezdine pulzacije ali rad ialna nihanja. Večina

astronomov verjame , da je odkrit plan etni sistem. Vend ar pa vse le še
ni pojasnje no , saj je ocena za maso planet a le okvirn a , pa t udi teorijo
nastaj anja sončnih sistemov bo spričo tega , zvezdi tako bližnjega planet a ,
najbrž t reba dop oln iti .

Opazovalne metode

Stoletja dolgo so generac ije astrono mov ugib ale, a li plan eti kr ožijo tudi
okrog drugih zvezd . Mnogi so up ali , da se bo veliko odkrit je zgod ilo še za
njihovega življe nj a . Vendar pa so astronomski učbeniki že pr ed časom

pisali, da bi bil plan et okrog neke druge zvezde t ako rekoč nemogoče

opazit i neposredno, to pom eni , da bi enost avno pogled ali skozi t eleskop in
vid eli svetlo sonce, v njegovi bli žini pa planet, podobno kot nam pogled
z lovskim daljnogledom razkrij e dve zvezdi, eno svet lejšo, drugo šibkejšo,
če ga usm erimo na srednjo zvezdo v oj esu Velikega voza (znano vizualno
dvozvezdj e Mizar-A lkor ) . Do take t rditve so prišli s pr ep rost o oce no.
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Vzeli so kak planet našega Osončja, na primer Zem ljo . Njeno oddalj enost
od Sonca poznamo. Predstavlj ajmo si, da gledamo Zemljo z neke druge
zvezde, pri čemer vzamemo za nj eno oddaljenost neko določeno vr ednost .
Pokaže se , da bi bil kot med Zemljo in Soncem tako maj hen , da Zemlj e
ne bi mogli ločiti od Sonca, saj bi se povsem skrila v nj egovi bleščavi.

Nepos redno torej planetov ni mogoče videt i, ker so zvezde preprosto
predaleč . Kaj pa posred no? Za to obs tajata dve metodi. Prva sodi v
področje astrometrije, druga pa se poslužuj e spek troskopov, s kat erimi
mer imo hitrosti zvezd . Poglejmo si najprej astrometrično met od o.

Astromet rija je področj e ast ronomije, ki se ukvarja z natančnim mer
jenjem leg zvezd . Po matematično bi rekli , da povem o (izm er imo ) koordi
nat e zvezde v izb ranem koordinat nem sistemu. Od Keplerja naprej vemo,
kako obravn avamo sistem sonca in planet a (ali pa dveh zvez d) . Vsako od
te les kroži okrog skupnega težišča. Če je eno te lo mnogo težje od drugega,
tako kot je to ponavadi pri soncu in planetu , potem se nam - dokler pri
merit vah nismo dovolj natančni - zdi , da lažje te lo (planet) kroži okrog
težjega (sonca) . Če izračunamo koo rdinat e težišča , se nam to ne zd i nič

čudnega; težišče planet a in sonca namreč ponavadi leži znot raj sonca.
(Hite r račun s pomočj o t abel za mase in oddaljenosti v Osončj u nam
pove, da v našem Sončnem sistemu leži tež išče teles Sonce-Zemlja krepko
znotraj Sonca , težišče siste ma Sonce-J up it er pa blizu Sončeve površine.)
Ker se v resni ci ved no gibljeta obe telesi, t ud i težje od ob eh , lahko z na
tančnimi mer it vami lege zvezde po daljšem času ugotovimo, da se njena
lega morda sistemat ično premika glede na ozadje mnogo bolj od dalj enih
zvezd. Ker smo pri takih mer it vah omejeni z ločljivostj o te leskop ov , ki
j ih up orabljamo, doslej z astrometrično metodo še niso uspeli naj ti pla
netnega sistema.

Druga metod a pa je t ista, s katero so odkrili planet zvezde 51 P egasi.
Tu opazujemo majhne sprem em be v hitrosti gibanja zvezde st ran od opa
zovalca ali proti njem u , v našem primeru Zemlji . Ker gledamo t o hit rost v
radialni sm eri, ji pravimo radialna hi trost . Merit ev t em elji na Dopplerj e
vem p oj avu , ki se ga najbolje spomnimo po znanem primeru vlaka . Njegov
pisk se nam zdi višji (višja frekven ca - manjša valovna dolžina ), če se nam
vlak približuj e, in nižji (nižja frekvenca - večja valovna dolžin a ), če se nam
oddaljuje . Podobno se nam zdi valovn a do lžina svetl obe zvezde takrat , ko
se nam na poti po svoj i orbit i približuje, manjša (premaknje na prot i mo
dremu delu spekt ra) in , ko se od nas oddaljuje , večja (p rem ak njen a proti
rdečemu delu spektra ). Po teh premikih določij o radialno hitrost zvezde v
t renutku meritve. V resnici seveda gled ajo le svet lobo določenih valovnih
dolžin , tako imenovane črte (glej sliko 2 na III. strani ovitka) . Te (spek
t ralne) črte pa nam razkrije spekt ros kop. Dobljen e izmerke za radialno
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hitrost nato narišejo v odvisnosti od časa. Kadar dobijo lepo kr ivuljo,
katere ob lika se v času ponavlja, je to znak, da gre za pravilno ponavljajoče

se gibanje , kakršno je na primer kroženj e zvezde okrog težišča (slika 3) .
Tako sklepajo, da zaradi pri sotnost i drugega t elesa, s katerim je zvezda
gravitacijsko povezana, zvezda kr oži okrog skupnega težišča .

Slika 3. Krivulja radiai n e h itrosti
zvezde 51 P egas i je razkrila , d a j o
ob kroža planet. Na a bscisni osi je
označen čas (ce lot na os pokriva št ir i
opazovalne noči v oktobru 1995) ,
na ordina t n i os i pa radiaina hi trost
(v met rih na se ku ndo ; nega tivni
pr ed zn ak pomeni oddaljevanje).
Narisana sinus na kr ivulja se izm er
korn ze lo dobro prilagaja. G re t or ej
za pravi lno , ponavljajoče se giba
nj e.

.-..~. ! \
J

51 Pegas·' \
• Reflex M;t~on

"t , II

11.0 12.0 13.0 14.0

Slika 4 . Trimeter ski teleskop na a m eriške m observatorij u Lick (b lizu mesta San J ose
v Ka liforniji ) slov i po doslej naj večjem številu (4) odkrit ih kandidatov za p lanetne
sisteme. Teleskop j e st a r 37 let .
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Obeti za prihodnost
Danes je na listi kandidatov za okolišne plan eten e sist em e kakih osem
članov . Nekateri so bolj , drugi manj zanesljivi. Tako so bili z izjemno na
tančnimni meritvami dosl ej nedvomno potrjeni t r ije planeti , ki obkrožajo
pulzar po imenu PSRI257+12 . Ta pulzar je oddalj en tisoč šest sto svetlob
nih let in leži na področju ozvezdj a Devica. Na listi st a t udi primera zvezd
70 Virginis (zvezda leži v ozvez dju Devica ) in 4 7 Ursae Majoris (zvezda je
na področju ozve zdj a Veliki medved) , ki sta bila objavlje na km alu po pr
vem iz serij e nedavnih planetnih odkritij , sistemu zvezde 51 P egasi. Tudi v
zvezi s tema dvema kandidatoma so se t akoj pojavila ugibanja o možnosti
naseljenosti in o prisotnosti vode na planetih, vendar pa o tem nimamo
nob enih meritev. Mnogi , ki se ukvarjajo z iskanjem planetnih siste mov,
poudarj aj o, da bodo ravno spekt ros kops ke metod e, s katerimi odkrivamo
prisotnost različnih organs kih ses tavin in sestavin, povezanih z življe njem
(voda, oglj ikov dioksid , kisik) , bistvenega pomen a pri nad aljnjem delu .

Ko smo govorili o opazovalnih metodah, smo spustili t isto, od katere
si ast ronomi v prihodnosti še največ obetajo. Gre za op azovalno tehniko,
ki je izredno zahtevna in občutljiva, za t o so ustrezne naprave še vedno v
fazi projekt iranja, izgradnje in testiranj a , ne pa v široki up orabi. Gre za
tako imenovano in terferometrijo. Pri int erferometriji moramo imeti vsaj
dva te leskopa. Z obema zb rano svetlobo komb in iramo in gledamo do
bljeni vzorec. Interferometrijo že dol go s pridom up or ablja jo na področju

rad ijskih valovnih dolžin. Pri krajš ih valovnih dol žinah, kot so tiste z
optičnega in infrardečega področja , ki sta za iskanj e plan etnih sistemov
najobetavnejši , pa je uporab a interferometrij e bistveno težja , ker so va
lovn e dolžine, ki jih uporablj amo, bistveno kr aj še. Pri interferometriji
mor amo namreč vse pomožne inštrumente, ki jih uporabljamo, post aviti
vsaj tako natančno , kot je velikostni red valovn e dolžine. P ri t em nas ob
opazovanjih z Zemlje seveda motijo vsi tresljaj i in te mperaturna nihanja
v okolici, seizmološki premiki tal in še tako minimalni potres i. Nekate
rim od teh zunanj ih vplivov se do neke mere da izogni ti , vendar pa se
mnogim as t ronomo m zdi za postavitev optičnega ali infrardečega interfe
rometričnega observatorija še najobet avnejša lega izven Zemlje. Tako bi
se izognili neželjenim zunanj im motnjam. Umetnikova zamisel t akšn ega
veso ljskega interferom etra je prikazana na sliki 5 na III. strani ovitka.

Prva odkritja so dala novega zagona astronomo m , ki so let a in dese
t let ja osamljeno iskali druge planetne sisteme. V za dnjem letu so se zrcala
mn ogih obse rvatorijev, ki si lahko privoščijo spreme mbo opazovalnih pro
gramov in ki imajo ustrezn o opremo, preusmeril a k novemu, vabljivemu
cilju . Nov i načini opazovanja ih razvoj opazovalne opreme bodo v priho
dnj ih desetl etjih zagotovo prines li odkr itja novih planetnih sistemo v.

Mirjam Galičič
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NALOGA K ČLANKU PLANETI OKROG DRUGIH
SONe

Izračunajmo , kje leži težišče T sistema teles Sonce-Jupiter , če kroži Jupiter
okrog Sonca v razdalj i 5 a .e. (astronomskih enot) in je razmerje mase
Sonca M in m ase Jupi tra m en ako 1000 (1 a .e. mer i 215 p olrnerov Sonca).

Rešitev:

5 -x

:c

So nce
,
,

~
,,

R T .Jupit er :

~====================:;:==================~9 111

: x . ,!

, "

!'VI : ::
, ", ", ,
, ", ,

):
5 a .e .

M asi teles sta obratno sorazmerni z razdaljama središč teles od težišča

T. P ri oz nakah na sliki velja

lVI 5-x

m x

od ko de r sledi

1001x = 5· 215R, oz iroma x::::: 1, IR,

kj er sm o z R označili polmer Sonca.
Težišče sistema Sonce-Jupiter leži malo nad površ ino So nca.

Morij tui Prosen

KUBI ŠTEVK

Edina naravna števila, ki so enaka vsoti svoj ih števk, so enomestna števila
1,2, . . . , 9. N aravna števila , ki so enaka vsoti kvadratov svojih števk, so
še bolj redka. Pravzaprav obstaja eno samo tako število . To je število 1,
ki j e enako t udi vsoti ku bov svojih števk. In tako smo pr i nal ogi. Poiščite

vsa tista naravna števila, ki so enaka vsoti kubov svoj ih števk. Seveda si
p ri iskanju lahko pomagate t udi z računalnikom.

Marti n. Juvan
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ŠTEVILSKA KRIŽANKA

2

16

3 4

17

10

18 19

Vodoravno:
1. Trimestni kon ec števila 799 9 9

.

3. Najmanjše naravn o število z las tnostjo, da vsot a nj egovih števk ne
deli vsote kubov njegovih št evk.

5. Vrednost produkt a x y, kjer je (a:: , y ) rešitev sist ema enačb x - 3y =

= 110 in x + 2y = 155.

7. Vrednost izr aza *+ 5, kjer je V prostornina krogle s površin o 9001r.
9. Največje mo žno število členov t akega zaporedja celih števil, v katerem

je vso ta poljubnih 17 zapored nih števil sodo število, vsota poljubnih
18 štev il pa liho število.

11. Procent podražit ve glede na začetno ceno , če se je blago podražilo
najprej za 25% in nat o še za 16%.

12. Štev ilska vrednost izraza (a + b)2 - (a - b)2 za a = 593 in b = 3.

14. Št evi lo diagonal v 72-kotniku.
16. Najmanj še naravno število N z lastnostjo: če je 20 :o::; n :o::; 500 , je n

pr aštevi lo natanko takrat, ko st a ti in N tuji števili.

18. j(f (109) , če je j(x) = 2:!21.
19. Rešitev enačbe i + X!2= 434.
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Navpično:

1. Povr šina št ir ist rane piramide, katere osnovna ploskev je pravokotnik
s stranicama 20 in 14, višina pa ima podnožišče v presečišču diagonal
osnov ne ploskve in mer i 24.

2. Peti člen zaporedja 210 ,211 ,219,246, . . .
3. Višina valja s površino 1801T in premerom osnov ne ploskve 10.
4. Tretj a vrsta v P ascalovem trikot niku .
6. Najmanjše naravno šte vilo, ki ima produkt št evk enak 5040.
8. P rostornina kvadra s povr šino 17552 in robovom a 10 in 18.
10. Vrednost izraza li: , kjer je P povr šina st ažca s prem erom osnov ne

ploskve 140 in višino 240 .
13. Ploščina t rape za ABCD (A B II C D), pri kat erem je AB = 305,

B C = AD = 13 in C D = 281.
15. Šte vilo, ki ga dobimo, če od vso te št evk, up orabljenih za zapis lihih

števil množice S , odš t ejemo vsoto št evk, uporablj enih za zapis sodih
št evil množice S , kjer je 5 = {1, 2, 3, 4, . .. , 999, 1000}.

16. Št evilo premic, določenih s 14 točkami, ki vse leže na isti kro žnici.
17. Ploščina kvadrata, konst ruiranega nad kateto AC pravokotnega tri

kotnika ABC , če je druga kateta B C = 22 in hipotenuza AB = 24.

Dragolj ub M. Milo ševi č, pr evod M arija Ven celj

DOKAZAL SI JE

Ko je bil ameri ški predsed nik Abraham Lincoln (1809- 1865 ) še študent
prava , se je nekoč odločil , izb oljšat i svo je sposobnost i sklepanja . Ko t
silno ambicioznemu štude ntu se mu je namreč zazdelo, da ima čestokrat

težave z razumevanjem tega, kaj pravzaprav v resnici pomeni dokaza t i
neko t rdit ev s pomočjo danih dejst ev.

Kasneje je v svoj i avtobiografij i o te m pripovedoval takole:
Rekel sem si: "Lincoln, nikoli ne boš pr avnik, če ne boš razumel, v

čem je bistvo dokazovanj a." Sklenil sem za nekaj časa prekini ti s št udijem
in iz Spr ingfielda sem od šel dom ov v očetovo hišo. Obljubil sem si, da
se ne vrnem nazaj prej , pred en ne bom sposobe n tekoče dokazati prav
vsak izrek v prvih šesti h knjigah Evklidovih Elem entov . No , t akrat sem
resnično spoznal, kaj pomeni dokazovati . Stalo me je ogromno truda , toda
naposled sem se pomirjen vrnil spet nazaj k študiju prava.

Vi lko Dornajnko



N aloge 1

RAZKRINKAJMO DAVIDA COPERFIELDA

Če ste kd aj gledali čarovnije David a Cope rfielda, se gotovo spo mnite trika ,
ko je izginil znamenit i kip svobo de. Razlago tega pojava bom o pr epustili
drugim , mi pa lahko razrešimo drugo uganko, ki jo je Coperfield predstavi l
kot čarovnijo na dom u.

V vlaku z devetimi vagoni se je zgodil umor . Morilec je skrit v en em
izm ed vagonov , Coper field pa ga zas leduje in pravi , da ga bo zagotovo
odkril. . .

Njegova navodila so bila takale (ni pa pojasnj eno, zakaj ga je morilec
ubogal ):

• Vagone bom ur edil, kot kaže zgornja slika. P o nj ih se lahko premikate
v vseh sme reh , razen diagonalno (la hko t ud i nazaj) . Postavit e se na
katerokoli osenčeno polje-vagon (na polje 2, 4, 6 ali 8).

• P rem aknit e se za štiri polja! Od stranil bo m polje 9, ker gotovo nist e
prist al i na njem .

• Naredit e pet korakov! Od stranil bom polje 6, ker niste na njem .

• P remaknit e se za dve polji! Ker niste na polju 8, ga bom ods t ranil.

• P rem aknite se za t r i polja ! Zagotovo nist e na poljih 3 ali 7, zato ju
bom odstranil.

• Zdaj se pr em akni t e za tri po lja, jaz pa bom odstranil polje št evilka
2, ker gotovo nist e na njem.

• Nazadnje se premaknitc za eno polje. Od st ranil bom polj i 1 in 5, vi
pa st e na polju številka 4. Vi ste morilec!!

Kako je lahko ugot ovil , na kat erem polju je morilec? Ali res vedno
prist ane na tem polju?

M atej M encinger
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FRANC MOČNIK - odkrit doprsni kip

V Sloven skem šo lskem muzeju so 1. oktobra lani odkri li doprsni kip sloven
skemu šolni ku in m at ematiku Franc u Močniku . Kip je odkril d r. Anton
Suhado lc , de kan Fakult ete za m at em at iko in fiziko pri Univerz i v Ljub ljani
(glej sliko ki pa na III. strani ovitka ).

Dr. Franc Močnik, "oče slove nskega učit eljstva" , prvi šolski svetnik
in nadzornik ljudskih šo l dežele K ranjske se je rodil v Cerknem 1. oktobra
1814. Že ob stoletnici ro jstva 1914 so se pojavili glasovi o post avit vi
spomenika cerkljans kemu šolniku in matematiku. Te vzpodbude je tedaj
prevpila prva svetovna vojna. Močnikov spomin je počasi bl edel , ponovno
smo se ga spomnili ob stopetdeseti obletnici rojstva z Bibliog rafijo Franca
Močnika (Povšič J ože, 1966). Stosedemdeseta ob letnica ro jstva 1994 pa
pr inese ponatis (faksimile) njegovih t ri delnih računic.

Do lani sta nas na našega velikega šo lnika in matematika spominjali
le dve zunanj i obeležji: napis na star i osnovni šoli Vič v Ljublj ani in
spominska plošča na ro jstni hiši Franca Močnika v Cerknem. Pospešeno
pa tečejo priprave za postavitev Močnikovega spomenika let os oktobra v
Cerknem.

Močnik j e žive l v času največjih šolskih re form v takratnem Avst ro 
ogrskem cesarstvu in je bil soustvarjalec sistemat ičnega ljudskošolskega in
srednješo lskega matematičnega pouka .

Še danes bi bil mogoče uporaben njegov pristop k začetnemu račun

stvu (1. razr ed osnovne šo le). Pri sestavljanju računic se je Močnik ravnal
po načelu monografske računske metode, ki ne deli in ne stopnjuje pouka v
številčnem obsegu od 1 do 100 po računksih operacijah , tako im en ovanih
štirih species, ampak prikaže vsako posamezno števi lo kot individuum
v vseh njegovih odnosih , tako da iz tega kakor same po sebi izh ajajo
posamezne osnovne računske operacije. Število razst avi a li zapiše v ob liki
vsote oziroma razlike na naj različnej še načine (npr . število 6 zapiše v
ob likah: 6 '1 , 3 ·2, 2 ·3, 4 + 2, 5 + 1, it d .) in mu t ako pridruži vse mogoče

naloge seštevanja, odštevanja, množenja in de lje nja (t udi z ostankom).
Močnik j e monografsko metodo prvi ne samo teoretično natančno razložil ,
ampak t udi nadrobno praktično uveljavil v svojih metodičnih knjigah in
računicah .

V takratnih učnih knjigah je bilo težišče n a uporabi, razlaga je bila
postranska stvar, sa j se bila podana v suhi ob liki. Močnik pa ni za nemarjal
formaln e izobrazbene st rani ter se ni omejeval le na zbirko primerov in
nalog za mehanično računanje. Računski postopek je izvaj al in dokazal
tako , d a je učenec lahko razum el , kaj in zakaj tako računa. Močnik je
razumel, da le t isti učni postopek, pri katerem takoj spočetka zbudimo,
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urimo in krepimo logično mišljenje in sklepanje, lahko prepreči , da se
pouk arit metike ne izrodi v duhomorni mehanizem računanja po pravilih
in mehanično razreševanj e nalog brez globjega razume vanja. Saj je le
t isti učenec , ki je pri delu samostoje n in kritičen , ki je navaj en , da sam
išče pot k rešit vi , zavarovan pred tem , da bi pozn eje popolno ma pozabil
v šoli predelano snov . Močnik ne prepušča učnega postopka le pouku,
oziroma učitelj u , ampak ga v učbenikih nudi sam , in sicer v sistematični

za po red nosti.
Še danes bi bi l zelo mod eren in priporočlj iv njegov prist op k obrav

navi osnov nih p oj mov geo metrije. Na lju dski in meščanski šoli pr edpo
stavlja t ako orga niziran pouk geo metrije, da se učenci , ko napredujejo v
spoznavanju geome t r ijskih izrekov, urijo t ud i v prost orskem predstavlja
nju , v logičnem mišljenj u in sklepanju, v spominu in natančnem izražanju.
Tako od učitelj a kakor od učbenika je treba zaht evati jasnost in t emeljitost
v splošne m, zlas t i pa v osnovah . Zat o Močnik začenj a povsod z opazo
vanjem ti stih predmet ov, s kater im i je učenec ob dan , in po kaže najprej
fizično t elo, od tega pride na geometrično in nat o na ploskve, črte in točke.

V tem se nje gov i učbeniki raz likujejo od t istih , v kat erih avtorj i začenj aj o

s točkami in črtami , ki j ih učenci gledajo kot španske vasi . Geometrijska
pr avila so razvita in dokazana . P isec drži učence v stalni napetosti in
ji h napeljuje, da pravila sami najdejo . Dokazi so t aki, da ne presega jo
njihovih učnih moči .

Močnik je do danes najbolj plodovit pisec slovenskih matematičnih

učbenikov in ede n od prvih , ki so v prejšnjem stoletju soustvarjali sloven
sko matematično termino logijo.

Močnik je pomemben t udi kot zagovornik uvaj anja slovenščine v t a
kr atne še povsem nem ške glav ne šole na Kranjskem in kot borec za stro
kovno rast in izboljšanje materia lnega položaja učiteljstva.

O Močnikovem ped agoškem delu na področju matemati ke zgovo rno
priča njegov matemat ični knji žni op us:

Število Močnikovih knji g:

razprave
logaritmične tabele
priročniki

metodike

učbeniki

skupaj

1
2
2

11

126

142

Matematični učbeniki :

učbeniki : za ljudske šole 35
za meščanske in obrtne šole 24

za gimnazije 39
za realke 22

za učitelj išča 6

učbeniki skupaj 126
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Čeprav so bile Močnikove knjige pisane v nemščini bo Močnikovo ime
ost alo zapisano v zgodovini matematičnega pouka t istih evro pskih naro
dov, v katerih jezike so bile preved ene nj egove knjige: v sloven ski , hrvaški ,
srbski, albanski, bolgar ski, češki , it alij anski , madžar ski, novogrški , polj
ski, romunski , slovaš ki in ukrajinski jezik . Slovenci, Hrvati in Sr bi smo v
šolah up orablj al i prevod e njegovih knjig. Toda medtem ko so Hrvati in
Srbi že t akoj po letu 1850 vp eljali njegove učbenike za sr ednjo šolo, smo
Slovenci smeli up orabljati t akrat le njegova navodila za uporabo računic

in računice za ljudsko šolst vo. Šele v šolskem letu 1882/ 83 je Dunaj dovo
lil slovenščino kot učni jezik na nižji gimnaz ij i, začenši v prvem razredu,
in to le v Kr anju, v Nove m mestu ter na slovens kih oddelkih ljubljan
ske gimnazije. Takrat je Celestina preved el v slovenski jezik Močnikove

arit met ike in geome t rije za nižje gimnaz ije . Ko st a Celestinova prevod a
začela poh aj ati , je Blaž Matek v let ih 1896 in 1898 namest o obolelega
Ce lest ine obe učn i knjigi na novo sest av il.

Močnikova publicistična delavnost je obsegal a , kakor je razvidno iz
poved an ega , sest avljanje aritmetičnih in geometrijs kih učbenikov za ljud
ske, meščanske , srednje šole in učiteljišča. V tem je bil moj st er kakor
redkokdo. Nat anko je vedel, kaj potrebuje posamezn a šolska stopnja, in
po kateri pot i je treba krenit i za ciljem . Iz t ega si morem o t udi razložiti
nenavadni in traj ni usp eh , ki ga je dosegel s svojimi učbeniki: bili so
skoraj st o let , generacij i za generacijo učencev , vodnik po kri st alni stavbi
matem atike.

Močnikova življenska pot:
1814

1821-1824
1824-1 832
1832-1 836
1836- 1846
1836-1840

1839
1840
1840

18 4 3

1844

1846-1858

1846-1849

ro jen v Cerknem 1. oktobra .
ljudska šola v Idrij i.
gim nazij a in licej v Ljubljani.
bogos lovj e v Gor ici .
učitelj na normalki v Gorici.
št udira (danes bi rekli "ob delu " ) z izpi ti na univerzi v G radcu .
zna nstveno delo : Teorija numeričnih enačb .

prom ovira v Gradcu za dok torj a filozofije (m atemat ike).
izide prva metodika računstva: Lehre von den vier Rech nungsarten
(J. Bl asn ik , Ljubljana ).
metodični priročnik : Anlei tung zu r g esa m t e n R echenkun st (J . B la
snik, Ljublja na ).
d vom a št ud ijs ka komisij a odobri Močnikov načrt o spreme m bi t a
kra tnih račun ic in pouka računanja

piše učbenike za računstvo za ljudske šole , šo le na kmetih , župnijs ke
glavne in mestne šole ter ponavlj aIn e in nad alj evaIn e šole.
profesor eleme nt arne m a temati ke in t rgovskega računstva na te h
niški akade m ij i v Lvov u (U kraj ina) .



1849-1850

1850-1 882
1850-1 853

1851-1860

1851

1851

1854

1856-1 858

1856-1857

1856

1856
1858

1860-1869

1860

1861

1862
1865

1869-1871

1870-1 873

No vice I

profesor matematike na vseučelišču v Olomucu (Moravska na Češ

kem) .
izda prve izvode učbenikov za rea lke, ki jih kasneje še dopolnjuje.
natisne t ud i učbenike za gim nazijo (višjo in nižjo). Kasneje sam
(a li drugi) t e učbenike še dopolnjuje in pred eluje . Zadnji za šolsko
rabo namenj eni učbenik j e izšel še 1938 (v nemščini) .

šolski svetnik in nadzornik ljudskih šol za deželo Kranjsko v Lju
bljani.
ses tavi učni načrt za glavne šo le na Kranjskem v katerem uved e
p oleg do te daj samo nemškega učnega jezika t ud i slovens ki učni

jezik - uvedba dvojezičnih glavnih šol.
predlaga (24.4.) ustanovitev pedagoškega tečaj a ( "učiteljišča") v
Idrij i, ki nato deluje od 1852-1866.
po naročilu šolskega ministra napiše dv e metodiki računstva za ra
zred ni pouk (Metod ika računanja iz glavne in Metodika računanja

s ciframi).
skupaj z Andrejem Praprotnikom ses t avi Slovenski abecednik , Slo
vensko-ne mški abecednik ter P rvo in D rugo b erilo za slovenske šole .
skupaj z Bla žem Potočnikom izda dvojezično sloven sko-nemško
slovnico za trivialke in glavne šo le.
izide pon atis Geome t r ije (prva izdaja , 1850) za nižje realke. Po
nat isu so med tekst om dodani slovens ki term ino loški vložki. To so
začetki slovens ke matematične terminologije, kater e soavt or je bil
Franc Močnik.

izdela stat ut lj ublj anske obrt ne šole.
izda logaritemske tabele in knjižico z navodili za računanje z novimi
avstrijs kimi novci (avstro-ogrs ka den arna reforma in nova novčna

veljava).
šolski svet nik in nadzornik ljudskih šol in realk za Štajer sko v
Gradcu .
izdela pravila društva za podporo učiteljskim vd ovam. Boj za bo ljši
materialni st atus učitelj ev je bil a zelo pomembn a l'vIočnikova dejav
nost na K ranjskem.
izdajo l'vIočnikova berila : Prvo in Drugo berilo za slovenske šole in
Erst es . . . , Zweites . . . , Drittes Lesebuch za nen emške ljudske šole.
od likova n z viteškim kri žem red a Franca Jožefa .
na Močnikovo priporočilo je sp reje ta za šolsko rabo v gimnazija h
in realkah tretj a (prva izd aj a 1854) pred elan a izda ja Janežičeve

slovens ke slov nice .
je im en ovan za Štajerskega deželnega šo lskega nadzornika prve sto
pnje .
izid ejo prve izd aje Močnikovih petdelnih računic za ljudske šole.
Vsako računico je sp re mlja la po sebna knjižica metodičnih napot
kov.



I No vi ce - Na loge

1871

1872-1885

1873
1874
1875
1877

1878-1879
1891- 1892

1892

upokojen in ob tej pril iki odlikovan z redom železne krone tretjega
razreda . S te m pridobi vit eški naslov.
izhajaj o pr ve izdaj e učbenikov za meščanske , trgovske in obrtne
šole.
izda priročnik za uporabo "francoskih" mer v avst rijski šoli.
izide met od ika računstva za ljudske šole (od 1. do 5. razreda) .
izide metodika geomet rijskega oblikoslovja za ljudske šole.
izidejo Močnikove logaritemske tablice namenj ene "šolski rabi " .
izhajaj o njegovi učbeniki matematike za učiteljišča.

izidejo t ridelne računice za ljudsko šolo (faksimilizira na izdaja:
Cerkno, 1995).
umre v Grad cu 30. novembra .

Zvonko Perat

METANJE KOCKE

Denimo, da nas zanima najverjetnejše štev ilo met ov običajne kocke , v ka
terih skupno število doseženih pik prv ič preseže 1997 . O tem , kako lahko
točno izračunamo to število , b omo morda spregovorili kdaj drugič . Vaša
t okratna n aloga je , da napišete pro gram, ki b o eksper iment alno (t ore j
s pomočj o ge ne ratorja naključnih števil) oceni l število potrebnih metov.
Progra m naj prebere število poskusov in izpiše t isto št ev ilo met ov , v ka
t ere m se je končalo največ poskusov. Če j e t a kšnih štev il več , naj bodo
izpi sa na vsa. Možni odgovor i so seveda le št ev ila med 333 in 1998.

D a ne b o nesporazumov, še enkrat pojasnimo , kaj računamo. Za
radi enostavnost i vzemimo, da opazuj emo, kdaj vsota dobljenih pik prvič

preseže 10. Odločimo se za šest p oskusov (za verodost ojen odgovor je
sicer treba p al'editi p recej več p oskusov):

prvi poskus:
drugi p oskus:

tretj i p oskus:

3,4,4
1, 4, 2, 6

1, 5, 2, 4

četrti p oskus:
peti poskus:

šesti poskus:

6, 6
2, 3, 6
1, 3, 3, 2, 1, 4

Št evila met ov v p osameznih p oskusih so torej 3, 4 , 4, 2, 3 in 5. Najve č

poskusov , in sicer p o dva, se je končalo po 3 in 4 m etih. Izp isat i m oramo
torej št evili 3 in 4.

Martin Juvan
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33. TEKMOVANJE ZA ZLAT O VEGOVO
P RIZNANJE

Najboljši sedmošolci in osmošolci s področnih t ekmovanj so se v soboto,
17. maja 1997, pomeri li v šestih reg ijah na državnem tekmovanju za zlato
Vegovo priznanje. Nanj se po veljavnem pravilniku uv rsti do 0,5% vseh
sedmošolcev s posameznega področja in do 1% vseh osmošolcev s posa
meznega področja.

REGIJA 7. razred 8. razred

Ljubljana 86 135

Maribor 48 75

Ce lje 29 41

Koper 23 26

Nova Go rica 10 16

Novo mesto 22 33

SKUPAJ 218 326

Zlato Vegovo priznanje so prejeli sedmošolci , ki so osvoj ili najmanj
15 od 25 možnih točk, in osmošolci, ki so osvojili najmanj 19 od 25
možnih točk.

Vsem učencem, ki so osvo ji li zlato Vegovo priznanje, je DMFAS po
klon ilo knjigo Številske križanke.

Nagrade najuspešnejšim tekmovalcem:

7. razred:

1. nagrada:

Anka Ilc, OŠ Dani la Lokarja, Ajdovščina

Matevž Bokalič , OŠ Dol pri Ljubljani

Klem en Šivic, OŠ dr. Ivana Korošca, Borovnica
Jugoslav Njenjič , II. OŠ Celje

Mat ija Pe rne, OŠ P etra Kavčiča, Škofja Loka

II. nagrada:

T imon Mede, OŠ Miška Kranjca, Ljubljana

Aleš Frece, OŠ Slivnica pri Ce lju, Gorica pri Slivnici
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III. nagrada:

Tina Murn , OŠ Ivana Groharja, Škofja Loka
Igor Puh, OŠ Nove Fužine, Ljublj an a
Staš La panj a , OŠ Petra Kavčiča , Škofja Loka
Katja Rad e, OŠ Rihard a Jakopiča, Lju blj ana
Matj až Majnik, OŠ Vide Pregarc, Ljubljana

8 . razred :

1. n a gr ada:

Marjeta Vouk, OŠ Ani ce Černejeve, Makole
Nina Marinše k, OŠ Antona Tomaža Linharta, Radovlj ica
Kat arina Ivanšek , OŠ Artiče

Mate Car, OŠ Belt inc i
Brigita Avramovič, OŠ Bičevj e, Ljublj ana
Bojan a Bajželj , OŠ Bor isa Ziherl a , Ljubljana
Eva Mi lošev , OŠ Cvetka Go la rja , Škofja Loka
Vesna Petkovska, OŠ Danile Kumar , Ljubljana
Borut Vaupotič , OŠ Go rišnica
Irena Rupnik, OŠ Ivana Tavčarja, Gor enja vas
Peter Kloeckl, OŠ J akob a Aljaža , Kranj
J anez Langus , OŠ Križe
Tadej Ba jda , OŠ Leskovec
Darja Starc, OŠ Loui sa Adamiča, Grosuplje
Nuša Zidarič , OŠ Lu dvika P lib erška , Maribor
Davorin Leš nik, OŠ Maj šp erk
Mart ina Turk , OŠ Martina Koresa , P odlehnik
An drej Muhič, OŠ Mirn a Peč

Borut Pečar, OŠ Narodnega hero ja Maksa Pečarja, Ljubljana Črnuče

Matija Pret nar , OŠ Narodnega hero ja Maksa Pečarja, Ljubljan a Črnuče

Mar ko Limbek , OŠ P reserje pri Radom ljah
Sergej Omladič , OŠ P režihovega Voranca , Lj ublj ana
S e le na Praprotn ik, OŠ Pru le, Ljubljan a

Matej J azbinšek, OŠ Sava Kladnika , Sevnica
Lavra Vrlič, OŠ Šmartno pri Slovenj Gradcu
Borut Todorovič, OŠ To ne t a Čufarja, Ljubljana
Katja Švara , OŠ Trnovo, Ljubljana
Eva Berd a js, OŠ Vič, Ljubljana
Daniela Vidmar, OŠ Vodmat, Ljubljana
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II. nagrada:
Haris Omanovi č , OŠ 11. Maj , Grahovo
J an Dolinšek , 1. OŠ Slovenj Gradec
Aljaž Recek , OŠ Ivana Cankarja , Vrhnika
Urška Špeh , OŠ Mozirj e
Zor an Og rizek, OŠ Simona Jenka , Kranj
Klem en Paternost er, OŠ Šmartno pri Lit ij i
Irena Batistič , OŠ Vič , Ljubljana

III. nagrada:
Ambrož Božiček , OŠ Bistrica ob Sotli
Sašo Pet ek , OŠ Francet a Prešerna , Maribor
Jure Upe lj , OŠ Gradec , Litija
Urška Tajnšek , OŠ Lava , Celje
Peter Perčič , OŠ Livade , Izo la
Maj a Rosič , OŠ Ljudski vrt, Ptuj
P et er Sk ube , OŠ Loka , Črnomelj

Borut Ojcinger, OŠ Primoža Trubarja, La ško
P et er Lu kan, OŠ Solkan, Nova Gori ca
Bošt jan Maček, OŠ Tabor I, Maribor
Uroš Divjak, OŠ Toneta Čufarja, Ljubljana
J anja Pungerčar , OŠ Tržišče

T ilen Ba jec, OŠ Valentina Vodnika , Ljubljana
Tina Šant l Temkiv OŠ Vič , Ljubljan a

A leksander Potočnik

17. DRŽAVNO TEKMOVANJE IZ FIZIKE ZA
ZLATA STEFANOVA PRIZNANJA

Oddelek za fiziko Pedagoške fakult ete v Mariboru in Društvo matemati
kov, fizikov in astronomov sta bila organizatorja tekmovanja iz fizike za
osnovnošolce. V pred avalnicah in laboratorijih Ped agoške fakult ete v Ma
riboru se je 10. maja 1997 pomerilo 33 ekip iz 7. razredov in 34 ekip iz
8. razred ov. Tekmovalci so reševali t r i teoretične in dve eksp erimentalni
nalogi. Naloge za področna in državno tekmovanje so pripravil i učitelj i

Pedagoške fakult et e Maribor , pri organizac ij i pa je sode lova la J elka Sa
kelšek.

Pred državnim tekmovanjem so bila 5. ap rila 1997 področna t ekmo
vanja v devetih mest ih , kjer so t ekmovanja organizirali in vodili: Dragica
Perovec-Stojko (Šm artno ob Paki) , Franc Pogorelčnik (Radlje ob Dravi) ,
Mirko Cvahte in Zlatko Bradač (Maribor) , Marko Mu nih (Pi ran) , Milojka
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Frank (Nova Gori ca) , K a rl a K r ajnik (Škofj a L oka ) , D arinka Uršič (Lj u

tom er) , l\ I ilen a K ošak (Novo m est o ) t er Vesna H a rej in J el ka Sakelšek

(Lj u b ljan a) . Sod elova lo je 342 ek ip iz 7 . razred ov in 357 ekip iz 8 . ra

zred ov, skupa j 1398 učencev. Tekmovalci so na področnih t ekmova nj ih

reševali 5 teoret ičnih n alog.
N a državnem t ekmovanju so zlata St efanova priznanja p rej eli :

Osn ovna šola

7. razred

Tekmovalca (ki) Točke (od 100 )

Dr . Ivana Korošca , Borovnica
P etra Kavčiča, Škofj a Loka
1. O Š Ce lj e
Gorj e, Zgorn je Go rje
Ivana Roba, Šem peter pri Go r ici
Spodnja Šiška, Ljubljana
Tone ta Čufarj a, Ljubljana
Dobrova
Nove Fu žine, Lj ub ljana
Naro d nega hero ja Ra jka , Hrastnik
Šentvid , Lj ubljana
Duša na Bordon a , Koper
Naro dnega heroja Maksa Pečarja,

Ljublj ana

8. razred

Tabor II , Maribor
Davorina J enka , Cer klje
Hudinj a , Celje
Ledina , Ljubljana
Tabor I, Ma ribor
Vič , Lj u blja na
Mirna Peč

Belti nci
Danila Lokarj a , Ajdovščina

Loka , Črnomelj

Riharda Jakopiča , Ljubljana
Antona Tom aža Linha rt a , Radovlji ca

Simo n Vrhovec, K lemen Šivic
Matija P erne , Lucij a Franko
Maja Rome, Ser gej Šuštar
A leš Osenčič , Ma rt in Pretnar
And raž Cej , Ma tj až Humar
Miha Brezavšček , Gašper Vidic
Boris Cergol, Met a Ko kalj
Barbara Hafner , Uroš Dolinar
Igor P uh , Siniša Jančič

Marja na Potočin , P r imož Ka lu ža
Grego r Bregar, Andraš J adek
A na Antinčič , Ma tjaž Božič
Jure Merčun , J an Brulc

Vesn a Božič , Marko Bevc
P r imož Marn , Žiga Dremelj
P avel Platovšek , Mo jca Videc
Gregor Tavčar, J ure Žumer
Boštjan Maček , Ma rko Gosa k
J akob To mše, Eva Ber dajs
Andrej Muhič , Damjan Go lob
Mate Car, R a j ko P alatin
Miha Maraž, Tadej Beočanin

P et er Skube, Tomaž Kuzm a
Rok SU-niša, Dragan Simeonov
Nina Marinšek , Miha Papler

97
96
89
87
85
83
82
81
78
77
77
75
75

81
81
78
77
77
77
76
75
73
72
72
70

Tekm ova lka m in t ekmovalce m čest itamo za d osežene rezultate.

Zlatko Bradač, M irko Cvahte
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41. MATEMATIČNO TEKMOVANJE
SREDNJEŠOLCEV SLOVENIJE

V sobotnem dopoldnevu 17. maja 1997 se je 166 dijakov iz 57 gimnazij
in srednjih šol v prostorih Gimnazije Vič v Ljubljani sp opadlo z nalogami
na 41. matematičnem t ekmovanju srednješolcev Slovenije, popoldne pa so
se podali na izlet v Zagorico in na GEOSS .

Za uspešno reševanje nalog je državna tekmovalna komisija podelila
naslednje nagrade in pohvale:

Prvi letnik:

2. nagrada:

Anže Žagar, Gimnazija Šentvid Ljubljana; Jaka Hajnšek, Splošna in stro
kovna gimnazija Lava Celj e.

3 . nagrada:

Črto Kreft, ŠC - Gimnazija Ptuj ; Lovro Žib erna, II. gimnazija Maribor;
Sunil Sah, Gimnazija Bežigrad; Matjaž Urlep, Sp lošna in strokovna gim 
nazija Lava Celje.

Pohvala:

Davorin Stevanovič, Gimnazija Jesenice; Matevž P lankl, Gimnazija Celje
Cente r ; Mitja Krnel, Gimnazija Koper; Iztok Grilc , Gimnazija in ESŠ Tr
bovlje; Viktor Božič , Gimnazija Vič; Žiga Virk , Gimnazija Vič; T ina Toni ,
Gimnazija Bežigrad; Matej Kanduč, SVŠ in gimnazija Ljubljana; Haris
Hodžič , Gimnazija Vič; Rok Marolt , Gimnazija in ESŠ Brežice ; Mitj a
Obed, Srednja ekonomsko-turistična šola Radovljica; Rok Orel, Gimna
zija Vič .

Drugi letnik:

1. nagrada:

Urška Bokal, Gimnazija Bežigrad; Jure Kališnik , Splošna in strokovna
gimnazija Lava Celje ; Ajda Skarlovnik, Gimnazija Bežigrad; Tomaž Weiss,
II. gimnazija Maribor.

2. nagrada:

Samo Juretič , Šolski center Nova Gorica; Dušan Jan, Gimnazija Tolmin;
Igor Jaušovec, 1. gimnazija Maribor.

3 . nagrada:

Maja Jeromel, II. gimnazija Maribor; Filip Šramel, Sp lošna in strokovna
gimnazija Lava Celje.
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Pohvala:

Gregor J erše, Gimnazija Kranj ; Teja Melink , Šolski center Nova Gorica ;
Gorazd Karer , Šolski cente r Nova Gorica; Sanel Falan, Gimnazija Frana
Miklošiča Ljutomer ; Luka Strniša , Gimnazija Bežigrad; Vesna Pigac, Gi
mnazija in ES Š Trbovlje; Pet er Ahčin, SZŠ in gimnazija Ljubljana ; Justin
Č inkelj , Gimnazija Želimlje; Ana Bergant , Škofijs ka klasična gimnaz ija
Ljubljana ; Peter Var ga , Dvojezična srednja šola Lendava; Matej Batič ,

Škofijska gimnazija Vipava; Blaž Brulc, Gimnazija Novo mest o; Tadej
Kaltnekar , Srednja šola Srečka Kosovela, Sežana ; Nataša Ti egl , Gimna
zija Bežigrad.

Tretji letnik:

2. nagrada:

Tadej Starčič , Gimnazija Bežigrad; Matjaž Titan, Gimnazija Murska So
bota; Martin Milanič , Gimnazija Koper.

3. nagrada:

Matej Ri zman, II. gimnazija Maribor; Matija Mazi, Gimnazija Bežigr ad;
Andreja Av beršek, Gimnazija Kr anj ; Luka Gabršček , Gimnazija Bežigr ad .

Pohvala:

Andrej Pukšič , Splošna in strokovna gimnazija Lava Ce lje; Martin Knapič ,

Gimnazija Šen t vid Ljubljana; Andrej Perne, Škofijska klasična gimna
zija Ljublj an a ; Blaž Zupančič , Gimnazija in ES Š Brežice; Tom až Ko
sem , Splošna in strokov na gim nazija Lava Celje; Anže Burger , Gimna
zija Bežigrad; Rok Reya, Gimnazija Škofja Loka; Aleš Fabjan, Gimnazija
Kranj ; Milan Tomazin , Gimnazija Kočevje ; Damir Franetič , Srednja šo la
P ostojna.

Četrti letnik:

l. nagrada:

Matjaž Konvalinka , Gimnazija Bežigrad; Gorazd Bizjak , Gimnazija Beži
grad; Klem en Kenda, Gi mnazija .Jurij a Vege Idrij a ; Mitja Šlenc, Gimna
zija Bežigrad.

3 . nagrada:

Damir Arh, Gimnazija J eseni ce; Andrej Vodopivec, 1. gimnazija v Celju .
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Pohvala:

Saša Fr atina , Gimnazija Bežigrad; Dejan Kolarič , III . gimnazija Maribor ;
P rimož Šparl , ŠC - Gimnazija Ptuj , David Maroševič , Gimnazija J eseni ce;
Mitja Lu štrek, ŠC Rudolfa Maistra , Kamnik; Dušan Žeželj , Gimnazija Le
dina , Ljubljana; Tomaž Vrtovec, Šolski center Nova Gorica ; Nika Lend ero ,
Gimnazija Velenj e.

P o določilih Pravilnika o tekmovanj u sred nješolcev v znanj u matem a
tike je držav na t ekmovalna komisij a izbral a ekipo, ki je za stopala Sloven ijo
na Mednarodni matematični olimpiad i v Argent ini. V ekipo so se uvrstili :
Matj až Konvalinka , Matija Mazi, Mar t in Milanič , Tadej Starčič , Matjaž
Titan in Andrej Vodopivec.

Domov so prinesli dve bronasti medalji in dve pohvali.

Matjaž Željko

35. FIZIKALNO TEKMOVANJE SREDNJEŠOLCEV
SLOVENIJE

P odobno kot v prejšnj ih let ih je t udi letos potekalo te kmovanje srednje
šolcev iz fizike v št ir ih skupinah A, B, C in D , razdeljenih po snovi, in v
treh st opnjah.

P rve stopnje - regijskega te kmovanja - se je ud eležilo 950 dij akov iz
53 srednj ih šol. Tekmovanj e je bilo istočasno izvedeno 22. marca 1997
na osmih srednj ih šolah po vsej Sloveniji . Orga nizirale so ga naslednje
srednje šole: Gimnazija Bež igrad Ljubljana, Srednja šola za elekt ro t eh
niko in računalništvo Lju blj an a,!. gimnazija Maribor , Gimnazija Ravne
na Koroškem , Srednja kovinarska in cest nopromet na šola Škofja Loka ,
Šolski cente r Nova Gorica , Gimnazija Kop er in Gimn azija in ekonomska
sr ed nja šola Brežice. Tekmovalne komisije, sest avljene iz profesorj ev fizike
s sodelujočih šol, so popravile izdelke in predlagale tekmovalce za državno
tekmovanj e iz posamezne reg ije.

Državno tekm ovanj e je bil o 19. aprila . Po predl ogu regijskih komisij
se je v skupini A pomerilo 37 te kmo valcev, v skupini B t udi 37, v skupini
C 30 in v skupini D 21. Skupaj 125 tekmovalcev iz 36 srednj ih šol.

Organizator dr žavnega tekmovanj a je bila Gimnazija Murska Sobota .
Medtem ko so tekmovalc i reševali naloge, so si nj ihovi mentorj i ogled ali
ravninsk i del P rekmurja , po koncu reševa nja nalog pa so si t udi te kmovalci
ogledali del Prekmurja - Goričko .
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Tekmovalna komisija DMFA Sloven ije, ki so ji pri izvedbi tekmovanja
in oce nitvi izdelkov po magali št udent i Fakultete za matem atiko in fiziko ,
je na razglas itvi rezult a t ov pod elila 10 prvih nagrad , 14 drugih, 14 t re tj ih
in 25 pohval.

Podeljen e nagrad e in pohvale:

Skupina A

1. nagrada :

Nejc Košnik, Gimnazija in ekonomska srednja šola Trbovlje ; Jure Be
zgovše k, Šolski center Velenj e; Jure Repinc, Gimnaz ija Kranj ; David
Štular , Gimnazija Kr anj ; Andraž Tari , Gimnazija Bežigrad Ljubljana.

II. nagrada :

Jaka Kovač , Gimnazija Kranj; David Krmpotič, Gim nazij a Franca Mi
klo š i ča Ljutomer; Jure St rle, Gimnazija Bežigr ad Ljubljana .

III. nagrada:

Andrej Kon cilja, Gimnazija Šentvid Ljubljana; Zala Grošelj , Gimnazija
Bežigrad Ljubljana; Marko Gril, Gimnazija Kranj ; Matej Spi ller-Muys,
Gimnaz ija P oljane Ljubljana.

Pohvala:

Sašo Jelenčič , Gimnazija Bežigrad Ljubljana; Damir Najvirt, Šolski cen
te r Ptuj - gimnaz ija; Blaž Novak, Gimnazija Bežigrad Ljubljana ; Tom až
P od lesnikar , II. gimnazija Mar ibor ; Miha J avornik, Šolski center Slovenj
Gradec - gimnaz ija; Marko .Javoršek , Gimnaz ija P iran; Tadej Pod gor
nik , SŠ za elektro te hniko in računal. Ljubljana ; Matej Maček , Gimnazija
Šentvid Ljubljana ; Lovro Suhodolčan , Gimnazija Celje - cent er.

Skupina B

1. nagrada:

Nagrada ni bila pod eljena.

II. nagrada :

Luka Gabršček , Gimnazija Bežigrad Ljub ljana; Primož Buh, Gimnazija
Šentvid Ljubljana; Andrej Grubišič , II . gimnazija Maribor ; Natan Oster
man, Gimnazija Bežigrad Ljubljana .
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III. nagrada:

Matej Ri zman, II. gimnazija Maribor; Denis Bider , Škofijska klasična gi
mnazija Ljubljana; Miran Biirmen , Gimnaz ija Murska Sobota; Ur ban Si
mončič , Šolski cente r Novo mesto; Nikola Vukaš inovi č , Gimnazija P oljane
Ljublj an a; An že Zupanc, Šolski center Ce lje.

Pohvala:

Damjan Šterk, Gimnazija Šentvid Ljubljana; Gorazd Karer , Šolski cen
ter Nova Gorica; Simo n Berlec, Srednja šola Rudolfa Maistra Kamnik;
Miha Erjavec, Gimnazija Ravn e na Koroškem ; Blaž Kmetec, G imnazija
Bežigr ad Ljubljana .

Skupina C

1. nagrada:

Martin Knapič , Gimnazija Šentvid Ljubljana; Aleš Vodičar, Gimnazija
Bežigrad Ljubljana; Martin Zadnik, SŠ za elektrot ehniko in računalništvo

Ljublj ana .

II. nagrada:

Janko Boltar, Gimnazija Koper; Matija Mazi, Gimnazija Bežigr ad Lju
blj ana; Aleš Kranjc, Tehnišk i šolski center Nova Gorica.

III. nagrada:

Matija Gams , Gimnazija Bežigrad Lj ublj ana ; Blaž Zupančič , Gimnazija
in ekonomska srednja šola Brežice.

Pohvala:

Dej an Bez nec, Gimnazija Murska Sobota; Aljo ša Kancler , Srednja elekt ro
računalniška šola Maribor ; Klemen Naveršnik, Gimnazija Bežigrad Lju
blj ana ; Gregor Resman , Gimnazija Bež igrad Ljublj ana; Mitj a Vardj an,
Gimnazija Bežigrad Ljublj ana; Aleš Št imec , Gimnazija in ekonom ska sr e
dnja šola Brežice.

Skupina D

1. nagrada:

Miloš J eftič , Gimnazija Bež igrad Ljubljana; Igor Verstovšek, Gimnazija
Bežigrad Ljubljana.

II. nagrada:

Matej Horvat , II. gimnazija Maribor ; Matej Marinč , Gimnazija Bežigrad
Ljubljan a ; Gorazd Bizjak, Gimnazija Bežigr ad Ljubljana; Boštj an Glaž ar ,
SŠ za elekt ro t ehniko in računalništvo Ljubljana .
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III. nagrada:

Ro k Šabjan, Gimnazija Bežigrad Ljubljana; Gašper Tkačik , Gimnazija
Bež igrad Ljubljana.

Pohvala:

Gorazd Lampič , Gim nazija Bežigrad Ljubljana; Aleksander Slemenšek,
Šolsk i cent er Ce lje ; Uroš Benko, Gimnazija Murska Sobota ; Mitja Luštrek,
Srednja šola Rudolfa Maist ra Kamnik; J an Szilagyi , Gimnazija Bež igr ad
Ljubljana.

Po izbirnem tekmovanju za olimpijs ko ekipo so se na let ošnj o 28. med
narodno olimpiado iz fizike, ki je pot ekala med 13. in 21. julijem v mestu
Sudbury, Kanada , uvr sti li: Igor Verstovšek, Mi loš Jeftič , Matej Marinč in
Gašper Tkačik, vsi iz Gi mnazije Bežigrad Ljubljana , t er Matej Horvat iz
II . gimnazije Maribo r.

Domov so prinesli eno bronasto medaljo in tri pohvale.

Ciril Dominko

18. MEDNARODNO MATEMATIČNOTEKMOVA
NJE MEST - Rešitve iz XXIV, P-6, str. 378

Rešitve nalog prvega d ela

Prva skupina

1. Označimo te h 10 števil z n - 9, n - 8, .. . , n in naslednjih 9 št evil z
n + 1, n + 2, . .. , n + 9. P ot em velja (n - 9)2 + (n - 8)2 + ...+ n 2 =
= (n + 1)2 + (n + 2f + ...+ (n + 9)2, in zato n2 = 2(2n +4n +...+
+ 18n) = 180n , to rej n = 180. Iskan a št evila so tako 171, 172, .. . ,1 80.

2. Naj bo S ploščina enakostraničnega t rikotnika s stranico 1. Pot em je
ploščina t rapeza s stranica mi 1, 1, 1 in 2 enaka 3S , ploščina enako
straničnega trikotnika s stranica n pa je n 2 S. Če lahko enakostranični

trikotnik s stranico n razrežem o na trapeze s stranicami 1, 1, 1 in 2,
je n delj iv s 3. Enakostranični t rikotnik s stranico 3 enostavno ra
zrežemo na t r i trapeze s stranicami 1, 1, 1 in 2. Če je do lžina stranice
enakostraničnega t rikotnika n = 3k , potem lahko trikotnik razrežemo
na k 2 enakostraničnih t rikotnikov s st ranico dol žine 3, vsakega od
njih pa potem razrežem o na tri trapeze. To rej so iskana števila vsa
naravna števila n , ki so de lj iva s 3.
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H

G .i
F

J

000--- B

.J
J(

A

IBGI. IBH I = IBEI. IBFI =

= (a - IAE !) . (a - IAF!) =

= a2
- a(IAE I+ IAF !) + IAEI . IAFI .

(a) Št evila fantov, s katerimi se posamezna dekleta poznajo, so
0,1, ,9. Torej je število poznanstev med fanti in dekleti 0 + 1 +
+ + 9 = 45. Od tod sledi , da vsak fant pozna 5 deklet . Označimo

dekleta s št evili od O do 9 in fante s št evi li od 1 do 9. Naj dekle,
označeno z O, ne pozna nobenega fanta. Za 1 :::; k :::; 4 naj dekle z
oznako k pozna fante z oznakami od 1 do k. Za 5 :::; k :::; 9 naj dekle
z oznako k pozna fante z oznakami od 10 - k do 9. Potem vsak fant
pozna natanko pet deklet, torej taka družba obstaja.

(b) Št evi la fantov, s katerimi se posamezna dekleta poznajo , so
0,1 , ,10 . Torej je število poznanstev med fanti in dekleti 0+ 1 +
+ + 10 = 55. Ker 55 ni deljivo z 10, ni mo žno , da bi vsak fant
poznal enako število deklet .
Naj bo ABCD romb s stranico a in privze
mimo oznake s slike .
Iz izreka o potenci točke B na krožnico
sled i

4.

3.

Podobno izpeljemo še

ICHI . ICGI = a2
- a(ID11+ IDIl)+ ID11. IDI l ,

ID11. IDI l = a2
- a(IAL I+ lAKI) + IALI . lAKI ,

ICII· IC11 = a2
- a(IBGI + IBHI ) + IBGI · IBH I ·

Če upoštevamo, da je IAEI . IAF I = IALI . lAKI in ICH I . ICGI =
= ICII· IC11, iz dobljenih enačb sled i

(IAEI + IAF I) - (ID11+ IDIl) = (IALI + lAKI) - (IBGI+ IBH !).

Ker je IAFI = a - IBF I, IDIl = a - ICII, lAKI = a - IDKI lil

IBH I = a - ICH I, sledi iz gornje enačbe želena enakost

IAEI-IBFI - ID11+ ICI I= IALI - IDKI-IBGI+ ICHI ,
oziroma

IAEI+ IBGI+ ICII + IDKI = IALI + IBF I + ICHI + ID11·
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Druga skupina

1. Koordinatni sistem postavimo tako, da so oglišča kocke v točkah

(0,0,0) , (1,0,0), (0,1,0) , (1,1,0), (0,0,1), (1,0,1) , (0,1,1) , (1,1,1). Naj
stranica a povezuje točki (1,0,0), (1,0,1), stranica b točki (0,1,0),
(1,1,0) in stranica etočki (0,0,1) , (0,1,1). Potem za točko (x , y , z)
znot ra j kocke velja, da so kvadrati razdalj do stranic a, b in cenaki
(x - 1)2+ y2 , (y - 1)2+ z2 in (z -1)2 + x 2. Poiščimo točke, v katerih
so kvadrati razdalj enaki. Predpostavimo lahko, da je x ::::: y in x ::::: z,
t er ločimo dva primera.
Naj bo y ::::: z . Potem iz (y - 1)2 + z2 = (z - 1)2 + x 2 sledi x 2 + 2y =
= y2 + 2z . Ker je x 2 ::::: y2 in 2y ::::: 2z, je x = y = z. V drugem pri
meru pa naj bo z ::::: y. Potem iz (x - 1)2 + y2 = (z - 1)2 + x 2 sledi
z2 + 2x = y2 + 2z. Ker je Z2 ::::: y2 in 2x ::::: 2z, je x = y = z. Torej je
iskana množica točk daljica s kraj išči (0,0,0) in (1,1,1), to je diagonala
kocke s krajiščema, ki ne ležita na nobeni od stranici a, b ali c.

2. Recimo, da tak razrez obstaja. Za vsak kos pobarvamo konveksne
kro žne loke na robu tega kosa z rdečo , konkavne krožne loke na
robu tega kosa pa z modro barvo (ravnih delov roba ne pobarvamo).
Označimo z r vsoto dolžin vseh rdečih lokov in z m vsoto dolžin vseh
modrih lokov . Ko kose zložimo v kvadrat, se vsak rdeč lok dotika mo
drega in obratno, zato je r = m . Ko so kosi zloženi v krog, se vsak
moder lok dotika rdečega, vendar pa se rdeči loki, ki sestavljajo rob
kroga, ne dotikajo modrih lokov, zato je r > m , kar pa je protislovje.
Torej tak razrez ne obstaja.

3. Na parabolo narišimo dve vzporedni tetivi in označimo njuni razpo
lovišči. Naj bo ldaljica, ki spaja ti dve točki. Narišimo tetivo , ki
je pravokotna na l, in označimo njeno razpolovišče. Premica, ki gre
skozi to razpolovišče in ki je vzporedna l, je ordinata in seka parabolo
v koordinatnem izhodišču. Sedaj ni težko narisati še abscise. Podkre
pimo konstrukcijo z dokazom. Naj ima prva tetiva kraj išči (Xl, xi) in
(X2' x~) in druga tetiva kraj išči (X3' x~) in (X4' x~) . Potem sta naklon-

2 2 2 2

ska koeficienta t etiv enaka X
,

- X 2 = Xl + X2 in X 3 -X
4 = X3 + X4. Ker

XI - X2 X3 - X4

sta tetivi vzporedni, je X l + X 2 = X 3 + X4 . Torej imata razpolovišči

tetiv enaki abscisi , zato je dalj ica l vzporedna ordinati.
4. Števila fantov , s katerimi se posamezna dekleta poznajo, so 0,1, . .. ,n.

Torej je število poznanstev med fanti in dekleti enako ~n(n+ 1). Ker
so št evila deklet , ki jih poznajo posamezni fantje, enaka, mora biti
število vseh po znanstev deljivo z n. Od tod sledi, da je število n + 1
deljivo z 2. To pomeni, da pri sodem n taka družba ne obstaja.
Pokažimo, da pri lihem n družba z dano lastnostjo obstaja. Naj bo
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n = 2k + 1. Razdelimo deklet a v k + 1 parov. Za O ::; i ::; k naj eno
dekle v i-te m paru pozna i fantov, drugo v te m paru pa preost alih
2k + 1 - i fantov. Potem so števila fantov, s kat erimi se posamez na
deklet a poznaj o, med seboj različna. Vsak fant po zna natanko eno
dekle iz vsakega para, torej k + 1 deklet . To rej za vsako liho število
n > 1 t aka družba obstaja .

R ešitve nalog drugega d ela

Prva skupina

1. (a) Naj bodo p , q in r praštevila z iskano las tnostjo. Naj velja
p > q > r . Če je r = 2, je r 2 + d = 14 = 2 . 7. To šte vilo pa ni deljivo
s pq , saj je p, q > 2. Tudi možnost r = 3 odpade, saj je r2 + d =

= 19 prašt evilo. Torej je r ::::: 5. Velja še q ::::: r + 2 in p ::::: r + 6, saj
je eno izmed tre h za porednih lihih števil deljivo s 3. Potem dobimo
r2 + 10 ::::: pq ::::: (r + 6) (r + 20) = r2 + Sr + 12, kar pa ni možno, za to
praštevila ziskano lastnost jo ne obstajajo.
(b) Naj bo p = 5, q = 3 in r = 2. Potem je število p2 + 11 = 36
deljivo s qr = 6, q2+ 11 = 20 deljivo s pr = 10 in r2+ 11 = 15 deljivo
s pq = 15.

2. (a) Dolžina hipotenuze trikotnika je 5. Ker so do lžine stranic tri
kotnika celošt evil ske, je tudi dolžin a n stranice kvadrat a celo število .
Ploščina kvadrat a je n 2

, ploščina trikotnika pa 6. Od to d sledi, da je
n deljivo s 6, za to je n = 6m . Tedaj je število trikot nikov , na kat ere
je razrezan kvadrat , enako 6m 2

, to rej sodo število.
(b) Naj bo kvadrat z rav nimi odseki razrezan na pravokotne t rikot nike
s kat etama 1 in 2. Vsak odse k ima za krajišči dve oglišči nekih
t r ikotnikov in poteka po st ranica h nekaj trikotnikov. Če del stranice
t rikotnika leži na nekem odseku , leži na te m odseku cela stranica , zato
leži cel trikotnik bo disi na eni bodisi na drugi strani odseka . Vze mimo
poljuben odsek. Označimo z b število hip otenuz t rikot nikov, ki ležijo
na eni strani odseka , in z d število hip otenuz trikotnikov , ki ležijo
na drugi strani odseka. Ker je dolžina hipotenuze vsakega t rikotnika
enaka v5 in ker sta dolžini kat et celoštevilski, je dolžin a izb ranega
odse ka enaka a + bV5 = c + dV5 za neki nenegat ivni celi števili a in
c. Pri b i- d je v5 = ~=~, kar pa ni možno. Zato je b = d in tako
je število trikotnikov, kat erih hipotenuza leži na izb ran em ods eku ,
sodo. Postopek po novimo za vse odseke in dobimo, da je število
trikotnikov, katerih hip otenuza leži znotraj kvadrat a , sodo . P odobno
obravnavamo ob a par a vzporednih stranic kvadrat a in dobimo, da
je šte vilo hipotenuz na vzpor ednih stranicah enako. Torej je vseh
t rikot nikov sodo mnogo.
Opomba: Dokaz za pravokotnik je enak.
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Druga skupina

1. Naj bo g(x) = f (J (x )) = x2 - 1996. Enačba x2 -x- 1996 = Oima dve
realni rešitvi ; označimo ju z a in b. Naj bo f (a) = p. Pot em je f (p) =
= f(J(a) ) = g(a) = a. Od tod sledi, da je g(p) = f(J( p)) = f (a) = p.
Torej je t udi prešitev enačbe x2

- x - 1996 = O, zato velja f (a) = a
in f (b) = b ali f (a) = b in f(b) = a. Naj bo h(x ) = g(g(x)) =
= (x2

- 1996)2 - 1996. Potem iz h(x ) = x sled i x4
- 3992x2

- X +
+ 3982020 = O. Ker je g(a) = a in g(b) = b, je h(a) = a in h(b) = b.
Zato lahko zgorn j i polin om razstavimo: x4 - 3992x2 - X + 3982020=
= (x2

- X - 1996)(x2 + X - 1995) = o. Tudi enačba x2 + x - 1995 =
= O ima dve realni rešitvi; označimo ju s c in d. Naj bo g(c) = q.
Potem je g(q) = g(g(c)) = h(c) = c. Od tod sledi, da je h(q) =
= g(g(q)) = g(c) = q, to rej velja q = c ali q = d. Ker je c različen od
a in b, je g(c) = d in g(d) = c. Naj bo f (c) = r in f (d) = 8 . Potem
je f (r ) = g(c) = d in f (8) = g(d) = c. Ker je h(r ) = f(J (J (J (r )))) =
= f(J (J (d))) = f(J (8)) = f (c) = r , je rE {a,b,c,d} . Ker je
d =1= f (a) E {a , b}, je r =1= a. Po dobno sklepamo, da je r =1= b. Če je
r = c, potem je f (r ) = r in zato g(r) = f (J (r )) = r . To pa ni možno,
saj je c različen od a in b, t o pa st a edini rešitvi enačbe g(x ) = x .
P odo bno do bimo , da je r =1= d. Tako smo prišli do protislovja, zato
t aka funkcija ne obstaja.

2. (a) Igr alec zmaga , če izp oln i kartice na naslednji način : ( l , , 10) ,
(1, , 5, 11, . . . , 15), (6, . . . , 15), (16, . . . , 25), (16, . . . , 20, 26, , 30),
(21, , 30) , (31, , 40), (41, . . . , 50), (51, . . . , 60), (61, , 70),
(71, , 80), (81, , 90), (91, . . . , 100). Z dvema šte viloma lahko pr e-
prečimo zmago vsake izmed prvih treh karti c (z enim ne mo remo),
prav t ako z dvema št eviloma to dosežem o za naslednje t ri karti ce
(in t i dve št evili morat a biti različni od prvih dveh ). Z nadaljnjimi
sedmimi števili preprečimo zmago zadnj im sedmim kart icam. Torej
je potrebnih vsaj 11 števil, da se prepreči zmago vsem 13 karti cam ,
za to ena kartica vedno zmaga.

(b) Recimo, da smo izpoln ili le 12 kar t ic. Recimo, da se neko št evilo
pojavi vsaj na t reh kart icah . Če je to število skup aj s še devet imi
števili (po enim iz vsak e preost ale kar ti ce) med prepovedanimi št evili,
smo izgub ili. Zato se vsako število lahko poj avi naj več na dveh kar
t icah . Tedaj se 10 . 12 - 100 = 20 št evil pojavi na nat anko dveh
karti cah (ostala pa le na eni). Izb erem o dve kartici , ki imat a skup no
št evilo. Na t eh dveh kar ticah je največ 19 raz ličnih šte vil, zato obsta
ja t a dve drug i kartici, na kater ih se prav tako poj avi skupno št evi lo
(drugo kot na pr vih dveh kart icah) . Če so med prepoved animi števili
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skupno število prvih dveh kartic, skupno število drugih dveh kartic
ter po eno število iz preostalih osmih kartic, smo izgubili, zato med
12 karticami ni nujno zmagovalne.

Aleš Vavpetič

18. MEDNARODNO MATEMATIČNO

TEKMOVANJE MEST - pomladanski krog

V marcu je potekal pomladanski krog 18. tekmovanja mest. Dijaki prvih
in drugih letnikov so tekmovali v prvi skupini, ostali pa v drugi. Izdelek
vsakega tekmovalca je bil ocenjen z največjo možno vsoto točk iz treh
nalog. V prvem delu so imeli dijaki na izbiro naslednje naloge:

Prva skupina

1. Za koliko naravnih števil med 1 in 1997 velja, da je vsota njihovih
števk deljiva s 5? (3 točke)

2. Lažnjivi kljukec se je hvalil, da je pri biljardu na mizi oblike enako
straničnega trikotnika udaril kroglo z roba mize tako, da je šla preko
neke točke na mizi trikrat in vsakič v drugi smeri, na koncu pa se
vrnila na začetno točko. Ali je to možno, če velja običajni odbojni
zakon? (3 točke)

3. Dve med seboj pravokotni premici se sekata v točki M, ki leži zno
traj kroga F, in tako razdelita krog na štiri dele . Naj bosta a in
b oddaljenosti točke M do premerov, ki sta vzporedna premicama.
Določi razliko vsote ploščin največjega in najmanjšega dela razreza
nega kroga in vsote ploščin ostalih dveh delov. (4 točke)

4. Kvadrat je razrezan na 25 manjših kvadratkov, od katerih le eden
nima ploščine 1 (ostalih 24 kvadratkov ima ploščino 1) . Določi ploš
čino prvotnega kvadrata. (4 točke)

5. Naj bo ABCD paralelogram, E razpolovišče stranice AD in F nožišče

pravokotnice na daljico EC skozi točko B . Pokaži, da je trikotnik
ABF enakokrak. (4 točke)

Druga skupina

1. Kocka je razrezana na 99 manjših kockic, od katerih le ena nima pro
stornine 1 (ostalih 98 kockic ima prostornino 1). Določi prostornino
prvotne kocke. (3 točke)

2. Naj bosta a in b taki naravni števili, da je število a2 + b2 deljivo z ab.
Pokaži, da je a = b. (3 točke)
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3. Središče kroga ima kartezični koordinati (a,b). Koordinatno izhodišče

leži v no tranjosti kr oga , tako da koordinatni osi razrežet a kro g na
štir i dele. Označimo z S + ploščino dela kroga, kjer ima ta koordinati
isti predz nak, in z S - ploščino dela , kjer imata koordinat i različni

pred znak. Določi vrednost izraza S + - S - . (4 točke)

4. Pravilni tetraeder ABC D je včrtan v sfero. Konstruiramo takšne
pokončne piramide A BCD', A B DC', ACD B ' in B CDA' zunaj t e
traedra, da ležijo točke A' , B' , C ' in D' na sferi. Izračunaj kot med
ravninama ABC' in ACD' . (4 točke)

5. Dva dij aka igrat a naslednjo igro: Dij ak A označi neko točko na ravnini
z rdečo barvo, nato dij ak B označi 10 točk na ravnini z zeleno barvo ,
nato po novno dij ak A označi neko točko na ravnini z rdečo barvo ,
dij ak B označi 10 točk na ravnini z zeleno barvo in t ako naprej.
(Vse točke morajo biti raz lične .) Dijak A zm aga , če na ravnini lahko
narišemo enakostraničen trikotnik z oglišči rdeče barve. Ali lahko
dij ak B prepreči zmago dijaku A? (4 točke)

V težjem sklopu nalog pomladanskega kro ga so te kmovalc i reševali
sede m nalog. Obj avljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1. Pokaži, da se število
(a) 9797 (4 točke)

(b) 199717 (4 točke)

ne da zapisati kot vsota kubov nekaj zaporednih naravnih števil.

2. Naj bo P točka znotraj trikotnika ABC, za kat erega velja lABI =
= IBGI , <r ABC = 80° , « P AC = 40° in <rACP = 30° . Izračunaj

kot <r B PC. (7 točk)

Druga skupina

1. Imamo 25 različno težkih koščkov sira. Enega od koščkov razrežem o
na dva dela in dobljene koščke razdelimo v dve vrečki s po 13 koščki

tako, da sta razrezana dela v različnih vrečkah . Ali lahko to naredimo
tako, da sta vrečki enako težki? (4 točke)

2. Za poziti vna števila a, b in e velja abe= 1. P okaži naslednjo neen a
kost :

111---+ + < 1.
l+a+b l+b + e l+e+a -

(8 točk)

A leš Vavpetič
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Sliki na sosednj i strani spodaj sta del članka P lanet i okrog drugih sonc,-+
ki ga najdet e na strani 34, in predstav ljata:

Slika 2. CCD posnet ek s spektrografom razpršene zvezd ne svetlobe. (Spekter je bi l
narejen steleskopom, prikazanim na sliki 4 .) Te mni vzdolžni presl ed ki so absorpcijske
črte . So nekoliko premaknjen e . Iz premikov določijo krivulj o radiaine hitrosti , kakršna
je prikazana na sliki 3. Premiki , ki odkrivajo gibanje zvezde okrog sk upnega težišča s
p lanetom , so izjemno majhni.

Slika 5. Risba interferometra, ki bi v vesolju iskal druge planetne sisteme. Najprej bi
ga v bli žn ji orbiti okrog Zemlje sestavili in pognali, nato pa bi ga poslali v zu nanj a
področja Osončj a, kjer bi op ravljal opazovanja in j ih pošiljal nazaj na Zemljo. P oje kt
takeg a int erfero m etra so p red lagali ameriški in ev ro pski znanst ve ni ki.
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Slika 2 . Praktična uporaba sencomera - merjenje dolžine sen re in višinskega kota Sonca.

Slika 7 . Prikaz rezu ltatov mojega več kot eno letnega opazovanja sence navpične palice. Vrh sence,
k i jo meče palica na vo d oravna t la , se premika po h ip erb oli , ki j e vsak dan drugačna. Od spo
m ladanskega do jesenskega enakonočjaso hiperbo le vbočene (upognjene k palici}, od jesens kega d o
spomladanskega enakonočja so izbočene , vmes - ob enakonočjih pa se izrodijo v premico.


