


IPRESEK

list za mlade matematike, fizike , astroname in računalnikarje

23. letnik, leto 1995/96, š t evilka 5 , st r a n i 257-320

VSEBINA

MATEMATIKA

FIZIKA

ASTRONOMIJA
RAČUNALNIŠTVO

NALOGE

REŠITVE NALOG

ZANIMIVOSTI

RAZVEDRILO
NOVE KNJIGE

TEKMOVANJA

NA OVITKU

o d elitvi dediščine (Ivan Vi d av ) 270-276
Naj manjši krog (Sta ne In dihar) 294-297
Vožnja po ban kin i (M it ja Sla vi ne c) 264 -267
Gibanje delca v past i (Janez Strnad) 302-307
Ptič (Marijan Prosen) oo oo • • • • • oo • oo . oo. oo . oo . oo • • • 268-269
Iskanj e široki h števil (Mart in Juvan) 282 -285
Konstrukcij a brez uporabe podobnosti (Dušan Modic). 269
Neka j zavitih za odvijanje (Mart in Juvan) 298 -301
Največji zorni kot - z iskustvene plati s str. 158

(Jože Rakovec) . oo . oo. oo . oo • • oo . oo. oo. oo . oo . oo . 276-277
Prevrtani krogli - s str. 210 (Vilko Domajnko) 279
Kdaj j e la hk o vsot a zaporedni h naravnih števil

kvadra t ? - s str. 20 7 (Jože Grasselli) 280-28 1
Pe t razboj n ikov - s str. 209 (Marija Ven celj ) 28 1
Ne ka j nalog za m la de Vegovee - s str . 221

(Pavle Zajc) oo . .. oo . oo • oo oo oo . .. oo oo oo oo . oo .. oo 285 -287
Kaj kd o poučuje? - s str. 231

(Neža Mramor - Kosta) . . oo •• oo • oo • oo • oo • oo • oo • oo • • 287
Malo in veliko preprosto število - s str. 219

(Mart in J u van) oo • • • oo •• • • oo ' ••• • • • oo •• • • • oo • •• 291 -293
"Astro" kri ža n ka - st r. 224 (Marko Bokal ič) 293
Določi vloge - s str. 210 (Neža Mramor - Kosta) 30 1
Razreži tetraeder - str. 231 (Vi lko Dom ajnko) 307
Tridimenzionalne težave gospoda Ploščaka

(Marija Ven ce lj) 25 7-263
Računalo R im ljanov (Veselko G ušt in ) 278 -279
Newtono va m et od a in lep i fraktali (Milan Ambrožič) . . . 290
K rižan ka "F iziki" (Marko Bokalič ) 288-289
Ce di lnik A., Matematični priročnik

(A nton Suhadolc) oo oo. oo • • • • oo. oo . oo • • oo . oo . oo . oo • • 297
Hladni k M ., Moderna kvad ra t u ra kroga

(Matjaž Želj ko) oo oo . oo . oo .... . oo oo oo oo, oo . oo ... .. oo 308
Rešitve nalog z državnega tekmovanja iz srednj ešolske

fizike , 2. d el - s str. 187 (J ure Bajc) 309-3 11
4 . državno t ekmovanje osnovnošo lcev v znanju matema

tike - rešitve s str. 247 (Aleksander Potočnik) .. 3 12-31 3
39. matematično tekmovanje sred nješolcev Slove nije -

reši t ve s str. 254 (Darjo Fe lda) 313-3 18
17. m ednarodno matematično te kmo va nje m est

(Matj a ž Željko ) oo oo . oo oo oo . oo . oo . oo. oo . oo . oo. oo 318-320
Računalo Rimljanov (fo to Veselko G uštin ) . G lej tudi p r ispe-
vek s tem naslovom na strani 278 1
Lepi fraktali (avtor Mi lan Ambrožič) . G lej tudi prispevek s
tem naslovom na stran i 290 IV



I Za~nimivosti - Razvedrilo

TRIDIMENZIONALNE TEŽAVE
GOSPODA PLOŠČAKA

Živimo v tridimenzionalnem prostoru. To pomeni, da ima gibanje in
opazovanje v našem prostoru tri prostostne stopnj e. Poenostavljeno bi
rekli, če govorimo le o gibanju, da lahko pridemo iz vsake točke našega
prostora do poljubne druge njegove točke s kombinacijo treh gibanj v treh
sm ereh, ki jih lahko vzamemo tudi kot medsebojno pravokotne. (No , če

smo pošteni , je gibanje gor-dol za nas včasih rahlo problematično; svet je
nekoliko bolj tridimenzionalen za ptice in ribe kot za nas.)

V prejšnji številki Preseka smo objavili prispevek o tem , kako si lahko
predstavljamo štiridimenzionalno kocko . Kaj pa predstava o četrti dimen
ziji nasploh, to je o smeri, pravokotni na vse smeri, ki jih zaznavamo v
našem tridimenzionalnem svetu? Je sploh možna njena mentaIna slika?

Ed en najboljših načinov za predstavljanje četrte dimenzije je analo
gija. Pri poskusu, kako naj bi izgledali štiridimenzionalni predmeti, si
pomagamo s predstavo o podobnih naporih, ki bi jih imela dvodimenzio
nalna bitja, če bi si hotela predstavljati tridimenzionalne predmete. Dvo
dimenzionalnemu bitju, čigar napore bomo opazovali , bomo rekli Ploščak.
Živi v Ploski dežel i.

Ploska dežela je ravnina, čudna dvodimenzionalna dežela, naseljena
z geometrijskimi liki, ki mislijo, govorijo in imajo človeške občutke. Vse
njihovo gibanje in opazovanje j e omejeno na ravnino.

Ploščak se je prvič pojavil z imenom A. Square v knjigi Flatland,
angleškega šolnika in teologa Edwina A. Abbotta okrog leta 1884. Ne
vemo, ali je Abbott res začetnik ideje o tovrstnem razvoju predstave o
četrti dimenziji. Morda je dobil navdih vPlatonovi alegoriji o votlini, v
kateri poznajo jetniki tridimenzionalni svet le po senčnih slikah. :
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Abbottov Flatland, s podnaslovom Romanca o več dimenzijah, je

tudi imenitna satira na viktorijansko Britanijo. Položaj prebivalca Ploske
dežele je določen z njegovo obliko, začenši z najvišjo - svečenikom kot
krogom, nato pa preko večkotnikov (več oglišč imaš, več veljašl) tja dol
do daljic, ki predstavljajo ženske. Knjiga - takih danes ne pišejo več - ki
jo je vredno prebrati!

Pa se vrnimo k našemu Ploščaku. Zamislimo si, da je Ploska dežela
velik list papirja. Po njem se Ploščak lahko giblje naprej-nazaj in levo
desno ter opravi poljubno kombinacijo teh dveh gibanj .

Pri sodeželanu lahko loči število oglišč (ne pozabimo, da vidi le v
dveh dimenzijah, torej le projekcijo na premico, ki je pravokotna na smer
gledanja), ker vsepovsod prisotna meglica povzroča, da so bližnje točke

svetlejše, kar pomaga pri razpo
znavanju oblik. Ne more pa z lis
ta papirja, še več, popolnoma je
tudi prikrajšan za vedenje o kate
rikoli drugi dimenziji , razen o tis
tih dveh , ki ju pozna.

Ko se je neke noči Obla (po
vršje tridimenzionalne krogle) od
ločila, da ga pouči o tretji dimen
ziji, je imela zelo trdo delo .

Prva stvar, ki jo je Obla po
skusila, je bilo preprosto gibanje
naravnost skozi Ploščakovo delov
no sobo. Ko je Obla prvič prišla
v stik s tistim dvodimenzionalnim
območjem svojega tridimenzio
nalnega prostora, ki je bil Ploska
dežela, je Ploščak zagledal točko.

Ko je Obla nadaljevala svojo pot,
je točka prerasla v majhno krož
nico, ki se je najprej večala, nato
pa manjšala, se stisnila v točko in
na koncu izginila.
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Ploščakova reakcija na ta čudni pojav je bila: "To že ne bo krožnica,
ampak najbrž zelo spreten žongler ." In kaj bi rekli mi , če bi naenkrat
zaslišali skrivnostni glas iz nedoločljive smeri , ki bi oznanil : "Sem hipers
fera . Rada bi vas poučila o četrti dimenziji in v ta namen bom sedaj
prešla vaš prostor." In nato bi se pojavila pika, ki bi počasi naraščala do
velike oble, se nato spet počasi skrčila v točko in poniknila. Ploščakovo

in naše doživetj e prikazuje naslednja slika .

• 000 •

• @ @ €ID •,

Z našega vidika je razlika med obema izkušnjama ta, da zlahka vi
dimo, kako se nakladajo krožnice v tr etjo dimenzijo , da dobimo oblo , ni
pa jasno, kako naložitI oble v četrto dimenzijo , da bi dobili hip ersfero .

. Pojdimo spet v Plosko deželo k gospodu Ploščaku. S tem, da se
je Obla Ploščaku prikazala, ga ni prepričala. Tako se je odločila za nove
trike. Najprej je izmaknilaiz Ploščakove zidne omare neki predmet, ne da
bi omaro odprla ali podrla kakšno steno. Kako je bilo to mogoče? Omara
je v Ploski deželi le zaprta dvodimenzionalna figura kot npr. pravokotnik.
Vendar lahko v tridimenzionalnem prostoru sežemo vanjo , ne da bi vdrli
njene dvodimenzionalne stene .
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Analogija s tem trikom je , da bi lahko štiridimenzionalno bitje, na

primer, izmaknilo rumenjak iz jajca, ne da bi strlo lupino. Lahko bi po
bralo denar iz sefa, ne da bi odprlo sef ali zato moralo iti skozi katero od
njegovih sten. Ali bi se, denimo , pojavilo ta hip tu med nami, ne da bi
prišlo skozi vrata, okna, stene, strop ali tla. Ideja analogije ni v tem , da
bi se štiridimenzionalno bitje dematerializiralo ali nehalo eksistirati, da
bi lahko šlo skozi zaprta vrata. Našemu prstu ni potrebno, da preneha
eksistirati, če naj ga postavimo v notranjost kvadrata, narisanega na pa
pirju. Gre za to, da je četrta dimenzija pravokotna na vse naše normalne
tridimenzionalne smeri in da zaprte množice v tridimenzionalnem svetu
nimajo mej v tej smeri . Sleherna stvar na Zemlji leži odprta pred očmi

štiridimenzionalnega opazovalca, celo naše srce .
Edini način, da je Obla lahko prepričala Ploščaka o realnosti tretje

dimenzije , je bil, da gaje dejansko dvignila iz Ploske dežele in mu prikazala
gibanje v treh dimenzijah . Imamo mi kakšno možnost, da kaj podobnega
doživimo? Kot podobno doživetje bi si lahko predstavljali, da so nekje
štiridimenzionalna bitja, ki bi nas z nekim zaporedjem dejanj dvignila iz
naših stlačenih treh dimenzij in nam pokazala "resnični prostor". Tisti
pravi!

Veliko ljudi je v nekaj takega verjelo v času spiritističnega giba
nja okrog leta 1900 . Osrednja misel tega gibanja je bila, da so duhovi
štiridimenzionalna bitja, ki se lahko pojavijo ali izginejo na vsakem kraju ,
bitja, ki vse vidijo . . . Zelo ugleden astronom , profesor Zollner, je celo na
pisal knjigo z naslovom Transcendentna fizika, v kateri je opisal številne
seanse, ki jim je prisostoval s pričakovanjem, da bo dokazal, da so "du
hovi" res štiridimenzionalna bitja. Videti je, da je bil Zollner brezupen
lahkovernež in njegova knjigaje povsem neprepričljiva. (Nekaj protislovij,
ki jih najdemo v njegovi knjigi, je veni svojih knjig uporabil za zglede tudi
pri nas znani Martin Gardner in jih seveda ovrgel) . V splošnem je videti,
da so avtorji idejo o četrti dimenziji ponižali na nivo okultnih ved, name
sto , da bi jih ta ideja vodila k razjasnitvi matematičnihvprašanj. Dejstvo,
da je nekaj težko, še ne pomeni , da je zmedeno. Najboljša knjiga o četrti

dimenziji, napisana z mističnega vidika, je Tertium Organum astronoma
Ouspenskega, ki je napisal tudi zelo dobro poglavje o četrti dimenziji v
svoji knjigi Novi model vesolja.

Kakorkoli, Abbottova Ploska dežela se konča kmalu po Ploščakovem

izletu v tretjo dimenzijo . Ko jih je hotel prepričati o obstoju tretje di
menzije , so ga Ploskodeželani zaprli (in vrgli ključ stran).
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Najdemo pa posrečeno nadaljevanje Ploščakove zgodbe v knjiži ci
ame riškega matematika Rudolfa Ruckerja Geometrija, relativnost in četr

ta dimenzija, ki je izšla let a 1977 pri založbi Dover. Avtor takole naveže
svojo zgodbo:

Imel sem veliko srečo , da mi je prišla v roke resnična kronika ostanka
Ploščakovega življenja .

Ploščak je bil že kakih deset let zaprt , ko se je poj avila v njegovi
borni celici Obl a spet kot krožni ca spreminjajoče se velikosti . "Kaj se ti
je pripetil o, dete?"

"O, presvetla Obla, ko bi te le ne bil nikoli videl; ko bi bil vsaj zaradi
prem alo oglišč nesposoben doj eti tvoj dokaz!"

"Pa saj še nisi kaj dosti videl. Bi rad, da te dvignem iz te celice in
post avim nazaj v ženino sobo? Veš, bojim se ti povedati, da živi sedaj v
tvoj i hiši velik oster enakokraki trikotnik."

"Obla , Obl a , ko bi mi vsaj verjeli! Nobenega smisla nima, spraviti
me ven . Takoj bi me spet zaprli, morda celo giljotinirali. Toda tu si in jaz
imam načrt. Obrni me, obrni me in moje lastno telo bo dokaz, da tretja
dimenzija obst aja!"

Nato je Ploščak razložil svojo idejo . V j eči je nekaj več premišlj eval
o Premi deželi . Premo deželo je videl v sanjah pred davnimi leti. To je
bila premica, po kateri so sem in tja drsele daljice - Premščaki , prebivalci
te dežele, s čuti l i na obeh kraji š čih,

Ploščak je premišljal o Premi deželi podobno kot mi o Ploski deželi.
Svoj e težave s tretjo dimenzijo je premagal, ko si je predstavljal težave
Premščakov z drugo dimenzijo.

Prišel mu je na um način trajne sprememb e, ki jo je bil sposoben
napraviti v Premi deželi. (Seveda bi lahko izmaknil kako daljico , toda
to bi lahko proglasili za nenavadno izginotje.) Dopustil je, da ima vsaka
daljica na levem koncu bas , na desnem tenor. Če bi eno od daljic obrnil,
bi vsakdo v Premi deželi lahko opazil to spremembo.

T B

Če bi torej Ploščak lahko obrnil daljico okrog točke, mar ne bi mogla
Obla obrniti Ploščaka okoli daljice? Oblabi lahko obrnila Ploščaka v
njegovo zrcalno sliko! In vsakdo v Ploski deželi bi to spr emembo lahko
dojel, saj ima vsak , ki ima oko na severu , usta na vzhodu .
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J

Ploščak

Rečeno, storjeno . Ploščak (ali bo lje )/.s5aoIQ) je poklica l stražo: "Glej
t e, vi tepci om ejeni , zavrteli so me skozi tretjo dimenzijo. Postal sem svoja
lastna zrcalna slika. Ho, ho , ho , ho! Pokažite me svečeniku! Sedaj bo , ne,
sedaj bo m oral verj eti!"

No , na Ploskodeželane je naredil velik vtis . Tako velik, da so ga
obsodili na smrt.

Preden nadaljujemo s to srh vzbuj aj o če zgodbo, premislimo analogno
svojo situacijo.

Videti je, da bi nas lahko štiridimenzionalno bitje obrnilo v našo
lastno zrcalno sliko z rotacijo skozi četrto dimenzijo okrog ravnine, ki bi
sekala naše telo , recimo da bi šla skozi nos , popek in hrbtenico. In kaj
bi čutili, če bi nas takole obrnili? Ne vem . Dokaj neokusna misel je, da
bi bilo vse, kar bi ostalo v tridimenzionalnem prostoru , če bi bil zasuk
površno izveden , ravnina, okrog katere bi nas zasukali . Bili bi torej plosk
človekov presek . Podobno, kot bi od Ploščaka ost ala le presečna daljica,
če bi Ob la odnehala na pol poti .

Pa še enkrat obiščimo ubogega Ploščaka. Ploskod eželani so ga po
im enovali "predmet gnusa za lj udstvo" in ga sklenili takoj giljotinirati .
(Naša t rid imenzionalna giljotina deluje tako, da pride ravninski segment
med dva dela žrtvinega telesa. Giljotina v Ploski deželi pa je dalj ica , ki
pride med dva dela obsojenčevega poligonskega te lesa.)
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Ploščak se je potil od groze. Bil je tako prestrašen, da ni niti malo
zmogel uživati v svoj i zrcalni sliki - pišoč nazaj in podobne stvari. Klical
je Obl o na pomoč , a nič se ni zgodilo .

Nekega sivega mračnega jutra so ga odpeljali na Polje groze, kjer je
bila pripravljena giljotina. Videl je veliko starih prijateljev , a nobeden ga
ni gledal v oči . Obsodbo so prebrali in dva ostra enakokraka trikotnika
sta začela potiskati strašni inštrument proti njemu. In ted aj

~

r.
Tedaj se je pojavila Obla . Poh itela je do točke med Ploščakom in

rezilom giljotine in začela vleči navzgor. Začela je raztegovati Plosko
deželo v smeri tretje dimenzije in jo je raztegovala, dokler ni bil prostor
med obsojencem in rezilom t ako velik, da rezilo Ploščaka ni moglo doseči .

•

Ploskodeželani so bili zelo prevzeti. Ko je nato vzela Obla še srce
iz svečenika, pa tudi močno prestrašeni. Zahtevali so pomilostitev za
Ploščaka.

Nekoč obsojeni večkotnik je postal vodilni raziskovalec na Univerzi v
Ploski deželi. Poglavitni cilj njegovih razisk av je bila ukrivljenost Ploske
dežele in razlaga tretj e dimenzije.

Analogij a Ploščakove rešitve v našem prostoru pa je že težja mate
matična zgodb a. Reče se ji neevklidska geometrija.

Marija Vencelj
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VOŽNJA PO BANKINI

Pri prehitri vožnji z avtomobilom lahko v ovinku kaj hitr o z zunanji mi
kolesi zavozimo na bankino in težave, v katere tako zaid emo, potem le še
naraščajo . Vožnja se dos tikrat konča v obcestnem j arku , zato si oglejmo ,
kaj nas uči o tem fizika.

Avtomobil naj enakomerno vozi s hitrostj o v skozi ovinek s kri vin
skim radij em r, Opazovali ga bomo v koordi natn em sistemu , ki je pri pet
nanj. V tem vrtečem se koordinatn em siste mu avtomobil v radi alni sm eri
navzven vleče centrifugalna sila Fe:

ki j i nasprotuj e sila lepenj a:

m v2

Fe =- - ,
r

FI = mgk,

(1)

(2)

kjer je k koeficient lepenj a , m m asa avtomobila in 9 težni posp ešek. Av
tomobil , ki j e širok 1 (raz dalja med kolesi) , naj im a težišče na sredini na
višini h (slika 1) . Vsako kolo na cesto pri tiska s četrt ino teže av tomo
bila in zato polovica celotne sile lepenj a (2) deluj e na levi , polovica pa
na desni par koles. Dokler cent rifugalna sila ni večja od sile lepenj a , avt o
lepo sledi ukaz om volan a in brez drsenj a pelje skozi ovinek. Največjo hi
trost V m , s katero še lahko varno prevozimo ovinek, dobimo z izenačitvijo

centrifugalne sile (1) in sile lepenj a (2):

Vm = V mgk . (3)

Vidimo, da je V m enaka kot naj večj a hitrost , s katero pri enakem koefi
cientu lepenj a lahko ovinek prevozi motorist , o čemer smo v Preseku že
lahko br ali . Če v ovinek pripeljem o hitreje, kot je Vm , je cent rifugalna
sila večj a od sile lepenj a in avtomobil bo začel dr seti pro t i zunanjemu
robu ceste. Ko avtomobil začne drset i, cent rifugalni sili ne nasprotuje več

sila lepenja ampak manj ša sila t renja, saj je koeficient t renja manjši od
koeficienta lepenj a . Avt o bo zato še bolj drs el pr oti bankini . Zaviranj e v
takem primeru ni uspešno. Drsenje lahko zaustavimo tako, da skozi ovi
nek zavijamo m anj ostro - vozim o po ovinku z večjim krivinskim radij em
in cent rifugalna sila se zato zmanj ša . To lahko naredimo le, če j e cesta
dovo lj širo ka. Drugače z zunanj im i kolesi zavozimo na bankino, kar j e
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Slika 1. Slika 2.

lahko že zelo kritično. Na bankini je koeficient lepenja (kb) manjši kot na
cest i. Sila lepenja je tedaj enaka:

mg mg
Rl = - k + - kb

2 2'
(4)

in ko up oštevamo, da je kb približno polo vico m anjši kot k , vidimo, da se
sila lepenj a zmanjša za četrtino , saj se tista polovica sile lepenj a, ki deluje
na zun anjih kolesih , razpolovi (slika 2):

(5)

Največj a hitrost Vm se za.radi tega zmanjša za približno 15 %.
V resnici je sila lepenja še manjša, saj so vsa kolesa enako obrerne

njena le med enakomerno vožnjo naravnost . Med vožnjo skozi ovinek sta
zun anji kolesi bolj obremenjeni kot notranji , saj se avtomobil nagne nav
zven (slika 3). Vsot a. vseh sil, s katerimi cesta v navpični smeri deluje na
kolesa , je enaka sili t eže avtomo bila , tako da dobimo enačbo:

mg = F« +Fz , (6)

kjer je Fn sila ceste na notranji in Fz na zunanji par koles. Celotna sila
lepenj a je:

(7)

Na avtomobil deluj e navor zaradi sile teže in centrifugalne sile, ki prij e
mlj eta v težišč u, in navor sile podlage na notranji kolesi Fn . V ravnovesju



Slika 3.
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Slika 4.

(8)

mora biti vsota vseh navorov, ki delujejo na avtomobil, enaka nič. Če

vrtišče postavimo v zunanji kolesi (slika 4), dobimo enačbo:

1
2Fgl = Fch + FaZ.

Iz enačb (7) lil (8) izračunamo sili podlage na notranji in zunanji par
koles:

1 h
F = -mg - F - lila 2 cl

1 h
Fb = 2mg + Fci ·

(ga)

(gb)

Podobno kot sta pri zaviranju prednji kolesi bolj obremenjeni od zadnjih,
sta pri vožnji skozi ovinek zaradi navora centrifugalne sile zunanji kolesi
bolj obremenjeni kot notranji. Ko to upoštevamo, dobimo enačbo za
maksimalno hitrost Vm , s katero lahko prevozimo ovinek, če sta zunanji
kolesi na bankini:

Vm = (10)

Iz enačbe (10) lahko ocenimo, da se V m zmanjša za 25 % (odvisno tudi
od višine in širine avtomobila).

Različno obremenjenost zunanjih in notranjih koles upoštevajo tudi
pri dirkah na ovalnih dirkališčih (Formula Indy) , popularnih predvsem v
Ameriki. Tam vozijo po dirkališču, ki ima dva dolga ovinka, vmes pa sta
ravnini . Ves čas torej zavijajo le v isto smer in zunanji kolesi sta skozi vso
dirko bolj obremenjeni od notranjih. Na zunanja kolesa zato namestijo



Slika 5.

IFizika

bolj t rde gume, saj je obraba teh
dosti večja od notranjih. Prav
tako imajo na zunanji strani dir
kalnikov vgrajene bolj trde vzme
ti in ostale dele podvozja.

Na koncu ocenimo še, za ko
liko se pri vožnji skozi ovinek av
to nagne v bočni smeri (slika 5).
Iz enačb (ga) in (gb) vidimo, da
je dodatna sila, s katero sta obre
menjeni ali razbremenjeni zuna
nji in notranji kolesi, enaka Fch/l. Zaradi tega se zunanje vzmeti stisnejo,
notranje pa raztegnejo za b..y, kar izračunamo iz enačbe:

(11)

kjer smo s kIJ označili koeficient vzmeti . Kot , za kat erega se v ovinku
avtomobil nagne, je podan s trigonometrijsko enačbo:

2b..y mv2 h
.tg(<p) = - l- = k

IJ
r [2 ' (12)

Pri hitri vožnji skozi ovinke se mora avtomobil čim manj nagibati. 'vidimo
tudi , da je za športno vožnjo ugodno imeti čim nižji in čim širši avtomobil
(čim manjše razmerje h/l) ter čim trše vzmeti (velik koeficient vzmeti).
Preveč trdih vzmeti pa avtomobil spet ne sme imeti , ker se neravnine na
cesti preveč čutijo in je vožnja neudobna. Druga skrajnost pa je naprimer
Citroenov "spaček" , ki ima izrazito mehko vzmetenje in se pri hitri vožnji
že kar grozljivo nagiba.

Ugotovili smo, s kolikšno hitrostjo lahko z avtomobilom še varno pre
vozimo ovinek. Če to hitrost prekoračimo, se kot verižna reakcija začnejo

težave. Avto začne najprej drseti in silo lepenja, s katero je "pripet" v ovi
nek, nadomesti sila trenja, ki je manjša, zato še bolj drsi proti jarku. Če
začnemo voziti .bolj naravnost, avto več ne drsi , vendar takrat lahko zavo
zimo na bankino, kjer je koeficient lepenja manjši kot na cesti. Neugodno
pri tem je še to, da so pri hitri vožnji skozi ovinek notranja kolesa zelo
razbremenjena. Večino teže prenašajo zunanja kolesa, s katerimi pa vo
zimo po bankini, ki je veliko bolj spolzka od asfalta, Velja torej previdnost
in ne prehitro v ovinek, vsekakor pa ne hitreje, kot je Vm iz enačbe (10).

Mitja Slavinec
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~vega
fira

Albireo

•

~lIgitla

•

CYGNUS
Deneb :

•

•

O.IVhi,,"'

Slika 1. Ozvezdje La b od (lat . Cygnus) je pri nas
zvečer vidno od junija do d ec embra. Pole ti ga opa
zujemo sko raj nad gla vo. Na jsve t lejša zvezd a j e
Q Labod a - Den eb; f3 Laboda j e Albireo - Ptič.

V ozvezdju Lab od a lah
ko opazujemo več zanimivih
nebesnih teles. Eno med nji
mi je pr av gotovo druga naj
svetlejša zvezda teg a ozvezd
j a , to je f3 Laboda , imeno
vana Albirea. Albireo je
ara bska beseda in pomeni
Ptič. Ta zvezda leži v pod
nožju Križa. Ni preveč svet
la , vend ar jo z lahkoto izsle
dimo (slika 1).

Ko se bo pomlad začela pre
vešati v poletje, se bodo vse
više začele vzpenjati zvezde
poletnega neba. Pozno zve
čer in ponoči lahk o tedaj
opazujemo tipično poletno
ozvezdje Lab od (slika 2).
Ozvezdj e im a obliko križa .
Zato mu rečemo tudi Severni
križ.

Ozvezdje Labod po grš
kem bajeslovju up od ablja na
nebu Fetonovega zvestega
prijatelja. Ta se je potaplj al
in potaplj al v reko, v katero
je st rmoglavil Feton , ko je
vozil čez nebo sončni voz
svojega očeta Helija , in se
pri t em sm rtno ponesrečil.

Ko je vrhovni bog Zevs vi
del, kolikšno vdanost in lju
bezen je prij atelj izkazoval
Fetonu , ga je spremenil v la
boda, da bi se laže potapIj al
in našel prij atelja. Ko je omagal pr i iskanju prij ateljevega t rupla, so ga
bogovi odnesli na nebo in tam pripeli ter ovekovečili kot ozvezdje Lab od .
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Slika 2. Takole po Velikem vozu na jdem o t ri
t ipična pol etna oz vezdja: Labod , Li ra in Orel.
Najsvet lejše zvezde te h ozvezd ij ses tavljajo zna
čilen poletni nebesni trikotnik , ki j e ponoči visok o
na nebu in ga ne morem o prezret i.

p Cyg

Slika 3. Albireo j e d vojna
zvezda: or - oranž na, mo 
modra. Podan je sij p osame
zn e zvezd e in kot med njima .

Predlagam, da v jasni brezlunini noči najdete Ptiča in ga opazujete.
Nato vzemite lovski daljn ogled , ga postavite na trdno stojalo in opazujete
Ptiča z daljnogledom. Z lahkoto boste opazili, da je dvojna zvezda.

Marijan Prosen

KONSTRUKCIJA BREZ UPORABE
PODOBNOSTI

Kadar sta v trikotniku znana dva kota .in ena od daljic (npr. stranica,
težiščnica, kotna simetrala , višina) , običajno konstruiramo podobni tri
kotnik in ga nato z ustreznim raztegom povečamo ali pomanjšamo, da
dobi znana dalj ica potrebno dolžino.

Naloga: Brez uporabe podobnosti nariši trikotnik z danima dve
ma kotoma'(s temje seveda podan tudi tretji kot) in z dano težiščnico,

'npr . ta.

Dušan Modic
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o DELITVI DEDIŠČINE

Začnimo s staro zgodbo o kam elah. Bogat trgovec z Bližnj ega vzhoda je
zapustil svojim trem sinovom 17 kamel. V oporoki je določil , naj dobi
najstarejši polovico, srednji tretjino in najmlajši devetino teh kam el. Si
novi niso vedeli , kako naj si razdelijo dediščino , saj bi radi vsi imeli samo
žive živali , posamezni kosi jim ni bi dosti koristili. Srednjemu bi na pri
mer pripadalo pet kam el in še dve tretjini . Zato so se za nasv et obrnili na
kadij a . Ta jim je naročil , naj čredo privedejo na njegovo dvorišče. Ko je
bilo to storj eno, je dodal k trgovčevim še eno svojo kam elo, tako da jih je
bilo zdaj 18. Nato je razsodil takole: najstarejši naj vzame polovi co črede

18 kamel, to rej 9, srednj i tretjino , to je 6, in najmlajši devetino, se pravi
2. Sinovi so odpeljali 9 +6 + 2 = 17 kamel. Ena kamela, namreč kadij eva ,
pa je ost ala . Bratje so bili z razdelitvijo zelo zadovoljni , saj so vsi dobili
samo žive živali in vsak celo nekaj več, kakor bi mu pripadalo po oporoki:
najstarejši pol kamele več , srednji tretjino in najmlajši devetino kamele
več .

Kako je kadi našel tako imenitno rešit ev naloge? Tega seveda ne
vemo . Danes pa bi lahko razmišljali takole: Ker je vsota ene polovice, ene
tretj ine in ene devetine ena ka 17/18, torej manj kakor 1, sinovi ne dobijo
vse zapuščine , če se dobesedno dr žimo oporoke. So pa njihovi deleži v
razmerju ~ : ~ : t.Zato bo povsem v skladu z očetovo voljo, če se celot na
čreda razdeli v tem razmerju. Ker je prvi sin dobil 18/2 , drugi 18/3 in
tretji 18/9 kamel, je kadi res razdelil zapuščino v razmerju ~ : ~ : t.
Povrh se je delitev izšla s celimi živalmi.

Oglejmo si zdaj splošni primer. Denimo, da znaša dediščina k kamel
in da dobi najst arejši sin m-ti del, srednji n-ti del in najmlajši p-ti del
teh kamel. Tu so m , n in p naravna števila. Če število k ni deljivo z m , n
in p , ne bodo dobili vsi sinovi samo živih živali . Nadalje ni rečeno , da
je vsota vseh deležev enaka dediščini , lahko je manjša, lahko tudi večja.

Zato sp et razdelimo kamele v ustreznem razmerju, se pravi v razmerju
1... : 1. : l . Torej bo dobil prvi sin L , drugi 1:. in tretji!. kamel, kjer jem n p m n p
r sorazmern ostni fak tor , ki ga moramo tako izbrati , da bodo vse kamele
razdeljene, da bo to rej

r r r- + - + - = k. (1)
m n p

Denimo, da pripada pri tej delitvi vsakemu dediču celo število živali . Po
tem so kvocienti rim, rln in rip cela števila. To pa pomeni , da je tudi r
celo število, in sicer je r skupni večkratnik m, n in p , saj je z vsemi temi
števili deljiv .
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Če so naravna števila m, n , p dana, lahko vzamemo za r poljuben

njihov skupni večkratnik in nato izračunamo k iz enačbe (1) . Pri tem
številu kamel se delitev med dediči izide z živimi živalmi. Zgled: Naj bo
m =2, n =3 in p =4. Za r vzamemo najmanjši skupni večkratnik, torej
r =12. Iz enačbe (1) izračunamo k = 13. Prvi sin dobi rim = 12/2 =6,
drugi r/n =12/3 =4 in tretji rip = 12/4 =3 kamele, skupaj 13 kamel.

Zapišimo enačbo (1) v tejle ekvivalentni obliki

1 1 1 k-+ -+ - =-.
m npr

(1*)

Imamo tri možnosti: alije r = k, ali r > k, ali pa r < k. V prvem primeru
zadoščajo naravna števila m, n, p enačbi

1 1 1
- + - + - = 1,
m n p

v drugih dveh primerih pa eni izmed neenačb

1 1 1
- + - + - < 1, r> k,
m n p

oziroma

1 1 1
- + - + - > 1, r < k.
m n p

(2)

(3)

(4)

Enačba (2) velja, kadar je vsota deležev enaka dediščini, neenačba (3),
kadar je manjša, in neenačba (4), kadar je večja od dediščine .

Poiščimo najprej rešitve enačbe (2). Smemo vzeti - to bomo v na
daljnjem vselej storili - da so naravna števila m, n, p takole urejena po
velikosti: m :s n :s p (to pomeni, da mlajši brat ne dobi več kakor sta
rejši) . V enačbi (2) mora biti m večji od 1, ker je pri m = 1 leva stran
večja od 1. Ne more pa biti m večji od 3, saj je pri m > 3 leva stran
manjša od 1. Zato sta samo dve možnosti: ali je m = 2 ali m = 3. Pri
m = 2 dobimo iz (2)

111
- + - =-.
n p 2

Očitno mora biti tu n večji od 2 in manjši od 5. Pri n =3 imamo p = 6,
pri n = 4 pa p = 4. Ostane še možnost m = 3. Tedaj sta tudi n in p
enaka 3, sicer bi bila leva stran v (2) manjša od 1. Tako smo ugotovili, da
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pr em ore enačba (2) v bistvu samo t ri rešitve v naravnih številih m , n ,p.
Te reši t ve kaže razpredelni ca I:

m n p

2 3 6

2 4 4

3 3 3

Razpred elnica 1.

Če to rej razd elimo dediščino med tri osebe tako, da dobi prva m-t i
del, druga n- ti del in t retja p-t i del , kjer so m , n ,p nar avna števila , pr i t em
pa je vsa dediščina razd eljena , im am o samo t ri možnosti: (a) ena oseba
dobi polovico, ena tretj ino in ena šestino, (b) ena oseba dobi polovico,
ost ali dve obe po četrtino in (c) vsaka oseba dobi t retj ino . Denimo, da je
dediščina čreda kamel. Ker obravnavamo pr imer k = r in je r večkratnik

števil m , n in p, se delitev izide s celim štev ilom živali , če je pri pr vi rešitvi
število kamel k večkratnik števila 6, pri drug i večkratnik 4 in pri tretji
večkratnik števila 3.

Oglejmo si zdaj neenačbo (3) . Ta je očitno izpolnj ena , če so vsa tri
št evila m , n in p večja od 3. Zato je rešitev nešte to.

Neenačba (3) velja tedaj , ko je k < r , in je zato večkratnik r večji

od števila kamel. V tem primeru dodamo k čredi , ki je dediščina , še
r - k kamel, t ako daj ih im amo potem r . Naj starejšemu pr ipada m-t i del ,
srednjemu n-ti del in najmlaj šemu p-ti del od črede r kamel. Vsi trij e
br atj e dobijo skupaj k kamel (to pove enačba (1)), dodanih r - k kamel
pa ostane.

V zgodbi , ki smo jo navedli v začetku , j e kadi dodal eno samo kamelo.
Kd aj to gre, se pr avi , kdaj je enačba (1*) rešljiva pr i r - k = 1? Če j e
k = r - 1, jo Iahkozapišem o v obliki

1 1 1 1
-+-+-+-=1.
m n p r

(5)

Iščemo rešitve v naravnih štev ilih m , n ,p in r . Tu di tu bomo pri vzeli ,
da j e m :s n :s p :s r (zadnj a neenakost velja zato, ker je r večkratnik

m , n ,p). Hitro vidimo, daje m najmanj enak 2 in največ 4 (pri m = 1 je
namreč leva st ran v (5) večja od 1, pri m > 4 pa manjša od 1) . Začnimo

to rej z m = 2. Potem je očitno n najmanj 3. Če je n = 3, dobi mo iz (5)
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enačbo

Razpred elnica II.

m n p 1"

'2 3 7 42

2 3 8 24

'2 3 9 18

2 3 10 15

2 3 12 12

2 4 5 20

2 4 6 12

2 4 8 8

2 5 5 10

2 6 6 6

3 3 4 12

3 3 6 6

3 4 4 6

4 4 4 4

1 1 1- + - = -.
p r 6

Vidi mo , da je p večji od 6, to da
m anjši od 13 zaradi pogoja
P:S r, Cele rešitve dobimo pri p =
= 7, 8,9,10 in 12. Nadalj ujemo z
n = 4, nato za n = 5 itd. Tako
najdemo brez tež ave vse rešitve
enačbe (5) v nar avnih št evilih .
Št irinajst jih je, kaže pa jih raz
predelnica II .

Pogoj , da je r večkratnik m, n
in p, je izpolnj en pri vseh rešitvah
razen pri dveh, namreč pri rešitvi
m = 2, n = 3, p = 10, r = 15 in pri
m = 3, n = p = 4, r = 6.

Št evilo kamel je tu enako k =
= r - 1, to rej k = 41 pri pr vi
rešitvi iz razpredelnice. Ker je v
tem primeru m = 2, n = 3 in p = 7, dobi prvi sin polovico , drugi tr etjino
in t retji sedmino. Delitev napravimo tako , da dodamo 41 kam elam še
eno . Prvemu prip ad a potem polovica od 42 kamel, se pr avi 21, drugemu
t retj ina od 42, to je 14, in tretj emu sedmina od 42, torej 6. Vsi sinovi
skupaj do bijo 21 + 14 + 6 = 41 kamel, dodana kamela pa seveda ostane.

Kako je z rešitv ami neenačbe (4) v naravnih številih? Takoj vidimo,
da mora bit i m m anj ši od 3, ker je leva stran manj ša ali enaka 1, če je
m ~ 3. (Tu di tu pr ivzamemo, da je m :s n :s p.) Pri m = 1 st a lahko n
in p poljubni nar avni števil i. Pri m = 2 pa so te le možnosti : n = 2, p j e
poljuben , nadalj e n = 3,p = 3, potem n = 3,p = 4 in končno n = 3,p = 5.
Spet sestavimo razpredelnico rešit ev:

m n p

1 poljuben po ljuben

2 2 po ljuben

2 3 3

2 3 4

2 3 .5

Razpred elni ca III.
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C'
Slika l .

B'

Delitev kamel med dediče v tem primeru ni tako preprosta, ker mo
ramo najprej nekaj živali odvzeti (zaradi r < k) in potem spet dodati .

Enačbe (2) ne srečamo smo pri C
delit vi dediščine med tremi oseba
mi, temveč tudi drugod . Oglejmo
si pr imer iz geometrije. Radi bi po
krili ravnino s trikotnimi ploščami,
in sicer tako, da sta dva trikotnika
tega pokritja zrcalni sliki drug dru
gega, če imata skupno stranico. S
kakšnimi trikotnik i to gre? Imejmo
to rej trikotnik ABC s koti a, (3, / .
Če ga zrcalimo čez stranico AB,
dobimo skladen trikotnik ABC', ki pa je nasprotno orientiran kakor ABC
(slika 1) . Zrcalimo zdaj trikotnik ABC' prek stranice AC' . Novi trikotnik
AB'C' je nasprotno orientiran kakor ABC', torej enako orientiran kakor
prvotni ABC. Tr ikotnik AB'C' nastane tudi z vrtenjem prvotnega trikot
nika ABC okoli oglišča A za kot 2a. Nadaljujmo z zrcaljenji, in sicer vedno
prek stranic, ki imajo eno krajišče v točki A . Po 2m korakih pridemo do
trikotika, ki ga dobimo tudi tako, da prvotni trikotnik zavrtimo za kot
2ma okoli oglišča A . Ali se lahko zgodi, da ta trikotnik pr i primerno
izbranem m natančno pokrije prvotni trikotnik ABC? Očitno je to res
tedaj, kadar smo trikotnik ABC z 2m zrcaljenji zavrteli za 3600

, se pravi,
kadar je 2ma = 3600

• Od tod dobimo a = 180/m. Tudi obratno velja: če

je am-ti del iztegnjenega kota , pridemo po 2m zrcaljenjih do trikotnika, ki
se ujema z danim trikotnikom ABC (z orientacijo vred) . Z 2m trikotniki
pokrijemo natanko enkrat neko okolico oglišča A. Pri tem sta dva sosednja
trikotnika vedno zrcalni sliki drug drugega.

Kar smo povedali za oglišče A in kot a, velja seveda tudi za oglišče

B in kot (3, oziroma za C in kot "t- Zdaj zrcalimo čez stranice, ki imajo
eno krajišče v točki B . Če je (3 = 180/n , kjerje n naravno število, bomo z
2n trikotniki natanko enkrat prekrili neko okolico oglišča B. In če je / =
=180/p, zrcalimo pa čez stranice, ki imajo eno krajišče v točki C, pokrije
2p trikotnikov neko okolico oglišča C . Denimo, da so ti pogoj i izpolnjeni
pri vseh treh ogliščih, da se torej koti trikotnika izražajo takole

(6)a = 180, (3 = 180, / = 180.
m n p

Tedaj pokrijemo z zrca lnimi trikotniki okolice vseh treh oglišč A, B in C,
znadaljnimi zrcaljenji pa tudi okolice na novo dobljenih oglišč C', B' itd.
Sčasoma bodo torej trikotniki prekrili vso ravnino natanko enkrat. Lahko
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rečemo , da smo na ravnino položili parket, kjer so parketne plošče trikot
niki . Dve plošči , ki imata skupno st ranico, st a vselej zrcalni sliki druga
druge.

Če seštejemo kot e (6) in upošt evamo, da je vsota trikotniških kotov
180°, dobimo enačbo, ki se po krajšanju s faktorj em 180 glasi

1 1 1
-+ - + -= 1.
m n p

To pa je enačba (2) . Ugotovili sm o, da ima enačba (2) v bistvu le t ri
rešitv e v naravnih številih m , n in p . Če namreč privzamemo, da j e
m < n < p , j e bodisi m = 2, n = 3, p = 6 bodi si m = 2, n = p = 4
bodi si ;;; = n = p = 3. V prvem primeru imamo kote o' = 180/2 = 90°,
(3 = 180/3 = 60° , I = 180/6 = 30°; pripadajoči trikotnik je polovica
enakostraničnega trikotnika . V drugem primeru so koti o' = 180/ 2 =90° ,
(3 = I = 180/ 4 = 45°; t rikot nik je polovica kvadrata. V tretj em primeru
pa je o' = (3 = I = 180/3 = 60°; trikotnik je enakostraničen (slika 1).
Pokritje ravnine s prvimi trikotniki kaže slika 2, z drugimi slika 3.

Slika 2. Pokri tj e ravnine sskladnimi tri
kotniki s koti o =: 90 0

, {3 =: 60 0
, 'y =: 30 0

•

Osenčeni in neosenčeni trikotnik sta ved
no zrca lni sliki drug drugega .

Slika 3 . P okritje ravnine sskladnimi t ri
kotniki s kot i cl< =: 90 0

, {3 =: 'y =: 45°.
Osenčeni in neosenčeni t rikotnik st a ved
no zr calni sliki drug drugeg a.

Kaj pa neenačbi (3) in (4)? Zvezo (*) med št evili m , n in p smo
izpeljali iz dejstva , da je vsot a notranjih kotov v trikotniku 180°. To
velja za našo običajno evklidsko geom etrijo. V neevklidski geometriji pa
je vsota kotov manjša od 180° . Če hočemo pokriti neevk lidsko ravnino na
pod ob en način s skl adnimi t rikotniki , ugot ovimo kakor prej , da se morajo
koti 0' , (3 , I teh trikotnikov izražati v obliki (6) , kjer so m, n in p naravna
št evil a . Ker je vsota kot ov zdaj manj ša od 180° , zadoščajo m , n in p
neenačbi (3) . Ta pa im a nešt eto rešitev v naravnih št evilih. Zato lahko
neevklidsko ravnino pokrijemo na neskončno različnih načinov s skladnimi
t rikotnimi ploščami.
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Sferični t rikotnik je t rikotn ik na sferi (površini krogle). Njegove stra

nice so loki glavnih krogelnih krogov, glavni krogeini krog pa dobimo, če
prerežemo sfero z rav nino , ki gre skozi središče sfere. Vsota notranjih
kotov sferičnega t rikot nika je večja od 1800

• Če si spet zast avimo na
logo pok riti sfero s trikotniki tako, da sta dva trikotnika , ki imata skup no
st ranico, zrcaln i sliki drug drugega , ugotovimo , da se koti 0:' , (3 , 'Y t rikot
nikov izražajo v obliki (6) . Ker je vsota kotov večj a od 1800

, velja zdaj
med m, n in p neenačba (4). Rešitve v na ravnih št evilih kaže ra zpredel
nica III. Vendar rešitve, pri katerih je m = 1, ne pridejo v poštev, ker
so koti v t rikot niku m anj ši od 1800

• V evklidski in neevklidski geometriji
je šte vilo skladnih trikot nikov, ki pokrivajo ravnin o, neskončno . Sfera pa
im a končno površino, zato je število trikotnikov, ki jo prekrivajo , končno .

Povejmo še to , da je razdelitev sfere na skladne oziroma zrcalne tri
kot nike povezana spraviln imi poliedri.

Iva n Vidav

NAJVEČJI ZORNI KOT - Z ISKUSTVENE PLATI

V Preseku 4 je bila objavljena geometrijska rešitev naloge o zornem kotu ,
zastavljene v Preseku 3.

Na loge se lahk o lot imo tudi na osnovi vsakdanji h izkušenj . Ko si npr .
v družbi ogledujemo fot ografije, si jih podajamo iz rok v roke. Fotografijo
želimo im eti ne samo na primerni razdalji od oči , ampak tudi na ravnost
pred seboj , pravo kot no na smer opazovanja. Podobno je z gledanjem
televizije. Večina ljudi sede nas proti ekrana.
Tudi v kinu sedemo, če je le mogoče, na sre- l b
dino vrste . (Zanimivo: Kratkovidneži gremo
raj e v sprednj e vrste, četudi im amo na nosu
optimalna očala. Razpršiin e korekcijske leče

očal zmanjšaj o sliko in s tem v osrednje vidno
p olje preslikaj o več s like , kot j o d ob e v ta d el
ljudj e, ki očal ne potrebujejo. Zato kratkovid-
ni očalarj i t udi v prvih vrstah kinomatografov
vidimo vse platno , dr ugi gledalci pa bi tam
mo rali obračati glavo.)

Zorn i kot (3, pod katerim vidimo neki ob
jekt , je tem večj i , č im bliže je ta obj ekt in čim

širši je (slika 1) . Slika 1.
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T

Slika 2.

a

Slika 3.

b
x = c cos č - - ,

2 .
x

f3 . b
tg2" = 2d cos o .

J aka naj torej svoj napis obesi t ako, da bo
CO~O! naj večj i . Najboljši je torej položaj, ki ga
kaže slika 3. Slika stoji pravokotno na smer
opazovanja (cos Q' = 1), razdalj a d paje pravo
kotna oddaljenost točke T od zidu , torej naj 
manj ša možna .

Kakšna naj bo torej oddalje
nost napisa od vogala trga? Za
ost re kote o (glej sliko 3) je

če je ta vrednost pozitivna . Če

je ta vrednost negativna, moramo
vzeti x = O, saj bi se sicer napis
skril za vogal. Isto velj a za tope
kote o.

Razdalja e torej je odvisna od oblike trg a, to je od kota o.
Jo že Rakovec

To, da želimo imeti opa zovane objekte
vzporedn o z očmi, opozori še na nekaj : Zorni
kot ni odvisen od širine objekta, ampak od
njegove proj ekcije na smer , pravokotna na
smer gledanj a. Če kot zasuka Q' ni prevelik , je
projekcija približno enaka bcos Q' in za zorni
kot velja (slika 2) :

Naš dopisnik profesor Jože Rakovec ima seveda prav in se mu za
opozorilo na napako v rešitvi naloge lepo zahvaljujem. Če Jaka svoj
napis šele postavlja, mora ravnati , kot je razvidno iz zgornjega napotka.
Če pa napis že stoj i, je zveza med oddaljenostjo x napisa od vogala trga,
njegovo širino b in Jakovo oddaljenostjo a od vogala trga takšna, kot je
izp eljana v rešitvi v 4. št evilki Preseka , to je x(x + b) = a2 . Kam naj
~e Jaka postavi , če napis že visi, pa torej res ni odvisno od oblike trga.

Marija Ven celj
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RAČUNALO RIMLJANOV

Znano je, da so tu di Rimljani poznali in uporablj ali računala . Njihovo
računalo vidite na naslovni ci. Sliko smo posneli na razst avi ročnih račun

skih strojev v Sofia Antipolisu , v Franciji .
Računalo naj bi Rimlj ani povzeli od Grkov (le-ti pa po vsej verje

tn osti od Ki tajcev), katerih št evna deska je imela položaje za enice, de
seti ce, stot ice itd . Bolj komplicirane števne naprave so imele tudi ut ore
za šte tje vm esnih vredn osti : petic, petdeseti c, petstotic itd , glede na za
pisano vrednost dena rja (drahme) , ki so ga up orablj ali. Poznejša rimska
priročnej ša računala so imela na zgornjem krajšem ut oru en čep , ki je
lahko drsel gor in dol po utoru. Spodnji ut or je bil daljši in je hr anil 4
čepke. Spodnj i čepki so predstavlj ali enice, desetice, stotice, .. . , enojni
zgornji čepk i pa peti ce, petd esetice, petstotice, . . . Tako, na primer , pom a
knj en čep nad enico navzgor in spodnja dva od štirih prav ta ko dvignj ena
za dve mesti na m skupaj pomenijo (1 · 5 + 2 · 1 = ) 7, oziroma VII . Pred
videno je bilo več sto lpcev za več deseti ških mest. To lepo vidimo tudi
na sliki, kjer so znaki za rim ska števila vgravirani med spodnjo in zgor
njo režo: I (1) , X (10) , C (100), M (1.000) , XM (10.000) , CM (100.000) ,
MM (1,000.000) in lXI (10,000.000?) ter 0 (1/ 10?). Slednji simbol naj
bi pom enil ulomlj ene vrednost i do ene peti ne (deset ine) . Naj večj a vre
dn ost , ki jo računalo lahko zab eleži, je 10,000.000. V učbeniku latinščine

bomo sicer našli za oznako lXI pomen decies cent ena miltia (deset sto
t ic tisočev), kar naj bi pom enilo milijon . Vidimo pa , da se po desetiških
mestih vredn ost ne ujema s tem pojmom . Prav tako bomo za znak IDI
prebrali vrednost 50,000.000 . Tudi to se povsem ne sklada s sistematiko
označb na računalu , kjer bi j i dali vrednost 500,000.000. Vpr ašamo se
lahko tudi, zakaj niso za vrednosti 10.000, 100.000, 500.000 up orablj ali že
znanih ozna k X,C, D. Tako, na primer , je pomenilo XX vrednost 20.000,
CC pa 200.000. Pogrešamo tudi oznake V (5) , L (50) in D (500) , ki jih
poznamo iz zapisov rim skih št evil in ki jih pri ročnem računalu predsta
vljam o s položaj em zgornj ih čepov .

Kot zanimivost povejmo še, kako so nastali simboli za vredn osti mo
dul a pet : V (5) naj bi simbolično predst avlj al roko s petimi prsti . Za 50
so najprej up orablj ali sirnbol L, zatem so ga poenostavili v -1- , ki so ga
kasn eje zamenjali z L-jem . Za 500 so najprej up orablj ali dva simbola 18
(ap ost roph os ali narobe C). Tako je pomenilo 18 8 vrednost 5.000, med
tem ko je 18 8 8 simbolizira lo 50.000. Pozneje so simbol 18 zam enj ali z
D. Naj prej so uporablj ali zapis za 1000, ki so ga povzeli od Grkov, in
sicer <1> . Zato tudi simbolika za tisoč , ki so jo izpeljali iz 500. C na levi
je pomenil večkratnik vrednosti , zato je simbol CI8 (<1>? ) pomenil 1000,
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t ist i z dvojnim CC na levi , torej CCI:):) pa 2 · 5000 = 10.000! Zapl etena
ar itmet ika, kajne? Pozneje so za 1000 uporab ili simbol M (miHe) . Za 100
so najprej up orabljal i grški e, zatem šele svoj C (centum).

Uga nka ostajajo simboli 5, C in Z, ki j ih prav preberemo le z druge
st ra ni. Kaj so pomenili? Morda gre za označevanje polovice, četrt ine in
osmine zadnje ulomlj ene vredn osti , podobno kot pri grškem abaku , kjer
so dodatni čepki označevali 1/2, 1/4 in 1/8 dra hme!

Omenit i moram o, da je v antiki up oraba peti c kot posebnega st olp ca
pri večj ih (namiznih) računalih in št irih čepov t er enega za petice pr i
ročnih računal ih vseskozi vplivala na razvoj tovrst ne naprave. Zaradi
tega so Rimlj ani uporablj ali sistem zapisa števil, ki je sicer navid ez zaple
ten , vendar omogoča hiter zapis št evila z abaka. Ko pa želimo množiti
ali delit i, se šele pokaže vsa zamo tanost tega siste ma. To očitno st arih
Grkov in Rimlj anov ni motil o, saj so za znanstvene izračune uporablj ali
šestdeset iškisistem iz Babilona , nj ihove tablice za množenje in njihovo
ničlo t er zapi s števil s položaj em števk, podoben desetiškemu.

Veselko Guštin

PREVRTANI KROGLI - Rešitev s str. 210

Prostornino prstan a Vp izračunamo t ako, da od prostornine krogle odšt e
jemo prostornino valj a v sredini in prostorni ni obeh krogelnih kapic na
vsaki strani valja. Za večjo kroglo s polm erom R j e npr .:

47TR3
, 2 7TV2

Vp = Vkr - (vv + 2Vk~) = - 3- - (7T R h + 2· - 3- (3R - v )),

kjer smo z R' označili polmer valja, z v pa
višino krogelne kapice. Če v tem izrazu up o
števamo da je v - 2R- h in R'2 - R2_(!!:.)2, - 2 - 2 '

dobimo:

7Th3

Vp = -
/ 6

Prost ornina prstan a je, nekoliko presenet lj i
vo, neodvisna od polmera krogle. Torej sta
prostorni ni obeh prst anov enaki .

v
.t----oQ--R'

R

Vilko Domajnko
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KDAJ JE LAHKO VSOTA ZAPOREDNIH
NARAVNIH ŠTEVIL KVADRAT - Rešitev s str. 207

a) Vsota dveh zaporednih naravnih števil n, n + 1 je liho število 2n + 1.
Kvadrat sodega števila je sodo , kvadrat lihega števila liho štev ilo. Ker
naj bo 2n + 1 kvadrat , mora biti 2n + 1 = (28 + 1)2 pri naravnem številu
8 in dobimo n = 282 + 28. Za vsak takšen n je vsota n + (n + 1) =
= (282 + 28) + (282 + 28 + 1) = (28 + 1)2 zmeraj kvadrat . Ustrezajo vsi
n = 282 + 28, 8 = 1,2,3 , . .. in nob eno drugo število.

b) Sedaj je j = t in t liho naravno št evilo . Pri t = 1 ima vsota en
sumand , ki je kvadrat . Kvadratov 12, 22, 32, . .. pa je neskončno . Če je t
večj i od 1, je t = 28 + 1 pri naravnem št evilu 8. Vsoto 28 + 1 zaporednih
naravnih števil lah ko zmeraj zap išemo v obliki

(n -8)+(n-(8- 1))+. + (n-1)+n+ (n+ 1)+· + (n+ (8-1 ))+ (n+8) (1)

in n > 8. Člen n je v sredini , simetrična člena glede na sredino daj eta
sešt eta 2n. Na vsako stran od nje 8 členov, zato vsota znaša 2n8 + n =
= (28+ l)n = tn . Število tn je gotovo kvadrat , če je n = tb2

, b pa naravno
št evilo .

c) Pri j = 22a+lt , kjer je a nič ali naravno in t liho naravno število,
ravnamo podobno kot v primeru b) . Vsoto (1) nadomesti vsota

(n - G-1))+ . . ~ + (n - l)+n +(n + 1)+ · ·· + (n + G-1)) + (n +~).
(2)

Na levo od nje t - 1, na desno t sumandov, vsota znaša 2n( t - 1) + n +
+ (n + t) = t(2n + 1) = 22at(2n + 1). To št evilo je gotovo kvad rat, če je
2n + 1 = tb2

• Pri tem mora biti b lih , kerje 2n + 1 lih , in b > 2ay'2 , da
bo n - ( t - 1) naravno št evilo . Takšnih naravnih b je neskončno .

cl) Za j = 22at , ko je a naravno in t liho naravno št evilo, spet up orabimo
vsoto (2) . Njena vredn ost t (2n + 1) = 22a

-
1t(2n + 1) je sodo št evilo, ki

pa ne more biti kvadrat . V tem sodem št evilu nas topa namreč pr ašt evilo
2 v lihi stopnji 2a - 1, ker sta faktorja t , 2n + Iliha. Sodo št evilo, ki je
kvad rat , pa vsebuj e prafaktor 2 v sod i stopnji .

Pripomba: V primeru c) za a = O, t = 1 velja j = 2 in imamo primer
a), ko so navedene vse rešitve. Sicer pri b) in c) niso zajet e vse rešitve.
Do vseh rešit ev pripelje natančnejši premislek , ki ga tu opuščamo. Naj
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bo r naravno število večje od 2. Če se bralec zgleduje po zgoraj opisa
nem reševanj u, mu ne bo težko ugotoviti , pri kakšnih naravnih šte vilih
j je vsota j zap oredn ih naravnih štev il neskončnokrat enaka r-ti potenci
naravnega števila .

Jože Grasselli

PET RAZBOJNIKOV - Rešitev s str. 209

Nalogo lahko uženemo npr. tako, da poiščemo in rešimo sistem enačb za
neznane deleže drugega, tretjega, četrtega in petega razbojnika . Sist em
je sicer linearen in ga ni težko rešit i, vendar že sam njegov zapis zahteva
nekaj časa in potrplj enja.

Hitr eje pridemo do rešitve, če začnemo razmišlj ati od zadnje podvo
ji tve proti prvi .

Da bo pregledneje, zapišimo deleže razbojnikov na posameznih kora
kih delitve v tabelo:

prv i drugi tretj i četrt i pet i
raz- raz- raz- raz- raz-

bojnik bojnik bojnik bojnik bojnik

po končani delitv i
1 1 1 1 1
- - - - -
5 5 5 5 5

pred peto podvoji tv ijo
1 1 1 1 6

- - - - -
10 10 10 10 10

pred četrto podvoji tvij o
1 1 1 11 6

- - -
20 20 20 20 20

pred t retjo podvoji tvijo
1 1 21 11 6

- - -
40 40 40 40 40

pred drugo podvoj itvijo
1 41 21 11 6

-
80 80 80 80 80

pred prvo podvoji tvijo
81 41 21 11 6

- -
160 160 160 160 160

Ker j e imel prvi razbojnik na začetku 81 cekinov, je moralo bit i v mošnji
160 cekinov. Ost ali so j ih imeli zapored 41,21 ,11 , 6.

Ma rija Ven celj
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ISKANJE ŠIROKIH ŠTEVIL

Pred časom sem obljubil , da bom napi sal nekaj o štetj u širokih števil.
Predno pa se poglobimo v programiranj e, se spomnimo, da je št evilo
široko, če j e vsota njegovih števk enaka njihovemu produktu .

Ugotoviti sem želel, koliko je širokih št evil, ki so manjša od mil i
jarde. Ker ugotavljanje, ali j e število široko, ni zapleteno, današnji osebni
računalniki pa so že zelo hitri , sem se prob lema lot il z metodo grobe sile.
Sestavil sem spodnji prog ram , ki za vsako število od 1 do izbrane zgornje
meje po definiciji preveri , ali j e široko.

{ vn os}

{ Ali j e š te vilo široko? }

{ Določi vsoto in produkt š te vk . }

{ Iščemo široka števila do ur, }
{ nlO = io: }

{ največja možna vsota števk }
{ vsota in produkt št evk }

{ š te vec najdenih ši ro kih št evil }

program SirokaStev ilal;
{ Poišče vsa široka števila do lOn z zaporednim preverjanjem p o definiciji. }

c o n st
m axN=9;

var
n : int eger ;
nlO : longint ;
m axVsota: int eger ;
vs ota,produkt: integer;
S: lon gin t ;
i,j : lon gin t ;
ost : in t eger ;

begin
wri t eln (,Iskanje sirokih stevil d o l O'[rr.'} ;
write(' Vpisi n (n <',maxN+l ,') : '); readln(n) ;
nlO := 1; fo r i:= l t o n do nlO := 10*n lO; { Izračunamo l On o }
maxVsota := 9* n; { največja možna vso ta števk}
S := O;
for i := 1 t o nlO do b e gi n

j := i; vsota := O; produkt := 1;
w h ile j >O do begin

ost := j mod 10 ; j := j div 10;
vs ota := vsota-l-ost ; produkt:= produkt-sost;
if produkt >maxVsota t h e n break;

e n d; { while }
if vsota=produkt t hen S := S+l;

e n d; { for }
wr it e ( 'S irokih stevil do ' ,n l O,' j e ' ,S,'.' ) ; readln ;

e n d.

V zanko while , ki preverja , ali j e šte vilo široko , sem dodal pogojni st avek
it , ki z ukaz om break prekine zanko, če produkt števk prekorači največjo

mo žno vsoto št evk. Žal tudi ta majhna izbolj šava ni pomagala . Že ko
sem gornj i program preizku sil pri vrednosti n = 6, sem na odgovor čakal

dobrih dvaj set sekund . Hitro sem ocenil, da bi pri n = 9 na rezul tat čakal

vsaj šest ur , odločno preveč za tako preprosto nal ogo .
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Nekoliko razočaran zara di neuspeha sem tako ugotovil , da reševanj e
naloge zah teva koren ite spremembe v pristopu. Za nekaj nasvetov sem
poprosil še kolego Mark a Petkovška , ki im a vedno na zalogi kakšno up o
rabno idejo. Tako sem se odločil za reševanj e s sestopanj em , ki pa sem ga
dopolnil z učinkovitim testom, ki pove, kdaj je nadaljevanj e poskušanja
še smi selno. Zaradi lažjega programiranj a sem up orabil rekurzivni zapis
glav nega pod programa. Nastal je naslednji program.

IOn S ses topanjem . }
p r ogram SirokaStevila2;
{ Poišče vsa široka št evila do

co ns t
m axN=64;

var
11: integer;
stevke: array[O..maxN] of
S: lon gint ;
m : inte ger;

1.. 9;
{ Iščemo široka šte vila do IOn . }

{ O. m esto j e p om ožn o. }
{ števec najdenih širok ih š te vil }

procedure Razsiri(i ,m : integer; vsot a,produkt: integer);
{ Določamo i-to šte vko, sk upaj z nj o jih m oramo določiti še m ;

vsota j e vsota, p ro d ukt pa produkt prvih i- 1 števk. }
var

j ,k: integer;
p: lon gin t ;

b egin
if m > O then

for j: = stevke[i-1] d ownto 1 do b egin
ste vke [i] := i :
if produkt -ej < =vsota+ m*j then Razsirifi-} 1,m - 1,vsota-l-j .p rod ukt sj };

e n d
e lse if vsota=produkt then b e gin { Izračuna, koliko števil smo na šli . }

p := 1; k := 1;
for j :=2 to i-1 do b egin

p := p *j;
if stevke[j] < > stevke[j-1] then

k := 1
e lse { Štel-ka se ponovi. }

b e gin k .- k-l-L ; p := p div k; e n d ;
e n d; { for }
S := S+p; { Zgrajeno širo ko š tevilo preds tavlja p širok ih števil . }

e n d; { else if }
e n d; { R azsiri }

b e gin
writeln(, Iska nje siro kih stevil do l O'[n. ']:
wr ite(' Vpisi n (n<',m axN + l,' ) : '); readln(n) ;
S := O; st evk e[O]:= 9;
for m :=l t o n do Razsiri( l,m, O,l); .
write(,Siro kih stevil do lOt' ,n,' j e ',S,' . '); re ad ln;

e n d.

{ vn os }

{ začetni vre dnosti }
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Spodprogramom Razsiri postopno, števko po števko, v globalni

sprem enljivki stevke gradimo kandidate za široka št evila . Podprogram
ima štiri parametre: prvi nam pove, na katero mesto moramo postaviti
nas lednjo števko , drugi šteje, koliko števk moramo še izbrati , in nam služi
v pogoju , s katerim končamo rekurzijo, tr etji in četrti pa st a vsota in
pro du kt že izbran ih št evk . Široka števila, ki so manjša od IOn , imajo
lahko od 1 do n šte vk. Zato v glavn em prog ramu podprogram Razs iri
kličemo n-k rat . Vrednosti parametrov pr i teh klicih so 1, m, O in 1, kjer
mzavzame vrednosti med 1 in n. Tako začetno števko postavimo na prvo
mesto v tabeli s tevke , iščemo široka št evila z m št evkami , začetna vsota
št evk je enaka O, začetni produkt št evk pa je enak 1.

Nobeno široko šte vilo ne vsebuje števke O, zato pri gradnji kandi
datov za široka št evila uporabljamo le števke od 1 do 9. Da zmanjšamo
potrebno delo in omogočimo učinkovito preverjanje, ali j e nadaljevanje po
skušanja smiselno , gradimo le števi la , katerih števke tvo rijo nenaraščajoče

zaporedje. Tako nasl ednja št evka ne sme biti večja od prejšnj e. Če nam
manj ka še m šte vk, vemo pa, da nob ena ne bo večja od i , se vsota števk
lahko poveča kvečjemu za mj. Hkr ati vemo, da se produkt št evk pri do
dajanju neničelnih števk ne more zmanjšati. Tako dobimo pogoj , ki ga
preverimo , preden naredimo rekurzivn i klic.

Ker gradimo le števila z nenaraščajočim zaporedjem št evk , nam vsako
široko število, ki ga najdemo , če ima vsaj dve različni števki, pravza
pr av predstavlja več širokih števil. Tako moram o, na primer , ko najdemo
št evi lo 4211, šteti še št evila 4121 , 4112 , 1421, 1412 in 1142 ter še šest
števil, ki jih dobimo iz naštetih, če zame njamo števki 2 in 4. Recim o, da
ima dobljeno široko število n števk. Vseh različnih permutacij teh števk je
n( n -1) ' . .. ·1. To število označimo z n! in ga imenujemo fakult eta števila
n . Vendar pa nekatere perm utacije dajo enako število, saj medsebojne za
me njave enakih št evk števi la ne spremenijo . Da dobimo dejansko število
različnih št evil , moramo n ! deliti še s fakultetami št evil t ist ih števk, ki v
dobljenem širokem številu nast opijo večkrat. V zgornje m primeru imamo
št irimestno širo ko št evilo 4211. Ker v njem le števka 1 nastopa večkrat, in
sicer dvakrat , nam to šte vilo predstavlja ~ = 12 razl ičnih širokih števi l.
Ta smo že opisali.

Ko sem preizkusil gornj i program , sem bil prijetn o presenečen . Na
slednjo tabelo je iz računal že v nekaj sekundah.
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n široka števila do n bistveno različna široka števila do n

1010

1020

1030

104 0

1050

1060

595

31017

401783

1155831

8415630

77309547

23

39

55

67

80

92

Ovira, ki preprečuje nadaljnj e št etj e širokih št evil z gornjim programom,
ni več čas računanja, ampak obseg v turbo pascal vgrajenega tipa lon
gint . Širokih št evil se počasi nabere preveč , da bi njihovo število lahko
shranili v spremenljivko tega tipa, tako da pride do prekoračitve obsega.

V tab elo sem vključil še dodatni stolpec, ki pove, koliko je "bistveno"
različnih širokih števil, torej takih , kijih sestavljajo različne skupine št evk
oziroma njihove števke tvorijo nenarašč ajoče (ali pa nepadajoče, obojih
je enako) zaporedje. Tudi ta stolpec sem izračunal z majhno spremembo
(pr avzaprav poenostavitvijo) gornj ega programa. Pove nam, da so sku
pine št evk , ki določajo široka št evila, zelo redke. Tako je do vrstnega reda
števk natančno 4411111111 edino desetmestno široko št evilo . Mimogrede,
računalnik je tudi odkril, da štiriindvajsetmestno široko število ne obstaja.

Martin Juvan

NEKAJ NALOG ZA MLADE VEGOVCE - Rešitve s
str. 221

5555 dni 13 ur in 20 minut.

Ker je vsota prvih štirih ulomkov večja od 2~ ' sledi , da je vsota vseh
ulomkov ve čj a od i.

3. a) 27 kock; V = 0,027 m" .
b) Rob kocke meri 30 cm.
c) Razlika površin teles je 20 drn 2 = t m 2

.

4. 2 . a + 3 . a = 90° 2 . a = 36° ali 40% pravega kota
a = 18° 3· a = 54° ali 60% pravega kota.

6 . razred

1.

2.



8. r azr ed

1. Naj bo znani ulomek %.

Rešitve nalog I

5. a) Št evilo mora biti delj ivo s 3 in 4. Tor ej : 4212, 4512, 4812, 4116, 4416,
4716.

b) Ker je v pr oduktu šest zaporedni h števil, mora biti število deljivo s 5
in z 2, torej z lO; zad nja cifra je torej O. Podobno ugotovimo, da sta v
prod uktu dve števili, deljivi s 3, torej je produkt deljiv z 9. Produkt
je 665280.

7. razred

1. Kvadrat produkta je deljiv z 9, ker je 32 = 9; sledi, da mora biti t udi
desna st ran enakost i deljiva z 9. Desno število je 492804 . Kvadrat
neznanega faktorja na levi je 492804 : 9 = 54756 in v'54756 = 234.
Torej: (3 ·234)2 = 492804.

2. 0= 21'(2+ 1r) ,p = 41'2 .

3. ab = ta. x ~ x = ~b . Strani co b
moramo povečati za 25%.

T r r r

4. Št evi lo (1000 1000 lahko zap išemo kot 1000 ·· ' 0, s 3000 ničlami ; tudi
šte vilo 100010 00 -1 zapišem o 999 . . · 9 s 3000 devet kami . Če to število
delimo z 9, dobimo količn ik 111 . . · 1 s 3000 enkami. Količnik j e deljiv
s 3. Dani izraz (1000 1000

- 1) lahko delimo z 9 in še s 3, kar pomeni ,
da je deljiv s 27.

5. 0= 2 . 21r . ~ + 1r1' = 31r1' = 301r, sledi r = 10 cm.
p = 21'2 + 2 . 1r ' (~) 2 - ~ . 1r . 1'2
P = 21'2 = 200 cm'
Ploščina figur e je tu di enaka ploščini pravokotnika.

a +bal
2b= b + 9'

aba 1
2b + 2b = b + 9'

1 ala 1
2 ' b + 2 = b + 9'

Če zap išemo x = %, dobim o

Iskani ulomek je t .

1 1 1
2 ,x +2 =x +9 lil

7
x = g'
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2. (4x + 1)2+ 15 = 16x 2 + 8x + 16 = 8(2x2 + X + 2). Izraz je deljiv z 8.

3) 4m - 9. a x = - 21- '

b)m = 3.

c)°< 4~19. Ulomek je pozit iven, če j e 4m > 9, to rej m> 2t .

4~19 < 1 ali 4m - 9 < 21 ali 4m < 30, torej m < 7 ~.

Velj ati mora 2t < m < 7 ~, torej so iskana št evila 3, 4, 5 in 6.

4. (n -l) ·n.(n +l) +n =n3
.

5. 3x + 4y - 12 = O, y = - ~x + 3. Koordinati prese č i š č sta:

Tx(4 , O) , Ty(O , 3) in ploščina p = ~ · 4 · 3 = 6.

Iskan a razdalj a q j e višina na hipot enuzo trikotnika TxTyO . TxTy2 =
- 32 + 42 T T - 5 in q - ~ - .ld - 2 4- 'x y - - T xTy - 5 - , .

Pavel Zajc

K AJ KDO POUČUJE? - Rešitev s str. 231

Nalog o najlažj e rešimo s pomočjo razpredelnice:

Pleterski Kopriva Prijatelj Godnič Merhar Novak

ekon . X X X X X P

slov. X X X P X X

franc. P X X X X X

zgod . X X X X p X

lat. X P X X X X

m at. X X P X X X

Upoštevati moramo, da sta osebi , ki učita matematiko in latinščino ,

ist ega spo la in iste starosti, torej ne moret a biti Merh ar in Novak . Od tod
in iz ostalih podatkov sklepamo, da mora Merhar poučevati zgodovino,
Novak pa ekonomijo. Nadaljni sklep je, da uči slovenščino gospa Plet erski .
Od pr eostalih treh je lahko le Prijatelj eva skupaj z Merharjern hodila v
srednjo šolo, zato mora ona biti učiteljica matematike.

Neža Mramor - Kos te
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Zanimivosti - Razvedrilo I

NEWTONaVA METODA IN LEPI FRAKTALI

Enačba zn = 1, kjer je n naravno št evilo, ima n kompleksnih rešitev. Za
vsak n je ena od rešitev z = 1. Vse rešitve leže na enotski krožn ici v
kompleksni ravnini in so razporejene tako, da dele krožnico na enake dele.

Rešitve torej poznamo , zanimivo pa je vprašanje, h kateri izmed n
rešitev nas pripelje kakšn a iteracijska metoda, če začnemo iteracijo s po
lj ubnim kompleksnim začetnim približkom.

Izbrali smo si Newtonovo metodo , ki jo na kratko opi šimo . Če iščemo

rešitve enačbe f( z) = O in je za začetni približek, dobimo naslednje pri
bližke s formulo:

f(zr)
Zr+l = Zr - f ' (zr ) '

kjer je f' odvod funkcije f po spremenlj ivki z. V našem primeru je f( z ) =
=zn - 1, od kode r dob imo:

Če je začetni približek dovolj blizu kakšni od rešitev , potem se nas lednji
približki k njej hitro bližaj o. V splošnem pa ne moremo vnaprej vedeti, h
kateri od rešitev se bodo st ekali.

Lahko pa začetne pr ibližke sortiramo glede na to, h kateri od rešitev
nas je pr ipe ljala Newtonova metoda . Če v kompleksni ravnini z enako
barvo pobarvamo točke, ki kot začetni približki vodijo k ist i rešitvi, in z
raz ličnimi barvami tiste, ki vodijo k različnim rešitvam, dobimo čudovit

vzorec. Ta im a fra ktalno st rukturo , kar pomeni , da se njegova razvejanost
ne neha pri še tako majhnih merilih . Če vzamemo pod drobnogled del
vzorca z veliko barvno raznolikostj o in ga povečamo , se raznolikost ohrani
pri poljubni povečavi .

Na zad nj i strani ovitka so prikazani vzorci za n = 3,4,5 in 6. Sami
jih lahko dobi te tako , da napišete program in ga poženete na svojem
računalniku. Še pod atek o približni zahtevnosti : Na računalniku pe 386
(40 MHz) z matematičnim koprocesorjem nariše program v turbopascalu
celotno sliko v pr ibližno pet najstih minutah .

Milan Ambrožič
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MALO IN VELIKO PREPROSTO ŠTEVILO
Rešitev s str. 219

V nalogi smo najprej spraševali po naj m anj šern preproste m števi lu, ki je
večj e od 1995 . Šte vilo 2048 = 211 je preprosto, tako da iskan a število
ne bo večje od nj ega . Ker j e 3 . 29 = 1536 < 1995 in 3 . 210 > 211 , bi
m or alo biti morebi t no m anj še preprosto šte vilo deljivo z 9. Zlah ka pa
se prepričamo, da nobeno od števil 1998, 2007, 2016, 2025, 2034 in 2043
ni preprosto . Najmanjš e preprosto število, ki j e večje od 1995, j e št evi lo
2048 .

Bolj zanim ivo pa je drugo vprašanj e, ki sp rašuje po 1995. pr eprostem
št evi lu. Teorij a pr avi , da je n-to preprosto število nekje med številoma
i2y'2n log, 3 in 2V2n log, 3 . Če vstavimo n = 1995 in rezultat zaokrožim o,

dobim o oceno, da bo iskana število m ed 1023 in 9 . 1023 . Im elo bo torej
št iri ind vajset m est.

Iskanje pa vendarle ni t ako brezup no, kot se zdi na prvi pogled .
Čeprav je iskana št evilo zelo veliko, ga lahko izračunamo šele čisto na
koncu , v same m programu pa ga hr animo v obliki para eksponentov, s
katerima v njegovem razcepu nastopata praštevili 2 in 3. Če že poznamo
nekaj prv ih pr eprost ih št evil , t udi iskanje naslednjega ni zelo zamudno , le
na problem mora mo pogledat i s prave st rani. Nas lednje preprosto št evilo
bo namreč dvakrat nik ali tr ikratnik enega od prejšnjih, že zna nih števil.
Poiskat i moramo le najmanjši pr eprosti št evili, katerih dvakrat nik oziroma
t rikra tnik je večji od zadnjega naj denega števila , in izbrati m anjšega. Ker
bom o vsa odkrita pr eprost a št evila hr anili v tabeli , gornj ih operacij ne bo
težko izvesti . Vsako preprosto št evilo je ene od naslednjih oblik: po tenca
št evila 2, po tenca št evila 3 ali pa večkratnik št evila 6. Hitro se lahko
prepričamo , da sta kandidata za nas lednje preprosto število enaka, če in
samo če j e naslednje preprosto št evi lo večkratnik števila 6. Tako sestavirno
naslednji progr am .

p rog ram PreprostaStevila ;
{ Poišče p o velikos t i 1995 . prepros to š te vilo . }

const
N = 1995 ;
eps= O.OOl ;

va r
PS : array[l.. N) o f a rray[2..3) of integer ;
dva ,t r i: integer;
i: in teger ;
razlika : real ;

{ m ej a natančnos ti }

{ tabela preprostih števil }
{ oz naki kandida tov }



Rešitve nalog I
begin

PS [1][2] := o; PS [1][3] := o;
d va := 1; tri := 1;
for i:=2 to N do { določamo i- t o prepros to število }

if (PS[dva][3]< >0) a nd (PS[tri][2]<>0) t hen { en aka kandidata}
begin

PS [i][2] := PS [dva][2]+1 ; PS [i][3] := PS [dva][3];
dva := d va -i- L: t r i := tri-l-I:

end
else { različna kandidata; poten ce imajo prednost }

if (PS[dva][3]=0) a nd (PS[tri][2]<>0) then
b egin PS[i][2] := PS[dva][2]+1; PS [i][3] := O; dva := dva-l-I : end

e lse if (PS [tri ][2]=0) and (PS [dva][3]< >0) the n
b egi n PS [i][2] := O; P S[i][3] := PS [tri][3]+1 ; tri := tri-l-I : end

e lse b egin { dve poten ci; primerjamo ju s pomočjo logaritm ov }
ra zlika := (PS [dva][2]+t)/(PS[tri][3]+1) -ln(3) / ln(2) ;
if abs(razlika)<eps then

b egin write(chr(7),'Blizu skupaj !', i:5); readln; end ;
if razl ika <O t hen

b egin PS [i][2] := PS [dva][2]+1; PS [i][3] := O; dva := dva-I-L; end
else

begin P S[i][2] := O; PS [i][3] := PS [tri][3]+1; tri := tri-I-L; e n d;
e nd ;

write('Po velikosti ',N,' . preprosto stevilo je 2t ' ,PS [N][2],'*3t',P S[N][3] ,' .'):
readln ;

end.

Progr am v hipu kot odgovo r vrne število 237
. 326 . Po krajšem računu

dobimo

237
. 326 = 349351379311776170508288,

to pa. je res v mejah , ki smo j ih napovedali .
Števca d va in t r i v programu označujetanajmanjši preprosti števili ,

katerih dvakratnik oziroma trikr atnik je strogo večj i od zadnj ega najde
nega preprostega št evila. Dvakratnik št evila PS [dva] in trikratnik št evila
PS [tri] sta torej edina kandidata za nas lednj e preprosto število . Če
PS [dv a] ni potenca števila 2 in PS [tri] ni potenca št evila 3, potem sta
oba kandidata enaka.. Tako vzamemo kar prvo število in povečamo oba
števca . Sicer pa ločimo več možn osti. Če je prvi kandidat potenca št evila
2, drugi pa ni potenca št evila 3 ali pa je drugi potenca št evila 3, prvi
pa ni potenca števila 2, je manjši ti sti, ki je potenca. Če bi bil namreč

manjši tisti , ki je večkratnik števila 6, potem bi morala biti oba kandi
data enaka . Toda kandidata nista enaka . Ostane še možnost, ko je prvi
kandidat potenca št evila 2, drugi pa je potenca št evila 3. V tem prim eru
se brez računa ne moremo odloči ti, kateri kandidat je manjši . Primerjati
moramo torej števili oblike 2i in 3j . Ker ne želimo računati sprevelikimi
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števili , raj e primerj amo njuna logaritma i ln 2 in jin 3. Še bolje pa je , če

pog ledamo predzna k razlike J- :~ ;. V program je dodan še izpis opo
zoril a , kad ar je ta razlika manj ša od predpisane konstante eps . Pri zelo
m ajhni razliki bi se namreč lahko zgodi lo, da bi bil predzn ak rezultata
zaradi zaokrožitvenih nap ak napačen , tako da bi se odločili za napačno

število . Gornj i program nas na majhno ra zliko opozori pri i = 1386. Pri
tej vredn osti sta kandidata za nas lednj e preprosto št evilo potenci 265 in
34 1

. Količnik eksponentov ~~ == 1.58537 je kar dob er približek za l~; =
= log23 == 1.58496 . Ker je količnik eksponentov večj i od količnika loga
ritmov, je 1386. preprosto število 34 1 , nas lednj e pa je 265 . Seveda gornji
program kljub opozorilu deluje pravilno , saj je v turbo pasc alu količnik

dveh realnih vrednosti natančen vsaj na deset mest. Pravilnost delovanja
lahko preverimo tudi tako, da program izvedemo pri zmanjšani konst an ti
eps = 0.0001 , kjer se izvede brez opozoril.

Martin Ju van

"AST RO" KRIŽANKA - Rešitev s str. 224
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Mat ematika I
NAJMANJŠI KROG

1. U vo d

V lanski 4. številki Preseka je na st ra ni 213 Mar tin J uvan zastavil nasled
njo nalogo:

Opiši algoritem, ki za dano končno mn ožico točk v ravnini poišče

krog z najmanjšim polm erom , ki vsebuje vse točke iz mn ožice. Algoritem
naj bo čim učinkovi tejši (in tudi dovolj preprost , da ga j e mogoče brez
prevelikih težav sprogramirati).

V naslednji številki Preseka pa je bil na straneh 296, 297 objavljen
J uvanov algoritem, kako takšen krog poiskati .

Ker ima omenje na naloga kar precejšnjo zgodovino in tudi posp lošit
ve, spregovorimo o njej nekoliko obširneje.

V literaturi najdemo podatek , da je nalogo v letu 1857 zastavil J . J.
Sylvester . Tri let a zatem je konstrukcijsko rešitev podal B. Peirce, v letu
1885 pa je do enakega postopka kot Peirce pri šel tudi G. Chryst al. Njun
pr istop k reševanju na loge je sedaj znan pod imenom Chrystal - Peirceov
algor item (C-P algoritem) . Ogledali si ga bomo pozneje.

Zanimanje za nalogo se je spet poj avilo po dr ugi svetovni vojni z
razvojem ope racijskega raziskovanja in matematičnega programiranja . V
prvo področje sodi np r . naslednj a prakt ična naloga:

Kj e naj postavim o urgentno helikopt ersko reševalno postajo, da bo
razdalja do najbolj oddaljenega kraja čim manjša?

Pri tej nalogi imajo vsi kraji enako "težo". Če pa up oštevamo, da so
kraj i lahk o različno "obteženi" , dobimo splošnejšo nal ogo. Kot krit erij za
raz lične obtežitve je npr . število prebivalcev.

Posplošitev Sylvestrove naloge dobimo tudi, če nam esto mn ožice točk

v ravni ni vzamemo končno množico točk v 3-razsežnem ali pa kar n
razsežnem prostoru (n ~ 3) . V tem primeru iščemo n-razsežno kroglo
z najmanjšim polm erom, ki vsebuj e vse točke dane mn ožice. To nalogo
st a J . Elzinga in D. W. Hearn prevedla v posebni problem nelinearnega
programiranj a , ki je rešljiv v končno mn ogo korakih.

2. c-p algoritem

Osnovan je na naslednji očitn i lastnosti trikot nika:
- za topokot ni (ali pravokotni) trikotnik j e najd aljša stranica hkra ti

premer najmanjšega kroga, ki trikotnik vsebuje;
- za ostrokotni (ali pravokotni) trikotnik j e najmanjši krog, ki vsebuje

ta trikot nik , kar njemu očrtani krog;
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in na izreku :

Naj bo A BC topokot ni triko tnik s topim kotom pri oglišču B in
točka D zno traj trikotniku ABC očrtanega kroga I<. Če j e kot <t ADC <
< <tABC , potem im a trikotniku ADC očrtani krog K 1 m anjši polm er,
katje polm er kroga K , in v K1 se nahaja tudi točka B .

]{

A

Dokaz izreka. Na sliki j e točka O središče kroga K , točka 0 1 pa
središče kroga K 1 . Središči obeh krogov sta na simetrali s daljice AC.
Ker je točka D znotraj kroga K , seka sim etrala S l daljice C D (na tej
simetrali j e središče kroga K d simetralo s v točki 01, ki se nahaj a med
točko O in razpoloviščem daljice AC. Krog J(1 ima zato manjši polm er ,
kot j e polmer kroga J( , in celot ni lok ABC br ez krajnih točk je znotraj
kroga K 1 , torej t udi točka B .

Preidimo sedaj na prikaz C-P algoritma.
Naj bo S končna množica točk v ravn ini . Iščemo najmanj ši krog , ki

to množico vsebuje .

Korak O (začetni korak). Narišemo krog, ki pot eka skozi dve točki A ,
B množice S in vsebuj e vse točke te množice.

Korak 1. Med točkam i množice S - {A , B} poiščemo točko , pri ka
teri j e kot <tADB najmanjši. Najdeno točko (ki morda ni eno!ično

določena) označimo s C.
a) Če j e <tAC B 2': ~ j e naloga rešena. Daljica AB je pr emer naj 

manjšega kroga , ki vsebuj e množico S .

b) Če j e <tACB < ~ preidemo na nas lednji korak .
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Korak 2. Tr ikotniku ABC očrtamo krog.

a) Če trikot nik A BC ni topokote n, je naloga rešena . Njegov očrtani

krog je najmanj ši krog, ki vsebuje mn ožico S.

b) Če je ABC topokot ni trikotnik, odstranimo izmed točk A, B
tist o, pri kat eri je topi kot - naj bo to npr . točka B - in preidemo
na korak 1, pri katerem točko B zam enj a točka C.

Skladno z izrekom bo vsak naslednji krog, ki ga konstruiramo, manj ši
od predhodnega in bo vsebova l vse točke mn ožice S . Pri iskanju naj
manjšega kot a v prvem koraku pa ni treba več up oštevati točk, ki jih
odstranimo v drugem koraku . Ker je točk množice S končno mnogo in se
pri vsaki ponovitvi iskanj a manj šega kroga, ki vsebuje množico S, polmer
zmanjša, je algoritem končen .

V zvezi z začetnim korakom , ki je nekako nedorečen , sta R. K. Cha
kraborty in P. K. Cha udhur i (1981) predlagala poseben postopek , po ka
terem najdemo z ačetni par točk A , B . Prav tako st a opazila, da v drugem
koraku lahko poleg točke B odstranimo iz nad aljnj ih računov oziroma
konstrukcij t udi vse tiste točke D ES - {A , C }, pri katerih je <lADC topi
kot .

Računske izkušnje, do katerih st a pri preskuš anju algorit ma prišla
avto rja članka , ki je naveden v uvodu, so zelo ugodne. Število točk v
množici S je bilo med 100 in n oa. Število operacij je bilo sorazm erno s
številom točk v mn ožici S .

3. Zaključek

Da bi bil prikaz reševanj a Sylvestrove naloge popolnejši, navedimo še
naslednj e.

V delu B. J. Oommen, An Efficient Geometric Solution to the Mini
mum Spanning Circle Problem , Operations Research 35(1987)1, 80-86, je
prikazan algoritem, ki izboljša tudi korak 2b v P- C algoritmu. Pri vseh
računskih posku sih , razen v zelo redkih izjemah, je bil s tem algorit mom
naj m anjši krog najden v natanko dveh iteracijah. Oommen navaj a , poleg
drugih dosežkov, tu di metodo , ki jo je razvil N. Megiddo (1982) . Problem
naj m anj šega kroga Megiddo prevede v dvora zsežni problem linearnega
progra miranja in ga reši v času, ki je linearno odvisen od števila točk.

Zani mivo je omenit i , da je Oom men svoj algoritem preskušal tudi pri
iskanju najmanj ših krogov , ki objemajo Velika jezera Severne Amerike.
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Za br alce bosta morda zan imivi naslednji nalogi :

1. Kj e je središče najmanj šega kroga , ki vsebuj e Slovenijo (br ez m orj a)
in koli šen je njegov polmer?

2. Kako bi poiskali največji krog, ki ga lahko vri šemo v Slovenij o?

Pripomočki : Uvodna kart a v Atlasu Slovenij e, prozorni papir , da nanj
preri šem o slovensko mejo; ravnil o , šest ilo.

Pri reševanju 1. nal oge dobimo točko , ki j e blizu Čemšenika . Od
geometričnega središča Sloven ije (GEOSS) je oddaljena približno 12 km .
Točka GEOSS, ki se nahaj a pri Spo dnj i Slivni zahodno od Vač , pomeni
namreč težišče lika , ki ima obliko Slovenije .

Stane Indihar

Cedilnik A. : MATEMATIČNI PRIROČNIK, Didakta,
Radovljica 1995, 462 str.

Po svetu izh ajaj o mnogi matematični priročniki na različnih nivojih, v slo
venščini pa matematičnih priročnikov ni kaj dosti . Poleg prevod a priročni

ka, ki j e namenjen v pr vi vrsti št udentom na uni verzi , imamo še priročnik

Aleksandra Cokana , ki je izšel pred nekaj leti in se precej zvesto dr ži
t akratnih učnih načrtov v srednji šoli.

Priročnik An ton a Ced ilnika je nastaj al skoraj istočasno z ome nje
nim , j e pa traj alo res dolgo, da je zagledal luč sveta. Po izboru snov i
j e obširnejši od prvega, saj delno presega srednj ešolsko snov. S pr idom
ga bod o upor abljali srednješolci , pa tudi študenti na uni verzi, ki si bod o
želeli osvežiti sr ednješolsko znanj e ali poiskati pozablj ene formule. Kot
navaj a avtor v predg ovoru , priročnik nikakor ni namenj en učenju . Koristi
le, če snov vsaj okvirn o že poznamo.

V priročniku je mnogo primerov, ki ilustriraj o teor ijo ali posredu
j ejo kakšn o dodatno ugot ovitev k navedeni teoriji. Zelo pom emben del
priročnika j e obširno stvarno kazalo. Napisan je zelo skrbno. Posebna
odlika priročnika j e natančno matemat ično izražanj e in moderna korek
tna uporaba matematične sim bolike, čeprav j e ta, žal, včasih v razkor aku
z m anj korektno tradicion alno simboliko, ki j e v rabi v šolah .

Za najmlajše Presekove br alce je v njem bolj m alo dostopnega ; znat
ni deli priročnika pa že bodo razumljivi učencem zadnjih dveh razredov
osnovne šole.

Anton Suhadolc



Naloge I
NEKAJ ZAVITIH ZA ODVIJANJE

Skoraj kvadrati: Poišči naslednji člen v zaporedju

1, - 4, 9, - 16, 7

Zmanjšane potence: Določi nasl ednj a člena zaporedja

O, 1, 3, 7, 15, 7, 7

Združitev: Vstavi manjkajoče število:

Več kot števila: Poišči nasl ednja člena zaporedja

2, 3, 5, 7, 11, 13, 7, 7

Prepletanje: Poišči na slednja člena v zaporedju

1, 4, 3, 6, 5, 7, 7

Ulomki: Nadaljuj zaporedje ulomkov vsaj še z dvema členoma:

2 5 10 17
l ' 2' 3 ' 4 " "

Četrtina levo in desno: Določi manjkajoče število:

3 (6) 21
7 (7) 21
10 (7) 50

Obrati in še kaj: Nadaljuj zap oredje vsaj še s tremi členi :

1234, 5321, 2235, 7, 7, 7

Plesoče števke: Dopolni shemo z manj kaj očima številom a:

53 (523) 25
64 (674) 76
? (189) 7

Trojke: Poišči nasl ednji ulom ek v zaporedju
1 5 13

?
2 + 3 ' 6 + 7' 14 + 15 '
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Z n ogami brez r ok: Izračunaj manjkajoče št evilo:

8

3 - +-- 2 4

?

3

N eznana osnova: Če velja 12 + 12 = 101, koliko je potem 22 + 22 ?
Lepljenje: Katero število mo ra bit i vpisano v sredin o desnega trikotnika?

4 LP
~~

Dvojiški vzorci: Nadaljuj zaporedje

2, 11, 47 , .. .

Dvodelna torta: Vst avi manjkajoče število:

Vsote: Ugot ovi , katero šte vilo manjka:

123 ~ 6
134 ~ 8
234 ~ ?

Prafaktorji: Izračunaj manjkajoče št evilo:

15 ~ 2
30 ~ 3
64 ~ 1

1996 ~ ?

~
6

-36 7

-28 ?

D odaj ali odvzemi: Če j e 1234 enako 6 in j e 1234 enako - 4, koliko je
potem 1234 ?
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Vedno več: Vst avi manjkajoča števila v zadnj a kvadrat a:

~[2J2J
~ liliJ

CL]
[?Ii]

~
3

? ?

24

Koordinate: Zap olni kvadr at z manjkajo č imi štev ili:

o -1 -2 -3
1 O -1 ?
2 1 ? -1
? 2 1 O

Druga na prvo: Ugotovi manj kajoče št evilo:

5 3 ? 2
-1 1 2 3
-1 1 8 9

Stikanje tako in drugače: Pozorn o si oglej levi kvadrat in nato določi

manjkajoči števili v desnem :

~
1

4 3

32

Omejeni prafaktorji: Ugotovi pr avilo, po kat erem dobivamo člene na
slednjega zaporedja:

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, . . .

Stiska: Če iz 281 dobimo 16, iz 532 pa 30, koliko nam da 456?
Združeni kvadrati: Ugotovi manjkajoče število:

1 3 4
2 2 ?
5 13 25



IN aloge - R ešitve nalog

N erodna pisava: Razreši enakost i:

256 = 28

? = 32

Martin Juvan

DOLOČI VLOGE - Rešitev s str. 210

Pomagaj mo si s tabelo. McBride nastopa v vlogi morilca, ali pa žrtve. Pa
recimo, da je bil morilec, Russel pa je bil rabelj :

Johnson McBride Ford Newton Saunders Russel

žrte v X X X P X X

morilec X P X X X X

priča X X P X X X

policist P X X X X X

sodnik X X X X P X

rab elj X X X X X P

Izbir a je bila dob ra - dobili smo rešitev. Pokazati moram o še to , da
je edina. Torej recimo, da je bil McBride žrt ev in Ru ssel morilec.

Johnson McBride Ford Newton Saunders Russel

žrte v X P X X X X

m orilec X X X X X P

priča X X X p X X

policist P X X X x X
sodnik X X X X

rabelj X X X X

Ford bi moral biti sodnik ali rabelj , to pa nima nobenega smisla , saj
je bil Ford v zvezi z um orom aret ira n.

Neža Mramor - Ko sta



Fizika I

GIBANJE DELCA V PASTI

V prejšnj i št evilki Preseka smo na kratko opis ali zarurruva merjenj a s
pastmi za naelektrene delce. Ali ne bi kazalo nekoliko podrobneje ob
delati električnega in magnetnega polja ter gibanj a nael ektrenega delca v
njiju? Tako bi tudi najbolj e izpodbili očitek, da je Presek mačehovski do
električn ih in magentnih poglavij iz fizike.

V pasti j e električno polj e. Najpreprostejše je homogeno polj e med
elekt rodam a ploščatega kondenzatorj a dovolj daleč od robov. Kako močno

j e, pove njegova jakost E . V homogenem polju je jakost povsod enaka in
ima isto sme r. Zato je tudi sila polja F = eE na delec z nabojem e povsod
enaka in kaže v isto smer. Ion se v takem polju giblje podobno kot ut ež, ki
jo sp ust imo, da pade. Pozitivni ion se enakomerno pospešeno giblj e proti
negati vni elektrodi kondenzatorj a (glej članek G . Planinšiča , Dogodek v
ploščatem kondenzatorju , Presek 16 (1988) 90) . Ploščati kondenzator ne
deluj e kot pas t .

Ali bi lahko up orabili dva nasprotno obrnjena ploščata kondenza
torj a? Srednj a , dvojna elektroda bi motila , a misel ni slab a. Pa vseeno
raj e up orabimo električno polje, ki nad vodoravno srednjo ravnin o narašča

v eno sme r , pod njo pa v drugo. Za jakost električnega polj a v smeri osi Z ,

ki jo izberemo pr avokotna na to ravnino, velja v tem primeru :

B, = - tc«. (1)

Minus opozarja, da električno polje nad srednj o ravnino pri z = O vleče

ion navzdol, pod to ravnino pa navzgor. J{ je konstanten sorazmernostni
koeficient.

Ne mo remo pričakovati , da bi ion miroval v ravnini pri z = O, kjer
električno polje nanj ne deluje. Kako se giblje ion z majhno hitrostj o
v navpični smeri , povprašajmo Newtonov zakon za gibanje v tej smeri :
Fz = m az = eEz = -seK », Pospešek je sorazm eren z odmikam od rav no
vesne lege in kaže proti tej legi . To je značilno za sinu sno nihanje. Osna
frek venco V z , s katero nih a ion v sme ri osi z in ki je enaka obratni vrednosti
nihajnega časa t e«, preberemo iz zapisane enačbe az = (27f jt zO)2z :

Vz = t~o = 2
1
7ft:

Ion z dovolj maj hno energijo niha v navpični smeri okoli ravnine pri z = O
in se ne oddalji znatno od nje. V sm eri osi" z past deluj e.

Toda električno polje z edino komponent o jakosti električnega polja
(1) v sm eri osi z ne more obstajati. Im eti mora še drugo komponent o.
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Zanima nas le osno simetrično polje, v katerem so vse smeri v ravnini ,
pr avokotni na os Z , enakopravne in je komponenta v tej ravnini odvisna
samo od razdalje r od osi z. Električno polje izvira od nabojev. V delu
prostora, v katerem se giblje ion, ni drugih nabojev, zato tam ne more biti
izvirov polja. V tisti del prostora mora vstopati enak električni pretok,
kot iz njega izstopa. Vedeti mo ramo samo, da je električni pretok skozi
določeno ploskev sorazmeren s površino ploskve in pravokotno kompo
nento jakosti električnega polja. Polje si lahko ponazorimo s silnicami: v
opazovani del prostora mora teči toliko silnic, kot jih teče iz njega, nobena
silnica ne more izvirati iz tega dela prostora ali se v njem končati, saj v
tem delu prostora ni naelektrenih delcev.

V homogenem polju v valj, ki ima z elektrodama vzporedni osnovni
ploskvi zradijem r, vstopa skozi zgornjo električni pretok, sorazmeren s
7fr2 Ez , in enak pretok skozi spodnjo ploskev izstopa. V polju (1) pa skozi
zgornjo osnovno ploskev pri z vstopa pretok , sorazmeren z 27fr2Ez , skozi
spodnjo osnovno ploskev pri z = Opa ga nič ne izstopa. Ta pretok mora
izstopati skozi plašč. Pretok skozi plašč j e sorazmeren z 27frzEr, če je Er
radialna komponenta j akosti električnega polja. Iz zahteve, da sta pretoka
nasprotno enaka, sledi:

(2)

Radialna komponenta električnega polja na pozitivni ion deluje z ra
dialno silo F; = eE; od osi z navzven. Električno polj e - zadnj ič smo mu
rekli kvadrupolno polje - sicer zadržuj e ione v smeri osi z, a jih v radialni
smeri razpršuje. Zaradi tega naprava s samim električnim polj em še ne
deluje kot past . Električnemu polju dodamo homogeno magnetno polje v
smeri osi z. Kako gosto je polje , določa gostota magnetnega polja B =
= Bi . V homogenem polju je gostota povsod enako velika in kaže v isto
smer. Na naelektren delec magnetno polje deluj e samo, če se delec giblj e,
in sicer je sila pravokotna na smer polja in na smer hitrosti . Na ion , ki
se giblje v smeri magnetnega polja, to je v smeri osi z, magnetno polje ne
deluje . Kar smo ugotovili o nihanju, zato velja kljub magnetnemu polju .

Obravnavajmo zdaj gibanje iona v ravnini, ki je pravokotna na ma
gnetno polje. Na ion s hitrostjo v deluj e tako polje s silo evE , ki je vselej
pravokotna na smer gibanja. To je značilno za centripetalno silo mv 2 Ir .
Izraza izenačimo in izračunamo hitrost v = er B Im, ki jo izrazimo kot
produkt poti pri enem obhodu 27fr in obhodnega časa tac' Za obratno
vrednost tega časa, za frekvenco kroženja dobimo:

1 eB
Ve = - = --o

tac 27fm
(3)
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To je cik lotro nska frek venca, ki ni odvisna ne od hitrosti ne od radija tira.
Ime ima po krož nem pospeševalniku ciklotronu, ki izkorišča tako gibanje
ionov .

Z magnetnim poljem smo rešili težavo odbojne radialne kom ponente
električnega polja. Zap išim o Newtonov zakon za ion , ki se v ravnini z = O
s hitrostj o Vm giblj e po krogu zradijem rm: Fm = mam = e(Er - vmE) .
Hit rost V m smo usmerili t ako , da im a sila magn etnega polja na ion na
sprotno smer kot sila električnega polja. Vse te sile deluj ejo v radialni
smeri in pospešek am krožečega iona kaže proti izhodišču in je po veliko
st i enak v;'/ rm. V enačbo -mv;'/rm = eE; - evm E = ~ eI<rm - evm E
postavimo Vm = 27rrm/ tom = 27rrmll in up ošt evam o enačbi za liz in Il c .

Nastane kvadratna enačba za frekvenco II:

Radi alno električno polje, katerega sila ima nasprotno smer od sile ma
gnetnega polja, zmanjša frekvenco ciklot ronskega kroženja na v~ = V e - J .
To je prvi od dveh korenov enačbe. Iz prve Vietove enačbe izhaj a, da je
potem drugi koren enak J . Iz kvadr atn e enačbe preberemo, da je drugi
koren 11m = J približno enak

če je frekvenca 11m veliko manjša kot frekvenca Ilc. Za elekt rone je pri
bližek zelo dob er , za ione pa je nekoliko slabši. Ena komerne mu kroženju
naelektrenega delca s frekvenco 11m pr avimo magnetronsko gibanje. Im e
izvira iz besede magnetron , elektronke, ki jo up orablj aj o na primer pri ra
darjih in v mikrovalovnih pečicah in v kateri se gruče elektronov gibljejo
na opisan i način .

Močno homogeno magnetno polje okoli srednj e ravnine ustvari super
prevodna tuljava . Obliko elektrod, ki daj o polje s kom ponentama j akosti
(1) in (2) , ugotovimo tako, da izračunamo delo, ki ga opravimo, ko pre
mak nemo ion zelo počasi iz i zhodišča v smeri osi z in v radialni smeri :

e lz Ez dz +eirEr dr = - eI< · t z2+ t eI{. t r 2 = - t eI« z2 - t r2). (4)

Pri premikanju elekt rona po površju elekt rode ne opravimo nob enega dela,
površje elekt rode je ek vipotencialna ploskev . Zaradi tega je izračunano
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delo enako za vse točke na površju določene elekt rode . Obstajata dve
rešitvi:

Z2 - ~r2 = z5 lil z2 - ~r2 =- ~r6 .

Prva ustreza kapi cama rotacijskega hiperboloida z najmanj šo razdaljo
med njima 2za in druga obročastemu rotacijskemu hiperboloidu z notra
njim pr em erom 2ra = 2V2za (slika 1).

Slika 1. Električne siln ice in p resek sk ozi elek trode v pasti . Tangenta na silnico kaž e v
vsaki točki p olja v sm eri vektorja jakost i električnega po lja s kompon en tama E z in Er :
tgcp = dz /dr = E z /Er = - 2z / r . Enačba dz/z = -2dr/r im a reši t ev z = kon st / r 2 •

V vsaki točki polja je ekvipotencialna p loskev pravokotna na silnico. P ovršj a elekt ro d
so ekv ip otenc ia lne pl oskve. Če ne b i bil a sila elekt ričnega polj a pravok otna na površj e
elektrode , bi povzročala t ok elekt ro nov po kovini prečno na površje.

Tako znamo narisati načrt za past . V njej j e med kapic o in obročem

nap etost Ua = ~ J{z5· V pasti za pozitivne delce priključimo kapici na
negati vni priklj uček enosmernega izvira nap etosti in obroč na pozitivni
priključek . V pasti za negativne delce pa priključimo kapi ci na pozi
tivni priključek in obroč na negativnega . V pasti za vodikove ione, pro
tone, s pozitivnim osnovnim nabojem ea so up orabili magnetno polje z
gostoto 5,05 T in električno nap et ost 53, 1 V ob razd alji Za = ra /V2 =
= 1,12 mm. Magnetr onska, osna in ciklotronska frekvenca so bile po vrsti
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enake 0,6628 MHz, 10,01 MHz in 76,34 MHz (1 MHz = 106 S-1). V pasti
za elektrone so uporabili magnetno polje z gostoto 5,872 T in električno

napetost 10,22 V ob razdalji Zo = ro/v?= 3,35 mm. Magnetronska, osna
in ciklot ronska frekvenca so merile po vrsti 0,01185 MHz, 64,42 MHz in
1,644 .105 MHz.

Slika 2. Sestavljeno gibanje naelektrenegadelca v električnem in magnetnem polju pasti
v klasični mehaniki. Najhitrejše je ciklotronsko kroženje po krogu z majhnim radijem
v smeri pravokotno na magnetno pol je, srednje hitro osno nihanje in najpočasnejše

magnetronsko kroženje po velikem krogu.

n-3 -----{

n -2 ---oo{

n. I

Slika 3. Stanja geonija. Levi stolpec vsebuje stanja, ki zadevajo ciklotronsko gibanje, če
elekt ron ne bi imel "vrtenja" - fiziki ga opišejo s spinom. Drugi stolpec z leve upošteva,
da so ciklotronska stanja zaradi delovanja magnetnega polja razcepljena. Nastaneta
po dve stanji, katerih frekvenci se razlikujeta za Va = a Ve, če meri koeficient a okoli
0,001. Tretji stolpec kaže nadaljnjo razcepitev stanj zaradi osnega nihanja in četrti

zaradi magnetronskega gibanja. Energijske razlike med stanji niso narisane v merilu.
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Gibanje naelektrenega delca v pasti potemtakem sestavlj ajo počasno

magnetronsko kroženje, hitrejše nihanje v smeri osi z in zelo hitro ci
klotron sko kroženje (slika 2) . Taka predstava je le zasilna, ker moramo
gibanje elektrona opis ati v kvan tni mehaniki. Zdaj lahko povemo nekaj o
energijskih stanjih geonija. Energijsko razliko med sosednjima st anj ema,
to je energijo, ki jo izseva ali absorbira geonij , dobimo, če klasično fre
k venco - dobimo jo po starem, ne da bi upo št evali kvantno mehaniko 
pomnožimo s Planckovo konstanto h = 6, 6 . 10-34 Js , značilno za kvan
tno mehaniko. Prehodom med ciklotronskima st anj ema ustreza energija
hvc , prehodom med nihajnima st anjema bv, in prehodom med magne
tronskima stanjema hVm (slika 3).

Ta prispevek je zahtevnejši , kot je bil prv i prispevek o pasteh za
naelektrene delce, ker so v njem trdit ve izpeljane iz osnovnih zakonov
ali druga iz druge. Tako jih fizik razume in si jih laže zapomni. Brez
računanja fizik ne pr ide daleč. Vendar ne smemo misliti , da je to njegova
najpomembneša ali celo edina dejavnost.

Jan ez Strnad

RAZREŽI TETRAEDER - Rešitev s str. 231

Spodnj a risba na levi predstavlj a enega od šest ih med seboj podobnih
razrezov. Bralcu ga najbrž ni bilo težko najti. Določa ga ravnina, ki gre
skozi enega od robov tetraedra in skozi razpolovišče "nasprotnega" roba in
razdeli tetraeder na dve skladni trikotni piramidi. Nekoliko težje je najti
razrez na desni strani. Ravnina, vzporedna s parom nesosedn ih robov, ki
gre skozi razpolovišča preostalih robov, razdeli tetraeder na dve skladni
poševni trikotni prizmi .

Poskusite izdelati papirnata modela obeh prizrn. Preprosta tetrae
derska sestavljanka, ki jo boste dobili na ta način , bo za marsikoga, ki ne
pozna razreza, presenetljivo trd oreh.

Vilko Domajnko
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Hladnik M.: MODERNA KVADRATURA KROGA,
Knjižnica Sigma, DMFA Slovenije, Ljubljana 1995,
156 str.

P red kratk im je pri DMFA Slovenije izšla knjiga, katere naslov izhaja iz
enega klasičnih problemov starogrške matematike - -kako z ravnilom in
šest ilom konstruirati kvadrat, ki je ploščinsko enak danemu krogu. Že od
prejšnjega sto letja dalj e je znano , da ta problem ni rešljiv. Pri moderni
kvadraturi kroga opustimo zahtevo o konst rukciji s šest ilom in ravnilom
in se vprašamo le, ali je mogoče dani krog razdeliti na končno manjši h
delov in iz teh delov sestavit i kvadrat. Avtor v pričujoči knjigi obrav nava
dva pristopa k rešitvi zast avljenega problema:

• V smislu elementarne geometrije lahko dani lik razdelimo z da lji
cami (ali krožnimi loki) na končno manjš ih, kje r postane delilna daljica
(ali lok) rob dveh novih , ne nujno sosednji h likov.

• V smislu teorije množic lahko dani lik razbijemo na končno mnogo
poljubnih , vendar paroma disjunktnih množic.

Knjiga je razdeljena na devet razdelkov. Po prvem ra zdelku , v ka
terem avtor podrobn o predstavi problem , sta drug i in t retji razdelek po
svečna konstruktivni in aksiomatični definiciji ploščine. Četrti razdelek
je posvečen klasičnemu Bolyai-Gerwienovemu izreku , ki pravi, da lahko
iz danega poligonskega lika z razd elitvijo na manjše dele sestavimo drug
poligonski lik natanko tedaj, ko imat a oba lika enako ploščino . Nasle
dnja dva razdelka obravnavata problem nekoliko bolj splošno: lik lahko
razrežemo tudi vzdol ž krivulje ali pa dop usti mo samo nekate re izometrije.
V sedmem razdelku dobi problem novo razsežnost . Bralec bo v tem raz
delk u zasledil, da v t rirazsežnem prostoru analogija Bolyai-Gerwienovega
izreka ne velja. Zadnja dva razdelka pa sta posvečena problemu v smis lu
modern e teorije množ ic.

Da bi bila knj iga dostopna čim širšemu krogu bralcev, najdemo v
treh dodatnih razdelkih še dokaz obstoja baze v poljubnem vektorskem
prostoru , opis grup izometrij v evklidskih prostorih nizkih dimenzij in
osnovne pojme o Lebesguovi meri .

Predst avitev knj ige zaključimo s povabilom, ki ga je v uvodu zapi
sa l avtor : ". . . obravnavana tem atika lahko primerno prispeva k splošni
matematični izobrazbi srednješolskega uči telja . Če pa bo po knjižici pose
gel tudi kakšen dij ak , bo njen (vzgojni) namen v celot i dosežen, moj trud
pa poplačan . "

Matjaž Željko
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REŠITVE NALOG Z DRŽAVNEGA TEKMOVANJA
IZ SREDNJEŠOLSKE FIZIKE, 2. del - s str. 187

Skupina A

1. Gibanje prve klade od trenutka, ko nal eti na vdolbino, do trenutka, ko
izst opi iz nje, razdelimo na tri dele. Na klancu se giblj e enakomerno
pospešeno in ji v času to = (VI - vo)/a hitrost naraste na VI; vr =
= v5 + 2al , če j e 1 = 2h dolžina klanca in h globina vdolbine. Vo
doravni del predrsi s hitrostjo VI = JV6 + 4ah = 1,8 mis v času
t~ = l/vI . Za dvig iz vdolbine potrebuj e enak čas kot za spust va
njo, torej je celotni čas potovanja prve klade enak 2to+ t~ = 0,68 s.
Druga klada se giblj e vseskozi enakomerno s hitrostjo Vo in za pot
S2 = 2}3 h +1 porabi čas t2 = S 2 /VO = 0,78 s. Prehiteva torej prva
klada. Mejno dolžino x vodoravnega dela dobimo iz pogoja, da sta
časa enaka t~ = 2to + X / V I ~ t~ = (2}3 h + x)/vo. Rešit ev enačbe j e
x = 5,0 cm.

Opomba: Strogo geometrijsko obravnavanje stika klanec-vodoravna
podlaga vodi do zaključka, da prva klada skoči, ko nal eti na vst opni
klanec v vdolbino. Ker v tekstu naloge ni bilo posebej poudarjeno , da
je stik primerno zaobljen, tako da klada ne izgubi stika s podlago, je
upravičeno tudi tako razmišljanje. V tem primeru klada celo preskoči

klanec. Vodoravna komponenta hitrosti se med skokom ohrani in zato
drsita kladi vštric do vznožja izstopnega klanca vdolbine, kjer začne

prva zaradi dviganja zaostajati . Sledi, da bo prva klada zaostajala
ne glede na dolžino vodoravnega dela vdolbine.

2. Sile , ki delujejo na palico, so teža Fg , sila vrvice Fv , sila podlage N,
sila lepenja FI in vlečna sila F. Iz ravnovesja sil na palico dobimo
F = FI + Fv/2 in N = Fg + Fv}3/2, iz ravnovesja navorov pa v
prvem primeru še Fl/2 = FIl/2. Največjo silo F, pr i kateri palica
še ne zdrsne, dobimo iz pogoja FI ::; kN , kjer je k koeficient lepenja
med palico in t lemi . .Zadnjo neenačbo poenostavimo v

2k 2
F < Fg J7l = 3,6· 10 N.

2 - (1 + kv3)

V drugem pri meru sila F prij emlj e na višini 31/4. Ravnovesje navorov
je Fl /4 = 3FIl/4 in od tu sila F = - 3, 4 · 102 N, karje fizikalno
nesmiselno, saj palice ne potiskamo, ampak vlečemo; palica ne zdrsne
pri še tako veliki sili .
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3. Označimo z x višino dela zgornje (lažje) klade, ki gleda iz vode . Tedaj

je dolžina dela spodnje klade , ki je v vodi, enaka y = ho -lo - (h - x )
kjer ho pomeni višino vodne plasti, lo dolžino vrvice in h višino klade.
Vzgon vode in živega srebra ur avnovesi težo obeh klad:

Sho; + Fv = S(h - x )uo ,

Sho, = Fv + S (yuo + (h - Y)UHg) ,

kjer pomeni S osnovno ploskev klad e, Fv silo v vrvici, U z , U s , Uo in
UHg pa po vrsti specifično težo zgornj e in spodnje klad e, vode ter
živega srebra . Dobimo

( )
Uo a; + U s

X = 2h + lo - ho + ho -lo - - h =6, 3 mm.
UHg UHg -

Za silo v vrvici dobimo Fv = S (uv (h - x) - uzh) =1 9 N.

Skupina B

1. Za spodnjo klado bo najbolj neugodno, če je dolžin a vodor avnega
dela vdolbine enaka nič. V tem primeru je čas potovanja druge klade
t 2 = 2h/(tgavo). Hitrost prve klad e na dnu je vr = v6 + 2gh , čas
potovanja po klancu navzdol pa to = (Vl - vo)/ (g sina). Enak čas

porabi za gibanje po klancu navzgor; t l = 2to. Da bo prva klada po
izstopu iz vdolbine prehitevala, mora veljati tl < t 2, kar nam da

Vo < cos Il'
gh

2(1 ) = 3,7 mis.- cos Il'

Opomba: Glej opombo pr i rešitvi prve naloge A skupine.

2. Maso vlaka dobimo iz Newtonovega zakon a m = F/ao = 100 t. Z
dolžinskima gostotama (masa na dolžinsko enoto ) J-ll na začetku in
J-l2 na koncu maso lahko zapišemo tudi kot m = (J-ll + J-l2)1/2, torej
J-l2 = 1500 kg/m. Gostota vlaka se z razd aljo z spremi nja ; J-l (x) =
= J-ll + (J-l2 - J-ll) X/ l. Da se del vlaka od točke x do konca vlaka
pospešuje s pospeškom a, mora nanj delovati sila

D _ J-l(x )+J-l2(1_ )
rv - a 2 x .
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Pretrganje droga je odvisno le od napetosti v njem, Pm
= Fmj(1rd;"j4) = Fj(1rd2j4), kjer je Fm = 100 kN največja sila, ki
jo zdrži drog premera dm = 1, Ocm. Zahtevam ustreza drog premera
najmanj 1,9 cm.

3. V prvem primeru se voda ne segreva in veljaNk1r(R2 - r2 ) = k 1rR2 ,

kjer je R polmer posode, r polmer diska in k debelina diska oziroma
začetna višina vode. Dobimo N = 5,3 cm, kar pomeni, da gleda iz
vode šesti disk . V drugem primeru se naloge lotimo korakoma. Ko v
vodo položimo prvi disk, je končna temperatura sistema

T = CdTd + (Cv + C)Tv = 870C
1 C+Cv +Cd '

kjer je Cd = 0,89 kJ jK toplotna kapaciteta enega diska, C toplo
tna kapaciteta posode in Cv = 1,3 kJjK toplotna kapaciteta vode v
loncu. S Td = 200°C je označena začetna temperatura diskov, s Tv =
= 20°C pa začetna temperatura lonca in vode v njem. Ker že en disk
precej dvigne temperaturo sistema, predvidevamo, da bo del vode
povrel. Dovedena toplota je Ql = nCd(Td - To), kjer je To = 100°C
temperatura vrelišča vode. Toplota se porabi za segretje lonca z vodo
do To in za vretje vode: Q2 = (To - Tv) (C + Cv) + f1mqi, kjer je
f1m izpareli del vode in qi izparilna toplota vode. Da bo n-ti disk še
potopljen, mora veljati

mv - f1m
nk ~ (2 2) ,Pv1r R - r

kjer je mv začetna masa vode v loncu in Pv gostota vode. Dobimo
n ~ 3,7, kar pomeni, da iz vode pogleda 4 disk.

4. Na klancu razdelimo težni pospešek na komponento 9 sin o , vzpore
dno s klancem, in komponento 9 cos o , pravokotno na klanec. Čas

enega poskoka dobimo iz gibanja v pravokotni smeri in je enak to =
= 2vQ sin tp / (g cos o}, kjer je a naklon klanca, tp pa naklon začetne

hitrosti glede na klanec. Poskoki so prožni, zato trajajo vsi enako
dolgo, to je čas tQ. Dinamična komponenta sile teže zavira gibanje
kroglice navzgor po klancu. Kroglica se začne vračati po času it =
= Vo cos <p j (g sin a ). Število poskokov je N < tdto = 14,3, torej
napravi kroglica med dviganjem po klancu največ 14 poskokov.

Jure Bajc
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4. DRŽAVNO TEKMOVANJE OSNOV NOŠOLCEV
V ZNANJU MATEMATIKE - R eš itve s str. 247

7. razred

1.

2.

3.

4.

Zaradi 2x±35 = 2 + 35 in 35 = 1 ·35 = 5 · 7 J'e x E {-35 -7 - 5 - 1x x ' , , ,
1,5 ,7 ,35}.

v(2,3, 4, 5, 6, 7, 8,10) = 23 . 3 ·5·7 = 840.
a) Ker je 17436 = 20 . 840 + 636, moramo število 17436 zmanjšati

za najmanj 636.

b) Ker je 17436 = 21 · 840 - 204, moramo število 17436 povečati za
najmanj 204.

c) Iskano število je 17640.

817 _ 279 _ 913 = (34)7 _ (33)9 _ (32)13 = 328 _ 327 _ 326

= 326 . (32 - 3 - 1) = 326 ·5 = 324 · 9· 5 = 324 .45.

Rob večje kocke je ~a , površina pa P1 = 6 . (~a)2 = 22156a 2. Od tod

d bi EJ.. - 216a
2

- 216 - 144 P -' k k . dai - 1Olmo p - 25 .6a 2 - 150 - 100 ' ovrsma oc e se Je te aj poveea a
za 44 %.

8. razred

rl = 1 m , r2 = 3 m , r3 = 5 m ,
r4 = 7 m, r5 = 9 min Ptlak =
= 71T~ - 71"7'~ + 71T~ - 7l'rr =
7l'(49-25+9-1) = 32rr ==

100,48 m 2. Od tod dobimo
1004800:64=15700 . Porabili
bodo približno 15700 kock.

1. Iz besedila naloge dobimo enačbo

J(~ .(2x - ~ . 2x)) 2 - 21 : 5 + 2 =
= 4, ki ima rešitev x = 22. Iskano
število je 22.

2. Pred tekmovanjem: a , ±a2±...±an = 2,5 in al + a2 + . .. + an = 2,5 ·n.
n

Po tekmovanju: a!±
a2t+l a n

±5 = 3, zato al + a2 + . . . + an + 5 =
= 3 · (n + 1). Od tod dobimo 2~~t5 = 3 in n = 4. Tone je ime l v
redovalnici 4 ocene.

5.
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1 1" - ' d t _ 33. Izraz 4m'+ 12m+ 10 (2m+3)2 + 1 Ima najveejo vre nos za m - - "2 '

Premica y = ~x + 190 seka koordinatni osi v točkah N (O , 190 ) '

M (- ~ , O) . Pt>.OMN = 0,54, d(M, N) = 1,5, razdalj a premice od
koordinatnega izhodišča pa 0,72.

Kerjea1+{J1+ , 1 = 360°, dobimo~
enačbo 9t + 16t + 20t = 360 , ki ima
rešit ev t = 8. Zunanji koti merijo
al = 72° , {JI = 128° in 11 = 160°,
notranji pa a = 108° , {J = 520B~~C
in I = 20°. 1.BEA = %+ I =
= 54° + 20° = 74° in 1.DAE =
= 90° -1.BEA = 90° - 74° = 16°.

5. Prostornina sestavljenega telesa je
Vr = 14a3 , prostornina očrtane pi
ramide pa ~ = 6~3. Razmerje
prostornin je Vr : Vp = 21 : 32.
Vp-VT _ 11 ....:.. O 524 P t .V

T
- 2T - , . ros ornma

piramide je večja za 52,4 %.

Aleksander Potočnik

39 . MATEMATIČNO TEKMOVANJE SREDNJE
ŠOL CEV SLOVENIJE - Rešitve s str. 254

P rvi letnik

1. Preverimo najprej deljivost produkta s štiri . Če sta dve št evili sodi
(denimo a in b) in dve lihi (denimo e in d), potem 4 deli (a - b)(e - d).
Ce pa so vsaj tri števila soda oziroma liha (denimo a, b in e), po
tem je (a - b)(a - e)(b - e) deljiv celo z 8. V obeh primerih 4 deli
(a - b)(a - e)(a - d)(b - e)(b - d)(e - d). Preverimo še deljivost pro
dukta s tri . Od štirih števil a, b, e in d imata vedno vsaj dve števili
(denimo a in b) enak ostanek pri deljenju s 3, zato 3 deli (a - b) .
St evili 4 in 3 sta tuji , zato 12 deli (a-b)(a - e)(a-d)(b-e) (b-d)(e-d) .

2. Ker je a ~ b ~ e > O, je ~ ~ 2, O < ~ :s 2 in ~ ~ 1. Torej
j e a 2~b2 ~ 2(a - b), c2 ~ b2 ~ 2(e - b), saj je e:S b, in a2"i/ ~ a - e.
Seštejemo leve in desne strani neenakosti in dobimo prvotno neena
kost .
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Naj bo n število ovc v krdelu. Potem je njun zaslužek enak n 2 =
= (2k + 1)10 + s, kjer za končni ostanek s velja O ~ s < 10. Če
pišemo n = 10a+ b, kjer je O~ b < 10, dobimo 2(5a2 + ab)10 + v =
=(2k+1)10+s. Ker ima desna stran lihe desetice, mora to veljati tudi
za levo stran . Prvi člen ima sode desetice, zato ima b2 lihe desetice.
Tako je b2 lahko le 16 ali 36, torej je s = 6, saj so enice v prvem členu

na levi strani enake O. Da poravnata račune, mora starejši brat dati
mlajšemu 2 zlatnika, zato je pipec vreden 2 zlatnika.

Recimo, da sta simetrali vzporedni . Za
radi simetrije lahko predpostavimo, da
simetrala kota pri DAB seka BC v točki

E in simetrala kota pri BCD seka AD
v F. Zaradi vzporednosti je <}:DFC =
= <}:DAE = <}:EAB in <}:BEA =
=<}:BCF = <}:FCD. Torej sta si trikot
nika FCD in AEB podobna in je
<}:ABC = <}:CDA.

Še v drugo smer: če bi se simetrali sekali v notranji točki G štirikotni
ka ABCD, bi imela štirikotnika ABCG in AGCD po tri enake kote in
bi morala imeti enak tudi četrti kot pri G: <}:AGC = 1800

• To bi po
menilo, da se simetrali ujemata. Če se simetrali ne sekata v notranji
točki štirikotnika, pa poglejmo spet na sliko in označimo <}:EAB = x,
<}:ABC = z in <}:BCF = y. Potem je <}:CFD = 1800

- y - z in je
<}:AFC = y+z . Analogno dobimo <}:AEC = x+z. Ker je vsota kotov
v štirikotniku AECF enaka 360 0

, je x + (z+ x) + y + (z+ y) = 3600

in x + y + z = 1800
, kar pomeni <}:CFD = x .

Drugi letnik

1. Naj bo b - a = x . Potem so b - x , b, b+ x in 3b + x 2 praštevila. Iz
slednjega razberemo, da število x ni deljivo s 3. Torej je eno izmed
praštevil b - x, bin b+ x enako 3. Očitno to število ni niti b+ x niti
b (iz b = 3 sledi a = 2 in e = 4) , torej je a = 3. Seveda x i= 1. Ker pa
je x ~ a, mora biti x = 2. Tako imamo a = 3, b = 5, e = 7, d = 19
in abed = 1995.

2. Enakost f(n) = n pomeni, da je a + b + e + ab + ae + be + abe =
= 100a + lOb+ e. Potem je e = 99aa;b'ttr . Ker pa je e ~ 9, sledi

99a - ab + 9b ~ 9a + 9b + 9ab in od tod 90a ~ 10ab. Število n
j e trimestno, zato a i= O, torej je 9 ~ b in mora biti b = 9. Sledi
e = 99aa;99;ta

8 1 = 9. Vidimo, da je števka a poljubna, torej so vse
rešitve 199, 299, 399, 499, 599 , 699, 799, 899 in 999.
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N

BM

Vsak od produktov je lahko enak 1
ali -1. Ker je vrstic (in stolpcev]
liho, sta št evili števil lin -1 med A
vrstičnimi produkti različne parno-
sti. Če naj bi bila vsota vseh produktov enaka O, bi moralo biti
število stolpcev, katerih elementi imajo produkt -1, enako številu
vrstic , katerih elementi imajo produkt 1. To pa pomeni, da je število
št evil -1 med vrstičnimi produkti različne parnosti kot število števil
-1 med stolpčnimi produkti. Če torej zmnožimo vse produkte po
vrsticah, dobimo različno število, kot če zmožimo vse produkte po
stolpcih (eno je 1, drugo -1). Toda obe števili sta enaki produktu
vseh elementov v tabeli in ne moreta biti različni. Vsota torej res ne
more biti enaka O.

3. Ker je 4.MDQ = ~ = 4.MAQ,
je štirikotnik AMQD tetivni . Kot D C
MQD je zato pravi. Analogno je -.--------.....
tudi štirikotnik NCDP t etivni in
je kot DPN pravi . Ker pa je tudi
4.MBN = ~,je MBNQP tetivni
petkotnik in središče njemu očrtane

krožnice je v točki R. Sledi IPRI =
=IRQI·

4.

Tretji letnik

1. Naj bo polinom p(x) = anx n + an_1Xn- 1+ ...+ alx + aa s celimi
koeficienti in naj bosta r in s celi števili. Potem velja p(r) - p(s) =
= (r - s) . q, kjer je tudi q celo število. V našem primeru zapišemo

b - c = p(a) - p(b) = (a - b) . ql

C - a = p(b) - p(c) = (b - c) . q2

a - b =p(c) - p(a) = (c - a) . qs-

Ker je produkt levih strani teh enakosti enak produktu desnih, velja
1 = Q1Q2Q3, zato je tudi la - bl = Ja - cl = lb - cl. Od tod sklepamo,
da je bodisi a - b = b - c ali pa a - b = -b + c. Iz zadnje enakosti
sledi protislovje a = c, saj so a, b in c med seboj različna cela števila.
Po drugi poti pa pridemo do a - b = b - c = c - a, od koder sledi
2a = c+b , 4b-2c = c+b in končno b = c, ki ne more veljati . Podobno
bi prišli do protislovja, če bi postavili a - b = b - c = -c + a, saj bi
dobil i a = b.
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2. Ker je f (n) = n2~ 1(f (1) + f (2) + ...+ f (n - 1)) , je

f( l) + f (2) + ...+ f (n ) =
1

= f (l ) + ...+ f (n - 1)+ n2 _ 1(f (1 ) + ...+ f(n - 1)) =
n 2

(n _ l )(n + 1)(f (1 ) + f( 2) + ...+ f(n - 1)) =
n2 (n - 1)2 (n -2)2 22

(n - 1)(n + 1) (n -2)n (n _3)(n_1) "'~ 'f(1 ) =
n .

= 2-
1f(1)

.
n+

Torej je

f(n) = (n :~)n2 f(l) in f(1995) = 9~8 .

3. Privzamemo lahko, daje IBC I = 1. Oz
načimo kot F AD z 0'. Pot em je tg o' =
= yf- in sta zato kota o' in 4.CDB ena
ka. Torej je AF 1.. BD. Računajmo

v2 1
IEBI = lABI tg( 2!. - 2a ) = - = - .

2 tg 20' 2

Točka E j e tako razpolovišče strani ce
BC in st a zato dalji ci EF in BD vzp o- A
redni . Sledi AF 1.. E F.

E

4. 1--+
I

3k pravokotnikov
(k 2: 3)

FF

3k + 1 prav ok otnikov
(k 2: O)

I R=__ L __
~

I

I_ _ L _ _

I

I__ L __
~

I

3k + 2 pravokot n ikov
(k 2: 3)

S slik razberemo, kako pravokotnik ra zrežemo na 9, 4 ali 11 pravo
kotnikov. Z rezanj em enega od manjših pravokotnikov na šti ri ena ke
dele povečamo št evilo pravokotnikov za 3. Tako opazimo, da naloga
ne bi bila rešljiva za n = 2, 3, 5, 6 in 8.
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Četrti letnik

1. Denimo , da bi tako aritmetično zaporedje obstajalo. Označimo -ijP =
= a , ij?j= a+md in ifF = a-s-rul , kjer so P, q in r različna pr ašt evila ,

, 1" ' ' . '1' V li d ~ - f/P mm lil n pa raz teni naravm stevI Le Ja seve a 3(;; = -
.(; r - -ijP n

in od tod m ifF - nij?j = (m - n)-ijP, Zadnjo enakost ku bir ajmo:
m3r - n3q - 3mn.yrg(mifF - n~) = (m - n)3p , izraz v oklepaju
zame njajmo (upo rabimo isto enakost), pa pridemo po preur editvi
do 3mn(m - n),ypqr = m3r - n3q - (m - n )3p. Ker je leva st ran
zadnje enakosti iracionalno št evilo, desna pa racion alno, smo pri šli
do protislovja, zato takega zap oredj a ni .

2, Ker je p(x) = x
5

- 1 , so Ck = COS 2~11' + isin 2~ 11' (k = 1, 2, 3, 4)
x - I

ničl e polinoma p, Delimo: p(x5 ) = k(x) ,p( x) + r(x) , Potem je 5 =
= p(l) = p(c~ ) = k(ck) . p(ck) + r(ck) = r(ck) za k = 1, 2, 3, 4.
Stopnj a polin oma r(x) - 5 je kvečj emu 3 in ima 4 različne ničle C l ,

C2, c3 ter C4 , Torej je r(x) == 5.

3. Najprej opazimo, da je funkcija inj ekt ivna (če j e I( x ) = I (y), j e
očitno t udi x = y), in je zato dovolj pokazati enakost 1(0 ) = O.
Vstavimo v pogoj x = O in nato še x = 1(0 ) ter dobimo 4/ (1(0)) =
= 21(0) + Ooziroma 2/(1(0)) = 1(0) in 4/(1(1(0))) = 21(1(0)) +
+1(0) = 1(0) +1(0 ) = 2/(0 ), Pridemo torej do 1(1(1(0))) = 1(1(0))
in zar adi injekti vnosti sledi 1(0) = O,

c

_----_ G

E --- --.-I-- - --.:>t1

A

4. Ker je rob E F pr avokoten na
ravn ino osnov ne ploskve in je
kot AXF pr avi , j e <tAXE = ~ ,

Analogno je tudi <tAXD = ~

in zato leži točka X na di agon ali
ED. Opazimo t udi , da je AX
višina na hipot enu zo E D pra
vokotnega trikotnika AE D .
Ker je <tE AD = ~ , leži točka

Ana krožnici s prem erom ED.
Ker je <tF X H = %, leži točka

X na krožn ici s pr em erom F H .
Ker j e IF HI = IE D I, sta višin i
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na hipotenuzo pravokotnih trikotnikov BDA in F H X enako dolgi .
Ker je rob AE pravokoten na ravnino ploskve EFGH, je dolžina
višine na hipotenuzo F H pravokotnega trikotnika F H X enaka IAEj.
Torej je IAXj = JAEI in zato je <tAXE = ~ .

Darjo Felda

17. MEDNARODNO MATEMATIČNO
TEKMOVANJE MEST

Na lanskoletnem mednarodnem tekmovanju mest so se naši tekmovalci
izvrstno odrezali. Za uspešno reševanje nalog so prejeli pohvale: Jernej
BARBIČ (Gimn. Tolmin), Mitja PIRC (Gimn. Brežice), Sašo ŽIVANO
VIČ in Andrej VODOPIVEC (oba Gimn. Celje) ter Martin KLANJŠEK ,
Miha VUK, AnžeSLOSAR, Mitja ŠLENC in Gorazd BIZJAK (vsi Gimn.
Bežigrad) .

Z novim šolskim letom se je začel tudi nov cikel tekmovanja mest .
Na jesenskem krogu letošnjega tekmovanja mest so se tekmovalci zbrali
dvakrat. V prvem delu so reševali naslednje naloge:

Prva skupina

1. Na ravnini leži kvadrat in oseba A si izbere točko P v ravnini tega
kvadrata. Če oseba B potegne premico v ravnini, ji oseba A pove, ali
leži točka P na tej premici oziroma na katerem bregu premice leži.
Z najmanj koliko vprašanji lahko oseba B ugotovi, ali leži točka P v
notranjosti kvadrata?

2. Ali obstaja 100 pozitivnih celih števil , da je njihova vsota enaka nji
hovemu najmanjšemu skupnemu večkratniku?

3. Papirnat pravokotnik ABCD ploščine 1 prepognemo tako, da oglišči

A in C sovpadeta. Dokaži, da je ploščina dobljenega petkotnika
manjša od 3/4.

4. Na nosilki st ranice BC trikotnika ABC ležijo točke K, M in N tako,
da je AK tangenta na trikotniku očrtano krožnico, AM in AN pa
simetrala notranjega in zunanjega kota pri A. Dokaži , da je IMKI =
= jKNI ·
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Druga skupina

1. Na ravnini leži kvadrat in oseba A si izbere točko P v ravnini tega
kvadrata. Če oseba B potegne premico v ravnini , ji oseba A pove, ali
leži točka P na tej pr em ici oziroma na katerem bregu premice leži.
Z najmanj koliko vprašanji lahko oseba B ugotovi , ali leži točka P v
notranjosti kvadrata?

2. Ali obstaj a

(a) 4, (b) 5
različnih pozitivnih celih števil , da je vsota poljubnih treh izmed njih
praštevilo?

3. Prva števka 6-mestnega št evila je 5. Ali lahko vedno k temu številu
z desne pripišemo še 6 števk, da bo tako dobljeno 12-mestno število
popolni kvadrat?

4. Na ravnini ležijo različne točke A, B in C. Konstruiraj premico
m skozi C , da bo produkt razdalj od točk A in B do te premice
maksimalen. Alije premica m s točkami A, B in C enolično določena?

V drugem delu jesenskega kroga so tekmovalci izbirali med šestimi nalo
gami. Objavljamo po dve za vsako skupino:

Prva skupina

1. Prvih pet členov nekega zaporedja je 1, 2, 3, 4 in 5. Od šestega člena

d alje je vsak člen za 1 manjši od produkta vseh predhodnih. Dokaži ,
da je produkt prvih 70 členov enak vsoti njihovih kvadratov.

2. Na mizi imamo tablo 1 x 1000 in n žetonov v škatli poleg nje. Igralca
zaporedoma prestavljata žetone. Prvi igralec lahko vzame vsakič, ko
je na vrsti , največ 17 žetonov iz škatle ali pa s table in jih postavi
na tablo tako, da v nobenem polju ne leži več kot en žeton. (Prvi
igralec lahko vzame nekaj žetonov iz škatle, nekaj pa s table.) Drugi
igralec pa lahko vzame s table poljubno mnogo žetonov, ki zasedajo
zaporedna polja, in jih položi v škatlo. Prvi igralec zmaga, če zapolni
nekih n zaporednih polj table.

(a) Dokaži, da lahko prvi igralec zmaga pri n = 98.

(a) Določi največji n , pri katerem lahko zmaga prvi igralec.
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Druga skupina

1. Vzdolž tekaške st eze je postavljenih 1000 sede žev, zaporedoma ošte
vilčenih s števili od 1 do 1000 . Organizator je pomotoma prodal n
(100 < n < 1000) vstopnic. Na vsaki vstopnici je bilo odtisnjeno
število med vključno 1 in vključno 100. Seveda je bilo lahko za nek
sedež prodanih več kart.
Teh n gledalcev prispe na tekmo zaporedoma. Vsakdo najprej poišče

svoj sedež in sede, če je sedež prost . Če pa sedež ni prost, vzdihne
"oh" in se premakne do prvega naslednjega prostega sedeža, pri čemer
vzdihne "oh" vsakič, ko gre mimo zasedenega sedeža. Dokaži, da je
število vzdihov "oh" neodvisno od vrstnega reda prispelih gledalcev,
čeprav je seveda odvisno od odtisnjenih števil na vstopnicah.

2. Pustolovec je prispel na Otok zakladov krožne oblike, ob obali kate
rega raste šest palm: A , B , C, D, E, F, ne nujno v tem vrstem
redu . Zaklad se nahaja na razpolovišču daljice, ki povezuje višinski
točki trikotnikov ABC in DEF. Najmanj koliko lukenj mora izkopati
pustolovec, če ne ve, s katero črko je označena posamezna palma?

Matjaž Željko
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