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DEŽUJE, DEŽUJE

V pomladnih , še posebno pa v pol etnih mesecih s e ra do prip e ti , da nas ujam e

nev ih t a , ploha a li kaka d ruga čna ujma nepripravljene , to j e brez dežnika .

Tedaj se na m ved no postavi vprašanj e, kaj v takem primeru storit i: naj

br ezglavo stečemo proti domu in se č i m p r ej zatečemo v varno zavetj e hiše

a li pa s e raj e mirno odpravimo naprej , ko t da se n ič zgod ilo, sa j s tekom

ni česar ne pridob imo.

V katerem primeru smo manj mokri? Velikokrat je slišati , da j e vseeno

a li tečemo a li hod imo. Ko tečemo , prestrežemo v danem čas u več de žn ih
kaplji c , medtem ko smo m ed hojo počasnejš i , a zato zbe rem o ma nj kaplj ic v

en a kem času .

P rivzemimo, da de žuj e ena komerno . V t em primeru lahko de finiram o

masni tok vode (<l>m) na dano površino kot maso vode , ki pade nanjo (m) v

nekem določenem ča s u (t) :
m

<l> m =
t

(1)

Ker de žuje ena ko merno, imamo v pros torn ini (V) ena ko š t evilo ka pelj (N),
tako je gostota kapelj ns = ~. Naj vse kaplje padajo z enako hitrostjo Vo.
Tedaj v ča s u t pade na ploskev toliko kapelj , kol ikor j ih je v kvadru z višino

Vo . t in osnovno ploskvijo s ploščino S (slika 1) , torej ns . Vo . t . S = N .
Masa vode, ki pade na tako ploskev , je potem m = N . mo (mo je masa ene

kaplje) in tako masni tok

<l>m = ns . mo . Vo . S . (2)

Tu je ploskev S pravokotna na smer hitrosti kapljic . Recimo , da se človek

premika s hitrostjo v , človeka samega pa si zamislimo kot kvader z vodoravno

stranico ploščine S v in sprednjo stranjo ploščine Sn (slika 2) , medtem ko

stranskih ploskev ni potrebno upoštevati. Relativno hitrost (v') , s katero

padajo na ti dve stranici de ževne kaplje , i z r a č u n amo kar po Pitagorovem

iz reku : v' = JvJ + v2 . Za ploskvi pravokotni na to smer SVi in Sni pa

velja : $- = ~ ter :' = ?' kar dobimo iz podobnih trikotn ikov . Za s kupni
masni tok skozi ti dve ploskvi sledi iz enačbe (2) : <l>m = ns . mo . [SVi . v' +
+ Sni ' V'] in kon čno

<l>m = ns . mo . [Sv + Sn].
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Slika 1 . Slika 2. Pogled na kvader s st ra ni (smer
dežja kot ga vidimo s kvadra) .

To je tudi masni t ok de žja , ki pade na ploskvi S v in Sn ,

te torej poznamo masni tok in čas, ki ga prebijemo na de žju , lahko iz

(1) i z ra čunamo maso vode , ki se na bere na obleki: m = $ m ' t, pri čemer j e

t ča s, ki ga potrebujemo za pot s do zavetja : t = ~ , Torej je masa vode:

Vo
m = ns ' mo ' s . (S v - + Sn) .

v

t e ne upoštevamo prispevka za ra di zgornje ploskve (Sv) , dobimo natan
č n o to , kar smo omenili na za četku - količina dežja, ki se nabere na prednji
stran i (Sn) , je neodvisna od tega , kako hitro hodimo. Drugače paje z dežjem ,
ki se nam nabira na glavi (stranica Sv) , Tu ujamemo manj dežja , hitreje ko

gremo . Najbolje torej, da čim hitreje stečemo proti domu in ohran imo glavo
suho.

Tu smo obravnavali le primer, ko dež pada navpi cno navzdol , o tem ,

kako je, ko dež pada pod kotom , pa lahko bralci razm islijo sami .

Jure Zupan
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NARIŠIMO KRIVULJO Z RAČUNALNIKOM

Uvod

Živimo v ukriv ljenem svetu. Da zemlja ni ravna p loš ča , so vede li že nekateri
dav ni narodi. Ukrivljena telesa so tudi vsi planeti in zvezde. Piko na i o
ukrivlje nosti prostora je kon čno postavil Albert Einstein . Tudi stvari okoli nas
so bolj ali ma nj ukrivljene . Vsaj približno ravne in oglate so predvsem stvari ,
ki jih je ustvaril č l ove k . Pa tudi glede tega se je že marsikaj spremenilo .
Dandanes prevladujejo v indust rijskem oblikovanju nežne , zaob ljene oblike.
Pomislimo samo na najn ovejše znamke osebnih avto mob ilov!

Industrijski oblikovalci pri svojem delu ne morejo več shajati brez r a ču

nalniške podpore. Na tržišču so št evilni programski paketi za računa lniško

podprto načrtovanje (Computer Aided Design) in računalniško po dprto risan
je (Computer Aided Drafting) . Za oba pojma se je uveljavila kratica CAD .
Programi za raču naln iško podprto risanje so preprostejši . Njihov izhod je
risba na datoteki ali na papirju. Na osebnih računalnikih sta zelo razširjena
predvsem prog rama Core/draw in Paintbrush . Programi za ra čunalniško pod
prto načrtovanje zm orejo še marsikaj več . Dodane so jim predvsem stvari, ki
so pomembne za izdelavo na črtovanega izde lka. So tako obsežni, da jih na
osebnih rač u n a l n i ki h še vedno le redko srečamo . Program , ki deloma že sega
v to kategorijo, je na primer Autocad.

Aproksimacije in interpolacije

Mnog i ste se verjetno že srečali s programom Paintbrush, ki teče v gr afi čn emu

okolju Windows. Program omogoča risanje ravnih č rt , krogov , št irikot nikov,
itd. Med t emi osnovnimi gradniki so tudi ukrivljene črte , ki jih vna šamo v
risbo na č i sto poseben način . Najprej me d dvema točkama potegnemo ravno
č rto , nato pa to črto "krivirno" , tako da vnesemo še dve dodatni točki . Bolj
ko sta dodatni točki oddaljeni od črte , bolj se črta ukrivi. Program je ta ko
prijazen, da se lahko hitro naučimo na različne zanimive na čine oblikovati
krivuljo . Nekaj primerov j e na sliki 1.

Verjetno marsikoga med vami zanima , kako da program ukrivi krivuljo
prav na takšen način . Na za četku povejmo, da so krivulje v prog ramskih
paketih veči n om a predstavljene analitično . To pomeni , da so opisane z (re
aln imi) fun kcij am i. Krivulje, ki j ih uporabljamo v prog ramih za račun alniško

podprto risanje ozirom a oblikovanje, delimo v dve skupin i. Krivuljo , ki gre
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skozi vse podane točke, imenujemo interpolacijska krivulja. Le gre krivulja
samo skozi nekatere podane točke, drugim pa se samo približa , jo imenujemo
aproksimacijska krivulja.

(~)
\ /

V

Slika 1. Krivulje v programu Paintbrush.

Bezierova krivulja

Izdelovalci programske opreme ne govorijo radi o tem , kakšne analitične opise
krivulj uporabljajo. Ker gre v programu Paintbrush krivulja le skozi za četno

in končno točko , pravimo , da gre za aproksimacijsko krivuljo. Na podlagi
št evila pot rebnih vnešenih točk in obnašanja krivulj e pa lahko sklepamo , da
gre za kubično Bezierovo krivuljo. Ime je dobila po Pierru B čzieru , ki jo
je prvi uporab il pri načrtovanju avtomobilov v francoski tovarni Renault leta
1972. (Danes je že znano, da je Bezierovo krivuljo neodvisno in celo pred
Bezierom razvil tudi de Casteljau v konkurenčni tovarni Citroen . Ker pa svojih
raziskav ni nikoli objavil, je vso slavo pobral njegov rojak .) Bezierova krivulja
je le ena iz velike množice krivulj, ki se uporabljajo v računalniško podprtem
načrtovanju oziroma risanju . Zaradi svoje preprostosti je še vedno izredno
popularna in je doživela že številne spremembe in izboljšave.

V nadaljevanju sestavka bomo najprej spoznali nekaj najnujnejše teori
je . Nestrpnejši bralci pa se lahko takoj lotijo tudi poglavja z računalniškim

programom.

Analitični opisi krivulj

Večina bralcev se je z nekaterimi krivuljami gotovo že srečala . Največkrat

so krivulje opisane eksplicitno . V ravnini to pomeni , da j e spremenljivka y
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podana kot funkcija neodvisne spremenljivke x . Kot primer navedimo enačbo

parabol e y = ax 2+bx+c in enačbo kubične krivulje y = ax 3+bx2+cx+d .
Verjetno bralci poznajo tud i implicitni opis. To pomeni, da je krivulja

opisana s funk cijo dveh spremenljivk, na krivulji pa so natanko t iste točke , pri
katerih ima funkcija vrednost O. Lep primer je en ačba krožnice s središčem v
točki (a, b) in spoimerom r: (x - a? + (y - bf - r 2 = O.

Niti eksplicitni niti implic itni opis pa nista najbolj primerna za raču

nalniško obrav navo . Implicitni opis je nekoliko "neroden" za realizacijo,
eksplicitni pa ne omogoča opisovanja krivulj z večkratnimi vrednostmi . To so
tiste krivulje, ki jih vzporednica z osjo y seka večkrat . Na sliki 1 vidimo tudi
takšna primera .

Idealnemu opisu se najbolj približa parametrični opis . Pri tem opisu sta
koordina ti x in y funkciji neodvisne spremenljivke u z intervala I. Interval lje
ponavadi norm iran, torej 1 = [0,1] . SpremenIjivki u pravimo tudi parameter.
Z drugimi besedami to pomeni, da se koordinati x in y spreminjata, ko
spreminjamo parameter u, pri čemer lahko parameter u zavzame vrednosti
med °in 1. Včasih želimo poudariti, da sta koordinati x in y odvisni od
parametra u. Tedaj namesto x in y pišemo x ( u) in y(u). Kot primer si
poglejmo, kako lahko e n ačb o krožnic e podamo param etrično:

x =a+rcos27ru, y =b +rsin27r u , uE[O,l].

Funkciji sinus in cosinus , ki nastopata v zgornjem opisu, so mlajši bralci
verjetno spoznali pri pouku fizike. Znani pa sta tudi računalnikarjem, saj
sta vgrajeni praktično v vsak programski jezik. Ti dve funkciji sta časovno

požrešni, tor ej takšni , ki za izračun zahtevata precej računalniškega časa.

Polinom ske funkcije nižjeg a reda so časovno precej bolj pohlevne . Izkaže
se, da za risanje večinoma zadostuje , če sta koordinati točk na krivulji kubični
funkciji parametra u . Želimo torej imeti funkcij i naslednje oblike:

Koeficienti a i in bi so odvisni od položaja in predvidene oblike krivulje.
Spomnimo se spet programa Paintbrush. Položaj in obliko krivulje smo
določili s šti rimi izbranimi točkami To, TI , T2 in T3. Te točke bomo v
nadaljevanju imenovali kontrolne točke. Podali jih bomo s pari koordinat
To = (XO ,Yo), TI = (Xl, vi), T2 = (X2,Y2) in T3 = (X3,Y3) . Krivulja naj
gre skozi prvo in zadnjo točko, drugima dvema pa se lahko samo približa .
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Povezovalne funkcije kubične Bezierove krivulje

Funkciji x ( u) in y( u) lahko preoblikuj emo , tako da je viden vpliv kontro lnih
točk :

Funkcije Fi imenujemo povezovalne funkcije krivulje. Povezovalne funkcije
so v splošnem kubični polinomi , saj smo predpostavili, da sta funkciji x (u) in
y (u) polinoma tretje stopnje.

Bezier je za povezovalne funkcije izbral Bernsteinove polinome. Ker
nas zanima kubična krivulja , vzamemo za povezovalne funkc ije Bernsteinove
polinome tretje stopnje:

(3) . 3 . 3! . 3 .
F-(u) = B · 3(U) = u'(1 - u) -1 = u l (1 - u) - 1

1 1" '1(3 _ ')1 .I I . I .

Na ta način dobita funkciji x( u) in y (u) naslednjo obliko:

y(u ) = (1 - u)3yO+ 3u(l - u)2Y1 + 3u2(1 - U)Y2 + U3Y3.

Ker je x (O) = xo in y(O) = y O te r x( l ) = X3 in y (l ) = Y3, se bo naša
krivulja začela v točki To in končala v točki T3.

Računalnišk i program

Povedano zadostuje, da napisemo ra čunalniški program , ki nariše kubi čno

Bezierovo krivuljo glede na št iri podane kontrolne točke. Program je napisan
v programskem jeziku pascal , narečje turbo pascal 7.0. Uporabljeni so tud i
podprogrami iz pripadajoče grafične knjižnice (enota Graph) . V tem sestavku
je predstavljen samo najpomembnejši podprogram z imenom KubicniBezier.
Vhod v podprogram je tabela s koordinatami štirih kont rolnih točk (njena
deklaracija je podana pred podprogramom) . V podprogramu je uporabljena
t abela binomskih koeficientov Binom3 in funkcija potenca, ki jo bodo bralci
gotovo znali sprogramirati tudi sami.
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Manj poučene bralce naj spomnimo. da zaslon računalnika sestavlja
pravokotna mreža majhnih pik, ki jim lahko določamo barvo . Mreža je pri
mnogih osebnih računalnikih velikosti 640 x 480 . Krivulje tako na zaslonu
računalnika nikoli ne moremo povsem natančno narisati, ampak jo vedno le
bolj ali manj dobro aproksimiramo. Nam bo zadostovalo. če bomo krivuljo
aproksimirali z Iomljeno črto (lomljenko) .

Konstanta gostota. ki jo uporabljamo v podprogramu. pove, s koliko
ravnimi odseki bomo ponazorili krivuljo . Le aproksimiramo krivuljo s petde
setimi odseki (tako kot je v podprogramu), to pomeni, da razdelimo interval
parametra u na petdeset (enako dolgih) delov . Podprogram poišče točke na
krivulji za zaporedne vrednosti parametra in zaporedne točke poveže z ravno
črto (klic podprograma LineTo). Primeri štirih računalniško generiranih krivulj
so na sliki 2. Pripadajoče kontrolne točke krivulj so označene s krogci.

record X.y: integer; end;
array[0 ..3] of KonToeka;

{ kontrolna točka

tabela kontrolnih točk

{ odsek aproksimacijske lomljenke

{ začetek v prvi kontrolni točki }

{ parameter krivulje
{ vrednost Bernsteinovega polinoma

{ točka na krivulji

{ gostota aproksimacijske lomljenke }

}

}
}
}

procedure KubicnifšezierfT: KonTocke);
{ Podprogram neriše kubično Bezierovo krivuljo. }
{ Štiri kontrolne točke so shranjene v tabeli T. }

const
gostota = 50;

var
korak,
i: integer;
u,
B.
px.py: real;

begin
Move To(T[O].x.T[O] .y);
for korak.ee l to gostota do begin

px := O; py :=' O; { inicializacija točke na krivulji}
U := korak/gostota; { vrednost parametra}
for i:=O to 3 do begin { izračun Bernsteinovega polinoma }

B := Binom3[i]*potenca(u,i)*potenca(1-u.3-i);
px px+T[ij.x-B : py:= py+T[i].y*B;

{ prišteje vpliv kontrolne točke}

end ;
LineTo(round(px),round(py));

end;
end; {KubicniBezier}

{ nerlše črto do izračunane točke }
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u
Slika 2. Generirane krivulje.

Zaključek

Pred klicem pod programa je potrebno vnesti kontrolne točke . Zanimivo je
opazovanje vpliva dvojnih ali trajnih točk . To pomeni , da zaporedoma
podamo dve ali tri enake točke (primer je zadnja krivulja na sliki 2) . Pred
izrisom krivulje je treba preklopiti ra čunalnik v grafični način delovanja, kar
gotovo ne bo problem za tiste, ki ste že napisali kakšen grafični program v
pascalu.

Podprogram je napisan za štiri podane kontrolne točke , nobene ovire pa
ni za posplošitev parametričnega opisa Bezierove krivulje na n točk . V tem
primeru postanejo povezovalne funkcije Bernsteinovi polinomi n-te stopnje.
Zaradi precejšnje časovne zahtevnosti računanja vrednosti polinomov višjih
stopenj pa se izogibamo povezovalnim funkcijam , katerih red je višji od 3.
Problem aproksimacije z velikim številom kontrolnih točk zaradi tega ponavadi
rešujemo tako, da "zlepirno" skupaj več kubičnih krivulj.

Aleksander Vesel

V TRGOVINI - Rešitev s str. 296

Očitno se ženi Miha Mah, torej mora nevesta biti Tina teh . Škrjanc mora bi
ti čistilec (ker je že poročen). Tretji moški, Klemen Klemen , je kupec. Pos lo
vodja je torej Eva Kralj, Tina teh je b l agajničarka, prodajalec pa Miha Mah.

Neža Mramor-Kosta
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REŠiTVE NALOG Z IZBIRNEGA TEKMOVANJA ZA 24.
MEDNARODNO FIZIKALNO OLIMPIADO

Obj avljamo reši t ve teoretičn i h na log z izbi rn eg a t ekmova nj a za sesta vo s love n

sk e ek ipe , ki s e j e udeležila 24 . m ednarodne fizikal ne olimpiade v ZD A.

Tekmovanje je po tekalo v petek , 28 . maja 1993 , v prostorih Oddelka za

fiziko Un iverze v Ljubljan i. Besed ila nalog smo objavili v let ošnji pe t i š t evilki

Preseka.

1. Ko balon lebd i v zraku , s t a v ravnovesj u nj egova teža in vzgon . Gostota

zraka in z račni tlak na viši ni z s ta povezana s splošno plin sko enačbo

p(z) = p(z)Mj RT. l.e nas zan imajo le majhne spremembe višine ,

la hko spreminjanje tla ka z višino zapišemo kot p(z ) = p(O) - p(O)gz.
(Razlike morajo biti mnogo manjše od p(O)j p(O)g ~ 8 km , kar pri

nalogi zagotovo velja.) Vzgon na višini z lah ko zapi šemo F(z) =
=P(Z)gVbalon = F(O ) - kz , k = p(0)g2VbalonM jRT = 0 ,73 Njm .

a) Za prvotno ravnovesno lego pri z = Ovelja m balong = F(O); za novo na

višini zQ pa (mbalon - ml )g = F(O) - kZQ, zQ =6,7 m .

b) Balon niha okoli ra vnoves ne lege . Amp lituda nihanja je enaka razda lj i

med staro in novo ravnovesno lego , torej ZQ ; največja višina je Zmax =
= 2zQ = 13,4 m .

c) Enačba za nihanje je t ak šna ko t pr i nihalu na vijačno vzmet : mbalon a =
= -kz. Rešitev je harmoni čno nihanje z(t) = ZQ - ZQ coswt z W =
= Jkj mbalon = 0 ,034 s-l , oz iroma z nihajn im ča som tQ = 185 s .

d) Balon ima največjo hit rost v ravnovesni legi , Vrna x = WZQ = 0 ,23 m js.
Tedaj je viskozna sila FI = 61rrry vmax = 3 ,7 . 10 - 4 N, sila kvad ratnega

upora pa F2 = ieupSv~ax = 0 ,8 N. Prvo silo lahko zanemarimo .

e) Ker je (vsaj na začetku) upor pre cej manjši od harmonske sile (kzQ ~

~ 5 N), je nihanje balona le malo dušeno . Povprečna s ila upor a j e F =
= ieupS;2 = iFl = 0,4 N, saj je pri sinusnem nihanju ; 2= iV~ax .

2. a) Z m označimo maso elektrona ter z ). in ).' valovni dolžini vpadle in

sipane svetlobe . Gibalna količina fotona na začetku je enaka vsoti gibalne

kol ičine elektrona, ki odleti v smeri naprej (glede na vpadli foton) in

gibalni količini fotona , ki odleti v nasprotni smeri : hj). = mv - hj).' .
Velja še o hra nit ev energije : hej). = imv2 + hej).' . Iz druge ena čb e
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dobimo >..' - >.. = >..>.. 'mv2 [ Zbe ; izraz za produkt >..>..' pa dobimo tako,
da nekoliko preurejeni ena čbi kvadriramo in odštejemo. Dobimo: >..'
- >.. =2hl mc , kar potrjuje veljavnost podane enačb e za e= 180° .

b) Ohranitev gibalne kol i čine delcev v smeri vpadne svetlobe sedaj zapišemo
hi>" = mv cos tp ; če je ep kot, pod katerim odleti elektron, in v prečn i

smeri hi>'" = mvsin ep . Podobno kot pri a) pokažemo, da velja >..'
- >.. = hi mc , kar potrjuje veljavnost podane enačbe za e = 90° . Za
kot ep velja tg ep = >"'1>".

c) Svetloba , ki se ne siplje na elektronih, se na grafitu ukloni pod kotom
eto, kar ustreza levemu vrhu na slikah. Velja X = asin eto . Svetloba ,
ki se siplje na elektronih, ima večjo valovno dolžino , zato je ustrezni
uklonski kot et večji . Za e = 90° velja >"1>'" = sin etol sin et :::::: etolet

in >..' - >.. = >..tletleto :::::: 2 ,5 .10-3 nm , iz podane enačbe pa dobimo
>..' - >.. = hf mc = 2,48 .10-3 nm.

d) Compton bi lahko še izmeril spremembo valovne dolžine, če bi pri kotu
135° dobil približno takšen spekter kot pri prikazanem poskusu pri kotu
45°. Velja >"maks/>":::::: tl>..(135°)/tl>..(45°) = (1 + V2)/(1- V2):::::: 6,
torej bi bil pojav zaznaven še pri šest krat večji valovni dolžini kot pri
prikazanem poskusu .

Bojan Golli

PROBLEM TREH ŠKRIPCEV

Med pomorščaki vsega sveta je v navadi , da pri
sprejemu novincev pripravijo potegavščine vseh
vrst. Ena ta kih je tudi problem treh škripcev,
ki so ga zastavljali (in ga morda še sedaj) svoj im
novincem ameriški morn arji. Nekomu izmed nade
budn ih mladcev so dali v roke napravo, ki je nar
isan a na sliki, in sicer je le-ta mora l čim močn eje

potegniti za prost i konec. Kaj se je zgodilo 7

Glej rešitev na strani 335 .

Jure Zupan
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MERITEV S SENCO

Ob sončnem vremenu lahko na prostem naredimo tole zanimivo m eritev s

senco .

V vodoravna tla navpično zapičimo ravno palico (kol) . Pali ca meče senco

na tla . Ker se podnevi Sonce navidezno giblje od vzhoda proti zahodu, hkrat i

pa š e spreminja višino , se senci spreminjata smer in dolžina . Malo pred pravim

poldnem , ko je Sonce najvišje na nebu in so sence predmetov najkrajše , z

vrvico narišemo kro žnico s sredi ščem v podnožju pali ce in polmerom , nekol iko

manjšim od trenutne dolžine sence palice. Zasledujemo senco.
Zabe ležimo čas tI , ko se gibljivo krajišče sence pal ice dotakne krožnice

(točka A). Senca se krajša , okoli pravega poldne je najkrajša , nato pa se

daljša . Zabeležimo čas tz. ko se krajišče sence spet dotakne krožnice (točka

B) . V času t = t2 - tI senca popiše na vodoravnih tleh kot ep . Za enak kot

se v istem času So nce navidezno premakne na nebu od vzhoda proti zahodu

oziroma se v nasprotnem smislu zav rti Zemlja (slika 1).

Izračunamo čas t in na kak način izmerimo kot ep .
Le zanemarimo navidezno let no gibanje Sonca, pri katerem se Sonce vsak

dan skoraj za stopinjo premakne glede na zvezde od zahoda proti vzhodu , nam

da kvocient ep / t kar dobro oceno za velikost kotne hitrosti vrtenja Zemlje.

Poskusite tud i vi na opisani način ugotoviti kotno hit rost vrtenja Zemlje .

Omen ili smo najpreprostejši način . Lasa ni težko izmeriti . Glede določitve

kota ep pa imamo lahko večje al i manjše težave. Ugotovimo ga lahko tudi

takole :

1. Upoštevamo razmere na sliki 1. Izmerimo dolžino sence IPAI =
= IPBI = a v času tI in t2 in razda lj o (tetivo) lABI = d . Ker im a m o opravka
zenakokrakim trikotnikom s kotom ep med krakoma , kot ep izračunamo iz

kotne funkcije

sin(~) = s;
2 2a

2. Okoli pravega poldneva izmerimo dolž ini sen c IPA l = a in IP BI = b

v čas i h tI in t2 in razdaljo lABI = d med krajiščema sen c v teh časih . Kot

ep izračunamo po kosinusnem izreku , saj v raznostrani čnem trikotniku PAB
poznamo vse stranice (sl ika 2) .

Pri okoli 1,5 m visoki navpični pa lici merimo ča s na minuto natančno,

dolžino pa na centimeter. L asovni interva l t naj bo manjši od ene ure , da

dobimo čim boljši rezultat . Meritve moremo izvesti že v 4. razredu osnovne
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" t,
/ nov id ezn o

dnevno
gibanj e Sonca

s

Slika 1. K merjenju kotne hitrosti Zemlje; P- podnožje palice, IPAI = IPBI = a - polmer
krožnice. Merjenje lahko opravimo tudi doma v sončni sobi (balkonu , terasi, okenski polici) .
Uporabimo na primer stiroporno ploščo, pletiiko (svinčnik, žebelj) , šestilo, kotomer. V tem
primeru merimo kot na stopinjo natančno, dolžino na milimeter, čas pa na minuto natančno.

"~
P 'J' b B

razm ere ckoli pravega poldne

Slika 2. V trikotniku APB izmerimo dolžini stranic (senc) a in b v časih ti in t2 in dolžino
tretje stranice ~azdaljo) d. Kot tp izračunamo iz kosinusnega izreka za stranico d, to je
iz d 2 = a2 + b - 2ab costp.
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šole . V zrnanjsanern merilu nanserno trikotnik PAB , ki smo mu izmerili

st ran ice , s kot om ero m pa izmerimo kot r.p = <r.. A P B .
Še to! Natančnej š i rezult a t dob im o okoli ena konočje (21. 3 . ali 23 .9 .) ,

manj natančen pa okoli kresa (22 .6 .) in božiča (2 2 .12 .) .
Sam sem opravil meritve z 1, 2 m visoko navpično pa lico . Krožn ice nisem

za risa l. Izmeril sem vse t ri stranice trikotnika PAB in pri i z rač u n u kota r.p
uporabil kosinu sni izrek.

Kraj : Port orož (peščena obala )
Datum: 11. 8 .1 99 2
Me ritve :

Las Dol žina sen ce navp i čn e pa lice

tI = 12 h 30 min a = 72 cm

t2 = 13 h 10 m in b = 70 cm

d = 13 cm

Ra č u n :

t = t2 - tI = 40mi n

722 + 70 2 _ 132

2 · 72 · 70

a2 + b2 _ d 2

2ab

r.p = 10,38°

':f = 10,38° = 15 6°1h
t 40min ' .

cos r.p =

Do bljena vrednost 15 ,6° Ihje kar dobra o cena za kotno hitrost vrtenj a
Zemlj e, kate re n a ta n čn a vred nost je 15° /h .

Marijan Prosen

LAHKA GEOMETRIJSKA ZA BISTRO OKO

Dan je trikot nik 6ABC s ploščino p . Nadalje naj bodo D , E , F take to
čke , izb rane zapored na nosilkah stran ic AB , B C, CA , da bodo B , C , A
razpolovi šča da ljic AD, BE , C F .

Kolik šna je p loščina tr ikotnika 6 D E F7

Glej reš itev na st ran i 341.

Marija Vencelj



PROBLEM TREH šKRIPCEV - Rešitev s str. 331

2F

2F

Mladi mornar se je hotel seveda izkazati pred svo
jimi prijatelj i in je močno , kot so mu le dopuščale

moči , potegnil za vrv ter - se zvrnil po tleh , kot je
bil dolg in širok. Zakaj ? Vrv s prost im škripcem se
zavrt i okoli pritrjenih škripcev, kot da bi bila vrv
na mest u škripca sklenjena. S potegom za prosti
konec močno pospešimo škripec navzdol in padec
j e neizbežen.
Res prava "potegavš čina"!

Jure Zupan

KRI ŽANKA S FIZIKALNIMI POJMI - Reš. s str. 288

os ~ "ii'I~ := ~~ 'T~ := w :;:
m~

.=,~ ::::I'.:! ....,;":.a ra: - ,-- "ll;:" '=' ~~

i~ T E M P E R A T U R A FK o M P A SI w.cr..........

:::t A L A R M I R A N ~~ -~J E H I T R o S T

::t.Ml~ M E S o ~ S T R G A R ~ E R o "wi s T A ~ ~~

I =i::~ K A s ,J! - I T A ~ o K N o~ p o L I V

,:2:- I T ~ T C ~ K I R A S I R T ~v

K E N I J A
_o

:.:: N R ~ o R o E N ~. S T E y R ~ E Š ~ N A L=
~.

~
-~ ~

~ o I S R A E L I P A L "'1i:.L A M P E R 1E K J

<.~ U Č E N I K @~ M I T ~ -- S o L K A N ~ ~~ = .::::,_..
~

_ v

~
K N J I G A ~ P A R I Z A N E ~ Y o R K~

~ C I A N .- R '=~ ~

~ G A F I K A T R G "'!? B o R

~ I T ~ A E R o o I N A M I K A ~ A K I B A=
~ J o o ~, L A K A J

~
I V A N K R I L o V

~ A K T ~.:: A M A R A
-ii~

~ A P A C I T E T A
~



li)"-'-/i)crne"'" ICI,' 1"",
ODVOD POLlNOMA IN NJEGOVA UPORABA

1. Kaj je odvod polinoma?

Polinom ene spremenljivke je izraz oblike

P( ) n n-lx = anx + an-IX + ...+ alx + ao ·

Privzamemo, da je prvi koeficient an različen od nič . 5tevilo n se tedaj
imenuje stopnja polinoma P.

Odvod polinoma P je nov polinom P', ki ima stopnjo za ena nižjo od
stopnje polinoma P. Dobimo ga po naslednjih pravilih:

(i) Odvod konstantnega polino ma je enak nič .

(ii) Odvod potence x n je enak nx n- l .

(iii) Odvod vsote polinomov je vsota posameznih odvodov ; torej (P + Q)' =
=P'+Q' .

(iv) Odvod s konstanto pomnoženega polinoma je s to isto konstanto po
množen odvod prvotnega polinoma; torej (a P)' = a . P':

Za zgled izračunajrno odvod polinoma P(x) = x 3 + 2x2 + 4x - 8. Z
uporabo zgornjih pravil dobimo

P'(x) = (x 3
) ' + (2x 2

)' + (4x)' - (8)' =
= l· (x3

)' + 2 · (x 2
) ' + 4· (xl)' - 8 · (1)' =

= 1 . 3x2 + 2 . 2x + 4 . xO
- 8 . O=

= 3x 2 + 4x + 4.

V naslednjih dveh razdelkih bomo ilustrirali na primerih uporabnost tega
pojma .

2. Realne ničle

Za število cx rečemo, da je ničla polinoma P, če je P( cx) = O. Polinom
ima največ toliko realnih ničel, kot je njegova stopnja, npr. polinom P(x) =
= x 2 - 3x + 2 ima lahko največ dve rea lni ničli in ju v resnici tudi ima. To sta
cx = 1 in cx = 2. Polinom P(x) = x 2 + 1 pa nasprotno nima nobene realne
ničle . Ničle ločimo tudi glede na njiho vo stopnjo . Ničla cx je prve stopnje,
če (x - cx)2 ne deli polinoma P(x) . Tak primer je ničla cx = 1 v polinomu
P(x) = x 2-3x+2 . Ničla cx je druge stopnje, če (x-cx? deli P(x), (x-cx)3
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pa ne. Primer za to je ni čla a = 1 v polinomu P(x) = x 3 - 4x2 + 5x - 2.
Podobno definiramo tudi ničle višjih stopenj .

Za polino m P(x) rečemo, da ima vse n i čl e realne , če je vsota stopenj
vseh realnih ničel enaka stopnji polinoma . To lahko povemo tudi drugače :

Polinom P( x) ima vse ničle realne, če ga lahko zapišemo kot produkt

kjer so al, a2, . . . , ak realne ničle polinoma P(x). Njihove stopnje so seveda

oi. n2, ·· ·, nk·

Naslednji izrek je dokazal matematik Rolle.

le ima polinom P( x) vse ničle realne, potem ima tudi njegov odvod P'(x)
vse ničle realne.

Dokaz tega izreka ni težak, vendar presega nivo srednješolske mate
matike. Uporabimo ga lahko za reševanje proble mov naslednjega tip a :

Naj bo P( x) = x 5 + x 4 +x3 + ax 2 + bx + c . Ali je možno izbrati števila
a , b , c tako , da bo imel polinom P( x) same realne ničle?

Le polinom P(x) zaporedoma odvajamo , dobimo

P'(x) = 5x 4 + 4x 3 + 3x 2 + 2a x + b ,

P"(x) = 20x3 + 12x 2 + 6x + 2a ,

pili (x) = 60x 2 + 24x + 6.

Le bi imel P( x) same realne ničle , bi imel po Rolleovem izreku tudi P'(x)
same realne ničle. Po isti logiki bi morala imeti tudi P"(x) in PIII(x) same
realne ničle . S pomočjo odvoda smo manjšali stopnjo polinoma in po treh
korakih prišli do kvadratne enačbe 60x 2 + 24x + 6 = O. Ta enačba pa
nima realnih rešitev, ker je njena diskriminanta negativna . To pomeni, da je
odgovor na zastavljeni problem negativen .

3. Minimum in maksimum

V zvezi z odvodom obstaja naslednji pomembni izrek:

le je v točki a lokalni minimum ali maksimum, potem je a ničla odvoda
P'( x ) .
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.. .

x
V( x) = (100 - 2x)2x = 4x 3

- 400 x 2 + 10000x .

Ta izrek nam pomaga pri reševanju nekaterih zelo življenjskih problemov,
kot je naslednji :

Denimo, da imamo kvadraten
kos lepenke s stranico 1 m. Na vseh
štirih vogalih želimo odrezati manjše
kvadrate tako , da bomo preostanek
zlož ili v škatlo brez pokrova (slika) .
Kako naj od režemo, da bo volumen
dobljene škatle največji možen?

Naj bo x velikost stranice od
rezanega kvadratka. Tedaj bo imela
škatla širino in dolžino 100 - 2x (v
centimetrih ) ter višino x . Njen vo-
lumen bo

Naša naloga je določiti maksimum tega polinoma , ko je x med O in 50 cm .
Po zgornjem izreku je potrebno rešiti enačbo

V/Cx) = 12x 2 - 800 x + 10000 = O.

Njeni rešitvi sta x = 50 cm ter x = 16 ,66 cm . Pri prvi rešitvi je volumen
enak O (to je seveda minimalen volumen) , pri drugi pa dobimo maksimalni
možni volumen 74074 cm 3 oziroma 0,074 m 3 .

Borut Zalar

NAJMANJŠA PODMNOŽiCA - Rešitev s str. 271

Po krajšem poskušanju postavimo domnevo , da je množica A enaka mnOZICI
vseh t istih naravnih števil , ki niso poten ce števila 2. Omenimo , da števi lo 1 ni
v tej mno žici , saj je 2° = 1. Hit ro se prepričamo, da tako izbrana množica res
izpolnjuje obe zahtevi : število 3 ni potenca števila 2, pa tudi števila 2n-1 , 2n
in 2n + 1 niso te oblike, če števi lo n ni potenca števila 2. Preveriti moramo še,
da je tako izbrana množica A res najmanjša med množicami , ki izpolnjujejo
zahtevi . Pa recimo , da obstaja še množica B , ki tud i izpolnjuje oba pogoja ,
hkrati pa ne vsebuje množ ice A kot svoje podmnožice. Tedaj je množica A \ B
neprazna . Naj bo a najmanjše število v tej množici . Pr epri čajrno se najprej ,
da število a ni sodo . l.e bi bilo sodo , bi tud i naravno število ~ pripadalo
množici A. Ker pa je a najmanjše število , ki je v A in ni v 8 , bi veljalo tudi



1 E B . To da po drugem pogoju, ki mu zadošča tudi množica B , od tod sledi.

da 2·1 = a E B . To pa ni v skladu s predpostavko , da a E A \ B . Torej je

število a liho . Potem ima pri deljenju s 4 ostanek 1 ali 3 . Le ima ostanek 1, je
av liho naravno število . To rej je v množici A in ker je manjše od a, je tud i

v B . Potem pa je zopet po drugi lastnosti tudi 2 · at I - 1 = a E B . kar pa je
protislovje . Ostane nam še možnost . da ima število a ostanek 3 pri deljenju

s 4 . Tedaj pogledamo število a;-l . To je vedno liho na ravno število . Le je

večje ali enako 3 . potem je v obeh množicah A in B . Po zadnjem delu druge
last nosti je potem tudi 2 · a;- l + 1 = a E B . To pa j e spet protislovje . Le pa

je a;-l = 1, je a = 3 . Toda 3 E B po prvi lastnosti . Množica A \ B je torej
prazna oziroma množica A je najmanjša množica z iskanima lastnostima .

Na nalogo lahko pogledamo tudi neko liko drugače . Množico Asestavijajo
natanko tista naravna števila , ki imajo v dvojiškem zapisu vsaj dve enici .

5tevilo 3 je najmanjše tako število . Tudi operacije iz druge zahteve imajo
v dvojiškem zapisu preprost opis : prva je najbolj zapletena , zato jo bomo
razložili nazadnje, druga doda številu n i č l o na koncu dvoj iškega zapisa , tretja
pa enico . P rva operacija najprej doda ničlo . nato pa vse ničle na koncu
spremeni v en ice , en ico pred temi ničlami pa zamenja z ničlo . Tak pogled na

nalogo močno poenostavi razm iš lj anj e .

Martin Juvan

ZANIM IVOST PRI ŠTEVILlH - Rešitev s str. 163

Postavljena je bila naloga : Izberi n pozitivnih števk in sestavi vsa možna
r-mestna števila. Poiš či kvocient med vsoto teh r-mestnih števil in vsoto

izbranih števk.
Označimo kvocient s Kr ,n. Vzemimo nabor števk al , a2, .. . , an. pri

čemer jih je lahko nekaj med seboj enakih. vendar jih med seboj razlikujemo.
Ugotovimo lahko, da mora biti vsaj ena od njih različna od nič, saj bi bila v
nasprotnem primeru v kvocientu K r .n števec in imenovalec enaka nič, izraz

za K r •n pa nedoločen.

Sedaj z naborom števk al, a2 , . . . ,an tvorimo vsa možna r-mestna
števila . Teh je toliko, kolikor je variacij reda r z n elementi . torej :

v; = n(n - l)(n - 2) . oo . · (n - r + 1).

Poiskati moramo še, kolikokrat se pojavi števka aj na nekem mestu v r
mestnem številu . Ker so vse števke med seboj enakovredne (število se lahko

začne tudi s števko O). ugotovimo, da se vse števke pojavijo enako mnogokrat
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na vsakem mestu r-mestnega števila . ~tevka aj se pojavi na določenem mestu
tolikokrat , kolikor je razp oreditev ostalih n - 1 števk na ostalih r - 1 mestih :

v;.=} = (n-1)(n-2) " . (( n - 1)- ( r - 1)+ 1) = (n-1)(n-2)· · · ( n - r+ 1).

l.e želimo sešteti vsa r -mestna števila, jih najprej za pišemo v desetiški obliki
ter tvorimo delne vsote tistih členov, ki vsebujejo enake števke aj . Tako

dobimo:

V r- 1 , n ,r 10r-j .
n-1 Lj=l Lj=l a,

Kr ,n = n
Lj=l aj

l.e te vsote razvijemo, dobimo :

K r . n =

V:-=-II((lOr-l a l + lQr-2a l + ...+ ad + + (lar-lan + lO r- 2 an + .. .+ an))

al + a2 + + a n

V:-=-ll(al + a2 + ... + a n )(10 r
-

1 + lO r
-

2 + ... + 10 + 1)

al + a2 + ...+ an

in po krajšanju : Kr,n =~.(n - l)(n - 2)··· (n - r + 1). Od tod res

r eni c
sled i, da je kvocient Kr,n neodvisen od izbora števk al , a2, .. . ,an' Podoben
izraz dobimo tudi za poljuben številski sestav z osnovo 8 :

V;'=-l L;=l LJ=l ar-jaj
Kr ,n = n =

L j=l aj

= V;'=-ll ( 8 r- 1 + 8 r-2 + ...+ 8 + 1) =
111 ... 1(8) ·( n - l)(n - 2) · · · ( n - r + 1)
~

r en ic

Primož Moravec

KAJ KOO DELA? - Rešitev s str. 275

Nalogo lahko rešimo s pomočjo razpredelnice, lahko pa tudi kar spremislekom :
Zupan in Žužek morata biti varnostnik in kuhar, ker sta soseda . Ker igra
varnostnik bolje od ostalih dveh, mora biti Zupan kuhar . Torej je Žužek
varnostnik . Potokar je boljši od Zupana , torej ne more biti blagajnik, ampak
izterjevalec dolgov . Blagajnik je torej Novak .

Neža Mramor-Kosta
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LAHKA GEOMETRIJSKA ZA BISTRO OKO
- Rešitev s str. 334

o

E

Trikotnika 6.ABC in 6.BOC imata po konstrukciji enako dolgi stranici AB
in BO , s slike pa razberemo , da imata skupno višino na ti stranici. Torej sta
ploščinsko enaka .

Podobno sklepamo, da imata enaki ploščini trikotnika 6.B DC in
6.C DE , saj imata enaki stranici BC in CE in skupno nasprotno oglišče O .
Nadaljevanje pokaže, da sestavlja t rikotnik 6. O EF sedem ploščinsko enakih
trikotnikov; eden od njih je dani trikotnik 6.ABC. Iskana ploščina je torej
7p .

Opomba: Le poznate vektorski produkt , lahko nalogo hitro rešite tudi
brez bistrega očesa! Poskusite!

Marija Vencelj

POKLICI

Janez , Tomaž , Simon in Matej so zaposleni v veliki tovarni čokolade, po
poklicu pa so vratar , oskrbnik lešnikovih nasadov, poskuševalec in direktor ,
vendar ne nujno v tem vrstnem red u.

Oskrbnik lešnikovih nasadov zasluži natanko dvakrat toliko kot vratar,
poskuševalec (ki ima zelo odgovorno delo) dvakrat toliko kot oskrbnik nasadov
in direktor dvakrat tol iko kot poskuševalec.

• Leprav je Janez starejši od vsakogar , ki zasluži več kot Tomaž, Tomaž
ne zas luži dvakrat toliko kot Janez .

• Matejev osebni dohodek znaša natanko 3776 tolarjev več kot Simonov.
Kateri poklic opravlja kateri izmed štirih sodelavcev?

Glej rešitev na strani 375.

Neža Mramor-Kosta
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RADON

Radioaktivni plin radon je sestavni del ozracja . Radon e22 Rn) je izotop

ž laht nega plina 86Rn, ki nastaja v naravi z razpadom cx radija. Začetnik

raz pa d ne ve rige , ki vod i do radija, je 238U . Ta element je od nekdaj v zemeljski

skorji, saj je njegov razpolovni čas, 4,5 milijard let, približno tolikšen kot

starost Zemlje . Razpolovni čas radona pa meri le 3,83 dni. Vrazpolovnem

času razpade polovica radioaktivnih atomov, ki so jih imeli v vzorcu na

začetku. Po dveh razpolovnih časih je v vzorcu torej le še četrtina, po treh pa

osmina začetnega števila radioaktivnih atomov. Radon razpada, vsak razpad

rad ijevega jedra pa rodi nov atom radona . Koliko radonovih atomov pa se

na novo rodi? 5tevilo nastalih atomov radona v sekundi v kilogramu zemlje

je enako števi lu razpadov radija , to pa je enako številu razpadov urana 238U .

Povprečno ak tivnost 238U venem kilogramu zemlje cenimo na 25 razpadov

v sekundi . Na čast francoskemu fiziku Henriju Becquerelu imenujemo en

razpad na sekundo Becquerel in ga pišemo okrajšano z Bq. Aktivnost enega

kilograma snovi ali enega kubičnega metra zraka bomo imenovali specifična

aktivnost, njena enot a je Bqjkg ali Bqjm3. Ponekod, kjer so t la bogatejša z

uranom , nastaja t udi več radona.

y y
I2" RI' ~---"--I 214 Pbl--L~--L~---"--121O ,,186 n~U 82 ~ U 82

3,8d ;l,lm 26,8m Ig,7m 164115 21y

Slika 1. Radonov razpad ni niz. Radon razpade z izsevanjem delca cl! v po lonij, niz pa se
konča z izotopom svinca. Pod kvadratki, ki us t reza jo posameznim izotopom , so nap isan i
razpolovni časi, kje r pomeni d dan, m minu to , s sek undo in y leto .

Ra don raz pa da z oddaj a nje m d elce v cx, {3 in seva nja 'Y po vrsti v
kratkoži ve potom ce 218po, 214pb, 214B i in 214 p o (s lika 1). Izotop 210Pb

sice r tu di raz pa da, a im a ra zm ero m a velik razpolovni cas 21 let , zato bo m o

z njim ra zp a d no ve rigo zaklj u č i li .

Delec cx pri let u iz jedra iz atoma izt rg a elek t ro n, za t o so krat koživi

rad o no vi potomci ob nastan ku pozit ivno na biti . V ozra čj u se vežejo na praš ne

delce. Vd ihavanje z ra ka z radonovim i potomci je zd ravj u nevarno . P lj u ča

z biraj o prah kot filter , delci cx pa po škodujejo občutlj ivo t kivo . Sa m rad o n

za ne ma rlji vo prispeva k ob sevanju .
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Llovek je radonu izpostavljen povsod , najbolj pa v zaprtih prostorih .
Radon izpuhteva iz sten in tal in se posebno pozimi nabira v slabo zračenih

prostorih . Vdihavanje radonovih potomcev prispeva, v nekaterih področjih

sveta , do 50% celotnega obsevanja zaradi naravnih in umetnih radioaktivnih
izvirov. Precej radona se sprošča zaradi človekove dejavnosti. Pri pridobivanju
in predelavi urana ter skladiščenju jalov ine se izpuhtevanje radona na nekaterih
mestih poveča. Radon močneje puhti tudi pri sežiganju premoga , zemeljskega
plina in uporabi zemeljske toplote . Njegov pogubni vpliv na zdravje so prvi
izkusili rudarji v Leškem rudogorju že v 16. stoletju . Za pljučnirn rakom
so zbolele tr i četrtine rudarjev. Vzrok te "gorske bolezn i" so odkrili šele v
dvajsetih letih tega stoletja.

Tveganje , da bomo zaradi vdihavanja radonovih potomcev zboleli , je
sorazmerno s specifično aktivnostjo, to je številom razpadov radona v sekundi
venem kubičnem metru zraka . Ocenimo ga po opazovanju ljudi, ki so bili
bolj obsevani. Za primerjavo povejmo , da kadilec , ki pokadi zavojček cigaret
dnevno , tvega glede pljučnega raka toliko kot nekadilec, ki živi v prostoru s
specifično aktivnostjo radona 750 Bqj m3 ( 100 primerov j1000 prebivalcev v
60 letih) . Le pomisl imo , da so posamezniki zaradi višjih koncentracij radona
izpostavljeni tudi mnogo večjim tveganjem , je skrb za zmanjševanje radona
v bivalnih prostorih razumljiva .

Specifične aktivnosti radona v zraku so najnižje nad oceani, zaledenelimi
površinami in otoki, pod 1 Bqjm3 , nad kopnim med 1 in 10 Bqjm3 , v zaprtih
prostorih med 10 in 1000 Bqjm3 , v jamah, rudnikih in nekaterih toplicah pa
dosežejo do nekaj tisoč Bqjm3 in več. V mnogih državah sistematično merijo
njegovo koncentracijo predvsem v vrtcih , šolah in stanovanjskih hišah, kjer je
večinoma specifična aktivnost radona manjša kot 100 Bqjm3 .

Oglejmo si nekaj metod za merjenje radona v zraku . Merilne metode
temeljijo na štetju delcev cx , ki jih sevaje radon in še dva izotopa polonija , ali
sevanju 'Y bizmuta in polonija.

Preprosta je metoda s scintilacijsko celico . Posodo s prostornino okrog
0,2 I znotraj prevlečejo s cinkovim sulfidom , na eni strani pa naredijo okno
za fotopomnoževalko. Delci cx pri prehodu skozi scintilator sprožijo bliske,
ki jih šteje fotopomnoževalka . Zrak z radonom zajamejo v stekleno posodo,
v laboratoriju pa z njim prepihajo celico. Meriti začnejo po treh urah, ko
je radon v ravnovesju s potomci . Ozadje, to je pogostost bliskov, ki niso
povezani z razpadom radona in potomcev , je v taki celici okoli 1jmin. Le je
v celici zrak s specifično aktivnostjo 250 Bqjm3 in štejemo eno uro, dobimo
420 ± 20 bliskov od radona in ozadja in 60 ± 8 bliskov iz ozadja. Pri



Sledi delcev Q po jedkanju v vročem NaOH
vidimo kot svetle pike , ko folijo močno os
vetiimo s strani. Vsaka folija ima odtis
njeno številko in poseben znak , ki ga pre
pozna tudi računalnik,
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računanju smo privzeli , da en razpad radona ustreza povprečno okrog dvema
bliskoma v celici . Temu pravimo "izkoristek celice" . Ne smemo pozabiti , da
na en razpad radona pridejo trije delci Q , zato je izkor istek lahko večji od
ena . Razlika preštetih sunkov je 360 ± 22, torej merimo aktivnost radona z

napako 6%.

Pri drugem načinu merjenja prečrpajo zrak z znano prostornino skozi

filter iz steklenih vlaken , ki zadrž i skoraj vse radonove potomce, in merijo

energijo izsevanih delcev Q. Ta je značilna za posamezne potomce. S

tem določijo aktivnost potomcev v zraku , o aktivnosti radona pa ne morejo

zanesljivo sklepati.

V stanovanjskih prostorih odloča o izpostavljenosti stanovalcev povpreč

na specifična aktivnost v daljšem razdobju . Metoda z zbiranjem radona

na aktivnem oglju in metoda z jedrskimi sledmi sta namenjeni prav takim
merjenjem.

Pri prvi segrevajo posodi ce z

ogljem nekaj ur pri temperaturi ne

kaj nad 100 o C. da izženejo adsor

birani radon in vodo. Nato posodice

ohladijo in tesno zaprejo . V pros

toru posodice odprejo in za nekaj

dni izpostavijo zraku. Tesno za

prte posodice nato v laboratoriju po

treh urah, ko je radon v ravnovesju

s potomci , postavijo na spektrome

ter / . Sevanje / oddajata 214 Bi in
214po takoj po razpadu {3- 214Pb

in 214Bi . Iz izmerjene aktivnosti do

ločijo specifično aktivnost radona v

prostoru, v katerem je bila posodica

odprta.

Pri metodi jedrskih sledi upora
bimo košček plastične folije . Delci
Q pustijo v fol iji sledi, ki postanejo
z jedkanjem v vročem NaOH vidne

(slika 2). Štetje značilnih sledi opra

vijo z računalnikom na osnovi slike ,

ki jo posreduje televizijska kamera .



Njihovo število je sorazmerno s časom ekspozicije in specifično aktivnostjo
radona v zraku. Detektor moramo zaščititi pred radonovimi potomci v zraku .
Zato ga položimo v plastično posodo z zelo ozko špranjo, ki zadrži potomce ,
v posodo pa spusti le radon . Take dozimetre izpostavijo radonu v prostoru od
enega do treh mesecev in z njimi merijo povprečno aktivnost nad 1 Bq/m3

Andrej Likar

HERMANN MINKOWSKI 1864 - 1909
Ob BO-letnici rojstva

Rusko-nemški matematik Hermann
Minkowski se je rodil 22 . 6. 1864
v Aleksoti v Rusiji. Doktoriral je
na konigsberški univerzi, kjer je na
to tudi nekaj let predaval , nakar je
odšel v Zi.irich in nazadnje v G čttin

gen.
Ko je predaval matematiko na

zi.iriškem politehnikumu, je tam štu
diral nemško-švicarsko-ameriški fizik
Albert Einstein . Le ta je zelo nered
no hodil na predavanja, zato ga je v
tistih dneh Minkowski imel za "lene
ga psa" . Ko pa je leta 1905 Einstein
objavil specialno teorijo relativnosti,
jo je Minkowski z navdušenjem spre-
jel. Einstein je v svojem članku po

kazal , da je običajna trirazsežna geometrija neprimerna za natančen opis
stvarstva. Minkowski je svojem delu Las in prostor, objavljenem leta 1907, po
dal ustrezno formalno geometrijsko sliko relativnosti . Pokazal je, da moramo
upoštevati čas kot nekakšno četrto razsežnost , čeprav nekoliko drugače kot
tr i prostorske razsežnosti . Las in prostor sta tako tesno povezana . Einstein je
ta pogled upošteval v svoji splošni teoriji relativnosti , ki pa jo je objavil devet
let kasneje , ko je bil Minkowski že mrtev .

Med bolj elementarnimi rezultati Minkowskega je najbolj znana nee
nakost , ki jo predstavljamo v članku Neenakost Minkowskega na naslednj i
strani.

Roman Drnovšek
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NEENAKOST MINKOWSKEGA

V tem prispevku bomo dokaz al i naslednjo neenakost Minkowskega l :

Naj bodo Xl . x2, . .. . Xn in YI. Y2. . . .. Yn poljubna nenegativna števila
in p ~ 1 realno število. Tedaj velja neenakost

< ( P P P)l/P (P P p) l /P_ Xl + x2 + ...+ Xn + YI + Y2 + .. .+ Yn (1)

V dokazu t e neenakosti bomo uporabili drugo (prav ta ko pomemb no)

Haiderjevo neenakost" :
Naj bodo Xl. X2 . . . ., Xn in YI, Y2. . . .. Yn poljubna nenegativna števila

in p > 1 realno šte vilo. Ces q označimo š tevilo p/(p - 1). je

< ( P p )l/P ( q q) l / q
Xl YI + ...+ x n Yn _ Xl + ...+ x n . YI + ...+ Yn . (2)

Za št evili p in q velj a pq = p + q ozi roma 1/p + 1/q = 1. Takima
št evilo m a pravimo konjungirana eksponenta. Očitno je q > 1. P rav ta ko
je j asno , da sta tudi q in p konj ungiran a eksponenta , če sta taka p in q .

Pomemben posebni primer konjungiranih eksponentov je p = q = 2 .
Heiderj evo neenakost ob i čajno dokažemo s pomočjo Youngove neena

kosti3 :

Naj bosta p > 1 in q > 1 konjungirana eksponenta, torej 1/ p+1/ q = 1.
Tedaj za poljubni nenegativni š tevili X in Y velja

x P v"
xY :S - +-.

p q
(3)

Enakost velja natanko tedaj , ko je x P = Y q (kar bomo dokazali le za primer,
ko je p racionalno št eviloJ.

Yo ungovo neen a kost lah ko hit ro doka žemo z uporabo neelemen tarn ih
me tod ; na primer s pomočjo odvod a poiščemo ekstrem primerne funkcije
(naloga 4 ) . Tukaj podajmo (bolj a li manj) elementaren do kaz .

1 Neenakost je let a 1896 v svo ji knjig i "Geo me trie de r Zahlen" predst avil nem ški
matem atik H. Mink owsk i. (Gl ej prispevek na prejšnji s t ra ni.)

2 V t ej ob liki je let a 1889 neen akost dokazal nem ški matem atik O. Haider .
3 Neenakost je let a 191 2 prvi ob ravnava l angleški matem atik W . H. Young.
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Najprej se prepri čajrno, da je (3) dovolj dokazati v primeru x 2: y = 1,
torej veljavnost zveze

x p 1
x < - + - za vse x > 1 . (4)

- p q

Za trenutek privzemimo, da smo (4) že dokazali. Naj bosta x in y polju bni
nenegativni števili. te je x 2: yq-l, vstavimo v (4) namesto števila x število
x / yq-l 2: 1 in tako dobimo

x x p 1
-- < + -yq-l - p y (q - l )p q

te upoštevamo (q -1)p = q in neena čbo pomnožimo z v" . dobimo (3). To
pomeni , da v primeru x 2: yq-l iz (4) sledi (3) . te pa je x < yq-l, potem

Je

xp-1 < y(P-l)(q-l) = ypq-p-q+I = Y .

Ker sta p in q konjungirana si eksponenta , sta taka tudi q in p . te torej
velja (4) , potem je izpolnjena tudi neenakost

x q 1
x < - + - za vse x > 1 .

- q p

V tej neenačbi število x zamenjamo s številom y/x p- 1 > 1, in pod obno kot
prej izpeljemo (3).

te v neenakosti (4) upoštevamo l/p+ l/q = 1, dobimo

p(x - 1) :s x P - 1 . (5)

Pokažimo (5) najprej v primeru, ko je p racionalno število , torej p =
= m] n, kjer sta m in nnaravni števili in m > n. te je x = 1, potem velja
v (5) enačaj. Dokažimo, da za x > 1 velja v (5) celo st rogi neenačaj . te
pišemo x = z n , potem je z > 1, dokazati pa moramo neenakost

zn - 1 zrn -1
--- <---

n m

oziroma, če upoštevamo pravilo o razliki m-tih oz . n-tih potenc in krajšamo
z z - 1 > O:

1 + z + ...+ zn-l 1 + z + ...+ zrn-l
------- < ---- ---

n m
(6)
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Ker j e z > 1, je 1 < z < Z 2 < . . . < zm- l , to rej je

a = 1 + z + .. .+ zn- l < z n- l < z n < .. . < zm-l
n

Zato imamo

1 + z + ... + z m-l (1 + z + ...+ zn- l) + (z n + ... + zm- l )
--------= >

m m

m -n
,..-A-..,

na+(a+ ... + a)
> =m

na+ (m-n)a
= a ,

m

to je (6). Kaj pa , ce p ni racionalno št evilo? Tedaj pri poljubn em k E IN
najdemo tako raciona lno šte vilo r (odvisno od št evila k), da j e r :s p <
< r + lO-k . 5t evilo r lahko dobimo tako, da v decimalnem zap isu št evila p

prečrtarno vse decimalke od (k + l)-te naprej. Ker je r racionalno število, po
že dokazanem velja b = (x r - l)/(x - 1) - r 2: O. Pokaž imo, da je t edaj
c = (x P - l)/(x - 1) - p 2: o. Iz

b - c = (x r - x P)/ (x - 1) + (p - r ) = x" (1 - xp-r) /(x - 1) + (p - r )

dobimo oceno b - c < lO-k, ce upoštevamo x p - r 2: 1 oz . 1 - x p - r :s O
in p - r < lO-k. Torej je c > b - lO-k > -lO- k Ker to velja za vsak
k E IN, s števil i {- lO-k} pa se lahko poljubno približamo O, sledi c 2: O, to
j e (5). Iz dokaza j e razvidno , da velja v primeru , ko je p racionalno število,
ena čaj v (3) le, ce je x = yq-l , to je x P = yq . Dokaz neenakosti (3) je
t ako kon ča n.

Oglejmo si sedaj , kako Holderjeva neenakost sledi iz Youngove neena
kosti . Pišimo

(

n ) l/ p

A = L xf
k=l

lil
(

n ) l / q

B= L Y~ .
k =l

Le je A = Oali B = O, potem je Xl = .. .= x n = Oali YI = ... =Yn = Oin
tedaj (2) velja. Zato smemo privzeti, da je A > O in B > O. Le postav imo
X k = Xk / A in Yk = Yk/B za k = 1,2 , . . . , n , imamo Xi + ...+xf: = 1
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in Y1
q + ...+ Yn

q = 1. Youngova neenakost nam sedaj da oceno

1 1
=-+-=1 .

p q

Od tod dobimo

n

L x kYk :s A· B =
k=l

S tem je Holderjeva neenakost dokazana.
Neenakost Minkowskega sedaj hitro uženerno . Ker za p = 1 neenakost

(1) očitno velja , smemo vzeti p > 1. Prav tako smemo privzeti , da niso vsi
Xi in Yi enaki O. Z uporabo Heiderjeve neenakosti dobimo

Podobno imamo

Le zadnji neenakosti seštejerno, dobimo

Neenakost delimo z zadnjim faktorjem , ki je razl ičen od O (zakaj?) , upo
števamo 1 - 1/q = lip , pa smo pri (1). Neenakost Minkowskega je tako
dokazana.
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Oglejmo si vse tri neenakosti v posebnem primeru p = 2. Ker je tedaj

tudi q = 2 , pre ide Youngova neenakost v zn ano neenačbo

xy ::; ~ (x2 + y
2

) •

ki sledi tudi iz neenakosti (x - Yf ~ O. V Hi:ilderjevi neenakosti , ki se tedaj

glasi

(XI Yl + . . . + xn Ynf ::; (xl + ... +x~) , (YI + . . .+ Y~),

prepoznamo Cam:hyjevo neenakost4 . Neenakost Minkowskega pa Je v

primeru p = 2 znana trikotniška neenakost :

Zakaj se neenakost imenuje trikotni ška , vidimo s slike 1, kjer smo zaradi

enostavnosti vzeli n = 2 . Koordinate točk na sliki so A(O, O) , B(Xl, X2) in

C( Xl +YI, x 2 + Y2 ). Trikotniška neenakost je posledica naslednjega očitnega

dejstva o razdaljah : razdalja med

točkama A in C ni nikoli večja od

vsote razdalj od A do B in od B
do C. Grški matematik Evklid je

o tem dejstvu že v tretjem stoletju

pred našim štetjem zapisal nasled 

nje : "To ve vsak osel. Postavi kopi

co sena v eno oglišče trikotn ika in

osla v drugega. Da bi dobil svoje se

no, osel zaneslj ivo ne bo šel vzdolž

dveh stranic ."
Končajmo z nalogami . Reš itve prvih treh nalog so elementarne, zadnji

dve pa zahtevata poznavanje pojma odvoda oziroma integrala.

1. S pomočjo neenakosti Minkowskega poka ži, da za vsak p > 1 ln vsak
n E IN velja neenakost

(
n +

2
l) P .lP + 2P + 3P + ...+ nP ~ n .

4 V svoji knjigi "Cours d'analyse" JO Je leta 1821 zapisal francoski matematik
A.L.Cauchy.
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2 . Pokaži, da v Hčlderjevi neenakosti velja enačaj natanko tedaj , ko ob
stajata taki nenegativni konstanti a in b , da je a xf = b Y~ za vse
k = 1,2, . . . , n .

u

Slika 2

v

o

podaj alternativni dokaz Youn 
gove neenakosti! (Namig: naj
prej se prepričaj , da je dovolj

pokazati , da je f( x) 2: 0 , ln

potem to tudi dokaži.)

5. lzra čunaj ploščini likov pod in

nad krivuljo v = up - 1 oziroma

u = v q - 1 , kjer je (p -l)(q
1) = 1 (glej sliko 2)! Ugotovi ,
kakšen je geometrijski pomen
Youngove neenakosti!

3. Dokaži , da v neenakosti Minkowskega velja enačaj tedaj in le tedaj, ko

obstajata taki nenegativni konstanti a in b, da je a xk = b Yk za vse
k=1,2, .. . ,n.

4 . S pomočjo funkcije f : [O, oo ) -t IR, definirane s predpisom

x p 1
f(x) = - + - - x ,

p q

Roman Drnovšek

IGRA "NIM*" - Rešitev s str. 295

Pri igri "NIM" je zmagovita pozicija, če igralec s svojo potezo doseže takšne

vrednosti ni (ni = Lj bij2j v binarnem zapisu), da je vsota Li bij soda za
vsak i. Končna zmagovita pozicija je potem ni =°za vsak i in nasprotnik
ne more več na rediti poteze (glej Presek 21 (1993-94)176) .

Pri igri "NIM*" velja isto pravilo , dok ler sta vsaj dva od ni > 1. Le so vsi

ni ~ 1, je zmagovita pozi cija (po izvršeni potezi) , če je zasedb z ni = 1 liho
mnogo ( v nasprotju z igro "N IM") . Kritična je torej pozicija (pred izvršeno
potezo), ko je natanko en ni > 1. V tem trenutku je treba prelomiti s pravili
"NIM" in vzeti iz i-tega kupa bodisi vse kamne bodisi vse razen enega , tako
da ostane liho mnogo kupov s po enim kamnom .

Mitja Rosina
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SEBI PODOBNOST IN DIMENZIJA FRAKTAlOV

V tem članku bomo predstavili dimenzijo (razsežnost) objektov, ki so sebi

podobni . Najprej bomo definirali lastnost , ki jo imenujemo sebi podobnost.

Definicija 1:

Le je del objekta majhna kopija celotnega objekta, potem je ta sebi

podoben .

Definicija 2:

Objekt je strogo sebi podoben , če lahko objekt razdelimo na več de lov

in je vsak kos majhna kopija celote .

Spomnimo se trikotnika Sierpinskega (glej č l a n e k Poglejmo fraktale v

3 . številki Preseka .) in ugotovimo, ali je sebi podoben, in ali je strogo sebi

podoben. Vsak del v tem trikotniku je majhna kopija celote in zato je sebi

podoben . Trikotnik Sierpinskega je sestavljen iz manjših tr ikotnikov , ki so

kopije celote in zato je strogo sebi podoben .

Vprašajmo se še , ali je Kochova krivulja sebi podobna , oz. strogo seb i
podobna .

Kochova krivulja je sebi podobna , ker vsebuje majhne kopije celote . P rav
tako je tudi strogo sebi podobna, ker jo la hko razdelimo na več kosov in vsak

kos je majhna kopija celote .

Kochova snežinka ni sebi podobna , ker majhni kosi niso kopije celotne

snežinke .

Poglejmo še, kakšne lastnosti ima končno drevo. Je sebi podobno, ker

vsebuje kopije celotnega drevesa . Ni pa strogo sebi podobno, ker deblo ni

kop ija celotnega drevesa.

Sedaj pa poglejmo, kako sebi podobnost vpliva na dimenz ijo .

Sebi podobnost je odločilnega pomena za intu itivno razlago dimenzije

fraktalov .

Enotski interval [O, 1] je zgled enodimenzionalnega objekta in je sebi

podoben .

Ta interval razdelimo na N enakih kosov in tako im a vsak od njih dolžino

r = -h- . Od tod sled i N,l = 1.
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Podobno je pri dvodimenzionalnem objektu , na primer pri kvadratu s
stranico dolžine 1. Razdelimo ga na N sebi podobnih majhnih kvadratov , ki
imajo stranice z dolžino r = JN.Od tod dobimo N r2 = 1.

Zgled za sebi podoben tridimenzionalni objekt je kocka s stranico dolžine
1. Lahko jo razdelimo na N majhnih enakih kock. Dolžina stranice majhne
kocke je r = W.Od tod izhaja N r 3 = 1.

o 1

Slika 1. Slika 2. Slika 3.

V vseh treh primerih se eksponent števila r ujema z dimenzijo objekta.
V splošnem se ena čba glasi N r O = 1. Iz nje izra čunamo z logaritmiran

jem eksponent O in ga imenujemo dimenzija ali razsežnost sebi podobnega
objekta .

log N rO = log 1

log N + O log r = O

O log r = - log N

O = _log N
log r

0= log N
log( r- 1 )

Pri nekaterih objektih se zgodi , da tako i z raču n a n a dimenzija O ni celo število.
Tak objekt imenujemo fraktal.

Sedaj pa poskusimo izra čunati dimenzijo Kochove krivulje. Vsak kos v
kateremkoli konstrukcijskem koraku Kochove krivulje (glej č l a n e k Poglejmo
fraktale) se razdeli na 4 dele z dolžino ! prejšnjega dela . Zato je dimenzija
O po prejšnji formuli enaka:

0= log4 log4
log(i-)-l = log 3 = 1, 26 .. .
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Dimenzija je necelo število , ki je večje od 1 in manjše od 2. To število pove
marsikaj o lastnostih Kochove krivulje . Krivulja bolj napolni prostor v ravnini
kot enotski interval z dimenzijo 1, vendar pa manj kot ravninski lik z dimen
zijo 2.

Poglejmo še dimenzijo trikotika Sierpinskega. Trikotnikove stranice dol
žine 1 smo razpolovili, jih povezali in srednji trikotnik izrezali . Postopek smo
nadaljevali na ostalih treh trikotn ikih. Na vsakem koraku ima stranica trikot
nika dolžino ~ dolžine prejšnje st ranice trikotn ika in od vsakega trikotnika
ostanejo trije manjši .

D
· oo O log 3 _ log 3 - 8
trn enztj a = 10g(~)-1 - log2 - 1,5 . . .

Dimenzija leži med 1 in 2, kar nam marsikaj pove o lastnostih trikot
nika Sierpinskega. Ker smo začetnemu enakostran i čnemu trikotniku izrezali
mnogo manjših trikotn ikov, je zelo preluknjan . Ta dimenzija je manjša od
dimenzije običajnega trikotnika , ki je enaka 2.

Preprogo Sierpinskega dobimo iz kvadrata s st ranico dolžine 1. Stranice
tretjinimo , jih povežemo in srednji manjši kvadrat izrežemo. Na osmih robnih
manjših kvadratih postopek nadaljujemo. Na vsakem konstrukcijskem koraku
ima stranica kvadrata dolžino ~ dolžine prejšnje stranice kvadrata in od
vsakega kvadrata nam ostane osem manjših .

D· oo O log8
rrnenzjja = -1- = 1,89 . ..

og3

Le primerjamo dimenzijo trikotnika Sierpinskega in preprogo Sierpinske
ga , vidimo, da je trikotik z 0= 1,58 . . . precej bolj preluknjan kot kvadrat z
0=1 ,89 .. .

Vrnimo se še enkrat h Kochovi krivulji in njeni dimenziji . Nekatere
podobnosti s Kochovo krivuljo najdemo na zemljevidih , če opazujemo morske
obale . S pomočjo fraktalov lahko dobro ocenimo dimenzijo morskih oba l.
Ocene mnogo povedo o razgibanosti obale .

Kot zanimivost bomo navedli dimenzijo Brownovih morskih obal in
pokrajin. Brownove funkcije so nastale z računalniško simulacijo in so do
bri modeli za morske obale in pokrajine .

Slika 4 prikazuje obalo z dimenzijo O = 1, 3, ki je precej realna in
spominja na Afriko ali Ju žno Ameriko .
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Slika 4. Model oba le dimenzije 0= 1, 300.

Le dimenz ija O narašča k vrednosti ~ , dobimo nekaj podobnega sliki 5.
Obala je precej razgibana, kljub temu lahko vatlasu najde mo podobnosti .

., ... -
~

. ,.
;'" ,... ......

~ •.,1/':
~

).~

~.

-...
... ,.'-

oo

Slika 5. Mod el obale dim enzij e O :::; ~ .

Dimenzija O lahko narašča k vrednosti 2 in slika 6 ustreza tej dimenzij i.
Zemljevid je precej kompliciran, spominja na Finsko.
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Slika 6 . Model obale z dimenzijo O blizu 2.

Na zadnji sliki 7 je primer Brownovega reliefa dimenzije O = 2,1 , ki je
model pokrajine. Dimenzija zelo razgibane pokraj ine se približuje vrednosti 3.

Slika 7 . Model pokraj ine .

Leila Marek-Crnjac



15. MEDNARODNO MATEMATiČNOTEKMOVANJE
MEST - POMLADANSKI KROG

Minile so zimske počitnice in 32 srednješolcev se je 8. marca zbralo na
pomladanskem krogu tekmovanja mest . Kot običajno so se dijaki prvih in
drugih letnikov spoprijeli z nalogami za prvo skupino , ostali pa z nalogami za
drugo skupino. V prvem delu so reševali naslednje naloge:

Prva skupina

1. Konstruiraj konveksni štirikotnik , če poznaš dolžine stranic in dolžino
zveznice središč diagonal.

2. Letne šole se udeležuje 60 učencev. Med poljubnimi desetimi so vsaj
trije , ki stanujejo v istem bloku . Dokaži, da vsaj 15 učencev stanuje v
istem bloku .

3. Naj bo O točka v notranjosti konveksnega večkotnika AlA2 . . . An, da
velja

<x: OAl A n:::; <x: OAl A2,

<x: OA2Al :::; <x: OA2A3 ,

<x: OA n- l A n-2:::; <x: OA n- l A n,

<x: OA nA n_ 1 :::; <x: OA nA l
in so vsi ti koti ostri. Dokaži , da je O sred išče večkotniku včrtane

krožnice.
4. Deset kovancev postavimo na krožnico , da se vsak dotika obeh sosednjih

in da imajo vsi vidno številko. Dovoljeni sta naslednji potezi :
• obrnemo štiri zaporedne kovance ;
• obrnemo štiri kovance , ki so postavljeni kot x x 0 x x (kovance ,

označene z x , obrnemo , kovanec ~) pa pust imo) .
Ali je mogoče po končnem številu potez doseči, da noben kovanec nima
vidne številke?

Druga skupina

1. Krožnici včrtamo trikotnik ABe. Naj bo točka Al diametraino nasproti
A, Aa središče stranice BC in A2 simetrična točka k Al glede na Aa .
Analogno konstruiramo točki B2 in C2. Dokaži , da točke A2, B2 in C2
sovpadajo.
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2. Zaporedje pozit ivnih celih števil al, a2 , ... je tako, da ima kvadratna
enačba an+2X2 + an+l X + an = O za vsak n = 1,2, . .. realen koren.
Ali ima lahko to zaporedje :
(a) 10 členov ,

(b) neskončno mnogo členov?

3. Lokolada ima pet zarez po dolžini in osem po širini, tako da jo lahko
razdelimo na pasove (oziroma na skupaj 9 ·6 =54 kvadratkov) . Igralca
igrata naslednjo igro: igralec na potezi odlomi pas širine enega kvadrat ka
vzdolž ene zareze in ga poje, nato za njim enako napravi drugi igralec s
preostankom čokolade.. . (Igralca se izmenjujeta v potezah.) Ko eden od
igralcev razlomi pas širine dveh kvadratkov na dva pasova širine enega
kvadratka, pojesta vsak po en pas . Dokaži , da lahko igralec, ki igro
začne, igra tako, da poje vsaj 6 kvadratkov več kot njegov soigralec (ne
glede na to, kako soigralec igra).

4. Isto kot 4. naloga za prvo skupi no.

5e zadnjič v tem šolskem letu so se tekmovalci zbrali 10. marca, ko so
reševali naloge v drugem delu tekmovanja . Tudi tokrat objavljamo le po dve
nalogi za vsako skupino.

Prva skupina

1. Krožn ici se sekata v točkah A in B . Tangenti na krožnici skozi Asekata
krožnici v točkah M in N. Premici skozi B in M ter B in N sekata
krožnici v točkah P oziroma Q . Dokaži: MP = NQ.

2. Vsak od 450 članov parlamenta je oklofutal natanko enega od sop ar
lamentarcev . Dokaži, da lahko izberejo l 5 0- č l a n s ko komisijo, v kateri
nihče ni oklofutal nobenega od članov komisije.

Druga skupina

1. Poišči največje celo število M, katerega zadnja števka ni ni čla (v de
set iškem zapisu) , tako da celo število , ki ga dobimo, če v M zbrišemo
eno od njegovih števk (vendar ne prve) , deli M.

2. Dan je konveksn i štirikotnik A BC O. Po dve nasproti ležeči stranici
poda ljšamo, da se sekata : AB in CD v točki P, BC in AD v točki Q .
Naj bo K presečišče simetral zunanjih kotov šti rikotnika pri A in C, L
presečišče simetral zunanjih kotov pri B in O ter M prese čišče simetral
zunanjih kotov pri P in Q (simetrala zunanjega kota pri X je premica ,
ki gre skozi X in je pravokotna na simetralo notranjega kota pri X).
Dokaži, da ležijo točke K, L in M na isti premici .

I
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Po tekmova nju pošlje tekmovalna kom isija najboljše izdelke v pregled

glavnim organizatorjem v Moskvo . Tako so Boj a n GORNIK , Ma rko KRAJNC
in Mitja MAS TNAK prejeli diplome za uspešno reševanje na log na 14 . med

narodnem matematičnem tekmovanju mest .

Matjaž Že ljko

PRI NASTAJANJU PRESEKA POMAGAJO S PROGRAMSKO
OPREMO PODJETJA :

MARANO . MARMIS IN SKUPINA ATLANTIS.

MameII , G. R.: STEVllSKE KRiŽAN KE, prevod D. Felda,
M . Željko, Komisija za popularizacijo matematike v srednji
šoli, Društvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
ljubljana 1994, 126 str.

Knjižica je izšla konec aprila in prinaša petdeset ce lostranskih številsk ih

križank ; vsaka vsebuje po petdeset , šestdeset gese l.
Eno od križank smo objavili v peti številki lanskega letn ika P reseka . Tisti,

ki ste jo reševali , torej poznate trdost orehov , ki jih je v tej knjigi treba streti.
Križanke so predstavljene z za križa nke običajno mrežo , njihova poseb

nost je, da so odgovori š t evila . Za reševanje ne potrebujete kakega poseb
nega matematičnega znanja . 510 bo z nekaj aritmet ike in predvsem logike ,

saj mnoga gesla sama po sebi ne določajo rešitve natanko, am pak dopuščajo

več možnosti , in šele v povezavi z drugim i gesli po več ali manj korakih lahko
ugotovimo , katera je prava .

Dela in zabave prinaša knjiž ica torej za vse po čitni ce . Posebej im enit no

je, da ne potrebujete za reševanje ne leksikonov ne p riročn ikov , na morje ali

k stari mami vzamete le knjižico in svojo pamet. Za najhuj šo silo je v knjižici
ce lo slovarček izrazov , uporabljen ih v križankah (vsega le 17) , in tabeli ce
potrebn ih kvadratov , kubov, četrt ih poten c in praštevil.

Knjižica je lahko imenitno darilo za domače in prijatelje vseh starosti,
da le imajo v sebi ugankarsko žilico: lahko tudi prijazna nagrada učencem za
šolski uspeh .

Dobite jo pri Komisiji za tisk DMFAS , Ljubljana, Jadranska 19 . Društve

na cena in cena za šo le je slabega pol t isočaka . Petdeset križank po deset
tolarjev - pa vsaka za ves dan !

Marija Vencelj
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o ZAČETNIH ŠTEVKAH V NIZIH ŠTEVil

Vzemite v roke telefonski imenik in upoštevajte prvih tisoč naročn ikov, pri
kate rih je v naslovu navedena hišna številka . Tako dobite na primer na prvih
šestih straneh in delu prvega stolpca na naslednji na začetku imenika za
Lj ubljano (od st rani 5 do prvega stolpca na strani 11) tisoč hišnih številk , to
je števil. Koliko od njih se začenja s št evko (cifro) 1? Koliko se j ih začenja z
2 in tako po vrst i s 3, 4 , 5, 6,7, 8, 9? Pri tem se ne oziramo na to , ali ima
število eno , dve ali tri mesta , ampak se zanimamo samo za prvo števko. Ali
je vsaka od devetih števk na prvem mestu zastopana približno enako krat , to
je 1000/9 = l l l-krat? Ne, nikakor ne, kakor kažeta preglednica in diagram
(slika 1).

1
325

0,325

0,301

2
189

0,189

0,176

3
121

0,121

0,125

4
88

0,088

0,097

5
79

0,079

0,079

6
64

0,064

0,067

7
54

0,054

0,058

8
38

0,038

0,051

9
42

0,042

0,046

V prvi vrstici so navedene števke in v drugi pogostnost, s katero se
pojavljajo na prvem mestu . Tretja vrstica vsebuje relativno pogostnost ali
delež, ki ga dobimo, ko pogostnost delimo s celotnim številom. V našem
primeru je to 1000, tako da deleža ni težko izračunati.

0,3

0,2

0,1

~-_ ._ --
~

o
2 3 4 5 6 7 8 9

Slika 1. Delež hišnih številk, ki se začenjajo s števkami od 1 do 9 , za prvih tisoč telefonskih
naročnikov v Ljubljani (sklenjene črte) in napovedi Benfordovega zakona (črtkane črte).
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Največkrat je na prvem mestu števka 1, sled ijo j i po vrsti 2, 3 in tako

dalje . Devetica j e v na šem primeru na prvem m estu sicer pogosteje kot
osmica , a to je posled ica razmeroma majhnega celotnega števila . Opazimo

namreč, kak o se postopno ka že urej e nost , ko upoštevamo več in več š t evil

(s lika 2) .

0,3

0,2

O,,

° 4 5 6 7

323

728

8 9

Slika 2 . Delež hišnih šte vilk, ki se začenjajo s števka mi od 1 do 9, za prvih 32 3 (pr ve t ri
strani ) telefonskih naročn i kov v Ljubljani (s klenje ne č rte) in za prvih 72 8 (prvih pet str a ni)
telefonsk ih naročn ikov (črt kane črte ). Pri manjšem št evilu zaje tih št evil so od stopanja
večja.

Ugotovitev , o kateri poročarno im a zanimivo zgodovino . Simon New

comb (1835 do 1909), profesor matematike in as t ronom ije , j e vel iko dela
vložil v izdelavo novih in natančnejših tabli c za gibanje planetov in Lune . Pri
svojem r a ču n a nj u je opazil , kot že drugi pred njim, da so knj ige zloga ritmi
bolj zdelane na začetku . Za logaritme ni mogoče reči , da so j ih bralci za če l i

brati , pa nad njim obupali kakor nad slabim romanom . Zato je Newcomb leta
1881 pojav poskušal okvirno pojasniti .

Temelj iteje se je ukvarjal z vprašanjem fiz ik Frank Benford pri ameri ški
družbi General Electric . Leta 19 38 je objavil članek z naslovom Zakon ano

ma/nih števil. Po Benfordovem zakonu se delež števi l, ki se začenjajo s števko

n , z naraščajočim številom .preiskanih podatkov bliža

n+ 1
Pn = log- - , n = 1, 2, . . . , 9.

n

Po tej enačbi i z raču n a n e deleže navaja zadnja vrstica preglednice.
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Benford je raziskal prve števke v dvajsetih nizih podatkov, med njirru

površine porečje 335 rek, relativne atomske mase tisoč kemijskih spojin ,
hišne številke 342 znamenitih Američanov. V celoti je obdelal več kot 20
tisoč podatkov. V njih se je enica pojavila z največjim deležem 0,306, . ..
devetica pa z najmanjšim deležem 0,047, kar se dobro ujema z zakonom.
Od posami čnih nizov so se nekateri zakonu bolje prilegali, drugi slabše. Med
zadnjimi so bili na primer kvadratni koreni naravnih števi l. Mednje sodijo tudi
telefonske številke iz našega telefonskega imenika , saj se ljubljanske številke
sploh ne za čenjajo s 6, 7, 8, 9. Benford j e sodil. da velja njegov zakon za
števila , ki jih dobimo pri merjenju kake količine, na primer določene snovne
lastnosti za različne snovi , če izida ne moremo napovedati . Zato je govorilo
anoma/nih števi/ih.

V fiziki poznamo več podobnih zakonov . Logaritem razmerja med
vpadnim svetlobnim tokom in tokom , ki ga prepu šča plast enakomerno ab
sorbirajo če snovi, je sorazmeren z debelino plasti . Logaritem razmerja zače

tnega števila atomskih jeder in števila atomskih jeder, ki preostane pri radioak 
tivnem razpadanju po določenem času , je sorazmeren s časom. V fiziologiji
velja za odziv čutil Weber-Fechnerjev zakon, po katerem je odziv sorazmeren
zlogaritmom dražljaja, na primer izdat nost občutka zvoka , to je glasnost, je
sorazmerna z logaritmom jakosti zvoka . Navadno mislimo na inverzno odvis
nost in govorimo o eksponentnem zakonu . Tak zakon velja tud i v biologiji za
število bitij določene vrste pri neomejeni rasti .

Leta 1991 sta J .Burke in E.Kincanon preskusi la Benfordov zakon na os
novnih fizikalnih konstantah in poročala o tem v American Journal of Physics .
Izbrala sta dvajset konstant od atomske enote mase preko Avogadrovega
števila do mase protona in hitrosti svetlobe. Za tako maloštevilen niz ne
pričakujemo dobrega ujernanja z zakonom. Zares ni konstante, ki bi se začela

s 4 ali 7, a začuda se jih z 1 začenja 8, z 9 pa samo 2. Skoraj vse konstante
imajo enoto, kar pomeni , da je njihovo mersko število odvisno od uporabljenih
osnovnih enot. Običajno jih navedemo v mednarodnem sistemu enot , a Burke
in Kincanon sta jih za primerjavo navedla tudi z angleškimi osnovnimi enotami
in nista dobila nič slabšega ujemanja .

Zares pričakujemo , da ugotovljena lastnost obsežnega niza podatkov ni
odvisna od izbire enote, če gre za izide merjenja kake fizikalne kol ičine. Hitro
uvidimo , da Benfordov zakon obvelja, če pomnožimo vsa števila danega niza
z izbranim številom . To je napeljalo nekatere na misel, da je zakon povezan
s kaosom in fraktali , za katere vemo , da so samopodobni in neob čutljivi na
merilo .
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Leta 1993 so B.Buck, A.C.Merchant in S .M .Perez v European Journal

of Physics poročali o svojem delu z razpolovnimi časi atomskih jeder , ki

razpadajo z radioaktivnim razpadom Q . Pri takem razpadu izstreli jedro

delec Q , to je jedro helijevega atoma , in se spremeni v jedro elementa ,

ki pride v periodni preglednici na vrsto dve mesti prej . Vrazpolovnem

času razpade polovica začetnega števila jeder. Razpolovni časi segajo od

majhnih delov sekunde do milijard let. Trije fiziki so raziskovali podrobnosti

radioaktivnega razpada in poskušali pojasniti izmerjene razpolovne čase s

teorijo . Porazdelitev podatkov po prvih številkah je bil samo stranski proizvod

tega raziskovanja . Ugotovili so, da so se izmerjeni razpolovni časi za 477

jeder dobro prilegali Benfordovemu zakonu : delež 1 je bil 0,296, . . . delež 9

pa 0 ,052. Podobno so ugotovili za te razpolovne čase, ki jih napove teorija:

delež 1 je bil 0,310, .. . delež 9 pa 0 ,044. Pri nizu , ki vsebuje le 477 podatkov,

moramo biti pripravljeni tudi na nekaj odstopanja .

Doslej smo poročali o tem, kaj ugotovimo, če se zanimamo za začetne

števke v nizih števil. Ali je ugotovitev mogoče pojasniti? Mnenja o tem niso

enotna .

S .Newcomb je izhajal iz dejstva , da lahko vsako pozitivno število a

. zapišemo v obliki lOs z realnim številom s = loga , če mislimo na logaritme

z osnovo 10. Tisti, ki so še računali z logaritmi , se spominjajo, da celi del

s določa lego decimaine vejice v številu a , število samo, ne glede na vejico,

in s tem tudi njegovo prvo števko , pa določa del s za vejico . Newcombu se

je zdelo samo ob sebi umljivo , da je neceli del s enakomerno porazdeljen na

intervalu [0,1). Tako bi že on lahko odkril Benfordov zakon .

Tudi Benford je mislil , da gre za zakon narave , ki ga ni treba podrobno

pojasnjevati. Po njegovem mnenju "narava šteje" na primer takole 1, 1 ·2

= 2, 2·2 = 4 , 4·2 = 8 , 8·2 = 16 , . . . V tem primeru so deleži števil , ki se

začenjajo s posamičnimi števkami , sorazmerni z dolžino , ki ustreza tej števki

na logaritmičnem računalu (slika 3) . Pred tremi desetletj i so z njimi računali

študenti , dokler jih niso izpodrinila žepna računala .

Leta 1944 sta fizika S .A .Goudsmit in W .H .Furry ugovarjala , da gre

zgolj za posledico našega pisanja števil. To sta W.H .Furry in matematik

H.Hurwitz poskusila naslednje leto v isti reviji dodatno utemeljiti . Namesto

Benfordovega zakona bi dobili Pn = ]ogA[(n + 1)/ nj, n < A, če bi pisali
števila v številskem sistemu z osnovo A , ne v desetiškem. Pri tem pomeni

logA logaritem z osnovo A.
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Slika 3 . Na logaritrničnern računalu ustrezajo dolžine deležem začetnih številk ; delež
podatkov z 2 na prvem mestu in delež podatkov z 1 na prvem mestu sta v enakem razmerju
kot daljica med 3 in 2 in daljica med 2 in 1 na skali C ali D.

B.J.Flehingerjeva je leta 1966 v reviji American Mathematical Monthly
izhajala od deleža števke n na prvem mestu v nizu naravnih števil n < N .
Delež števke 1 se na primer spreminja zN , povprečje, povprečje povprečja . . .
se za N -+ oo bližajo log2. V isti reviji je leta 1969 R.A.Raimi raziskal pogoje,
pri katerih dobimo Benfordov zakon , in je pri tem vključil neodvisnost od
merila . Razprava , ki smo jo nakazali, je zahtevna . Zato se je najbolje omejiti
na to, da ugotavljamo, kako dobro velja za določen niz podatkov Benfordov
"zakon" , in se ne ukvarjati s težavami .

Janez Strnad

NAGRADNA NALOGA - MAGiČNI ŠESTKOTNIK - Rešitev
s str. 193

Na desni vidimo magični šestkotnik,
katerega iskanje je zaposlovalo Clif
forda Adamsa več kot pol stoletja.
Našim reševalcem je šlo delo hitreje
od rok. Resnici na ljubo povejmo,
da smo, računajoč na računalnikar

je, pričakovali bogatejšo bero . Ven
dar nam je rešitve poslalo vsega se
dem reševalcev . Med njimi je žreb
izbral Draga Bokala iz Srednje vasi
pri Polhovem Gradcu in Andreja Za
larja iz Šentjurja.

Obema smo nagradno knjigo Keitha Devlina Nova zlata doba matema
tike že poslali po pošti . Rešitve so nam poslali še: Matej Mencinger z Raven

I



OC':/-' IC 1\101 L":"L_,I'-'L 111L_''-J
na Koroškem , Andrej Ja ko b č i č in Uroš Jovanov i č iz Novega mesta , Matjaž
Košak iz Dolenjega Maharovca pri Šentj ernej u te r Peter Movrin iz Ljubljane.

Drago in oba And reja so tud i priložili programe , s katerimi so nalogo
rešili. Zanim ivo - vsak v svojem jeziku : eden v pas calu , drugi v prologu , tretj i
v programskem jeziku C.

Zadržimo se še nekoliko pri magi čnih šestkotnikih . V Adamsovi zgodbi
smo izvedeli , da je menda magičn i šestkotnik reda 3 edini netri vialni magični

šestkotnik , ki sploh obstaja. Poglejmo, za kaj je to res !
Naj bo n red magičnega šestkotnika , to je število št evil, razvrš čenih ob

eni njegovi st ranic i. Vseh polj v šestko tniku je:

N = 2[n + (n + 1) + ...+ (2n - 2)] + (2n - 1) = 3n2
- 3n + 1

in je torej vsota vseh števil v šestkotn iku enaka :

1
5= 1 + 2 + ...+ N = "2( 3n2

- 3n + 1)(3n2
- 3n + 2) .

Vseh magi čn ih vso t j e 3(2 n - 1) , tol iko kot stran icam vzporednih vrsti c. Ker
nastopa v vsotah vsako število tr ikrat kot seštevanec, je vrednost rnagične

vsote enaka _ _5_. Magična vsota je vsota naravn ih št evil, torej naravno
2n -1

število . Naravno število n mora tedaj izpo lnjevati pogoj :

(3n2 - 3n + 1)(3n2 - 3n + 2)
2(2n-1) E IN.

Ker je števec v zgornjem ulomku kot produkt dveh zaporednih števil sodo
število , 2n - 1 pa je liho št evilo, je ta pogoj ekvivalenten pogoju

16(3n2 - 3n + 1)(3n2 - 3n + 2)
2n -1

[(2 n - 1)(6n - 3) + 1] · [(2n - 1)(6n - 3) + 5]
2n _ 1 E IN,

kar pomeni

5
--E IN.
2n -1

Ta pogoj pa izpolnj ujet a le naravni št evili 1 in 3. Prvo daje trivia ini, drugo
Adamsov magični šestkotnik.

Marija Vencelj
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CASUS IRREDUCIBILlS
Ob 240. obletnici rojstva Jurija Vege

V gričevju, ki spremlja levi breg Save na vijugasti pot i od Ljubljane do
Litije, leži Zagorica . Pred 240 leti , natančneje 23. marca 1754, se je v
Zagorici revnim sta ršem rodil slovenski matematik Jurij Vega . Rojen je bil
v vznemir ljivih časih vladanja Marije Terezije, od ra šča l v obdobju reform
njenega sina Jožefa II., kot častnik avst rijske vojske pa je na bojišču doživljal
začetek konca turškega imperij a v bojih za Beligrad ter posledice francoske
revolucije v števi lnih bitkah zoper Francoze ob Renu, da vojne s Prusi niti ne
omenjamo.

Vegovo matematično delo poznamo predvsem po zbirki logaritmovnikov,
s katerimi je zaslovel po vsem svetu in so jih uporabljali še dolgo po njegovi
smrti . Manj znane, vendar nič manj zanim ive, so njegove znanstvene razprave .
Najpomembnejša je gotovo tista , v kateri je i z r a ču n a l 140 decimalk števila
7r. Z njo je več kot pol stoletja držal "rekord" pri računanju decimalk te
najznamenitejše matematične konstante.

Vega je za svoje delo dobival številna priznanja . Za državo, oziroma
cesarja, je bil najpomembnejši njegov dosežek na področju balistike, ko je
konstruiral izvrsten možnar . Leta 1800, le dve leti pred smrtjo, je bil povzdig
njen v barona . Jurij Vega je bil eden redkih Slovencev , ki se je dokopal do
družinskega grba . Prav gotovo pa je bil edini, ki si je grb zaslužil s svojim
delom in ga ni pridobil zaradi bogastva in moči : na grbu je naslikana prižgana
bomba (slika 1).

Vega si je po končanem šolanju v Ljubljani, kjer sta bila zLinhartom
sošolca , v resnici služil kruh tako kot večina matematikov vseh časov : s
poučevanjem. Učil je na to pniški šoli na Dunaju . Svoja predavanja je izdal v
obliki učbenika Vorlesungen iiber die Mathematik (Predavanja o matematiki) .
S tem se je postavil na čelo vrsti izvrstnih slovenskih piscev matematičnih

učbenikov . Dokler smo bili Slovenci še vključeni v Avstro-Ogrsko, je bilo
razumljivo , da so učbenike Vega , Močnika, Hočevarja in Zupančiča tiskali v
nemščini in prevajali v druge jezike . Kasneje je tudi Plemelj izdal monografijo
v angleščini, vendar je postalo jasno, da je iz male države mnogo teže prodreti
na svetovni trg . Tako smo pravzaprav v paradoksalnem položaju . Slovenski
matematiki dandanes mnogo laže izdajamo v tujini svoje znanstvene spise
kakor pa učbenike.
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Slika 1. Vegov grb

Vsakomur mora biti jasno, da so učbeniki izpred dvesto let zastareli .
Kljub temu pa je vredno pogledati, kaj je Vega pisal v svojih Vorlesungen ilber
die Mathematik. Naša matematična nrav nam narekuje, da se spomnimo tega
velikana na način, ki matematikom najbolje pristoji. Poskusimo podoživeti
nekaj razmislekov, ki jih je Vega prelil na strani svojega učbenika.

Oglejmo si dodatek druge knjige, ki nosi naslov: Analytische Darstellung
der Sinus fiir jeden dritten Grad von O bis 900

(Analitična predstavitev sinusa
za vsako tretjo stopinjo od O° do 900

) . Gre za razpredelnico vrednosti sin o ,

za kote o = 00
, 3

0,6 0
, . . . ,90 0 (tabela 1) .

Matematik pa si ob tej razpredelnici nehote zastavi več vprašanj . Neka
tera med njimi utegnejo zanimati tudi bralce Preseka:

• Zakaj so sinusi privilegirani? Zakaj ni še razpredelnic za tangense in
kotangense?

• Zakaj niso koreni v raz predelnici izračunani, ampak so puščeni v "anali-
tični obliki"?

• Zakaj je korak v razpredelnici ravno 30 in ne morda 10
, 20,40 ali 50?

• Kako si lahko sami izračunamo takšno razpredelnico, če bi jo potrebovali?
• Ali je razpredelnica v dobi računalnikov zastarela, odveč?

Preden odgovorimo na zastav ljena vprašanja, le bežno ponovimo defini
cije trigonometrijskih funkcij (sin us, kosinus, tangens, kotangens, sekans in
kosekans) za ostre kote, torej za kote v pravokotnem trikotniku .
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Za prav okotni trikotnik s katetama a , b , hipotenuzo c , kotom o nasproti
a in kotom 90 0 - o nasproti b definiramo:

I
. a

Sin o := - ,
c
b

coso '= . c '

a
ta n 0'= -. b '

b
co t 0 := - ,

a

c
sec o := - ;

a
c

csco := b'

Vse trigonometrijske funkcije je mogoče izraziti samo s sinusom:

cos ce = )1- sin 2 0= sin(900 - o) ,
sin o 1

t an o = - - , cot o = --,
cos o tan o

1 1
seco = - - , csco = -.- - .

cos o Sin o

Zato je razumljivo, da lahko vrednosti drugih tr igonometr ijskih funkcij
iz ra čunamo s seštevanj em , odštevanjem , množenjem in deljenjem iz vrednosti
sinusov . S t em smo odgovorili na prvo vprašanje .

No , natančnejši pogled na razpredelnico poka že , da je uporabniku pre
g lednic e Vega pripravil vse potrebno za r a ču n a nj e sinusov. Na začetku stoj ijo
naslednje ira cion alne konstante: -

1,414213562373

1,732050807569

2 ,236067977500

2 ,689994047856

Njegove konstante se potem nadaljujejo z

Vse te pa je mogoče izračunati iz osnovnih štirih konstant s celimi števili in z
elementarn im i računskimi o perac ijami .

Odgovor na drugo vprašanje je skoraj očiten . Vega je spregled nico
omogočil , da si sami izra čunamo t a belirane sinuse s poljubno natančnostjo.

Za vse prakti čne račune seveda zadoščajo konstan te , i z raču n a n e na 12 de ci
maln ih mest .

Zakaj si je Vega izbra l ravno korak 30 pri svoji razpredelni ci? Ali gr e za
sl učaj? Kako to , da je mogoče izrazi ti sinuse vseh teh kotov skoreni?
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sin3° =cos8?" =H-v1- vf + '.11 + Jff + VS+ J5 - V1S+3J5]

sin 6° =cos84° = H - 1 - J5 + V 30 - 6 vs)
sin 9° =cos 81° = 1- [vf + '.11-~]
sin 12° =cos78° =t [ .J3 - ViS + V lO + 2 J5]

sin 15° = cos 7So =~ (v1 - Vf)

sin18° =cos72° = 1- (-1 + J5)

sin 21° =cos69' =H - v1 + vf + '.11 - Jff + VIS - 3 J5 + V S - J5]

sin 24° =cos66° = H .J3 + ViS - VlO - 2 J5]

sin 2?" =cos63° = 1- [Vf - A + VS + J5]

sin 30' =cos 60° = ~

sin 33° =cosS?" =H-v1 - vf + '.11 + Jff - VS + J5 + VIS + 3 J5]

sin36' =cosS4' =1-[ VlO - 2 J5]

sin39' =cosS1° =H v1 + vf + '.11 + Jff - VIS - 3 J5 + VS - J5]

sin 42° =cos 48° = HI -J5 + V 30 + 6 vs)
sin 45° =cos4So = vf
sin48° =cos42° =H-.J3+ ViS + V10+2J5]
sin 51° =cos39° =H v1- vf - A + Jff + VIS - 3J5 + VS - J5]

sin 54° =cos36° =1- (1 + J5)

sin S?" =cos33° = t [A - vf + A - Jff + VS+ J5 + V1S+3J5]

sin 60° =cos 30° = ~.j3

sin 63° =cos2?" = 1-[-Vf + '.11 + v'5+75]
sin 66° =cos 24° =H1 + J5 + V30 - 6 VS]
sin 69° =cos21° =H v1 + vf + '.11 + Jff + VIS - 3 J5 - VS - VS]
sin72° =cos18° =1- (V10+2J5)
sin 75° =cos 15° = ~ ( A + Vf)

sin 78° =cos 12° = H -1 + VS + Vr-30-+-6-J5-S]'

sin81° =cos9° =1-[ vf + '.11 +~]

sin 84° =cos6° =t [.j3 + ViS + VlO - 2 VS]
sin8?" =cos3° =H-A + vf - VII + Jff + VS + J5 + VIS + 3 VS]

Tabe la 1. Vegova razpredelnica sinusov. Vrstni red členov v izrazih je nekoliko spremenjen .
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Ponovimo Vegov razmislek. Upoštevati moramo zvezi:

sin( cx + (3) = sin cx cos {3 + cos cx sin (3

sin(cx - (3) = sin cx cos{3 - cos o sin{3,

ki ju spoznamo v srednji šoli pri pouku trigonometrije .
Od tod zlahka izpeljemo obrazce za sinuse dvojnih , trojnih in petkratnih

kotov :

sin 2cx = 2 sin cx cos cx , sin 3cx = 3 sin cx - 4 sin3 cx,

sin 5cx = 5 sin cx - 20 sin3 cx + 16 sin5 cx .

Uporabili bomo še zvezi

. cx \1' \/'sin - = - 1 + sin cx - - 1 - sin cx
2 2 2

cos o = )1- sin2 cx

ter znano dejstvo , da sinus narašča , ko kot narašča od O° do 90° . Iz izrojenega
trikotnika dobimo:

sin 0° = O, sin 90° = 1 .

Le znamo izračunati sin 3° , lahko z obrazcem za sinus vsote načeloma

izračunamo sinuse vseh manjkajočih kotov. Izpeljava lahko poteka takole: .
Ker je 30° tretjina 90°, označimo x = sin 30° in iz zveze za sinus trojnega

kota

dobimo enačbo

1 = 3x - 4x 3
,

ki ima rešitve Xl = - 1, x2 ,3 = ~ . Ker je O < x = sin 30° < 1, mora biti
sin 30° = ~ . Isti trik lahko uporabimo pri r a ču n a nj u y = sin 18° . Razlika
je le v tem , da izberemo obrazec za sinus petkratnega kota . Rešiti moramo
enačbo

1 = 5y - 20y3 + 16y5 .
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Koren YI = 1 uganemo, potem pa dobimo enačbo 4. stopnje 16y4 +
+ 16y 3 - 4y 2 - 4y + 1 = 0, ki je kvadrat kvadratne enačbe

(4y2+2y-1)2=0 .

Le-ta ima dve dvojni rešitvi : Y2,3 = -!( J5+ 1), Y4,5 = !(J5- 1) . Ker

iščemo sin 18° na intervalu (O , !), ustreza temu pogoju le ena dvojna rešitev .

Tako imamo

sin 18° = ~(J5 -1) .

Iz obrazca za sinuse polovičnih kotov dobimo

sin 15° = sin 3~0 = ~V1 + sin 30° - ~V1- sin 30° =~A-~/f
Le uporabimo še obrazec za sinus razlike kotov za kota a = 18° in

(3 = 15° , dobimo

sin 3° = sin(18° - 15°) = sin 18° cos 15° - cos 18° sin 15°.

Pri tem dobimo manjkajoče vrednosti za kosin use iz obrazca

cosa = V1-sin2a .

Tako imamo

ln

Končni rezultat je torej

Obliko je izbral računalniški sistem Mathematica. Z računalnikom smo
preverili (bralec pa naj se o tem prepriča brez računalnika) , da je vrednost
enaka tisti , ki jo je zapisal Jurij Vega:
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Ko smo z Mathematico preračunavali sinuse , smo opazili, da je mogoče

)2 + v3 izraziti s ..fi in V6. Ali lahko ugotovite , kako? Le tega niste storili
že prej, zdaj brez težav pokažete enakost gornjih izrazov za sin 3°.

Računalnikarji pa si ob pogledu na Vegovo razpredelnico zastavimo
naslednje vprašanje: Koliko časa bi porabili, da bi po navodilih iz tabele
izračunali sinuse na n decimalnih mest? Zanima nas torej časovna zahtevnost.
Ob tem moramo upoštevati nekaj predpostavk.

1. Računanje n decimalk iracionalnega kvadratnega korena iz majhnega
celega števila zahteva približno n2 operacij.

2. Računanje n decimalk produkta dveh iracionalnih števil zahteva približno
n2 operacij.

3. Računanje n decimalk kvocienta dveh iracionalnih števil zahteva približno
n2 operacij . Pri tem mora biti deljenec znan na 2n decimalk.

4. Računanje n decimalk vsote dveh iracionalnih števil zahteva približno n

operacIJ.

5. Računanje n decimalk razlike dveh iracionalnih števil zahteva približno
n operacij.

6. Razpolavljanje iracionalnega števila (prvih n decimalk) zahteva približno
n operacij.

Ob teh predpostavkah lahko ugotovimo, da je za računanje razpredelnice
po Vegovi metodi potrebnih 16n 2 + 90n operacij: 16 zahtevnejših in 90
linearnih. Ker je 1j..fi = ..fij2 , bi lahko število konstant, ki jih je potrebno
računanti s kvadratnim algoritmom, zmanjšali na 15. Ni pa jasno, ali ni
mogoče tega števila še zmanjšati . Zato lahko takoj zastavimo naslednje
vprašanje:

Kolikšno je najmanjše število korenov (iracionalnih konstant) , s kate
rimi lahko potem izrazimo vse sinuse samo s seštevanjem , odštevanjem in
razpolavljanjem? (Namesto razpolavljanja bi lahko dopustili tudi deljenje s
celimi števili .)

Zakaj torej Vega ni zapisal obrazca za računanje 4J = sin 1° (in drugih
sinusov)? 4J je rešitev enačb e

a = 3x - 4x3
, kjer je a = sin 3° .
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Postopek za računanje decimalk te konstante so poznali že v petnajstem
stoletju Arabci. Al-Kaši je približke za rešitev dobil takole :

ePa := a ,

ePI := (a + 4eP6)/3 ,

eP2 := (a + 4ePr)/3 ,

in tako naprej . Torej dobimo ePn(n = 1,2 ,3 , ... ) reku rzivno

ePn := (a + 4eP~_1)/3.

E na čba tretje stopnje ima eksaktno rešitev . Poiščemo jo la hko s Car
danovim obrazcem . V konkretnem primeru lahko z Mathematico tudi poišče

mo rešitve enačbe

4x 3 - 3x + sin 3° = O.

Žal se rešitve enačb e izražajo s kom pleksnimi koreni. Kojih poskusimo izraziti
z realn imi operacijami, nam to uspe le tako , da prevede mo račun anje na
trigonometrijo . Privzeti mora mo, da vemo , koliko je sin 10 . To pa je circulus
vitiosus (začarani krog) . V Vegovih ča sih ma tematiki še niso vedeli , da je ta
konkretna ena čba nerešlj iva z rea lnim i koreni. Kasneje so dokazali , da kubi čna

ena čba z raciona lnimi koeficienti , ki ima tri realne rešit ve in ni razcepna v
rac ionalnih številih, nima rešitev, ki bi se jih dalo izraziti z realnimi koreni .
Tak prim er kubične e n a č b e so poimenovali casus irreducibilis (primer , ki se
ne da poenos t avit i) . In prav ena čba za sin 1° je casus irreduci bilis. To pa
ima za Vegovo tabelo glob oke posledice. Jasno je, da noben ega sinusa s
celimi stop injami, ki niso v tabeli , ni mogoče izračunati s kor eni . To po meni,
da je Vega iz ra ču nal vse, kar j e mogoče izraču nati . (No, lahko bi izračunali

sin 1°30 ', vendar nas to ni za nima lo .)
Najlepše se zahvalj uje m kolegu Mark u Pe tkovšku za so delova nje pri

nast anku tega prisp evka.

Tomaž Pisanski

POKLICI - Rešitev s str. 341

Nared imo razpredeln ico , v kateri upoštevamo , da mora nekdo zaslužiti več

kot Tomaž in da je število 3776 deljivo s 16 in ni deljivo s 3 ali s 7.
Odgovor je: Janez je vratar, Tomaž je poskuševalec , Simon je oskrbnik

lešnikovih nasadov, Matej pa direktor .

Neža Mramor-Kosta
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RAZŠIRITEV MORLEYEVEGA IZREKA

Kljub temu, da je trikotnik zelo preprost ravninski lik in da so ga proučevali

že v antiki, je dolgo skrival nekatere lepe lastnosti. Mednje prav gotovo sodi
osupljivo odkritje angleškega matematika Franka Morleya, ki se zdaj po njem
imenuje

Morleyev izrek. Razdelimo notranje kote poljubnega trikotnika ABC
s poltraki na tri enake dele in tri presečišča načrtanih poltrakov označimo s
K, L, M, kot kaže slika 1. Potem je trikotnik KLM enakostraničen.

A (J5iiO~__..L.- .l.-~ B

Slika 1.

Menda je vest o tem odkritju iz leta 1899 hitro obšla matematični svet .
Čeprav do leta 1914 ni bil objavljen noben dokaz Morleyevega izreka, se to
najbrž ni zgodilo zaradi težavnosti dokaza. Izrek namreč lahko potrdimo z
izračunom dolžin stranic (Morleyevega) trikotnika K L M. S spretno uporabo
lastnosti kotnih funkcij dobimo za dolžine vseh treh stranic isti izraz

d = 8rsin ~a sin~,13 sin ~'Y, (1)

v katerem so o , ,13, 'Y velikosti notranjih kotov trikotnika ABC, r pa polmer
njemu očrtane krožnice . Podrobnosti prepustimo bralcu in predstavimo "čisto

geometrijski" dokaz Morleyevega izreka, ki nam bo koristil pri dokazu razširi
tve tega izreka.
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Slika 2.

Dokaz. Točke A,B ,C,K,L in M ter koti o , (3 in 'Y naj imajo enak
pomen kot doslej , sečišče premic B M in CL pa zaznamujmo s P. Na daljici
PB izberimo točko O, na daljici PC pa točko E (slika 2), tako da velja

<r. P K O = <r. PKE = 30° .

Točka K je središče tr ikotniku P BC včrtanega kroga, zato je

<r.KPO = <r.KPE = H180° - (~(3+ h))

in tedaj zaradi a + (3 + 'Y = 180°

<r.KPO = <r.KPE = 30° + ~a .

(2)

(3)

Trikotnika P K O in P K E imata torej ob skupn i stranici paroma skladna
priležna kota , zato sta skladna . Od tod z upoštevanjem enakosti (2) sledi,
da je trikotnik KE O enakostraničen. V nadalj evanju bomo pokazali , da
trikotnika KE O in K L M sovpadata , in s tem sklenili dokaz izreka .
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Prezr calimo K preko C P oziroma preko B P, zrcalni sliki pa označimo

z F oziroma z G. Zaradi

<r.PCF = <r.PCK in <r. PBG = <r. PB K

leži F na AC, G pa na AB. Poleg tega z upoštevanjem enakosti (3) dobimo

<r. CE F = <r. CE K = <r. PK E + <r. K P E = 60° + ~a ,

<r. B DG = <r. B D K = <r. PK D + <r. K P D = 60° + ~a ,

od koder sledi

<r. D EF = <r. GD E = 360° - 60° - 2(60 ° + ~a) = 180° - ~ a .

Ker je poleg tega IEFI = IDEI = IGDI, velja

<r.EDF = <r. D F E = ~(1 80° - <r. D EF) = ~a

in zato

(4)

<r. GD F = <r. GD E - ~a = 180° - o .

Torej je <r. GD F + <r. GA F = 180° , štirikotnik AGDF pa je tedaj tetiven .
Podobno ugotovimo , da je t udi št irikotnik AG EF tetiven , zato točke A. G,
O, E in F ležijo na isti krožnici . S pomočjo izreka o obodnem kotu in enakosti
(4) dobimo

<r. DA E = <r. D F E = ~a = <r. ED F = <r. EA F .

Od tod sledi, da točka E sovpada s točko L , O pa z M . Trikotn ik K L M
torej sovpada s tr ikotn ikom K EO in je enakostraničen , izrek pa dokazan .

Iz notranjosti trikotnika ABC se zdaj ozrimo navzven; ob vsaki njegovi
stranici načrtajmo zunanja kota , s poltra ki ju razde limo na t ri enake dele in
zaznamujmo tri prese či šča po dveh poltrakov ob vsaki stran ici. So t udi v t em
primeru zaznamovane točke oglišča enakostraničnega tr ikot nika? Odgovor na
postavljeno vprašanje je pritrdilen in je del naslednjega , precej bolj presenet
ljivega rezultata .
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Izrek 1. Razdelimo vse notranje in zunanje kote poljubnega trikotnika
ABC s poltraki na tri enake dele in dvanajst presečišč teh poltrakov označimo,

kot kaže slika 3 na zadnji strani ovitka. Poleg tega zaznam uj m o še presečišča

premic K L, L M in M K s poltraki, ki delijo notranje kote trikotnika A BC
na tri enake dele. Potem velja:

(a) Trikotniki KLM , KILIMI , K2L 2M2, K3L3M3 in KIL 2M3 so
enakostranični.

(b) Točke K2, L2, M3 in K3 ležijo na premici PI , kije vzporedna LM ,
točke L3, M3, KI in LI ležijo na premici P2, ki je vzporedna MK , točke

Ml, KI , L2 in M2 pa so na premici P3, ki je vzporedna K L.
(c) Točki R in S ležita na premici PI, točki T in U na premici P2 , točki

V in Z pa na premici P3.

Dokaz. Izjavo (a) bomo dokazali podobno kot Morleyev izrek, zato
bomo nekaj podrobnosti preskočili . Zadostuje ugotoviti, da sta trikotnika
KIL 1 Ml in KIL 2M3 enakostranična . Brez škode za dokaz bomo privzeli,
da je o: < 900

. Sečišče premic BMl in CLI zaznamujmo s PI (slika 4). Na
premici PlB izberi mo točki Dl in O' , na premici PIC pa točki El in E',
tako da velja

«r.«.o, = «r.«,», = 30 0
,

<tPlKlo' = <t Pl Kl E' = 1500
.

(5)

(6)

Točka KIje središče trikotniku PI BC včrtanega kroga , zato lahko izra
čunamo

««.n o, = ««, PI O' = ««.PI El = <tKI PI E' = 300
- ~o: (7)

in ugotovimo , da sta trikotnika KlEl Dl in KI E'O' enakostranična.

Prezrcalimo KI preko CPl oziroma preko BPl , zrcalni sliki pa označimo

z FI oziroma z GI. Podobno kot v dokazu Morleyevega izreka ugotovimo, da
točke A, GI, Dl , El, FI in O' , E' ležijo na isti krožnici in s pomočjo izreka
o obodnem kotu ter enakosti (5) , (6) , (7) pokažemo, da točka El sovpada s
točko LI , Dl z Ml, E' z L2, O' pa z M3 , in s tem sklenemo dokaz trditve
(a).

Za dokaz izjave (b) je zaradi (a) dovolj videti , da sta premici El KI (ali
ElO') in K M vzporedni . Ker velja <r.. P B PI = 120 0 in je po Morleyevem
izreku ter enakosti (7)
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sta premici P K in PI KI vzporedni . Zato sta vzporedni tudi prerruci El KI
(ali ElO') in KM, torej velja (b) .

- ---- --<""--

/
/

/

./

/1 <,

Slika 4.

Trditev (c) bo dokazana , brž ko ugotovimo , da točka R leži na premici
E' O' . Premica E' O' namreč po prejšnjem sovpada spremico L2M3, dokazi
ostalih izjav iz (c) pa so podobni . Vemo že, da je trikotnik L M P enakokrak s
kotom <t LP M =60° + ~a med krakoma . Zato velja <t P M L =60° - ~a in
tedaj <tL R M = <tKLM- <tPML = ~a. Seveda velja tud i <tLS M = ~a,
zato po izreku o obod nem kotu točki R in S ležita na krožnici skozi A, L in
M. Poleg tega sta premici RS in LM vzporedni, torej velja

<tRSL = <tP L M = 60° - ~a,
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izrek o obod nem kotu pa nam da še enakost

<r:.RAL = <r:.RSL =600
- ~Q.

Zdaj lahko izračunamo

<r:. RA O' = <r:. RA L + <r:. LA B + <r:.BAO'

= (60 0
- ~Q) + ~Q + (60 0

- ~Q) 1200

<r:. RB O' = <r:. RBA + <r:. A B O' = ~,l3 + (60 0
- ~,l3) = 600

ter sklepamo od tod , da je štirikotnik RAD' B tetiven . Po izreku o obod nem
kotu dobimo

<r:. A O' R = <r:. A B R = ~,l3 . (8)

Ker točke A. O', El, FI in E' ležijo na isti krožnici in ker je lEl Fll = 1El DII,
s pomočjo izreka o obodnem kotu dobimo najprej

in nato še

<r:. A O' E' = <r:. A Fl E' = <r:. Fl CEl - <r:. Fl E' El = ~,l3 . (9)

Iz enakosti (8) in (9) vidimo , da je <r:. A O' R = <r:. A O' E', zato R leži na
premici E' O' , izrek pa je dokazan .

Poglejmo spet na sliko 3 na zadnji strani ovitka in dopolnimo družino
enakostraničnih trikotnikov , tako da na črtamo premice LIMI , K2 M2, K3L3
in LM , KM , KL. V nastal i družini T je 27 enakostraničnih trikotnikov s
skupno 27 oglišči . Množico teh oglišč zaznamujmo z M . Osemnajst oglišč iz
M smo že srečali v izreku 1, devet pa je novih. Tudi ta ogl išča lahko opišemo
podobno kot prvih osemnajst.

Popolnost družine T oziroma množice M se poka že , če skozi vsako
oglišče trikotnika ABC načrtamo še po dve premici , ki razdelita dopolnilni
kot ob ogli šču na tri enake dele. Spomnimo se, da dopolniln i kot danega kota
skupaj z njim tvori polni kot , in že lahko oblikujemo

Izrek 2. Vsaka točka množice M je presečišče dveh premic iz družine
osemnajstih premic, ki delijo notranje , zunanje in dopolnilne kote trikotnika
ABC na tri enake dele. (Glej sliko 5 na zadnji strani ovitka .)
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Dokaz izreka 2 je podoben dokazu izreka 1, zato ga prepustimo bralcu.
Dolžine st ranic vseh enakostrani čnih trikotnikov družine T lahko izrazimo

s koti o, {3 , "( in polmerom r tr ikotniku A B C očrtan e krožnice. Veljajo
podobne formu le kot (1) . Tako na primer stranica trikotnika KI L2M3 meri

e = 8r sin(60° - j o ) sin(60 ° - ~(3) sin(60° - h) , (10)

stranica največjega enakostran i čnega trikotnika iz družine T pa

f = 8rsin(60 ° + ~ o) sin(60° + j (3) sin(60° + j "(). (11)

Le upoštevamo enakost

4 sin x sin(60 0
- x ) sin(60 0 + x ) = sin 3x

ter formule za dolžine st ranic tri kotnika A B C

a=2rsino , b= 2rsin{3, c= 2rsin"( ,

lahko (1) , (10) in (11) združimo v zanim ivo zvezo def = abe .
Sklenimo prispevek z naslednjo posploš itvijo Morleyevega izreka.

Izrek 3. S krajišč daljice AB načrtajmo enako usmerjena vzporedna
poltraka a , b in razdelimo kota , ki j u oklepa ta z AB, s paroma poltrakov na
tri enake dele. Tudi pas med poltrakoma a in b razdelimo s premicama na
tri enake dele, presečišča razdelilnih poltrakov in premic pa zaznamujmo s K ,
L, M, kot kaže slika 6. Potem je trikotnik K L M enakostraničen, njegova
s tranica pa meri ~IABI sin ~o sin ~{3, kjer sta o in {3 kota , ki ju poltraka a
in boklepata z daljico AB.

Slika 6 .

Izrek 3 lahko dokažem o podobno kot Morleyev izrek, ker pa je z njim še
manj dela , naj ga opravi kar bralec sam.

Boris Lavrič
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