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Biljardi so enostavni dinami¢ni sistemi, kjer lahko opazujemo prehod od popolnoma
urejenega, integrabilnega, do popolnoma neurejenega, kaotinega, ergodi¢nega sistema.
Zaénemo z elipti¢nim biljardom, ki ga s povecevanjem motnje spreminjamo, sledimo raz-
padu invariantnih kroznic v skladu z izrekom K. A. M.

BILLIARDS

Billiards are simple dynamical systems, where we can observe the transition from the
totally ordered, integrable, system to a completely disordered, chaotic, ergodic system.
Starting with the elliptic billiard a perturbation is increasing and we follow the decay of
invariant circles according to the K. A. M. theorem.

1. Geometrija in pravila igre

Biljard je igra na pravokotni mizi, kjer se igralci trudijo z natan¢no od-
merjenimi udarci spraviti raznobarvne krogle v luknje na robu. Obravnavali
bomo Birkhoffov [1] biljard, ki se igra na ravnini R?, kjer lezi enostavna
gladka sklenjena krivulja K, ki ograjuje obmocje D. Obicajno zahtevamo Se
konveksnost obmod&ja. Sem in tja rahlo popustimo in dovolimo tudi nekon-
veksna obmocja, véasih tudi kontno mnogo vogalov, kjer se krivulja zlomi.
Vendar bomo v tem ¢lanku ostali pri strogih zahtevah, torej bo obmocje D
konveksno in krivulja K gladka.

Vsa igra pravzaprav poteka znotraj obmocja, kjer se nahaja en sam sam-
cat delec, ki mu zaradi enostavnosti dodelimo maso m = 1 in enotsko hitrost
v;|v| = 1. Ko delec zadene rob obmodja, krivuljo I, se elasti¢no odbije po
odbojnem zakonu: Odbojni kot je enak vpadnemu.

Gladkost krivulje v vsaki tocki zagotavlja, da vedno imamo tangento
in zgornji predpis lahko deluje. Elasti¢nost odboja pomeni, da ne gre ni¢
energije v izgubo, da je torej 8e naprej |v| = 1, Ceprav se smer hitrosti
spremeni.
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Dogajanje je na videz preprosto: delec se odbije prvi¢, pa drugi¢, sto-
ti¢c. Ne zanima nas toliko Cas, ki ga delec porabi za gibanje, kot njegov
tir. Ker pa je tir med dvema odbojema daljica, tetiva, so edini podatki, ki
bodo vredni pozornosti, vsakokratni odbojni kot a, in tocka odboja T}, na
krivulji . Konveksnost je med zahtevami le zato, da je laZe nedvoumno
izracunati naslednjo toc¢ko odboja. S to¢ko T}, in kotom a,, je namre¢ pre-
mica nosilka natanko dolocena in konveksnost zagotavlja le e en presek s
krivuljo, naslednjo toc¢ko T},+1.

Dogovorimo se za oznake. Najprej postavimo izhodis¢e koordinatnega
sistema znotraj obmocja D in zapiSemo enacbo krivulje v polarni obliki

r=r(p),

kjer merimo kot ¢ v pozitivnem smislu od pozitivnega poltraka osi .
Dolzina celotne krivulje je potem

2
L- / VTt rdg,
0
ustrezni delez te dolzine, relativni lok
©
o) =1 [V rRay,
0

parametrizira krivuljo K na naraven nacin in s € [0,1], pri ¢emer s = 0 in
s = 1 pomenita isto tocko, presek krivulje s pozitivnim poltrakom osi z.

Tocka dotika 7" razdeli tangento na pozitivno poltangento v smeri nara-
SCajoCega ¢ in negativno poltangento. Odbojni kot bomo merili od pozitivne
poltangente do tira odboja, a € (0,7), vendar bomo v nadaljnjem delali s
spremenljivko cosa =p € (—1,1).

Zacetna tocka Tp na krivulji dolo¢i s = s, poznamo Se p = pg = cos ayg.
Naslednji korak je izracun novega presecis¢a v dani smeri (slika 1) in dolo-
Citev novega odbojnega kota

(s1,p1) = F(s0,p0),

kar seveda najveckrat opravi racunalnik, analitien izracun je Ze pri naj-
enostavnejsih krivuljah preprosto neizvedljiv. Preslikavi F' pravimo Poin-
caréjeva preslikava, njeno definicijsko obmocje in hkrati zaloga vrednosti je
pravokotnik

P = [0’ 1] x (_17 1) )

ki ga zaradi ekvivalence (0,p) ~ (1,p) pravzaprav zvijemo v plas¢ valja,
Poincaréjev valj mu recemo, in preslikava F preslikuje valj nase.

V tako postavljeni igri se skriva kar precej zanimivih in tezkih matema-
ticnih problemov. Zgodbo pripovedujemo brez dokazov [3], okrasimo jo s
slikami, napravljenimi s programom [4].
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Tn
Tn+1

Slika 1. Tir delca v biljardu je sestavljen iz zaporednih tetiv. Delec se v tocki T}, odbije
pod kotom «,, v tocko T,+1, v kateri je kot odboja ount1.

2. KroZnica, elipsa in stadion

2.1 KroZnica

Ocitno lahko brez gkode za splo$nost privzamemo enotski polmer in sre-
dis¢e v izhodiscu, skratka polarno enac¢bo r = 1. Vpadni kot a je na kro-
7nici enak polovici kota 3, pod katerim vidimo iz izhodis¢a eno daljico tira:
8= 2a.

Vrtilna koli¢ina delca glede na izbrano izhodiSce je vektorski produkt
krajevnega vektorja delca z njegovo gibalno koli¢ino

F=7xG=T7 x (mv).

Ker ima nag delec maso m = 1, velikost hitrosti |v] = 1, je |I'| enak plos¢ini
paralelograma in zato enak razdalji premice nosilke tira od izhodis¢a. Smer
I' je pravokotna na ravnino biljarda, zato bomo obravnavali vrtilno koli¢ino
kot predznaceno Stevilo p. V tem primeru imamo p = cos a.

Ce je § = gn’l, torej a = T, tir opiSe obod konveksnega n-kotnika in v
tem primeru imamo na Poincaréjevem valju cikel periode n, kakrsenkoli je
7e s = 59 € [0, %)

n—1

1
(s,cos ), (s+5,cosa), N ,COS Q) .

Tudi e je a v racionalnem razmerju z iztegnjenim kotom a = kr k> 1, je
tir sklenjen, zvezdast. Iracionalno razmerje & pomeni nesklenjen tir. IzkaZe
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se, da v tem primeru tir gosto zapolni kolobar med kroznicama rp; = |p| in
T2un = 1. Tir pride poljubno blizu vsake tocke tega kolobarja. Prav tako je
na Poincaréjevem valju gosto zapolnjena ¢rta p = py = konst.

Tak nacin odboja delca opisujemo z imenom ,Sepet na galeriji“, ker je
pojav znan tudi pri prenosu zvoka v gledalis¢u. Galerija je tu omenjeni
kolobar. Notranja kroznica je kavstika, ogrinjaca daljic tira. Vsi odseki tira
se dotikajo kavstike (slika 2).

p
1
p=po=konst
0 0.5 1’
-1

Slika 2. gepet na galeriji, kot ga vidimo v koordinatni ravnini in na Poincaréjevem valju.

V primeru kroZnice opozorimo Se na neko ,posebnost®, ki se sicer zdi
sama po sebi umevna. Namre¢ dejstvo, da je neka funkcija spremenljivk
I(s,p) vzdolz celega tira konstantna. Tokrat je to seveda I(s,p) = p = cos .
Fizikalni pomen te koli¢ine je vrtilna koli¢ina delca glede na sredisée kroznice.

Ker taka invarianta obstaja, pravimo, da je biljard integrabilen. Le pri
redkih oblikah mejne krivulje sre¢amo to lepo lastnost, pravzaprav za zdaj
teorija pozna le Se elipso, ¢eprav ni izklju¢eno, da obstaja Se kaksna oblika
integrabilnega biljarda. Integrabilnost je res izjema.

2.2 Elipsa

Kot smo Ze zgoraj omenili, je tudi elipsa integrabilen biljard. Naj bo
elipsa zapisana v standardni kartezi¢ni obliki

kjer sta a,b polosi, a > b, gorii¢na razdalja e = va? — b2 in numeriéna
ekscentri¢nost € = e/a.

Pokazali bomo, da je produkt vrtilnih koli¢in gibajotega se delca glede
na obe gorisci konstanten, torej invarianta tira. Vrtilna koli¢ina delca glede
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na toc¢ko je le pozitivno ali negativno predznacena razdalja premice nosilke
tira od dane tocke. Produkt je pozitiven, e sta goriici na isti strani premice,
negativen, ¢e seka premica zveznico gorisc.

Oznagimo produkt razdalj I = dids. Goriséi imata koordinate G1(—e,0),
Gs(e,0). Elipso parametriziramo:

& =acost, y=bsint
in odvod — smerni koeficient tangente — je enak

, bcost
y ==

asint

Naj pomeni 7 = tan a, potem dobimo smerni koeficient vpadnega in odbi-
tega tira po formulah:

y -7 oo Yy +T
Wv odb —

kyp = 1y
Formuli za vpadni in odbiti tir se razlikujeta samo v znaku pred 7. Trditev
bomo dokazali tako, da pokaZemo, da je produkt dids neodvisen od izbire
znaka, torej soda funkcija 7.

Oddaljenost (pozitivno ali negativno) tocke (§,7) od premice ax + By +
v = 0 dobimo po formuli d = (a€ + Bn +7)/\/ a2 + 32. Premica gre skozi
tocko To(zo,y0) = To(acost,bsint) s smernim koeficientom k, njena enacba
se glasi y = kx +n, n =y — kxo. Produkt izrazimo:

n2—k262 _n2+62 62
1+k2 14 Ek2

didy =

in nadalje vstavimo

bcost

asint
_ bcost
asint

n =1y — kxg = bsint + acost,

- ab + 27 sintcost

asint — brcost
Kvadriramo in izrac¢unamo

2, o2 a?b? + e*r2sin?tcos?t + e2a?sin?t + e?b?12 cos? t
n® +e° =

(asint — bt cost)?

in Se

(1+72)(b? cos® t + a? sin? t)

1+k%=
+ (asint — br cost)?
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Stevec izraza n? + €2 razcepimo in dobimo

n?+e?  (e?r2cos?t + a?)(e?sin’t 4 b?)

1+ k2 (14 72)(b2 cos? t + a2 sin? t)

Ker je €2 = a? — b?, je drugi faktor v Stevcu ravno enak drugemu faktorju v

imenovalcu, zato
n? + 2 e272 cos? t + a?
1+ k2 1+ 72 ’

in ko odstejemo e?, dobimo

e2r2cos?t+a? —e2 — 272 b? — 27252t
I(T):d1d2: 1+7_2 = 1—|—7’2

in res 7 nastopa samo v kvadratu, I(—7) = I(7).

Opogumljeni z gornjim rezultatom se lotimo e kavstike. Pokazali bomo,
da je kavstika bodisi istogori§¢na elipsa bodisi hiperbola, odvisno od znaka,
invariante I.

Zgoraj smo pokazali, da ima invarianto I premica nosilka tira y = kx+n,
ce velja

2, .2
n“te e2=17.
1+ k2

Ocitno je I > —e?, razen za tir vzdols ordinatne osi, kjer je I = —e2.
Ozna¢imo A% = I +€? > 0. S to oznako potem izrazimo iz zgornjega pogoja

n =41+ A%k2

in lahko zapiSemo enoparametri¢ni druzini premic z dano invarianto

y=kx+ I+ A%k?

oziroma
(y — kx)? =T+ A%k,

Pri danem tiru zadoscajo vse premice nosilke zgornji enachbi.
Po znanem postopku za izra¢un ogrinjade dobimo z odvajanjem po pa-
rametru k:

2(y — kz)(—x) = 24%k
od koder
zyY
k= PR
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Ko to vstavimo v ena¢bo druZine, se enacba ogrinjace glasi:

—yA2 2 . A2w2y2
22 — A2 (z2 — A2)2
2

Uredimo &lene z y?, en faktor x? — A? se pokrajsa, odpravimo ulomke in

dobimo
A2y2 - I(A2 - x2) ’

spet uredimo
2 2

€ Y
el + i 1.
To Ze pove, da imamo opravka s stoznico, elipso pri I > 0, hiperbolo pri
I < 0. V prvem primeru piSemo [ = B kavstika je ehpsa s polosema
=VI+te2in B=+VI,A> - B?=¢2 toreJ ima isti gorisci kot prvotna
ehpsa Ker so njene tangente tetive prvotne elipse, seveda lezi znotraj nje.
PI’l hiperboli pa piSemo I = —B? in hiperbola s polosema A = /I + €% in
= +/—1I ima spet A%+ B? = 62 torej isti gorisci.

Seveda I = 0 predstavlja izrojeni primer, tiri sestavljajo dve druzini
Sopov premic v gorigcih in tudi kavstika se izrodi: namesto elipse dobimo
kar daljico med obema goris¢ema, namesto hiperbole poltraka od goris¢ v
neskoncnost.

To med drugim pomeni, da pri igranju elipti¢nega biljarda nastopi eden
od naslednjih primerov:

1. Sepet na galeriji: Obe gorlsm sta ves ¢as na isti strani premice nosilke
tirov. Sepet se lahko §iri v smeri urnega kazalca ali obratno. Vsi odseki
se dotikajo neke istogoristne elipse — kavstike. Na Poincaréjevem valju
vse tocke lezijo na neki krivulji I(S,p) = dida = konst. V tem primeru
dobimo nekaksno sinusoido, na zgornji strani valja za Sepet v pozitivni
smeri in na spodnji strani za Sepet v negativni smeri (slika 3a).

2. poskakujoca Zoga: Vsi odseki tirov preckajo zveznico goris¢ in se dotikajo
istogoriséne hiperbole, kavstike, ki ima dve veji. Krivulja na Poincaré-
jevem valju je sedaj sestavljena iz dveh sklenjenih krivulj, tudi ,ocesi*
ali ,,otocka“ imenovani (slika 3b).

3. separatrisini tiri: Vsak odsek gre ez eno ali drugo gorisce, krivulja na
Poincaréjevem valju je osmica (slika 3c).

V separatrisnem primeru imamo poseben tir, tekanje delca po veliki osi
elipse. Delec se periodi¢no odbija med levim in desnim temenom elipse, ti
dve stanji sta na Poincaréjevem valju predstavljeni z dvema tockama: (0,0)
in ( ,0). Podobno dobimo v drugem primeru Zogo, ki poskakuje po mali osi
elipse, na Poincaréjevem valju dobimo tocki ( 4,0), ( ,0). Izkaze se, da je
tir delca lahko tudi mnogokotnik. Zato postavimo deﬁmcue
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Slika 3. Trije nacini igranja biljarda na elipsi: (a) Sepet na galeriji, (b) poskakujoca Zoga,
(c) mejni primer med obema, separatrisa.

Definicija. n-ti iterat F™ preslikave F' je kompozitum F o Fo---o F, kjer
se preslikava F' pojavi n-krat.

Definicija. Tocka P je periodicna tocka reda n, e velja F*(P) = P in
FF(P)#£Pza0<k<n.

Definicija. Periodi¢na tocka P reda n je stabilna, ¢e znotraj vsake okolice
U > P obstaja okolica V C U, tako da je za vsak k > 0: FF(V) c U.

Definicija. Periodi¢na tocka P reda n je privlacna, e obstaja okolica U >
P, tako da za vsako totko @ € U velja klim F*¥(Q) = P.
—00

Seveda je vsaka privlatna tocka stabilna, obratno pa ne. In ravno Po-
incaréjeva preslikava F, ki ohranja plos¢ino, ima lahko stabilne periodi¢ne
tocke, ne pa privla¢nih.

Pokazati se da, da je cikel odboja po veliki osi nestabilen in cikel odboja
po mali osi stabilen. Elipti¢ni biljard nima drugih stabilnih ciklov.
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2.3 Stadion Bunimovicha

Stadion, kot si ga je zamislil Bunimovich, je sestavljen iz pravokotnika
stranic a, b in dveh polkrogov premera b, ki sta nalepljena vzdolZz obeh
stranic dolzine b. Robna krivulja K je tako sestavljena iz dveh polkroZnic

b - X : i - .
polmera 3 in dveh nasprotnih stranic pravokotnika dolZine a. Razmerje
¢ je 8e poljuben parameter. Pomembna lastnost biljarda na stadionu je
ergodi¢nost pri vsakem razmerju ¢. Kaj to pomeni?

Slika 4. Stadion: Poincaréjev valj je z verjetnostjo 1 gosto pokrit.

Za poljubno izbrano zacetno stanje (s,p) tocke Poincaréjeve preslikave
(8n,Pn) gosto prekrijejo Poincaréjev valj z verjetnostjo 1. To seveda pomeni,
da ni nobene netrivialne invariante I(s, p), ki bi se ohranila vzdolZ celotnega
tira, biljard ni integrabilen.

Tako kot integrabilni biljardi so tudi ergodi¢ni pravzaprav redki. Vecina
jih je "nekje vmes". Kaj to natantneje pomeni, si ogledamo v naslednjem
poglavju.

3. Izrek K. A. M. in izrek Poincaré-Birkhoff

Pod kratico K. A. M. se skrivajo imena treh matematikov, Kolmogorova,
Arnolda in Moserja, ki so prispevali vsak svoj delez v formulaciji in dokazu
izreka.

V vsej splognosti se izrek nanasa na konservativne hamiltonske sisteme
z N prostostnimi stopnjami. Navedli bomo le zelo skromno varianto za
poseben primer, ki izhaja iz sistema z dvema prostostnima stopnjama.

Definicija. Naj bo F:R? — R? gladka preslikava, ki ohranja kroznice in se
v polarnih koordinatah glasi F(r,¢) = (R, ®):

R=r,
®=¢p+2ma(r); 0<a<l.
Preslikavo F imenujemo strizni zasuk, a(r) pa rotacijsko tevilo.
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Ocitno strizni zasuk ohranja vsako od koncentri¢nih kroznic r = konst.,
le zasuka jo za kot 27ma(r). Zato ohranja tudi plog¢ino. Ce je rotacijsko
Stevilo na nekem radiju r racionalno, a(r) = %, so vse tocke tega radija
periodi¢ne s periodo g, torej negibne za F9. Vse kroznice pa so invariantne
(invariantni torusi v jeziku splosnih hamiltonskih sistemov). Vprasamo se,
kaj se zgodi, ¢e preslikavo F' malce spremenimo, dodamo gladko perturbacijo

F—F; |F-F|<e<]1,

pri tem pa pazimo, da tudi nova preslikava ohranja plos¢ino.

Izrek K. A. M. pravi, da nekatere invariantne kroznice »prezivijo“ per-
turbacijo, ne pa vse. Prezivetje je odvisno od narave rotacijskega stevila na
tej kroznici.

Iz teorije veriznih ulomkov je znano, da ima vsako iracionalno $tevilo o
racionalno aproksimacijo reda 2, tj. obstaja neskonéno ulomkov g z lastno-

stjo 'a— g! < q%.
Racionalnih aproksimacij reda 5/2 pa nimajo vsa iracionalna Stevila.
Natancneje:
Izrek (K. A. M.). Obstaja taka pozitivna funkcija K(e) z 11{1(1) K(e) =0,
£
da velja: Ce je za neka o in € > 0 za vsak okrajsani ulomek f}—’
K(e
o — E' > -—(5—) )
q q2

potem kroZnica z rotacijskim Stevilom o preZivi perturbacijo, t. j. se zvezno
transformira v enostavno sklenjeno F.-invariantno krivuljo C..

Izrek je sicer videti zelo zapleten, v resnici pa izkljuéuje vse racionalne «
skupaj z neko okolico. Pri majhnih perturbacijah prezivi ve¢ina invariantnih
kroznic.

Pri povecevanju ¢ bo seveda takih «, katerih kroznice ,prezivijo“, vedno
manj. IzkaZe se, da najdlje Zivi kroznica z rotacijskim Stevilom zlatega reza
o— 51

Izrek govori o invariantnih kroznicah. Najveckrat je situacija le topologko
ekvivalentna, opravka imamo z invariantnimi sklenjenimi krivuljami, ki pa
so topologko seveda kroznice.

Kroznice z racionalnim o = g razpadejo, hkrati pa Se pas sosednjih
kroznic. Kaj nastane iz njih, pove izrek Poincaréja in Birkhoffa.

Izrek (Poincaré-Birkhoff). Ce pri perturbaciji razpade krozZnica z raci-
onalnim rotacijskim Stevilom o = %, nastane v kolobarju med preZivelimi

kroznicami kq (k € N) stabilnih in kq nestabilnih periodicnih tock reda q, ki
st 1zmenoma sledijo vzdolZ kolobarja (slika 5).
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Slika 5. Poincaré-Birkhoff: po razpadu kroZnic nastanejo cikli periodi¢nih toc¢k razli¢nih
redov. Na sliki smo s pikami oznagdili stabilen cikel periode 3 in z x nestabilen cikel iste
periode.

4. MeSani primeri — sobivanje kaosa in reda

Ogledali si bomo na nekaj slikah, kako nastaja kaos, kako prehajamo od
integrabilnega primera proti ergodi¢nemu.

Zacnemo z elipti¢nim biljardom, zapis je v polarnih koordinatah, eno
gorisce v izhodiscu:

1
r=—-.
1+0,3cosep
Numeri¢na ekscentri¢nost torej znasa 0,3, polosi pa a = 19%0 inb= %.
Dodamo motnjo € sin ¢ kar v polarni zapis robne krivulje biljarda
1 .
re =———F7——+¢€s .
© 140,3cosp tesing

S tem smo spremenili Poincaréjevo preslikavo F', ki pripada elipti¢nemu
biljardu, v novo preslikavo F.

Ze pri majhni motnji € = 0,02, ko s prostim o¢esom skoraj ne zapazimo,
da obmocje ni veé elipti¢no, delec v biljardu to zacuti in na sliki 6 Poin-
caréjevega valja vidimo ,kaoti¢no obmocje* med obema ocesoma. Celo pri
e = 0,01 Ze zaznamo kaoti¢no obmocje, ki je nastalo z razpadom separatrise.

Ko sko¢imo na & = 0,1, je kaoti¢no obmodcje Ze zavzelo precejSen del
Poincaréjevega valja, razlo¢imo tudi otocke okrog periodi¢nih toc¢k najra-
zliénejsih redov.
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Pri e = 0,2 je kaos Ze skoraj povsod, le okrog oces vidimo zdaj periodi¢ne
tocke reda 8. Vrednost ¢ = 0,32 da Ze skoraj sam kaos, le zelo podroben
pogled odkrije, da sta oCesi Se preziveli. Detajl pri ¢ = 0,33 pokaZe razpad
tega ocesa.

e =0,02

e=0,2

€=0,33
detajl

Slika 6. Sobivanje kaosa in reda na Poincaréjevem valju

In vse naprej je kaos . ..
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Fresnel je predlagal model etra, da bi pojasnil merjenja, s katerimi je Arago poskusil
zaznati gibanje Zemlje v etru. V tem modelu je nato izpeljal znane enacbe za odboj in
lom polarizirane svetlobe. Kako je mogel nepopoln mehani¢ni model pripeljati do enacb,
ki obveljajo v Maxwellovi elektrodinamiki? KaZe, da je pomembna sestavina uspe$nega
nepopolnega modela z izidi merjenj skladna kvantitativna napoved, v kateri nekatere
koli¢ine dobijo drugaen pomen.

ON FRESNEL’S ETHER

Fresnel proposed an ether model to explain measurements with which Arago tried to
detect the motion of the Earth with respect to the ether. Within this model he then de-
rived the well known equations for reflection and refraction of polarized light. How could
an incomplete mechanical model lead to equations which remain valid in Maxwell’s elec-
trodynamics? Apparently, an important ingredient of a successful incomplete model is a
quantitative prediction, in agreement with experimental results, in which some quantities
are reinterpreted.

Uvod

Eter so od 17. do 20. stoletja 8iroko uporabljali, Ceprav ,ni dosegel
operacijskega pomena“ [1]. Iz razgibane zgodovine etra omenimo samo naj-
pomembnejSe korake, ¢eprav utegne to zbuditi preve¢ poenostavljen vtis o
razvoju [2]. Anti¢ni pojem je obnovil René Descartes leta 1638 v vrtin¢nem
modelu sveta, v katerem je svetlobo imel za nekakSen tla¢ni val v prozorni
vrsti etra. Pravi lomni zakon je izpeljal po oporecni poti. Privzel je, da
se pri lomu komponenta hitrosti v mejni ravnini ne spremeni, pravokotna
komponenta hitrosti pa se pri prehodu iz praznega prostora v prozorno snov
poveCa. Pierre Fermat se je o tem zapletel v spor z Descartesovimi pri-
vrzenci. Leta 1662 je postavil nacelo, da svetloba med tockama na obeh
straneh meje izbere pot, za katero potrebuje najkrajsi ¢as. Hitrost svetlobe
v praznem prostoru je ve&ja kot v prozorni snovi, saj se svetloba pri prehodu
iz prvega v drugo lomi proti vpadni pravokotnici. Do takega sklepa je pri-
peljalo tudi Huygensovo nacelo. Veckrat beremo, da je Christiaan Huygens
leta 1678 (objavljeno 1690) zasnoval prvo dosledno valovno sliko svetlobe.
Vendar je mislil bolj na potovanje motenj kot na periodi¢no valovanje. Po-
skusi Evangelista Torricellija so ze leta 1643 pokazali, da svetloba, drugace
od zvoka, potuje tudi po praznem prostoru. To je spodbujalo misel, da eter
kot nekaksna zelo rahla snov z nemerljivo majhno gostoto izpolnjuje prazni
prostor.
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Isaac Newton v Optiki leta 1704 ni zastopal izrazitega mnenja o naravi
svetlobe in je dopuscal, da sodelujejo eter in ,etrske pare“ po zgledu vodnih
par v zraku. Njegovi privrzenci pa so stavili na njegovo deléno sliko in za
nekaj Casa zavrli razvoj valovne slike. Zaupanje v valovno sliko je po letu
1800 obnovil Thomas Young, ki je spocetka mislil, da svetloba potuje po
etru, kot zvok potuje po zraku.

Hitrost svetlobe v gibajodem se etru

Leta 1810 je Frangois Arago meril odklon svetlobe zvezd v razmiku pol
leta pri prehodu skozi opti¢no prizmo. V deléni sliki svetlobe je uposteval
moznost, da se hitrost svetlobe spreminja, in pri¢akoval, da je odklon odvisen
od hitrosti svetlobe glede na prizmo. Toda izmerjeni odklon je bil v okviru
doseZene natancnosti za vse zvezde enak [3].

Augustin Fresnel je izid v objavljenem pismu Aragoju pojasnil v valovni
sliki svetlobe [4]. Obravnavajmo posebej hitrost svetlobe v gibajotem se
sredstvu in odklon, ¢eprav je to Fresnel naredil v enem koraku. Po Fresnelu
je gostota etra v sredstvu z lomnim koli¢nikom n enaka p = pon?, ée je po
gostota etra v praznem prostoru. Eter v praznem prostoru miruje, preseZni
eter v sredstvu z gostoto p — pg pa se giblje s hitrostjo v sredstva glede na
mirujodi eter. ,,Teéléée etra“ se giblje s hitrostjo [(p— po) - “v+po- 0]/(p— po+
po) = (1 —1/n?)v, ki jo pristejemo hitrosti svetlobe v mirujodem sredstvu
c/n:

d=c/n+(1—-1/nv. (1)

Izra¢unajmo odklon svetlobe § na prizmi s trikotno osnovno ploskvijo ABD,
lome¢im kotom [ in lomnim koli¢nikom m, ki miruje v etru. Curek sve-
tlobe pada pravokotno na stransko ploskev (slika 1a). Valovna ¢érta AB
je pravokotna na Zzarke. V ¢asu ¢ prepotuje v novo lego DC. Pri tem je
AD = btanf = ct/n in BC = ct. Velja ct = asina in ct/n = asin 3, kar
da lomni zakon v obliki sin a/ sin 8 = n, tako da sledi za drugo valovno &rto
d = DC = bcos a/ cos f3.

V drugem koraku naj se prizma giblje s hitrostjo v glede na eter v smeri
vpadnega curka (slika 1b). V ¢asu ¢ valovanje s hitrostjo ¢/ (1) najprej doseze
tocko D v razdalji btan 3 in nato tocko D’ v katero se v tem ¢asu premakne
tocka prizme D. Iz zveze btan 3 + vt = ¢/t sledi:

btanB3  nbtanp (1+ v)’

t= = —
¢/n—uv/n? c

(2)

nc

. L o=2 =2 =0
¢e upostevamo le ¢lene, linearne v v/c. Izratunajmo AB™ + AD’" — BC"" v
prvem redu v/c:

cos? «
cos? 3
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Slika 1. Lom svetlobe na prizmi, ki miruje v etru (a), in na prizmi, ki se s hitrostjo
v giblje v etru v smeri vpadne svetlobe (b). Pri tem je AD = btan B = ct/n = asinf,
BC =ct =asina, CD =acosa = bcosa/cos 3 =d in DD’ = vt, BC" = ct, AD' = ct
DD’ ni narisano v merilu, ker naj bi veljalo v/c < 1 v linearnem priblizku v/c.
relativisti¢nem primeru ni omejitev.

Iveza AB’ + AD” = BC”2 + D’C’2 v tem redu pokaze, da D'C’ ostane
pravokotna na zarek BC’ in je torej valovna ¢rta. Gibanje prizme glede na
eter ne spremeni odklona 4.

Odboj in lom po Fresnelu

Leta 1817 je Young Aragoju predlagal, da bi bilo mogoce polarizacijo,
ki jo je leta 1808 odkril Etienne Malus, pojasniti, ¢e bi longitudinalnemu
valovanju dodali transverzalno sestavino. Dvojni lom je Ze leta 1669 pri
islandskem dvolomcu opazoval Rasmus Bartholinus. Malus je skozi kristal
islandskega dvolomca opazoval sliko zahajajoCega Sonca v svetlobi, ki se je
odbijala na Sipah sosednje stavbe. Vendar je Young izrazil pomislek, da
ynjena [transverzalne primesi| nepredstavljiva majhnost vzbuja dvom o mo-
7nosti, da bi povzrocila kake opazne pojave ...« Leta 1823 je sklenil: ... da
svetlobni eter, ki prezema ves prostor in predre v skoraj vse snovi, morda
ni samo visoko prozen, ampak popolnoma trden!!“ [5] KaZe, da so Younga
te nenavadne lastnosti etra odbile tako moc¢no, da je opustil raziskovanje
svetlobe [5].

Fresnel pa ni imel pomislekov in je pojasnil polarizacijo s transverzalnim
valovanjem, ne glede na to, da pri gibanju skozi trdni eter ni bilo opaziti no-
benega upora [6]. Nadaljeval je delo v tej smeri in leta 1823 izpeljal enacbe
za odboj in lom polarizirane svetlobe [7]. Najprej je uposteval, da se ener-
gija ohrani. V valovanju je z dana$njimi besedami gostota kineti¢ne energije
enaka gostoti proznostne energije. Povprecna gostota skupne energije je
enaka najvecji gostoti kineti¢ne energije, ki jo dobimo, ko gostoto etra po-
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mnozimo s polovi¢nim kvadratom amplitude hitrosti. Obravnavajmo prehod
valovanja iz obmocja z lomnim koli¢nikom n ¢ez mejo na obmodje s koli¢ni-
kom n;. V vpadnem, lomljenem in odbitem valovanju amplitudo hitrosti po
vrsti zaznamujemo z V', V1 in V5. Povprecno energijo v valovanju dobimo,
ko najvecjo gostoto kineti¢ne energije pomnoZimo s prostornino prizme s
trikotnisko osnovno ploskvijo (slika 2a). Energija med zacetno valovno érto
v vpadnem valovanju in mejo obmo¢ij je enaka vsoti energij v lomljenem in
odbitem valovanju med to mejo in valovnima ¢rtama po ¢asu t:

Tpon?v2. 1b(c/n)t = 303V - 2by(c/nq)t + $oon?VE - Lb(e/n)t.  (4)

Z lomnim zakonom v obliki sin o/ sin 8 = n; /n in zvezo by /b = cos 3/ cos
sledi enacba:
V? =Visinacos 8/ sin fcosa + Vi . (5)

Vcosa — Vacos a

Slika 2. Vpadni, lomljeni in odbiti curek pri prehodu ¢ez mejo med dvema obmotjema
(a) in robni pogoj, ¢e je hitrost (jakost elektri¢nega polja, TE) pravokotna na vpadno
ravnino (b) in &e lezi v vpadni ravnini (TM) (c).

Drugo enacbo je Fresnelu dal robni pogoj za tangentne komponente am-
plitude hitrosti. V valovanju s hitrostjo, pravokotno na vpadno ravnino
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iz zahteve, da so tangentne komponente hitrosti na meji zvezne, izhaja
(slika 2b):
V+Va=VW. (6)

Z enatbo (5) da to:
V1/V = 2sinBeosa/sin(a+ B), Va/V = —sin(a—f)/sin(a+6). (7)

Za valovanje z amplitudami v vpadni ravnini je robni pogoj za tangentne
komponente (slika 2c):

(V —Va)cosa = Vicosf3. (8)
7Z enacbo (5) da to:
V1 /V = 2sin 3 cos a/(sin o cos o + sin § cos §) ,

Vo/V = (sinacosa — sin B cos )/ (sin o cos o + sin B cos ) . 9)

Fresnelove enacbe (7) in (9) so izkustveni zakoni, ki bi po vsebini in pomenu
zasluzili to ime.

Razprava

Enacbe je v elektrodinamiki prvi izpeljal leta 1870 Hermann von Hel-
mholtz. Uporabil je robni pogoj, da so zvezne tangentne komponente ja-
kosti elektri¢nega polja E in pravokotne komponente gostote elektricnega
polja 5505 ter tangentne in pravokotne komponente gostote (in jakosti) ma-
gnetnega polja. Popolne enabe sodobni ucbeniki elektrodinamike izpeljejo
z robnim pogojem, po katerem so zvezne tangentne komponente jakosti ele-
ktri¢nega in magnetnega polja ter pravokotne komponente gostote elektric-
nega in magnetnega polja [8].

Fresnelovega etrskega modela nismo opisali v vseh podrobnostih. Ne
glede na to si postavimo vprasanje, kako je nepopoln mehani¢ni model mogel
pripeljati do veljavnih elektrodinami¢nih enacb. Model ni imel samo teZzave,
da pri gibanju po trdnem etru ni upora, ampak je vseboval tudi nedoslednost,
da je zaradi odvisnosti lomnega koli¢nika od valovne dolzine vsaka spektralna
sestavina zahtevala svoj eter.

Poglejmo na Fresnelovo izpeljavo z danasnjega vidika. Njegove enacbe (7)
in (9) veljajo kot zelo dober priblizek za prozorne snovi, ki so diamagnetne
ali paramagnetne in imajo permeabilnost p zelo blizu 1. Odbojni in lomni
zakon smo privzeli, tako da sta preostali le dve neznani koli¢ini V7 and V5.
V tem primeru zadostujeta dva pogoja (5) in (6) ali (8).

Hitrost transverzalnega valovanja v homogeni prozni snovi je:

c=(G/p)'? (10)
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s striznim modulom G in gostoto p. Ce strizni modul ustreza 1 /o 7z
p = 1, zares lahko vzamemo, da je za vse prozorne snovi enak. Za gostoto
snovi vzamemo, da ustreza ecg, tako da lahko postavimo p = epy = n2py.
Poudarimo, da Fresnelova izpeljava pripelje do cilja le za primer, da na obeh
straneh meje postavimo p = 1. Z njo ne bi mogli pojasniti ena¢be za hitrost

svetlobe v snovi:
/1 c

Gy enece  ER

Ta misel pripelje do zanimivega razmigljanja o splognem primeru [10].

Pri prehodu od Fresnelovega modela do elektrodinamike moramo raz-
lociti vsaj dva koraka. Prvi korak je vodil od Fresnelovega mehani¢nega
modela do Maxwellovega mehani¢nega modela v Fizikalnih silnicah v letih
1861 in 1862. Z enacbo (10) je tedaj prvi¢ jasno uvidel elektromagnetno
naravo svetlobe [9]. V naslednjem koraku je Maxwell ,nekoliko okorni me-
haniéni model nadomestil z elektri¢nim in magnetnim poljem. Tako je ... ]
pojem etra [...] Maxwellu, na primer, pomagal oblikovati uspesno teorijo
elektromagnetnega polja in valovanja.“ [1]

Za opisani del Fresnelove izpeljave so bistvene kvantitativne napovedi (1),
(7) in (9). V elektrodinamiki amplitudam hitrosti V, V; in V4 damo nov po-
men, jih reinterpretiramo, kot amplitude ustreznih jakosti elektri¢nega polja
E, Ey in E5. Taka reinterpretacija je neizogibna, saj bi se sicer nova na-
poved sploh ne razlikovala od stare. Pomeni pa tudi znaten korak naprej v
razvoju fizike. Nakljucje bi utegnilo biti pri tem manj pomembno, kakor se
zdi na prvi pogled. Obveljale so lahko le trditve, ki so se skladale s tedanjimi
opazovanji. Samo v takih je bilo pozneje mogoce koli¢ine uspesno reinter-
pretirati. Dele modela so kmalu podprli z merjenji, na primer Hyppolite
Fizeau leta 1851 zvezo (1) z interferometrom s tokom vode.

Ali je bil s stalis¢a elektrodinamike Fresnelov model zgresen? Mogo¢
odgovor se utegne skrivati v spoznanju, da je bil to po tedanjih kriteri-
Jih uporaben opis pojavov v naravi, kar nekateri imenujejo ,pojasnjevalna
pribliZna resnica“, explanatory approximate truth [11]. Ko je mehani¢ni mo-
del nadomestila elektrodinamika, so se kriteriji spremenili. Po Einsteinovo
»teorija naredi tem globlji vtis, ¢im bolj so njene predpostavke preproste,
¢im vec razlicnih stvari zajame in ¢im vedje je obmod&je njene uporabno-
sti“.! [12] Fresnelov mehani¢ni model je pri zaCetku niza, Maxwellova elek-
trodinamika pa na koncu.

Posebna teorija relativnosti je odpravila eter, a splosna teorija relativ-
nosti ga je ponovno uvedla s tem, ko je praznemu prostoru dala dinamié¢ni

(11)

'Beseda model ima veliko pomenov, od katerih samo eden ali dva zadevata fiziko.
Unabridged Dictionary zalozbe Random House iz leta 1993 med 25 pomeni navaja: ,poe-
nostavljen prikaz sistema ali pojava, na primer v naravoslovju ali ekonomiji z domnevami,
potrebnimi, da opiSe sistem ali pojasni pojav, pogosto matemati¢no®. Kot pojmov do-
mneva, predpostavka, nacelo, izrek, zakon tudi pojma model ne uporabljamo dosledno,
ampak se pogosto ravnamo po tradiciji.

130 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 4



O Fresnelovem etru

pomen. Ali ni Higgsov lazni vakuum v elektroSibki teoriji ali temna energija
v standardnem modelu vesolja — v&asih jo imenujejo kvintesenca — eter v
sodobni preobleki?

Relativisti¢ni dostavek

Zapisane enacCbe omogoéijo zanimiv izlet v posebno teorijo relativnosti,
ki, kot kaze, v literaturi ni znan. Izvajanje ponov1m0 z relativisti¢no hitrostjo
vy = (v, + v)/(l +vlv/c?). Vanjo vstavimo v}, = ¢/n in dobimo za hitrost
svetlobe v gibajocem se sredstvu:

¢ = (¢/n +v)/(1+v/(nc)). (12)

Hitrost ¢, se v prvem redu v/c ujema s ¢ (1). V opazovalnem sistemu, v
katerem se prizma giblje s hitrostjo v, pride do izraza relativisti¢no skrcenje
roba v smeri gibanja: I’ = (1 — v?/c?)"/? z | = AD. Tako je:

tan B = U'/b= (I/b)(1 — v*/A)Y? = (1 = v?/H)Y2 tanf.  (13)

S tem na prej¥nji nacin, v katerem (12) uporabimo namesto (1), brez kakr-
$nega koli priblizka dobimo:

5 c0s? a
cos2 3"

Postopek lahko obrnemo in z zahtevo, da se odklon zaradi gibanja ne spre-
meni, previdno izpeljemo (12). Iz tega izhaja misel na moZnost, da bi re-
lativisti¢no transformacijo hitrosti svetlobe v gibajo¢em se sredstvu lahko
spoznali po letu 1892, ko je George Francis Fitzgerald predlagal, da se skr-
¢ijo dolzine. Ali ne bi moglo to Ze tedaj omajati zaupanja v nerelativisticno
seStevanje hitrosti in spremeniti tok razvoja?

AB* 4+ AD” —~BC” = W[1 - (n—1)tan? B /(1 —v%/*)] = b (14)
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NOVE KNJIGE

Vasja Kozuh: SREDNJESOLSKI PLONK — FIZIKA, Rokus, Lju-
bljana 2005-2006, 6 strani.

Pri zalozbi Rokus je pred kratkim izgla
zgibanka Srednjesolski PLONK Fizika. Zgi-
banko je pripravil kolega Vasja KoZzuh, ki
ima Ze kar nekaj pedagoskih in zaloznigkih
izkuSenj. Zgibanka je namenjena srednjegol-
skim dijakom in vsebuje sistemati¢no obde-
lano preglednico fizikalnih formul, zakonov
in razlag z graficnimi ponazoritvami. Med
branjem Plonka postane jasno, da je fiziko
izredno tezko razloZiti na kratko in Plonk ne
more biti nadomestilo za u¢benik. To tako : -
poudarjam, ker si Zivo predstavljam skusnjavo mladih, da ubirajo bliznjice.

Vsekakor pa je zgibanka temeljito in pregledno pripravljena in iz svojega
formata iztisne najvec. Plonk ima pred obi¢ajnimi zbirkami formul prednost
zato, ker so formule in koli¢ine, ki v njih nastopajo, primerno razloZene in,
kadar mogoce, opremljene s skicami. To mo¢no izboljSa razumevanje in
uporabnost. V primerjavi s podobnimi zbirkami formul je izbrani format
preglednejsi, solidna plastificirana vezava pa mu zagotavlja dolgo Zivljenjsko
dobo in bo koristna referenca tudi kak$nemu starejsemu kolegu. Uporabnost
pravega ,plonka“ mu preprecuje edino velikost formata A4. Tako in tako je
ze splosno znana skrivnost, da je plonk uporaben Sele potem, ko ga znamo
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7e na pamet, in moj nasvet bodo¢im uporabnikom je, naj za vajo v njem
poiséejo kako napako ter se pri tem podrobno seznanijo z vsebino.

Ales Mohorié

VESTI

STROKOVNO SRECANJE
IN 59. OBCNI ZBOR DMFA SLOVENIJE

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vabi k sodelovanju
na strokovnem srec¢anju in 59. ob&nem zboru, ki bosta 9. in 10. novembra
2007 v Termah Olimia v PodZetrtku. Vodilni temi bosta Fizikalne igrace in
preprosti poskusi ter Motwacija pri pouku matematike. Vse, ki Zelijo pred-
staviti zanimivosti s teh podro¢ij, nove metode dela in novesti pri pouku
matematike, fizike in astronomije (pripomocke, nove vsebine, zanimive eks-
perimente in posebne prilagoditve), prosimo, da nam to ¢im prej sporocijo
(podrobna navodila za prispevke so objavljena v 2. tevilki letosnjega Ob-
zornika za matematiko in fiziko).

Ob letosnjem obénem zboru bomo pripravili tudi 12. slovensko srecanje
o uporabi fizike in 1. slovensko srecanje matematikov raziskovalcev. Podrob-
neji program srecanj bomo objavili na spletni strani drustva. Posebej bi radi
opozorili na predstavitev novih moznosti za $tudij fizike in matematike po
prenovljenih oziroma novih programih na slovenskih fakultetah. Sodelovali
bodo predstavniki fakultet, na katerih izobrazujejo fizike in matematike.

Na strokovno srecanje se je treba prijaviti do 15. oktobra 2007 oziroma
do zapolnitve mest (najvec 150 udeleZencev), in sicer izklju¢no prek informa-
cijskega streznika (vodena bo evidenca prijav in upoStevana omejitev stevila
udelezencev). Vljudno prosimo, da se prijavite po predhodnem soglasju vod-
stva Sole. Racun za pladilo kotizacije (65 EUR za udelezenca, ¢lani DMFA
imajo 50 % popusta) bomo poslali takoj po kon¢anem roku za prijavo.

Hotelske storitve si morajo udeleZenci seminarja rezervirati sami naj-
kasneje do 15. oktobra 2007 (rezervacije@terme-olimia.com). Pri prijavi
navedite termin (datum prihoda in odhoda) in Zeleno storitev (polpenzion,
polni penzion) ter zapisite, da se prijavljate v okviru DMFA Slovenije, saj
imajo udeleZenci strokovnega srecanja poseben popust. Za udeleZence so
v hotelu pripravili posebne ugodnosti za druzine in tiste, ki bodo prenocili
tudi v nedeljo. Vsi obroki so samopostrezni, udelezenci pa imajo na voljo
brezpla¢no parkiranje v garazni hi§i pod hotelom. Podrobnejse informacije
lahko dobite na spletni strani DMFA (http://www.dmfa.si/).

Nada Razpet
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ANDREJA DROBNIC VIDIC

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

Math. Subj. Class. (2000): 97D40, 97D50, 97C30

OpiSemo resevanje problemov pri problemsko naravnanem ulenju s poudarkom na
inZenirski statistiki. Osredotofimo se na vrste interdisciplinarnih problemov, ki so v
statistiki drugacne narave kot vefina problemov v matematiki.

PROBLEM-BASED LEARNING

Problem-based learning is based on solving interdisciplinary real-life problems which
determine the learning content. This learning approach is very suitable for basic enginee-
ring statistics course. In this article, our attention is focused on types of interdisciplinary
problems that are in statistics course different as in most mathematical courses.

1. Uvod

Razvoj kriti¢nega razmisljanja in reSevanje problemov sta pomembni
ucni komponenti na vseh strokovnih podro¢jih, posebej pomembni pa sta
pri matematiki, kjer sku§amo sposobnost in zmoZnost reSevanja problemov
skrbno razvijati. Sposobnost resevanja problemov je v veliki meri odvisna
od posameznikove genske zasnove (IQ), na katero v %oli lahko le deloma
vplivamo, veliko pa lahko storimo za razvoj zmoZnosti refevanja proble-
mov (ucenje poti resevanja problemov, algoritmov za njihovo regevanje, . . . ).
Zmoznost kakovostnega in ustvarjalnega resevanja problemov lahko pri uéen-
cih aktivno razvijamo, ko jim postavimo zanimiv realen oziroma Zivljenjski
problem, s katerim se ucenci spopadejo, e preden jim podoben problem
reSimo sami. Tak problem ucence motivira, da s pomocjo poprejsnjega zna-
nja pridobijo novo znanje, ki je potrebno za resitev problema. Seveda je
pomembno, kateri ciljni skupini je problem namenjen.

Matura s (pretirano) temeljito pripravo na dolo¢ene tipe nalog ne razvija
dovolj kriti¢nega razmisljanja in reSevanja problemov [1]. Prav reSevanje pro-
blemov in uporaba znanja sta se pri znanju matematike srednjegolcev pred
vstopom na univerzo v mednarodni raziskavi TIMSS (Third international
mathematics and science study) 1995 izkazala za najsibkejsi komponenti [2].
To pa pomeni, da je treba ta primanjkljaj v ¢im veéji meri odpraviti. Toliko
bolj, ker z naras¢anjem znanja in informacij na vseh strokovnih in znanstve-
nih podrocjih ucenci za samostojno delo in izobraZevanje v poklicu nujno
potrebujejo zmoZnost in sposobnost samostojnega u¢enja, kriti¢nega razmi-
$ljanja in reSevanja realnih problemov.
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Ena od u¢nih inovacij, kjer ucenci v veliki meri lahko razvijajo zmoznost
in sposobnost reSevanja realnih, prakti¢nih problemov in uporabe znanja,
je problemsko naravnano ucenje (ang. problem-based learning — PBL). Ta
nacin organizacije pouka, ki so ga v najvecji meri razvili in uporabili do se-
daj pri tudiju medicine, zahteva korenito spremembo v organizaciji pouka,
tako v razporeditvi snovi, v nalogah izvajalcev pouka, v nalogah in zahte-
vah ucencev, kot tudi v ocenjevanju [3]. Za izvedbo je treba zadostiti ve¢
pogojem. Bistvenega pomena je, da pri takem nacinu pouka realen problem
pri ucencih sprozi in vodi uéenje dologene snovi.'

Seveda moramo kriti¢no presoditi, na katerih strokovnih in znanstvenih
podrodjih je za razvoj kriti¢nega razmisljanja ta uc¢na inovacija primernejsa
od drugih oblik uéenja. Pri dolo¢enih matemati¢nih vsebinah, ki zahtevajo
dobro strukturiranost, je bolje snov kar podati na tradicionalen nacin [4]. A
tudi pri temeljnih znanstvenih disciplinah, ki jih potrebujejo na primer bo-
do¢i inZenirji in praktiki, so vsaj v doloCeni meri realni problemi, ki sprozijo
ucenje snovi, dobrodosli, saj znanstveno disciplino povezejo s stroko.

Namen tega prispevka je prikazati vrste problemov pri problemsko na-
ravnanem ucenju, s katerimi pri u€encih razvijamo zmoznost reSevanja pro-
blemov in pridobivanje novega znanja v situaciji, ki je podobna tisti, s ka-
tero se bodo soocili kasneje na delovnem mestu ali v vsakdanjem Zzivljenju.
Tako pridobljeno znanje je po mnenju Normana in Schmidta bolj uporabno
in vsezivljenjsko, kajti s konkretnimi problemi vezano znanje ucenci hitreje
prikli¢ejo iz globokega spomina in ga znajo bolje uporabiti kot znanje, pri-
dobljeno posebej kot del neke znanstvene discipline [18]. Podani zgledi in
eden od nadinov ocenjevanja naj bi pripomogli k hitrejsi sestavi interdisci-
plinarnih problemov tistih, ki bi tak nacin ucenja Zeleli preizkusiti. Javno
dostopni zgledi kvalitetnih problemov iz raznih podro¢ij bi bili zato zagotovo
zelo dobrodosli.

2. Problemsko naravnano ucdenje razvija zmoznost
reSevanja problemov

Pri problemsko naravnanem ucenju je pouk razdeljen v zaporedne faze.
Na zacetku vsake faze zastavimo ucencem realen problem. ReSujejo ga v
majhnih skupinah v dveh ali tudi ve¢ zaporednih (blok) urah. Problem mora
biti ravno prav tezak in strukturiran, da ucenci lahko s svojim predznanjem
o njegovi resitvi razmigljajo in razpravljajo. Mora biti zanimiv in aktualen,
vzet iz vsakdanjega Zivljenja ali poklicne prakse, da jim vzbudi zanimanje.
Sestavljen mora biti tako, da ga ucenci samo s pomoc¢jo poprejSnjega znanja

'V tujini je PBL zelo razdirjen, uvedli so ga tudi na matemati¢ni fakulteti Ilinois
Mathematics and Science Academy. V Sloveniji so ga uvedli na novoustanovljeni medi-
cinski fakulteti v Mariboru, samoiniciativno pa ga uvajajo tudi nekateri ucitelji tujega
strokovnega jezika, ucitelji na Biotehniski fakulteti, Filozofski fakulteti, na Fakulteti za
gradbenigtvo in geodezijo, pri pouku verjetnostnega racuna in statistike na Fakulteti za
kemijo in kemijsko tehnologijo in morda Se kje.
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ne znajo enostavno resiti, temve¢ morajo osvojiti dolo&eno snov, ki je del
predmeta oziroma izbranega podrocja, da jim z vsemi miselnimi napori nato
problem uspe resiti.

Problemsko naravnano ucenje je usmerjeno k ucencem. Ti reSujejo pro-
blem v majhni skupini, so aktivni, sprasujejo, razpravljajo, is¢ejo, dajejo
pobude, ideje in poti za reSitev problema. Ucenci sami si dolo¢ijo u¢ne ci-
lje, kaj novega morajo spoznati, da bodo problem lahko resili. Izvajalec
pouka jim pri tem pomaga, a sam ni glavni akter. Izvajalcu pouka se zmanj-
Suje vloga predavatelja — prenaSalca znanja in povetuje vloga usmerjevalca,
— vodnika pri u€encevi samostojni izgradnji znanja. U€enci imajo pri tem
konstruktivisticnem nacinu ucenja moznost, da novo znanje na podlagi la-
stnega predznanja, razpravljanja v skupini in novih informacij, ki jih dobijo
z razliénimi viri, zgradijo sami. Problemsko naravnano ucenje daje moZnost
uporabe in razvijanja zmoznosti reSevanja problemov, sodelovalnega dela in
komunikacije. Izvajalci pouka morajo ufencem omogo¢iti dostop do infor-
macijske tehnologije in drugih u¢nih virov, kar omogo¢a ucenje s pomodjo
novih informacij. Ugenci torej pri tej obliki u¢enja razvijajo zmoZnosti, ki
so pomembne za uspe$no samostojno ucenje. Danes se po kon¢anem $olanju
izobrazevanje ne konca, tudi na delovnem mestu in v vsakdanjem Zivljenju
je potrebno nenehno samostojno izobraZzevanje.

Predavanja in enkratno preverjanje znanja ob pomanjkanju ¢asa ne omo-
gocajo zadostnega razvoja zmoznosti za reSevanje problemov. Pogosto udi-
telj sam resi problem, ucenci pa se naucijo zbirati podobne probleme in jih
reSevati po vnaprej predstavljenem vzorcu. Ce naletijo na nov problem, ga
zato pogosto ne znajo reSevati [5, str. 4-7]. Prav pri matematiki za ucence
nematematic¢nih visokogolskih §tudijskih programov namre¢ opazamo, da ta-
koj, ko ucenci naletijo na nalogo, ki ni podobna kaksni od tistih, ki so jo pri
pouku Ze reSevali, odnehajo in je sploh ne poskusajo resiti. Pri problemsko
naravnanem ucenju ucenci obravnavajo in reSujejo v celotni fazi en sam pro-
blem in se ob njem ucijo poti reSevanja problema in procesa samostojnega
dela in ucenja. Pogosto ga refujejo po modelu 7 korakov [6], ki jih prikazuje
tabela 1.

. korak | Razjasnitev pojmov in konceptov, ki niso razumljivi

. korak | Definiranje problema,

korak | Analiza problema (deZevanje idej (ang. brainstorming))
korak | Seznam moznih razlag

korak | Oblikovanje u¢nih ciljev in najvaznejsih nalog

. korak | Iskanje novih informacij zunaj skupine

. korak | Porocanje, sinteza in preverjanje pravilnosti novih informacij

| o o | ol o =

Tabela 1. ReSevenje problema po modelu 7 korakov

Model 7 korakov uéencem natancneje predstavimo, saj je dobra osnova za
to, kako naj se naucijo spoprijeti z neznanim problemom. Na prvem sestanku
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ucenci v skupini najprej umestijo dobljen problem v strokovno podrodje,
se seznanijo z nejasnimi pojmi ali izrazi in ugotovijo, kaj problem od njih
zahteva. Povedo, kaj o tem problemu Ze vedo, katere informacije so znane,
na podlagi poprej$njega znanja podajo trenutne ideje za reSitev problema,
ki se jim porodijo v glavi. Ucenci nato ideje zapiSejo, analizirajo, izlo¢ijo
slabe (nemogoce) in izoblikujejo prioritetno listo moznih poti, ki bi lahko
pripeljale do regitve problema. Zatem dolodijo, katere informacije je treba
Se poiskati, da bodo problem resili. Razdelijo si naloge za samostojno iskanje
in ucenje. S tem je prvi sestanek konc¢an. Nato zunaj ucnih ur samostojno
is¢ejo dodatne informacije, razlage in podatke. Na drugem sestanku zberejo
nove informacije, drug drugega poucijo o snovi in informacijah, ki so jih
spoznali. Z novim znanjem nato poskusijo problem resiti. Obicajno je, da
pri tem delajo napake, da zaidejo na stranpoti. Zato pogosto poskusajo
znova in znova, izlo¢ajo manj pomembne stvari, i8¢ejo nove informacije in
ponavljajo posamezne korake, dokler problem ni reSen. Naslednji problem
je zanje spet problem, vendar se ga Ze znajo lotiti.

Seveda moramo pri takem nacinu pouka spremeniti tudi ocenjevanje, ki
mora slediti ciljem novega nacina pouka. ZmozZnost reSevanja kompleksnega
problema ima pomembno mesto pri ocenjevanju.

3. Oblikovanje problemov pri problemsko naravnanem
ucéenju inZenirske statistike

V tuji literaturi o problemsko naravnanem ucenju lahko precej preberemo
o splognih lastnostih kakovostnega problema, manj pa je konkretnih zgledov,
kaksen problem je kakovosten, motivacijski in hkrati sprozi uenje Zelene
Snovi.

Problemsko naravnano ucenje smo vpeljali v ucenje osnov statistike za
inZenirje [7], ki je oblikovana na matemati¢nih temeljih, vendar se uporablja
predvsem za reSevanje realnih Zivljenjskih problemov dolocenega strokov-
nega podroc¢ja v inZenirstvu. Ucenje statistike za inZenirje in problemsko
naravnano ucenje imata mnogo skupnih komponent. Cilj ucenja statistike
za inZenirje je zmoznost reSevanja statisti¢nih problemov v inZenirstvu, pro-
blemi iz prakse pa so hkrati temelj problemsko naravnanemu uéenju. Sta-
tisti¢ne probleme v inZenirstvu navadno reSuje skupina strokovnjakov, so-
delovalno delo pa je znadilno tudi za omenjeno uc¢no inovacijo. Statisti¢ni
problemi v inZenirstvu zdruZujejo razli¢na podrodja, od matematike, stati-
stike do raznih inZenirskih podrocij. Pri problemsko naravnanem ucenju je
pouk razdeljen na sklope, ki zdruZzujejo razliéna podrocja glede na izbrane
probleme. Delo z ra¢unalnikom je nepogresljivo pri u¢enju statistike za inze-
nirje, prav tako je ra¢unalnik pomemben vir novih informacij pri problemsko
naravnanem ucenju, saj uCitelj ni edini vir novega znanja in informacij.

Pri osnovah inZenirske statistike ve¢inoma obravnavamo naslednje ucne
vsebine: verjetnostni ra¢un, slu¢ajne spremenljivke, verjetnostne porazdeli-
tve, zbiranje, obdelava in prikazovanje podatkov, vzor€enje in izrac¢un osnov-
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nih statisti¢nih parametrov vzorca, ocenjevanje statisti¢nih parametrov, sta-
tisticne hipoteze, regresija in korelacija; seveda so vsebine lahko v druga¢nem
vrstnem redu [8]. Pri problemsko naravnanem ulenju inZenirske statistike je
Stevilo problemov odvisno od izvedbenih ur, ki so na razpolago, in od tega,
kako podrobno obravnavamo vsebine inZenirske statistike. Nekaj uvodnih
ur navadno namenimo ucenju metod reSevanja problema (npr. po modelu
7 korakov). Tu ima izvajalec pouka e vodilno vlogo. Nato pa se znanje
nadgrajuje, veliko pa o snovi ucenci vedo iz vsakdanjega Zivljenja.

Kakovostna sestava problemov je bistvenega pomena. Problemi, ki spro-
Zijo ucenje dolocene snovi, si tako ¢asovno kot vsebinsko sledijo od lazjih
k teZjim in morajo ustrezati vsem splosnim karakteristikam dobrega pro-
blema [9]. Najprej so problemi bolj strukturirani, nato pa se kompleksnost
stopnjuje, problemi pa so vse manj strukturirani, informacije so nepopolne.
Vse ve¢ je odprtih problemov, ki zahtevajo zahtevnejSe miselne aktivnosti
(analiza, sinteza, planiranje, formulacija hipotez, ...). Pri uvodnih proble-
mih uporaba racunalnika ni nujno potrebna, kasneje pa morajo ucenci vse
ve¢ informacij in podatkov najti in jih obdelati s pomo&jo uporabe racu-
nalnika. Primernost problema je odvisna od reSevalca. Dolo¢en problem
je lahko za Studente naloga, za dijake pa neresljiv problem [10, str. 445].
V zacetku sta za reSitev potrebna dva sestanka, kot zahteva osnovni model
7 korakov, kasneje pa so problemi dalj$i in se reSujejo po razsirjenem modelu
7 korakov, kjer so potrebni Stirje sestanki ali celo veé: poleg sestanka o ciljih
in o u€enju, ki predstavljata klasi¢ni model 7 korakov, Se sestanek o povratni
informaciji in utrditvi [6, str. 4-2 do 4-4].

3.1 Vrste problemov

Probleme lahko razvr§¢amo na razli¢ne nacine (po vsebini, po nacinu
reSevanja, po zahtevnosti in podobno). V matematiki probleme lahko raz-
vrstimo po nalinu (strategiji) reSevanja problema [11, 12]. Johnstone je
probleme naravoslovja razdelil le v 8 skupin glede na to, ali so podatki, me-
tode in cilji znani v celoti ali ne [13, str. 132]. Pri problemsko naravnanem
ucenju sta Smith in Moust [14] razvrstila probleme glede na tip znanja, ki
ga problem v najvecji meri sprozi ali zahtevas:

1. Problem z razlago (ang. explanation problem),

2. Studijski problem (ang. fact-finding problem / study problem)

3. Planski problem (ang. strategy problem),

4. Diskusijski problem (ang. moral dilemma resolution / discusion problem).
Te vrste problemov izvirajo iz razlike med subjektivnim in objektivnim zna-
njem (slika 1). Objektivno znanje je tisto znanje, ki je zapisano v knjigah,
dobljeno v raznih raziskavah, dostopno javnosti, ki to znanje seveda lahko
preverja, ocenjuje, izboljSa in podobno. Pri objektivnem znanju lo¢imo po-
jasnjevalno znanje, kjer pojasnjujemo nek pojav, ter proceduralno znanje,
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kjer podajamo postopke za spreminjanje pojava. S pojasnjevalnim znanjem
opisujemo ali razlagamo pojave in svet okoli nas, medtem ko s proceduralnim
znanjem spreminjamo pojave in svet okoli nas. Podobno delitev objektiv-
nega znanja za probleme iz fizike sta opisala de Jong in Ferguson-Hesser, le
da sta proceduralno znanje delila glede ne to, ali spreminjanje pojava le obli-
kujemo, ali to spreminjanje tudi izvajamo. Locita torej probleme Se glede
na to, ali nadrt, plan oziroma postopek le oblikujemo in zapiSemo ali ga tudi
izvedemo [10, str. 446].

Znanje

Objektivno Subjektivno
znanje znanje
Pojasnjevanje Proceduralno
znanje

Razlaga Opis Normativno

znanje
Problem z Studijski Planski Diskusijski
razlago problem problem problem

Slika 1. Vrste problemov pri problemsko naravnanem ulenju glede na vrsto znanja (po
Schmidtu in Moustu 1998)

V nasprotju z objektivnim — javnim znanjem pa je subjektivno znanje, ki
ga posameznik zgradi in nosi v sebi. Zgrajeno je na podlagi javno dostopnega
objektivnega znanja in posameznikovih izkuSenj ter prepricanj. To znanje
nam posameznik lahko razkrije ali pa tudi ne. Ravno zato je subjektivno
znanje tezje dostopno, teZje ga ocenjujemo, a je za dolo¢en poklic prav tako
pomembno.

Glede na to, katero znanje pri posameznem problemu prevladuje, katero
znanje v najvedji meri zahtevamo oziroma pri u€encih razvijamo, razvrstimo
problem pri problemsko naravnanem ucenju v enega izmed prej naStetih vrst,
ki jih prikazuje slika 1.

Na kratko bomo opisali vsako vrsto problema in podali primer za dano
vrsto, kakrSna nastopi pri izvajanju problemsko naravnanega ufenja osnov
inZenirske statistike.

Problem z razlago. Kadar Zelimo, da ucenci znajo razloziti kak pojav, da
razumejo doloCen princip ali delovanje, tedaj postavimo problem z razlago.
V njem zastavimo vpraSanja: ,Kako deluje ...? Razlozi ... in podobno.
Problem postavimo pri inZenirski statistiki pogosto na zacetku izvajanja pro-
blemsko naravnanega ucenja, ko morajo ucenci dobiti teoreti¢na spoznanja
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o verjetnosti in verjetnostnih porazdelitvah, Ugenci prek problema z raz-
lago spoznavajo na primer dolocene statisti¢ne principe, teoretiéne modele
ali slucajne spremenljivke, ki jih pogosto uporabljamo, da z njimi kasneje
prikazemo prakti¢no situacijo.

Zgled 1 (Stevilo rezervacij za sedeZ na letalu). Amerigko letalo, ki le-
ti na relaciji New York-Boston, ima na voljo 120 sedezev. Navadno vsak,
ki se Zeli peljati na omenjeni relaciji, najprej v agenciji rezervira sedeZ na
letalu. Napravljenih je lahko najve¢ 120 rezervacij. Ker pa je ta linija
zelo obremenjena, so vecinoma vsa mesta na letalu zapolnjena z rezervacijo
sedeza. Seveda tisti, ki je sedeZ rezerviral, lahko pride na letalo ali pa ne. V
povprecju 5% ljudi, ki rezervirajo sede? na letalu, v resnici ne pride na letalo
zaradi tega ali onega razloga. Zato so se v agenciji, ki organizira lete na tej
relaciji, odlocili, da bodo sprejemali 126 rezervacij namesto 120 rezervacij za
let na omenjeni relaciji. Razlozi, zakaj je agencija ravnala tako!

Ucenci naj bi se s problemom seznanili z binomsko porazdelitvijo. Najpre;
ugotovijo, kateri podatki so znani in kaj lahko izracunajo. Spoznajo, da
sta pri rezervaciji vsakega sedeza le dve moznosti: da oseba po rezervaciji
pride na letalo ali ne. SedeZev je 120. Da oseba pride na letalo, je 95 %
verjetnost in 5 % je verjetnost, da osebe ne bo na letalo. Toda zakaj so v
agenciji dodali ravno 6 rezervacij ve¢? Izvajalec pouka ucence nato lahko
vpraSa (Ce se ne vpraSajo sami): Ali lahko izratunamo, kak$na je verje-
tnost, da ene osebe, ki je rezervirala sedez, ni na letalo? Verjetnost, da dveh
oseb ni? Da treh ni ... Da Sestih oseb ni? Zaradi velikih &tevilk je zelo
pomembna formula za izracunavanje teh verjetnosti (pomo¢ racunalnika je
dobrodosla). Ucenci izra¢unajo nekaj vrednosti, potem pa si verjetno zadajo
cilje: zapisati porazdelitveno shemo slu¢ajne spremenljivke za $tevilo ljudi,
ki ne pridejo na letalo, poiskati ¢im ve¢ lastnosti dane teoreti¢ne slucajne
spremenljivke: diskretnost, matemati¢no upanje, disperzijo, ... Naloge si
lahko razdelijo. Nekaj ¢lanov lahko sestavi ra¢unalniki program za poraz-
delitveno shemo. Morda drugi preberejo lastnosti binomske porazdelitve v
kaki literaturi in ugotovijo, da matemati¢no upanje enostavno izra¢unamo
kot produkt Stevila sedeZev in verjetnosti, da potnik sedeZ res zavzame. Na
naslednjem sestanku nato prikazejo vse izra¢unano, vse nove informacije in
zakljucijo, da je Stevilo dodanih sedezev matematicno upanje za to slu¢ajno
spremenljivko in da je 6 najverjetnejse Stevilo ljudi (med 120), ki rezervirajo
sedeZ, a ne poletijo. Ugotovijo lahko lastnosti za binomsko porazdelitev z
nami$ljenimi 126 sedezi in s 5-odstotno verjetnostjo nenadne odpovedi leta.
Lahko izrac¢unajo verjetnost, da med 126 rezervacijami pride na letalo 121
ali ve¢ potnikov, in kriti¢no ocenijo ravnanje agencije.

Pomembno vlogo pri reSevanju problema z razlago ima izvajalec pouka
(profesor ali asistent), ki ni ve¢ tisti, ki razlaga, temved tisti, ki u¢ence
usmerja pri samostojnem razmiSljanju. Pomaga jim v procesu reSevanja,
problema, pri ugotavljanju, kaj problem od njih zahteva, Cesa ne vedo in kaj
se je treba nauciti. Postavlja jim ustrezna vpraSanja in namige. Skupin ne
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sme biti preve¢, da jim lahko pomaga postaviti prave ucne cilje in da jih
usmeri na tisto znanje, ki ga 7e imajo o doloenem pojavu (na primer po-
znavanje splosnih lastnosti porazdelitvenih funkcij). V opisanem problemu
jim na 2. sestanku postavlja dodatna vpraSanja, da spozna, ali so s pogoji
uporabe binomske spremenljivke seznanjeni, da preveri, ali znajo uporabiti
binomsko slu¢ajno spremenljivko za odgovore na druga vpraSanja in ali znajo
novo snov prenesti v novo situacijo.

Studijski problem. V&asih morajo uenci pridobiti in se nauéiti dolocene
informacije. V takem primeru postavimo Studijski problem, v katerem spo-
znajo, zakaj so te informacije zanje (in stroko) tako pomembne. To naj bi
jih motiviralo za uenje teh informacij. Postavitev Studijskega problema pri
inzenirski statistiki je redka. Malo je namre¢ snovi, ki bi jo morali ucenci le
teoretiéno prestudirati. Lahko podamo primer, ko uenci podrobneje prede-
lajo lastnosti normalne porazdelitve, katere formulo in graf ter lastnosti le
poigéejo v literaturi in jih ni treba izpeljati. Vselej pa takemu samostojnemu
studiju sledi sestanek, na katerem se ucenci pogovorijo med seboj. V razgo-
voru spoznajo, ali so pravilno razumeli novo snov, ali jo znajo uporabiti v
novih problemih in podobno.

Zgled 2 (zvonasta porazdelitev). Dober ergonomski proizvod mora biti
varen, funkcionalen, uc¢inkovit in udoben. Cas vselej zahteva tudi ergonom-
ske spremembe. Sedezi pilotov na primer so bili oblikovani v preteklosti
samo za moigke. Model sedeZa je bil oblikovan za moske z maso od 64 do
96 kg. Tisti, ki tehtajo manj ali ve¢ od predpisane mase, so v veliko vecji
nevarnosti, da se pogkodujejo. Danes pa pilotirajo tudi Zenske. Po podatkih
Mednarodne ingpekcije za zdravje je masa Zensk porazdeljena po zvonasti
krivulji z matemati¢nim upanjem 65 kg in standardnim odklonom 13 kg.
Opisi lastnosti omenjene porazdelitve. Na osnovi lastnosti izracunaj, ka-
kSen odstotek Zensk ima maso v predpisanih vrednostih med 64 in 96 kg in
jim torej predpisani sedezi ergonomsko ustrezajo? Kje na primer take vrste
porazdelitev $e uporabljajo?

V problemu je izpostavljena normalna porazdelitev. Z uvodnim opisom pro-
blema ufence zelimo seznaniti, da so predpisane (ergonomske) norme do-
bljene na podlagi lastnosti, ki so podobne vecini ljudem dolocene skupine.
Lastnosti, ki se nanagajo na veliko Stevilo elementov populacije (Ijudi dolo-
¢ene skupine), so porazdeljene po zvonasti krivulji, ki se imenuje Gaussova
krivulja. Na prvem sestanku lahko nekaj lastnosti ucenci skupaj ugotovijo,
nato &m ve¢ podatkov zberejo e doma. Na ponovnem sestanku pregledajo
lastnosti in se tudi seznanijo z nadaljnjo uporabo normalne porazdelitve,
med drugim odgovorijo na vpraSanje o odstotku Zensk, ki ustrezajo predpi-
sani masi. Navedejo Se druge primere uporabe te porazdelitve.

Planski problem. Kadar ne zadostuje, da dani pojav ali princip ucenci
le razumejo, temve¢ zahtevamo, da pojav spremenijo oziroma da delovanje
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izboljSajo, postavimo planski problem. Znadilna zanj je akcija in v takem
problemu so pogosta vprasanja: ,Kako spremeniti ...? Kako izboljsati . ..?
Kaj je treba narediti ...?“ Ugenci morajo podati plan dela, potek ali za-
poredje aktivnosti, ki jih moramo izvrsiti, da problem resimo. Pogosto pa
morajo ucenci podani postopek tudi dejansko izvesti.

Tipi¢ni statisti¢ni problem vsebuje raziskovalno vpraganje, ki je posta-
vljeno v doloceno strokovno podrodje. Raziskovalno vprasanje zahteva iz-
vedbo dolocenega statisticnega postopka (dolo¢itev populacije, vzorca, slu-
cajnih spremenljivk, karakteristik, testiranje statisti¢nih hipotez), zato lahko
tak statisti¢ni problem uvrstimo med planske probleme. Udencem ga lahko
zastavimo, ko Ze imajo nekaj osnovnega statistiénega znanja in morajo to
znanje uporabiti v prakti¢ni situaciji. Najve¢ problemov pri inZenirski stati-
stiki je planskih problemov. Statisti¢no znanje inZenirjev namre¢ najveckrat
uporabimo, da neko situacijo prou¢imo in spremenimo. V naslednjem pro-
blemu morajo ucenci izvesti celotno zaporedje postopkov, ki je znagilno za
izvedbo tipi¢nega statisti¢nega problema.

Zgled 3 (varna voZnja s kolesom). Voinja s kolesom, kolesom z motor-
jem oz. motornim kolesom je v mestnih sredis¢ih zagotovo bolj ekonomicna
kot voZnja z avtomobilom. Zaradi velikega Stevila avtomobilov prihaja tudi
do velikih zastojev. Toda ali je tudi manj nevarna? Kakina je korelacija
med Stevilom vseh smrtnih Zrtev v prometu na leto in §tevilom smrtnih Zrtev
pri voznji s kolesom z motorjem ali motornim kolesom na leto v Sloveniji?
Ali je delez ucencev Oddelka za tehnisko varnost na FKKT, ki pri voznji
s kolesom, kolesom z motorjem oz. motornim kolesom uporabljajo Gelado,
vecji od ustreznega deleza pri preostalih uéencih FKKT?

Utenci morajo pri takem kompleksnem problemu uporabiti poprejsnje zna-
nje o obdelavi, prikazovanju podatkov, o korelaciji in o ra¢unanju osnovnih
karakteristicnih lastnosti spremenljivke, ki nas v problemu zanima. Poleg
tega pa morajo pridobiti novo znanje o statisti¢nih testih. Ucenci najpre;
sami pridobijo potrebne podatke (na primer sestaviti anketo in jo razde-
liti ustrezni populaciji), na osnovi tako dobljenih podatkov nato izrac¢unajo
karakteristine parametre in izvedejo primerne statisti¢ne teste. Rezultate
morajo znati tudi prikazati in interpretirati.

Diskusijski problem. Ta vrsta problema zahteva subjektivno znanje. To
so lastna prepricanja, ki jih vsak posameznik zgradi na podlagi javno dosto-
pnega objektivnega znanja in lastnih izkugenj. V dolo&enih poklicnih odlo-
Citvah oziroma pri refevanju nekaterih problemov v poklicu ima subjektivno
znanje zelo pomembno vlogo.

Diskusijski problem je pri inzenirski statistiki redkejsi, zastavimo ga
lahko ob koncu problemsko naravnanega ucenja, ko postavimo pred u¢ence
kaksno dilemo s podro¢ja uporabe statistike v inZenirski stroki.
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Zgled 4 (jedrske elektrarne). Neka krajevna skupnost ima pogosto pro-
bleme z dobavo elektri¢ne energije. Predpostavite, da ste izbrali dva na-
kljuéna vzorca ljudi iz te krajevne skupnosti. Ljudje iz prvega vzorca naj
odgovarjajo na naslednji vprasalnik:

1A. Ali ste seznanjeni z nevarnostmi jedrske elektrarne?

2A. Ali naras¢anje Stevila jedrskih elektrarn pomeni nevarnost za priho-
dnost?

3A. Menite, da bi morali ve¢ storiti na podro¢ju drugih virov pridobivanja
elektri¢ne energije?

4A. Bi morali zmanjsati Stevilo jedrskih elektrarn?

Ljudje iz drugega vzorca pa naj bi izpolnili vpraSalnik z naslednjimi vpra-
Sanji:

1B. Menite, da smo dovolj preskrbljeni z elektri¢no energijo?

2B. Se strinjate, da motnje v dobavi elektri¢ne energije v nasi krajevni
skupnosti povzroc¢ajo tezave?

3B. Ali veste, da uporabljamo zadnje zaloge premoga, plina in olja?
4B. Ali naj ohranimo $tevilo delujo¢ih jedrskih elektrarn?

Ljudje v obeh vzorcih so odgovorili na vprasanja z DA ali NE. Kaj menite,
kaksna sta odgovora na zadnji vpraSanji pri anketirancih v obeh vzorcih in
zakaj? Opisite kvaliteto vprasalnikov!

Skupina uéencev je verjetno tudi sama poskusila izpolniti vpraSalnika. Za-
gotovo ima vsak ucenec svoje mnenje o dtevilu jedrskih elektrarn na podlagi
subjektivnega znanja oziroma prepri¢anj. Ta so nastala kot skupek objek-
tivnega znanja, izkuSenj, raznih vsakodnevnih informacij in tudi osebnosti.
Vendar pa ucéenci ob odgovorih v obeh vpraSalnikih verjetno spoznajo, da
vpraSanja napeljujejo refevalca na tocno dolo¢en odgovor pri zadnjem vpra-
sanju. Cetudi imajo lastno prepri¢anje o (ne)zadostnem Stevilu jedrskih
elektrarn, verjetno pri zadnjem vprasanju 4A odgovorijo z DA in tudi na
vprasanje 4B odgovorijo z DA (zmanjati Stevilo jedrskih elektrarn in ohra-
niti gtevilo jedrskih elektrarn). Tak vpraSalnik za statisticne obdelave ni
primeren, saj je sugestiven. Na kaj vse mora sestavljavec anket in vprasal-
nikov paziti, se lahko pogovorijo u&enci v diskusiji, ve¢ informacij pa zberejo
tudi doma.

4. Ocenjevanje ves¢in za reSevanje problemov

Zmo7nost reSevanja problema moramo vkljuciti v ocenjevanje in v njem
mora imeti vidno mesto. Ce bi namre¢ ucence pri problemsko naravnanem
uenju ocenjevali z rutinskim testom, kjer bi zahtevali golo poznavanje dej-
stev in principov, ne bi pa ocenili zmoZnosti reSevanja problemov, potem
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ucenci reSevanju problemov ne bi posvetali dovolj pozornosti. Ocenjevalni
sistem je namre¢ tisti, ki najveckrat narekuje nacin uéenja uéencev, in ne
izvajalec pouka z dolo¢eno metodo ucenja [1].

Pri razvoju zmoznosti reSevanja problemov je pomembna tudi zmoZnost
uspesnega samostojnega ucenja. Sem sodi uspes§no pridobivanje pravih kva-
litetnih informacij, njihova predelava in posredovanje. Izvajalci pouka po-
gosto predpostavijo, da ucenci znajo kriti¢no izlociti dobre informacije med
mnoZico informacij, da znajo kvalitetno iskati informacije med razli¢nimi
viri (spletne strani, knjige, revije) in da znajo nove informacije in znanje
vgraditi v svoj miselni sistem tako, da daje razumno logi¢no celoto. A ven-
dar zaradi splofnega nara$¢anja znanja in informacij uéitelji v srednjih Solah
hitijo z obravnavo snovi, za ucenje procesa pridobivanja znanja pa je storje-
nega premalo. Tudi ocenjevalni sistem je zaradi pomanjkanja ¢asa usmerjen
v teste s kratkimi odgovori. Ucenci imajo premalo moZnosti komunikacije,
razpravljanja in posredovanja naucenega, kjer dobijo povratno informacijo
od sosolcev ali izvajalcev pouka, ali so novo znanje razumeli tako kot drugi.
Prav zato je ucenje procesa pridobivanja, preoblikovanja ter posredovanja
informacij in znanja pomembna komponenta tudi za uspesno resevanje pro-
blemov. Tu ima pomembno mesto tudi uporaba racunalnika.

Spletno iskanje je zelo pomembno za hitro pridobivanje svezih informacij,
seveda pa je treba ucence pouciti, da izlus¢ijo dobre informacije med mnozico
razli¢nih spletnih informacij. Preoblikovanje statisti¢nih informacij je mozno
predvsem z uporabo raznih programskih paketov. Pravzaprav si statisti¢no
obdelavo (korelacije, testiranje hipotez ipd.) in prikazovanje rezultatov (ta-
bele, grafi) brez uporabe programskih orodij tezko predstavljamo. Ugenci
pa morajo s svojim znanjem rezultate razumeti in interpretirati, vse to pa
je treba vkljuciti v ocenjevanje.

Pri problemsko naravnanem uéenju sta pomembna tako ocenjevanje zna-
nja kot proces u€enja. Ocenjevanje tega nacina pouka, pri inZenirski statistiki
Je usmerjeno predvsem v ocenjevanje reSevanja problema in zajema: pisno
preverjanje osnovnega statisticnega znanja, sprotno povratno informacijo pri
reSevanju problemov, ufencevo mapo z vsemi izdelki, iz katerih je razviden
napredek tako v samem znanju kot v procesu ucenja, pisno porocilo za-
dnjega najobseznejSega problema ter javni nastop in zagovor [15]. Zmoznost
individualnega reSevanja enostavnejsih problemov preverimo Ze s testom, na-
predek v zmoZnosti reSevanja problemov pa ugotavljamo z uéenéevo mapo,
kjer so zbrani tako skupinsko kot individualno regeni problemi. V mapi sta
tudi samoocena o napredku v samostojnem udenju posameznega ucenca pri
novem nacinu pouka in ocena posameznih ¢lanov skupine pri skupinskem
delu. ZmoZnost resevanja kompleksnejSega problema in uporabe pridoblje-
nega znanja pa se zrcali v pisnem porocilu reSevanja najobseznejsega pro-
blema, ki ga vsak posamezni ucenec tudi ustno zagovarja [16].
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