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Letos mineva sto let od objave Thuejevega ¢lanka, v katerem je ta norveski matematik
konstruiral zaporedje brez ponavljanj nad tremi simboli. Ta rezultat bomo predstavili in
spotoma opisali zanimivo binarno Thue-Morsejevo zaporedje Dotaknili se bomo tudi
podobnih problemov na grafih in na realni osi.

NONREPETITIVE SEQUENCES

This year is the hundredth anniversary of publication of Thue’s paper in which this
Norwegian mathematician constructed a nonrepetitive sequence over three symbols. We
shall present this result, and along the way describe an interesting binary Thue-Morse
sequence. Similar problems on graphs and on the real line shall also be briefly mentioned.

Uvod

V ¢lanku obravnavamo (konéna in neskoné¢na) zaporedja simbolov. Brez
gkode za splosnost lahko simbole izbiramo med naravnimi Stevili, zapis zapo-
redja pa poenostavimo tako, da med dvema zaporednima ¢lenoma ne pi§emo
vejice niti presledka (ker bomo rabili le enomestna $tevila, ne bo zmede).
V tem duhu bomo konénemu zaporedju rekli tudi beseda. Tako bomo npr. za-
poredje/besedo, ki predstavlja prvih 15 decimalnih mest Stevila e, zapisali
takole

271828182845904

in zaporedje, ki predstavlja prvih sedem decimalnih mest Stevila m, bo
3141592.

Podzaporedje zaporednih &lenov danega zaporedja imenujemo blok (iz-
kaZe se, da je ugodno dopus¢ati, da je blok lahko tudi prazen). Opazimo,
da se v prvem zaporedju 271828182845904 beseda B = 1828 ponovi in
zaporedje lahko zapiemo v obliki ABBC, kjer so A, B in C bloki dane
besede. Ce zaporedje lahko zapiSemo v obliki ABBC, kjer je B neprazen
blok, A in C pa sta (lahko tudi prazna) bloka, ga imenujemo zaporedje s po-
navljanjem, sicer pa zaporedje brez ponavijanj. Primer slednjega je ocitno
3141592. Ce zaporedje ima ponavljanje, sta v njem dva identi¢na bloka, ki
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nastopata drug za drugim, pravimo tudi, da tvorita kvadrat. Zaporedje brez
ponavljanj lahko torej opiSemo tudi kot zaporedje brez kvadratov. Trivialen
primer kvadrata je, ko v bloku, ki se ponovi, nastopa en sam simbol, torej
ko sta v zaporedju dva zaporedna enaka simbola.

Ce zafnemo razmigljati o neskonénih zaporedjih, bomo takoj nasli ve-
liko zaporedij s ponavljanjem. Kot poseben primer omenimo zaporedje,
ki predstavlja decimalni zapis poljubnega racionalnega Stevila z neskon¢no
decimalnimi mesti. Le-to bo vselej imelo ponavljanje, ustrezni blok pa se
tam celo neskonénokrat ponovi. Na prvi pogled je tezje najti zaporedje brez
po_navljanj, a je tudi to trivialno, ¢e imamo na razpolago neomejeno Stevilo
simbolov (vzemimo npr. kar zaporedje, ki ga sestavljajo naravna Stevila v
obiCajnem vrstnem redu). Zastavlja pa se naravno vprasanje: Ali lahko s
koncno mnogo simboli sestavimo (neskoncno) zaporedje brez ponavljanj?

Cej je odgovor na to vprasanje pritrdilen, se zastavlja tudi drugo: s koliko
simboli lahko to naredimo? Ocitno z dvema simboloma ne bo §lo, saj besede
121 ne moremo ve¢ nadaljevati, ne da bi ustvarili kvadrat. Toda presenetljiva
Thuejeva konstrukcija nam pokaZe, da Ze s tremi simboli lahko sestavimo
besede brez ponavljanj poljubne dolzine. Preden predstavimo konstrukcijo
tega t. i. Thuejevega zaporedja, si oglejmo neko drugo zaporedje, ki ima tudi
zanimive lastnosti.

Thue-Morsejevo zaporedje

Binarno zaporedje M (Thue- Morsejevo zaporedje). konstrulramo prek re-
kurzivno podanega zaporedja, binarnih besed (My) takole: Naj bo

- M; =0 in '

My = MpM;, (k> 1),
kjer je M} negacija besede My, to je beseda, ki jo iz My, dobimo tako, da
zamenjamo vse njene simbole (torej ni¢le spremenimo v enice in obratno).
Tako dobimo My = 01, M3 = 0110, M4 = 01101001 in tako naprej. Ocitno
nam to poraja tudi (neskon¢no) binarno zaporedje M = miymgms..., ki
ga formalno definiramo tako, da postavimo mims...mor—1 = My za vsak
k>1 (deﬁmcua Je dobra, saj se zatetek besede Mk+1 ujema z My za vse
k € N).

Thue-MorseJevo zaporedje ima nekaj lep1h lastnosti. Ozna¢imo z Ly
(omroma Sk) podzaporedje tistih &lenov. besede My, ki nastopajo na hh1h
(sodih) mestih. Torej za My = 01101001, je Ly = 0110 in Sy = 1001, kar je
enako M3 oziroma M3. Velja tudi splosno: za vsak k € N je

Lk—}-l = Mk )
Sk+1 = Mi} .
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Preverimo prvo enakost z indukcijo po k. O¢itno je Ly = 0 = M,
(podobno velja za sodo zaporedje: Sy =1 = Mj). Denimo, da trditev velja
zaneki'’k > 2 in si oglejmo besedo My y1. Upostevajmo, da je My = MM,
in da za M}, trditev velja. Lihi ¢leni besede M}, tvorijo ravno prvo polovico
besede Lj1, zato se prva polovica besede Ly; ujema z My_;. Ker pa je
po definiciji druga polovica besede M1 ravno negacija prve polovice, je
druga polovica besede ‘L1 negacija svoje prve polovice, torej je Ly =
Mj_1Mj,_,, kar pa je enako M. Na podoben nadin lahko preverimo, da je
Sk+1 = M ,/C ‘

Vse besede My, (k > 2) se zafenjajo z 01, njihove druge polovice pa z 10.
To dejstvo nas napeljuje na splosnejSo trditev o simbolu, ki leZi za ¢lenom
na lihem mestu. Namre¢, ¢e se v zaporedju My na lihem mestu pojavi nicla
(recimo ji ,liha ni¢la®), ji nujno sledi enica, ¢e se na lihem mestu pojavi enica
(liha enica’), pa ji sledi ni¢la. Res, lihi ¢leni predstavljajo zaporedje Mj_1,
sodi pa zaporedje M, ,. Tako lihemu ¢lenu, ki v L, = Mj,_; zavzema j-to
mesto, sledi ¢len, ki v S = M}_, zavzema j-to mesto in je zato res njegova
negacija.

Sé ena zanimiva lastnost zaporedja M je, da ne vsebuje kubov, to je
blokov oblike BBB, kjer je B poljubna neprazna beseda. (Tako smo se ne-
kako 7e pribliZali Zelenemu cilju dobiti zaporedje brez kvadratov.) DokaZemo
lahko e nekoliko moénejo trditev, ki jo bomo potrebovali tudi kasneje.

Trditev. Zaporedje M ne vsebuje blokov oblike x Bz Bz, kjer je B poljubna
(lahko tudi prazna) beseda, z pa poljuben simbol.

Dokaz. Ocitno zado§ca, e trditev dokaZemo za poljubno konéno besedo M,
kjer je k € N. Dokaz bo spet potekal z indukcijo in baza indukcije je oc¢itno
pravilna. Denimo, da trditev velja za besedo Mj in predpostavimo, da se
v besedi Mj1 pojavi blok A oblike 0B0BO, kjer je B beseda. (Ta pred-
postavka nas bo vodila v protislovje; podoben premislek za blok 1B1B1 pa
prepus¢amo bralcu.) Ker M) nima takih blokov (in jih zato tudi negacija
M, nima), je edina moznost, da se prva ni¢la v bloku A pojavi v prvi polovici
besede My 1, zadnja ni¢la pa v drugi polovici. Od tod vidimo, da beseda
B ne more biti prazna, saj se M, vedno za¢enja z enico. Sedaj lo¢imo dva
primera glede na parnost dolZine besede B.

1. Naj bo B lihe dolZine. Potem so vse tri ni¢le na mestih, ki imajo
isto parnost, torej sodijo v besedo Ly ali Si41. Denimo, da sodijo v Lgy1
(¢e sodijo v Sk41, je razmislek podoben). Potem je blok Ar, v Li1, ki ga
porodi A na lihih mestih besede My, oblike 0BL,0B/0, kar je protislovije,
saj v My = Lyy1 po indukcijski predpostavki ni takih blokov.

2. Naj bo B sode dolzine. Tedaj sta ni¢li na robovih besede A na mestih
z isto parnostjo (denimo liho), srednja ni¢la pa je na mestu z nasprotno
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parnostjo (torej sodo). Oznacimo A = 0z122...22,0¥1Y2 ... y2,0 in vemo,

“da je x; = y; za vse i € {1,...,2n}. Ker je prva ni¢la na lihem mestu (,liha
ni¢la®), ji sledi enica, torej je z1 =1 in tako je tudi y; = 1. Ker pa je y; na
‘lihem mestu (,liha enica®), mu sledi nicla, torej je y2 = 0 = z2. Ko to igro
nadaljujemo, pridemo na koncu do xs,, ki je tako nujno ,liha nicla“. Slediti
bi mu morala enica, a je tam nicla, torej smo v protislovju. Na podoben
nadin pridemo v protislovje, ée predpostavimo, da sta ni€li na robovih sodi.
S tem je dokaz koncan. =

Za lepe konstrukcije pogosto velja, da jih sre¢amo v razli¢nih kontekstih.
Gornjo trditev je kot prvi dokazal norveski matematik Axel Thue, rezultat
je objavil leta 1906 v manj znani norvegki reviji [6]. Kakih 15 let za njim
je trditev neodvisno dokazal tudi Marston Morse in jo uporabil v povezavi
s problemom iz podrocja diferencialne geometrije. Ze dobrih 50 let pred
Thuejevim rezultatom pa je zaporedje M posredno opisal Prouhet, ko se
je ukvarjal z dolodenim problemom iz teorije Stevil, povezanim z razbitji
na vsoto potenc. Na Thue-Morsejevo zaporedje je naletel tudi znameniti
nizozemski 8ahovski velemojster Max Euwe. S pomodcjo tega zaporedja je
pokazal, da je Sahovska igra, ki se nikoli ne kon&a, mogo¢a (po pravilih se
Sahovska igra namre¢ konca z remijem, Ce se ista pozicija na Sahovski deski
ponovi tretji¢ in je pri tem zaporedje potez med drugo in tretjo pojavitvijo
te pozicije enako kot med prvo in drugo). Najbrz pa je najvedji pecat pu-
stilo prav Thuejevo delo, saj velja za zaletek pomembne veje kombinatorike
t. 1. kombinatorike na besedah [5]. Vet o razli¢nih vidikih uporabe Thue-
Morsejevega zaporedja si lahko preberemo npr. v [1].

Thuejevo zaporedje

Oznagimo z X = {1,4,6,7,...} mnoZico mest v Thue-Morsejevem zapo-
redju M, na katerih so ni¢le. Naj bodo z1 < 2 < z3 < ... elementi mnozice
X urejeni v narasc¢ajotem vrstem redu. Zaporedje T' = titats. .., definirano
S

ln = ZTpt1l — Tn, NE N,

imenujemo Thuejevo zaporedje. Torej
T = 321312321231...

in otitno je t, € {1,2, 3}Aza vsako naravno Stevilo n. Definicijo lahko pred-
stavimo tudi takole: Thuejevo zaporedje po vrsti Steje Stevilo enic, ki se
pojavijo med dvema zaporednima ni¢lama v Thue-Morsejevem zaporedju in
vsakié pristeje 8e 1. Poglejmo na primer zacetek zaporedja

M = 0110100110010110100101100. ..
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Zaporedja brez ponavljanj
in po vrsti zapisujmo, koliko enic leZi med zaporednima niclama:
210201210120. ..

Dobili smo zaporedje T, premaknjeno za 1, oziroma Thuejevo zaporedje,
zapisano s simboli 0,1 in 2.

Trdimo, da je T zaporedje brez ponavljanj. Pa recimo, da imamo v
zaporedju T kvadrat, to je za neki naravni Stevili k£ in n je

Ui = Uhtnti

zai=0,...,n— 1. Ce upoStevamo definicijo zaporedja T', dobimo
Thyl = Tk = Thintl — Thin

Tp42 = Th+1 = Thtn+2 — Thtn+l)

Ti4n — Th4n—1 = Tk4+2n — Tk42n—1 -

Od tod vidimo, da elementi mnoZice X med zj in xg, narasajo z ena-
kimi koraki kot med xj,, in Txyo,. Bolj natantno povedano, zaporedje
Tktn> Thintls - - - Lht2n lahko dobimo iz zaporedja g, Tg41, - - . , Th4n z adi-
tivno translacijo za tx + tx4+1 + - - + tk4n—1. Spomnimo se, da element x-
pomeni, da je na zx-tem mestu v Thue-Morsejevem zaporedju nicla, prav
tako je ni¢la na zjqn-tem in Tyion-tem mestu. Razporeditev ni¢el med me-
stoma xy in Tgi, je enaka razporeditvi nicel med mestoma Tyyy, in Tiyon.
Torej imamo v Thue-Morsejevem zaporedju blok oblike 0B0BO, kjer je B
binarna beseda, ki ima ni¢le na mestih 41 — Tk, Th+2 — Ty - - - s Thtn — Tk-
To pa je v protislovju s trditvijo, ki smo jo pokazali za Thue-Morsejeva
zaporedja. Velja torej naslednji Thuejev izrek: :

Izrek. Zaporedje T je neskoncéno zaporedje brez ponavljanj nad trems sim-
boli.

Zaporedja brez ponavljanj na ciklu

. Sedaj se omejimo na kon¢na zaporedja. OC¢itno trije simboli zados¢ajo za
zapis poljubne kon¢ne besede brez kvadratov dolzine vsaj 4, medtem ko za
krajSe besede shajamo Ze z manjsim Stevilom simbolov. Zamislimo si sedaj,
da besede zapisujemo v krogu (ciklu, verigi, ... ), pri ¢emer zacetek besede ni
dolocen. Ali drugae povedano: s simboli opremimo ogli§¢a mnogokotnika in
nato preberemo besede (na primer v smeri urinega kazalca), ki jih dobimo

73-80 ' T



© .. Bostjan BreSar

z razliCnimi- izbirami zaetnega oglis¢a. Ali tudi na ciklu zado3cajo trije
simboli, da bodo (vse) besede na njem brez ponavljanj?

V 3-, 4- in 6-kotniku trije simboli res zados¢ajo (primer dobrega oznace-
vanja je na sliki 1). Kaj pa v 5-kotniku?

.
3 2 3
é D a ?
1 2 | > ) 1

Slika 1. Barvanje mnogokotnikov brez ponavljanj

Ce zelimo 5-kotnik oznagiti (ali pobarvati, kot tudi redemo) s tremi sim-
boli, tako da ne bo besed s ponavljanjem, hitro vidimo, da se na treh zapore-
dnih mestih pojavi beseda aba (kjer sta a in b neka simbola). Na preostali dve
mesti sedaj ne smemo dati niti a (ker dobimo kvadrat aa) niti b (ker dobimo
kvadrat abab ali kvadrat baba). Torej moramo na preostali mesti dati nov
simbol, toda ne isti na obe mesti, saj sicer dobimo kvadrat cc. Stevilo sim-
bolov, ki jih potrebujemo za barvanJe brez ponavlja,nj na 5-kotniku, je torej
(naJmanJ) 4, kar je ve¢, kot jih potrebujemo za neskon¢no zaporedje. Pred
kratkim je James Curne karakteriziral mnogokotnike, na katerih potrebu—
jemo 4 simbole [3]. Izkaze se, da jih je zelo malo (in sicer so to mnogokotniki
$5,7,9,10, 14 in 17 oghsc1) na vseh drugih pa trije simboli zados¢ajo za
oznalevanje brez kvadratov. *

Cikel je preprost primer grafa (struktura, ki je dolo¢ena z mnozico vozlisé
in mnozico povezav med pari vozli§¢) in vprasanje, koliko simbolov potre-
bujemo za oznaevanje vozlis¢ grafa, tako da se v njem ne bodo pojavile
besede s ponavljanjem, lahko zastavimo za poljubne grafe. O problemih
t. i. Thuejevega barvanja grafov si lahko kaj ve¢ preberemo na primer v [2].

Barvanje brez ponavljanj na realni osi

Za, konec zastavimo podoben problem na realni osi. Oznalujemo (ozi-
roma barvamo) realna $tevila, kvadrat pa naj v tem primeru pomeni, da sta
intervala [z, y] in [y, 2], < y, enako dolga in da je §tevilo x+1 iste barve kot
Stevilo y 4+t za vse t € [0,y — z]. Koliko barv potrebujemo za barvanje realne
osi, da na njej ne bo kvadratov? VpraSanje je na prvi pogled videti tezko
in morda se spraSujemo, ali tevno mnogo barv sploh zado¢a. Odgovor je
preprost, saj se izkaZe, da zadoS¢ata Ze dve barvi!
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Zaporedja brez ponavljanj

Predstavili bomo Rotejevo konstrukeijo, v kateri uporabimo Lindemann-
Weierstrassov izrek, ki pravi, da iz enakosti

z1e” + z2e® 4 - - zped =0,

kjer so z1, ..., T, racionalna Stevila, ¢, ..., gn pPa paroma razlicna raci-
onalna §tevila, sledi 1 = o = -+ = x, = 0 (paroma razli¢ne racionalne
potence §tevila e so linearno neodvisne nad poljem racionalnih $tevil). Kon-
strukcijo bomo predstavili samo za pozitivni del realne osi, in sicer naj bo
barvanje f: (0,00) — {0,1} definirano takole: f(z) = 0, &e je Inz racio-
nalno §tevilo, sicer pa naj bo f(z) = 1. Pokazimo, da je barvanje f brez
kvadratov.

Vzemimo poljubni razli¢ni pozitivni $tevili z in y. Naj bo z < y in
a = y — z. Opazujmo intervala [z,y] ter [y,y + a]. Ce je f(z) # f(y),
potem [z,y] in [y,y + a] ocitno ne tvorita kvadrata, torej vzemimo, da je
f(z) = f(y). Zaradi gostosti racionalnih §tevil obstaja tako Stevilo ¢, kjer
je 0 < t1 < a, da velja z +t; = e? in je g1 racionalno Stevilo. Torej je
po definiciji f(z +t;) = 0. Ce je tudi f(y + ¢t1) = 0, potem obstaja tako
racionalno 3tevilo g9, da velja y + t; = e in pri tem je o¢itno go # q1 (saj
je eksponentna funkcija injektivna). V tem primeru naredimo $e en premik:
obstaja tako Stevilo tg, kjer je 0 < i1 <tz < a, da je z + t3 = €%, kjer je g3
racionalno $tevilo (razli¢no od ¢; in ¢2). Ce je tudi tokrat y +t3 = €% in je
q4 racionalno Stevilo, potem velja

e — el = 4 — 83

kjer so q1, g2, g3, g4 paroma razli¢na racionalna Stevila. To pa je v nasprotju
z Lindemann-Weierstrassovim izrekom. Torej intervala [z,y] in [y,y + a]
ne tvorita kvadrata in s tem je dokaz koncan. Kot smo omenili, dve barvi
zadosCata tudi za barvanje brez kvadratov cele realne osi (to barvanje dobimo
npr. tako, da funkcijo f razsirimo do sode funkcije, definirane za vsa realna
Stevila).

Podobni problemi so bili zastavljeni Se v nekaterih drugih matemati¢nih
strukturah; ponekod v povezavi z znanimi odprtimi problemi (glejte npr. [4]
in literaturo v tem ¢&lanku). Poskusimo Se malo splosneje. Ce je dana neka
mnoZica in ¢e nekako dolo¢imo tiste pare podmnozic enake modi, ki ,se drZzijo
skupaj“, in izberemo bijekcije med njimi, smo dobili problem Thuejevega
tipa: dolo¢i najmanjse Stevilo barv, s katerimi pobarvas elemente mnozZice,
tako da za nobeni ,sosednji podmnozici“ bijekcija med njima ne ohranja
barv.
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VESTI

SEJEM ZNANSTVENEGA ZALOZNISTVA

V Trstu je med 17. in 20. majem pote-
kal prvi mednarodni sejem znanstvenega za-
loznistva FEST. V &tirih dneh ga je obiskalo
okrog 30 000 obiskovalcev, ki so se lahko ude-
lezili prek 110 dogodkov na 22 razli¢nih lokacijah v mestu. Delavnice, kon-
certi in uli¢ni dogodki so pritegnili mlajSe generacije udeleZzencev, medtem ko
so se predavanj, predstavitev in okroglih miz udelezili predvsem Studentje
in starejsi udelezenci. Osrednji hali sejma sta bili ob morju: ena name-
njena predstavitvi otroske in mladinske poljudnoznanstvene literature ter
ucil, druga pa popularizaciji znanosti za Studente in odrasle. Za Solarje in
vetje skupine je bilo organizirano strokovno vodstvo, ogled zanimivih video
posnetkov in udelezba v didakti¢nih delavnicah. ’

Na ogled in na prodaj je bilo veliko poljudne ter znanstvene literature
v razli¢nih jezikih (vetinoma v italijans¢ini, pa tudi v slovens€ini, hrvas€ini,
anglesCini in nems¢ini). Med znanstvenimi publikacijami razli¢nih drugih
podro¢ij smo lahko nasli tudi novejSo matemati¢no, fizikalno, astronomsko,
meteorolosko in ra¢unalnigko literaturo. Z nekaj svojimi zadnjimi 1zdajam1
je na sejmu sodelovalo tudi DMFA—zalozmstvo

Organizatorji iz dezele FurlamJe-Jthske krajine -obljubljajo, da bo se-
jem znanosti postal tradicionalen, in se Ze pripravljajo na naslednjo izvedbo
aprila 2008. Kratek izlet v bliznji Trst in obisk sejma bo zagotovo zanimiv
tudi za nase Studente, profesorje in dijake.

www.fustriesteit

Vladimir Bensa
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Vesti
MATEMATICNE NOVICE

Peter Petek in JoZe Vrabec zasluZna profesorja

Ob dnevu Univerze v Ljubljani (v zacetku decembra 2006) sta Joze Vra-
bec (FMF) in Peter Petek (PEF) prejela naziv zasluznega profesorja [1].

Najboljsi raziskovalni programi v letu 2005

Na naslovu [2] si lahko ogledate izbor 17 najboljsih raziskovalnih progra-
mov v letu 2005. Na podroé¢ju naravoslovnih ved so to priznanje dobile tiri
programske skupine, med njimi dve matematicni:

e skupina Marka Petkov&ka (Izbrane teme teoreti¢nega faéunaln_iétva in
kombinatori¢ne optimizacije), ki zdruzuje 22 raziskovalcev,

e in skupina DuSana Repovsa (Topologija in geometrija), ki ima 16 raz-
iskovalcev.

Na podro¢ju druzboslovnih ved pa se je v to presti%no druséino uvrstila
skupina Anugke Ferligoj (Druzboslovna metodologija, statistika in infor-
matika), ki Steje 11 raziskovalcev.

Najbolj iskani ¢lanki

Med 25 najbolj iskanimi ¢lanki [3] v reviji Topology and its Applications
v obdobju od aprila do avgusta 2006 je tudi ¢lanek [4] DuSana Repovsa
in U. H. Karimova.

Priroé¢nik

Peter Semrl je za Handbook of Linear Algebra [5] prispeval poglavje z
naslovom Linear Preserver Problems.
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NOV PREIZKUS ENACBE E = mc?
JANEZ STRNAD

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

PACS: 03.30.+p

Mednarodni raziskovalni skupini je Einsteinovo zvezo med maso in energijo uspelo
potrditi z relativno natan¢nostjo 4 - 10~7. ' Pri tem je uporabila ve¢ novih zanimivih
merilnih nacinov. .

A NEW TEST OF THE EQUATION E = mc?

An international research group has succeeded in testing Einstein’s mass-energy re-
lation to a level of 4 - 1077, Thereby some interesting novel methods were used.

Odmevi na Svetovno leto fizike 2005 nas bodo spremljali $e nekaj casa.
Ob stoletnici so zelo natanéno preizkusili znamenito enaébo E = mc?, ki
jo je Albert Einstein izpeljal v posebni teoriji relativnosti [1]. Poleg &la-
nov massachusetskega tehnoloskega instituta MIT, Drzavnega instituta za
standarde in tehnologijo v Gaithersburgu v zvezni drzavi Maryland in In-
Stituta Laue-Langevin v Grenoblu sta v raziskovalni skupini sodelovala Se
¢lana floridske univerze v Tallahasseju in kemijskega oddelka univerze v Ox-
fordu. Nikogar ni presenetilo, da enacba tako natancno velja, saj posebna
teorija relativnosti sodi med sprejete teorije in so na njej zgrajene kvantne
teorije polja. Novi merilni nadini in obseZno mednarodno sodelovanje pa so
tako znacilni za raziskovanje v danasnji fiziki, da je vredno preizkusu enacbe
posvetiti nekaj pozornosti.

Osnovna zamisel je bila preprosta. Pri sevalnem zajetju jedro pogoltne
nevtron. Nastane jedro izotopa z masnim Stevilom, ve¢jim za 1 v vzbujenem
stanju in z izsevanjem fotonov - preide v osnovno stanje:

AX +1n — AFIX 4 4.
Pri tem se ohrani polna energija, v kateri je treba upogtevati energijo mase:
[M(A) + M(n)]c® = M(A+1)® + hvag .

M (A) je masa atoma z masnim $tevilom A in hv4y; energija vseh fotonov,
ki jih jedro izseva pri prehodu iz vzbujenega stanja v osnovno. Pri zajetju
nevtrona na vodiku nastane jedro devterija in velja:

[M(H) + M(n))c®* = M(D)® + hvp .

82 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 3



Nov preizkus enatbe F/ = mc?

Drugo enacbo odstejemo od prve in izraz uredimo:
[M(A) ~ M(A+ 1)+ M(D) ~ M(H)|¢* = h(vat1 — vp).

Kilomolsko Planckovo konstanto Ngh = 3,990312716(27) - 10~7 Js/kmol-
po merjenjih konstante fine strukture poznamo na 5 - 1078 natacno. Pri tem
je Na Avogadrovo Stevilo in je v oklepaju naveden povprecni efektivni odmik
na zadnjih dveh mestih. Ker bi radi mase atomov merili v atomskih masnih
enotah 1u = 1kg/(Ng kmol), pomnozimo zvezo na levi in desni strani s

kmol - u/kg:
[M(A) - M(A+1) + M(D) - M(H))c?

=[M(A)+M(H)— M(A+1)+ M(D) - 2M(H)]c2 = (1)

= (Nah)(va+1 — vp) kml:)¥.
g
Enote v enacbi so ubrane, & merimo maso M(A) v atomskih enotah u.

Pri preizkusu so natan¢no izmerili maso atomov in neodvisno od nje
frekvenco izsevanih fotonov. Oba merilna nacina so Ze dolgo razvijali. La-
stnosti delcev so pred ¢asom premerili s Penningovo pastjo, v kateri je bilo
mogoce posamicne delce zadrzevati po tedne in mesece [2]. Gibanje ionov v
Penningovi pasti posebno skrbno raziskujejo na MIT [3]. Prosti ion z enim
pozitivnim osnovnim nabojem in maso m krozi v pre¢nem homogenem ma-
gnetnem polju z gostoto B s ciklotronsko frekvenco vey = egB/(2mrm). V
Penningovi pasti uporabijo Se elektrodi v obliki hiperboloidnega obro¢a in
hiperboloidnih kapic s simetrijsko osjo v smeri magnetnega polja (slika 1).
Pri tem je past ohlajena na temperaturo 4 K. Magnetno polje z gostoto
8,53 T ustvari superprevodna tuljava, medtem ko je kvadrupolno elektri¢no
polje sibko in meri napetost med elektrodama Uy = 15 V.

Gibanje vezanega iona v pasti je bolj zapleteno kot gibanje prostega iona.
Sestavljeno je iz gibanj treh vrst. V smeri simetrijske osi ion sinusno niha s
frekvenco v, = (eqU/mr2)Y/2/(27), e je 2ro najmanjsi premer hiperboloi-
dnega obroca. Ta frekvenca meri okoli 200 kHz. Poleg tega ion kroZi s spre-
menjeno ciklotronsko frekvenco v, okoli 5 MHz po manjsi kroznici, katere
srediSée krozi po vegji kroZznici v isti ravnini z magnetronsko frekvenco v,
okoli 5 kHz (slika 2). Tipi¢no ion v 0,2 us opiSe manjgo ciklotronsko kro-
Znico, v 5 us enkrat zaniha v smeri simetrijske osi in v 200 ps opise vedjo
magnetronsko kroznico. V priblizku, v katerem smemo vzeti, da je magne-
tronska frekvenca znatno manjsa od ciklotronske, velja vy, = v2/(2v) in
Vep = Ve — VUm-

Dokler so merili z enim ionom in primerjali njegovo maso z maso drugega
iona pri poznejSem merjenju, so jih motili naklju¢ne spremembe magnetnega
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Slika 1. Elektrode v Penningovi pasti

polja.in odmiki elektri¢nega polja od sinusnega poteka. Veliko natan¢neje je
bilo mogo&e meriti, ko so v past ujeli dva iona z enakim masnim Stevilom.
Njuni masi se relativno razlikujeta samo priblizno za 1073. Z molekulami,
ki vsebujejo atom navadnega ali tezkega vodika, pa je mogoce dosedi vsa
zanimiva masna Stevila. V opisanem poskusu so za 4+1X uporabili izotopa
silicija 2°Si in Zvepla 328, izotopa 4X pa sta bila 28Si in 32S. Ion 2Sit
in molekulski ion 28SiH* v prvem delu poskusa in ion 23S in molekulski
ion 32SH* v drugem delu so spravili na isto magnetronsko tirnico, da sta
krozila drug nasproti drugega v razdalji, manjsi od milimetra (slika 3).. Oba
iona sta bila izpostavljena enakim naklju¢nim spremembam magnetnega in
elektricnega polja in je bilo merjenje veliko natanénejse.

Najprej so naredili ione prve vrste, obdrzali samo enega od njih na
magnetronski kroznici z majhnim polmerom in ga spravili na kroZnico s
polmerom okoli 1 mm. Nato so ustvarili en sam ion druge vrste v bliZini
sredii¢a pasti. lon je z elektri¢no silo deloval na prvi ion. Gibanje ionov, ki
delujeta drug na drugega, so opisali z razdaljo od sredi$¢a pasti do skupnega
tezisCa ionov in z razdaljo od enega iona do drugega. Razdaljo teZisca od
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Nov preizkus enacbe ¥ = mc

Slika 2. Tri vrste gibanja naelektrenega delca v Penningovi pasti

sredi§ta pasti so zmanjSali skoraj na 0, razdaljo iona od iona pa povecali na
okoli 0,8 mm. Ob tem so frekvenco utripanja, s katero se je malenkostno
spreminjala razdalja med ionoma, zmanjSali na 0,054 Hz. Nazadnje sta se
iona v smeri osi gibala neodvisno drug od drugega in je to veljalo tudi za
njuni ciklotronski kroZenji, njuni magnetronski gibanji pa sta bili povezani.
Na vse znacilne koli¢ine gibanja ionov so vplivali z napetostjo med elek-
trodama, in njenim asovnim potekom. Na drugi strani so natan¢no merili
napetost med hiperboloidnima kapicama in s tem zasledovali gibanje ionov.

Da bi razliko mas lahko izmerili z relativno natannostjo 10712, so ciklo-
tronsko frekvenco vep1 ali vepg morali izmeriti z relativno natancnostjo 10~8
in frekvenco nihanja v smeri simetrijske osi v, ali v, z relativno natan¢no-
stjo 107°. Pri tem indeks 1 zadeva enega od ionov in indeks 2 drugega. Tega
ni bilo pretezko dosedi. Izmerili so razmerje mas ionov M (*Sit) /M (**SiHT)
= 0,9997151241812(65) in M (*3S™) /M (**SH') = 0,9997441643450(89).
To je bilo sedemstokrat oziroma stokrat natancneje od prejSnjih merjen].
Posebej so se prepricali, da se rezultati niso znatno spremenili, Ce se je raz-
dalja med ionoma spremenila od 0,4 do 1,0 mm. V razmerjih so upostevali
popravke z velikostno stopnjo 107! zaradi dipolnega momenta molekul,
zaradi manjkajocega elektrona in razlike vezavnih energij elektrona in ke-
mijskih vezavnih energij. Tako so dobili za razlike mas nevtralnih atomov
M (*8i) + M(H) — M (*Si) = 0,00825690198(24) u in M (**S) + M (H) —
M (33S) = 0,00843729682(30) u. Za vodik soZe prej poznali razliko mas:
M(D) — 2M(H) = —0,00154828629(40). Tako so za poskus s silicijem in
za poskus z Zveplom dobili levo stran enacbe (1) z relativno natancno-
stjo 7-1078.

Zanimiv je popravek zaradi dipolnega momenta. TeZiSCe negativnega
naboja v. molekuli krozi po kroZnici z malo ve¢jim polmerom, teZis¢e pozi-
tivnega naboja pa po kroZnici z malo manjsim. Zaradi tega se ciklotronska
frekvenca spremeni relativno za —a.B?/m s polarizirnostjo molekule a.. Spre-
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Slika 3. Sklopljeni magnetronski gibanji dveh naelektrenih delcev, ki se malo razlikujeta
po masi, v Penningovi pasti.

memba ima velikostno stopnjo 1079, tako da je po tej poti mogoce meriti
polarizirnost molekul.

Za merjenje sevanja so z Braggovo spektrometrijo poskrbeli na ingtitutu
v Grenoblu v sodelovanju z institutom v Gaithersburgu. Postopno so izde-
lali spektrometer GAMS4 z dvema ravnima kristaloma skoraj brez napak
iz silicija ali germanija. Z njim je bilo mogoce natan¢no izmeriti valovno
dolzino sevanja ~ za fotone z energijo do 6 MeV. Spektrometer so preselili
¢ez Atlantik in nazaj. Zdaj deluje na institutu Laue-Langevin ob Jedrskem
rea,ktorju z velikim nevtronskim fluksom [4]. :

~ V rovu blizu reaktorske sredice so obsevali z nevtroni snov, katere jedra
so zajela nevtrone in pri prehodu v osnovno stanje sevala. Sevanje je po rovu
zadelo prvi in nato drugi kristal spektrometra. Nekaj kristalov so premerili v
drugih metrologkih laboratorijih po-svetu in ugotovili njihov mre?ni razmik a
v metrih: (Nekatere od teh kristalov so izrezali iz istega velikega kristala
preciS€enega silicija ali germanija.) Braggova enacba valovno dolzino A =
¢/v = 2asin 119 poveZe s sipalnim kotom 9. TeZava je bila v tem, da sipalni
kot pri fotonu z.energijo 5 MeV meri manj kot desetino stopinje. Natan¢nost
preizkusa je tako omejil najmanjsi kot, pri katerem:je.bilo mogode meriti z
relativno natanénostjo 1077, = -
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Nov preizkus enatbe E = mc?

Merilna naprava GAMSA4 je zelo izpopolnjena. Merilni prostor ima stene
iz betonskih blokov z akusti¢no izolacijo. Zaradi toplotne zasCite se tempe-
ratura na dan ne spremeni za ve¢ kot stotino stopinje. Posebna talna plosca
varuje naprave pred:tresljaji. Kristala sta namescena v litoZeleznem ohisju,
natan¢no postavljena in med seboj povezana, tako da ostaneta vzporedna.
Zelo natan¢no ju je mogoce vrteti. Zasuk vsake od osi merijo z Michelsono-
vim interferometrom s pravokotno polariziranima delnima curkoma na 10~7
natancno.

7 opisano napravo so kolikor mogode natan¢no izmerili energijo fotonov v
priblizno 3,5 MeV in 4,9 MeV, ki ju odda jedro 298i pri prehodu v osnovno
stanje, 0,8 MeV, 2,4 MeV in 54 MeV, ki jih odda jedro 333, in 2,2 MeV
fotona, ki ga odda jedro D. Frekvence fotonov, ki so jih pri prehodu vV 0Snovno
stanje oddala jedra ene vrste, je mogode sesteti. Tako so dobili v zvezah
vsi = ¢/Asi, vs = ¢/Ag in vp = ¢/Ap po vrsti za efektivne valovne dolZine
Asi = 0,146318275(86) - 10712 m, A\g = 0,143472991(54) - 1072 m in \p =
0,557341007(98) - 1072 m. Prvi in drugi podatek sta 25-krat in 40-krat
natan¢neja od prejsnjih.

Za razliko merskih $tevil leve in desne strani enacbe (1) so dobili pri
merjenju s silicijem —9,7(8,0)-10~7 in pri merjenju z Zzveplom 2, 1(5,2)-10~7
ter skupaj —1,4(4,4) - 10~7. Po tem lahko reemo, da so merjenja podprla
zvezo med energijo in maso z relativno natanc¢nostjo 4 - 10_7. To je 44-krat
natanéneje od zadnjega takega merjenja, na podlagi energije fotonov ~y pri
anihilaciji elektrona s pozitronom v mirovanju [5].

Merjenje mase je precej natancnejSe od merjenja valovne dolZine seva-
nja -, ki ga omejuje merjenje majhnih kotov. Relativna natanc¢nost 10712
pri merjenju mase bo omogoéila pomembna osnovna raziskovanja v fiziki
in astrofiziki. Obetajo, da bo mogoce izmeriti maso ionizacijske energije
atomov in kemijske vezavne energije molekul.
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Podana je posplositev znanega Apolonijevega problema (o kro#nici, ki se dotika treh
drugih) v konénih geometrijah. Pri tem v primeru polja praStevilske karakteristike p =
4a—1 dobimo zaporedja 2a— 1 parov kroZnic, od katerih se vsaka dotika ustrezne kroZnice
prej$njega para. LasﬁnoSti dobljenih zaporedij sledijo iz preprostih izra¢unov v konénih
poljih.

CLOSED KISSING-CYCLE-CHAINS IN FINITE GEOMETRIES

We give a generalization of a well-known Appolonius problem (about the circle tou-
ching three given ones) in finite geometries. In the case of the field of a prime characteri-
stics p = 4a — 1 we obtain sequences of 2a — 1 pairs of circles, each of which touches the
corresponding circle of the previous pair. The properties of such sequences are obtained
by simple calculations in finite fields.

Predgovor: Na$ pogled na pou&evanje matematike.

Gotovo mora vsak ucitelj predvsem posredovati svoje znanje uéencem, a
poleg tega naj bi opravljal tudi majhne raziskave. Odkrivanje novih, prese-
netljivih dejstev je vredno vet kot preutevanje debelih, spostovanja vrednih
knjig. Podoben pristop Je'hkrati spodbuden za vsakdanje delo v ucilnici, ki
tako postaja pestreje. Navsezadnje lahko na ta nacin navdugimo ucence za
samostojno delo in §irjenje lastnega obzorja L

V ¢lanku podajamo primer tovrstnega dela. Na, zacetku v.obliki krat-
kega povzetka navedemo nekaj dobro znanih matematiénih dejstev (brez
podrobnih dokazov). V' drugem delu pa pokazemo;, kako v matematiki po-
stopoma, korak za korakom, nastajajo nove, vse bolj splogne trdltve To je
vznemlrllea pot, ob kateri na nas prezi kopica zanimivih Odkrltlj

*Clanek je ‘nastal na podlagi zaplskov avtorjevega predava,nja, opravlJenega v okv1ru
strokovnega izpopolnjevanja profesorjev matematike na nemskih gimnazijah.
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Sklenjene verige dotikajo&ih se kroznic v konénih geometrijah
1. Osnovni pojmi. Nekaj algebre

1.1 Razgiritev realnih stevil do mnozice kompleksnih Stevil

- Polje je algebrska struktura z dvema operacijama, seStevanjem in mnoze-
njem. Obe operaciji morata zado3¢ati dolotenim pogojem (kormutativnost,
asociativnost, distributivnost, ...). Najbolj znan prlmer polja so: realna
Stevila z oblcajnlm sestevanjem in mnoZenjem. : i g

Enacba 22 +1 = 0 v mnoZici R nima resitev.- Zato dodajmo realnim
Stevilom nov (“pridruzen”) element i, za katerega velja i +1 = 0. Mnozico
vseh dobljenih Stevil oblike z1 + iz2, *1,72 € R, oznacimo s C in. imenu-
jemo kompleksna Stevila. Z njimi bomo racunali kot OblC&JI’lO racunamo z
algebrskimi izrazi, na primer: (3 +)(1+2i) =3 +6t+1+ 2% =1+47i. -

IzkaZe se, da je mnozica C s takim sestevanjem in mnoZenjem spet polje
Govorimo o kvadrati¢ni razsiritvi polja R.

1.2 Posplositev: razsiritev poljubnega polJa F do nekega polja E

Izhajajmo sedaj iz poljubnega polja F'i in oznac1mo 's F* mnozico vseh
njegovih obrnljivih elementov F'\ {0}. NaJ bo z2 4 b =0, b € F*, enagba,
ki v polju F' nima re51tev torej b & (F *) Dodajmo polju F simbol ¢, za
katerega naj velja €2 + b = 0, in oznatimo z E mnozico vseh izrazov oblike
z1 + €xg, 21,72 € F. Vpeljimo na tej mnozici obi¢ajni ra¢unski operaciji.
Tako bo, na primer e

(3+e)+(1+26) =4+3¢ in (3+¢)-(1+2€) = 3+6c+e+2e” = 3—2b+7e.

E z omenjenima operacijama seStevanja in mnoZenja je polje, ki predSt_aylja
tako imenovano kvadrati¢no razsiritev polja F'.

1.3 Konéna ali Galoisova polja

Definicija. Polje z natanko ¢ elementi obi¢ajno oznacimo 'z GF(q) in mu
pravimo Galoisovo polje, po francoskem matematiku, Evaristu Galoisu
(1811-1832). Taka polja obstajajo tedaj in le tedaj, ko je q potenca ne-
kega prastevila p: ¢ =p", n € N. Dogovorlmo se, da v tem clanku ne bomo
obravnavali primerov s sodim g, ker bi sicer naleteh na dolocene tezave. :

" IzkaZe se, da za vsako konéno polje F' v mnozici F* obstaJa natanko
1(g — 1) kvadratov in prav toliko elementov, ki niso (popolni) kvadrati. Pri
medsebojnem mnoZenju elementov v F™* opazimo analogijo z dobro znanim
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,pravilom znakov“. Na primer, produkt poljubnih dveh nekvadratov nam da
kvadrat. V zvezi s kvadratl in nekvadratl omemmo se zelo pomemben 1zrek
iz teorije Stevil: e ‘ ‘

- Naj bo GF(g) kon¢no polje in 1 njegova enota. Element —1 ni kvadrat
natanko tedaj, ko je ¢-= p®™~! za neko prastevilo p oblike 4a — 1, a € N,
in poljubno: naravno tevilo n. V.primeru, da je —1 € (F*)2 pa mora biti
q = (4a — 1)2" kjer je 4a — 1 prastevilo, ali ¢ = (4a +1)", kjer je 4a + 1
prastevﬂo (@ in n sta naravni Stevili).

‘Pojasnimo koné¢no, aritmetiko na naJpreprosterem primeru, ko je ¢ = p
praétevilo. ‘Najprej .pois¢emo obicajno vsoto oziroma produkt dveh stevil,
potem pa rezultat delimo s p. Dobljeni ostanek nam predstavlja iskano vsoto
oziroma produkt elementov polja GF(p).

Primer. Naj bo’ p = q = 3, elementi polJa, oznadeni z 0 1, 2, operaciji v
GF(3) pas ® in ©.

24+1=38 3=1-340 = 241=0
2:2=4 4=1-34+41 = 202=1

Zapisimo dobljene rezultate v obliki tabel:

el0 1 2 olo 1 2
00 1 2 00 0 0O
11 2 0 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Pogled na diagonalo v drugi tabeli nam pove, da je enota 1 popoln kva-
drat, element 2 (= —1) pa ne. V nadaljevanju bomo zaradi enostavnejsih
zapisov tudi za oznadevanje operacij v konénih poljih uporabljali obicajna
simbola + in - . V Galoisovemn polju F = GF(p") za vsak element z velja
T+x+---+x=p-r=0. Prastevilo p pri tem imenujemo karakteristika

p-krat
danega po_lja (oznaka: Char F).

Za konec tega kratkega algebrskega sprehoda omenimo kvadrati¢ne raz-
smtve konénlh polj. Kot smo pravkar ugotovili, v primeru polja F = GF(3)
enacha 2 4+1 =10 oz1roma z? = —1 = 2 nima resitve, saj 2 v naSem polju
ni kvadrat nobenega elementa. DodaJmo torej polju F element (abstrak-
tni 31mbol) g, za katerega naj velja €2 +1 = 0. Dobili bomo kvadrati¢no
razsmtev prvotnega polJa ki bo vsebovala 9 elementov: '

E=GF(3%) ={0,1,2,6,6 + 1,6 + 2,2¢,2c + 1,2¢ + 2}..
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Sklenjene verige dotikajo&ih se kroznic v konénih geometrijah

V bolj splonem primeru, ko je F = GF(q) = GF(p") za neko potenco
poljubnega prastevila p, ravnamo enako. Izhajamo iz enacbe 22 +b=0, ki
v F nima resitev, in dodamo polju F simbol € z lastnostjo e24+b=0. Tako
pridemo do razSirjenega polja E = GF(q2)

Bralcem predlagam, da ob seznanjanju s tem tekstom tudi aktivno de-
lajo, saj matematika nikakor ne sodi med bralne sporte' Vzemite polje
F = GF(5) in poistite enatbe oblike z2+b =0, b € F, ki vtem polju
nimajo resitev. Koliko takih enacb obstaja? Kateri elementi danega polja
S0 kvadratl" Ali je med njimi tudi —17 Koliko refitev ima v tem polju
enacba z2 + 3z + 2 = 07

2. Nekaj geometrije -

2.1 Geometrija nad poljem realnih 3tevil

Iz srednjeSolskih Casov se Se vsi spomnimd dobre Stare analifiéne geome-
trije. Mnozico tock v ravnini predstavljajo vsi urejeni pari (xl,mg) realmh
Stevil. Sedaj jim bomo dodali 8e posebno, neskonéno totko oco.

Premico naj tvorijo vse tiste totke (z1,x2), koordinate katerih zadoscajo
doloceni linearni enatbi niz; + noxy +d = 0, in Se totka oo. Pri tem
predpostavljamo, da realni 8tevili nj,n2 nista hkrati enaki 0: n? + n2 # 0.
MnoZenje s poljubnim neni¢elnim skalarjem vodi do nove enalbe iste premice
(govorimo o ekvivalentnih enacbah).

Mnozico {(z1,z2) | (1 — m1)? + (zo — mg)? = 2 > 0, mi,may € R}
imenujemo kroznica s polmerom r € RT. Premice in kroznice bomo z eno
besedo imenovali cikli.

2.2 Geometrija para (R,C)

~+ Se bolj- zanimivo geometrijo dobimo z uporabo kompleksnih stevil [1].
Vzemimo za mnozico tock CU{co}. Premico sestavljajo vsa tista kompleksna
stevila Z, ki zado¥¢ajo enacbi oblike ZN +ZN+d =0, in Se tocka oo. Pri
tem je N poljubno nenicelno kompleksno stevilo, d pa neko realno:Stevilo.
Podobno kot v prejinjem razdelku enacba premice ni enoli¢no dologena; isto
premico spet predstavlja neskonéno ekvivalentnih enacb. -

Kot obi¢ajno smo v zadnji enacbi.z 7 = z1'— iz oznadili konjugirano
vrednost kompleksnega dtevila Z = 21 + izp. Podobno je N = nl—+z—nz =
ni—ing, pri Cemer imamo za realni Stevili ny, ng Se dodaten .pogoj n1 —|—n2 #
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0.:S poenostavitvijo zapisa
- (Z.lv-F iZQ)(ni — ing) + (Zl — iZQ)(ﬁl + inz) +d=0

doblmo za vsako premlco spet znano enacbo (z realnimi koeficienti): njz; +
‘n22:2 + 5 = =0.

B ' PrehaJamo k deﬁmcul krozmc, podali jih bomo z ena¢bami oblike (Z -
M )(Z M) =%, kjer je M ‘poljubno kompleksno stev1lo 7 pa pozitivno
realio §tevilo. Vstav1mo Z =2z + 120, M = my + imo in po poenostav1tv1
dobimo obicajno enatbo (z1 — m1)? + (12 — my)? = r2.

Tako kot v primeru realne ravnine, vse dobljene premice in kroznice eno-
tno poimenujemo cikli. Dobljeni (R, C)-model zagotavlja obilo privla¢nega
racunanja [2]. Znova lahko definiramo kopico pojmov: pravokotnost, sime-
trija na cikel, preslikave, ki ohranjajo mnozico ciklov, -

Tovrstno delo uresnlcuje sanje slehernega pokhcnega matematika o ele-
gantnostl in lepotl Dijaki sicer utegnejo biti ob ponavlja,nju klasi¢éne geo-
metrije z uporabo kompleksmh Stevil nekoliko manJ sre¢ni; mnogl od njih Se
nlmaJo razv1tega obcutka za lepoto abstraktnih izracunov.

2.3 Geometrija, povezana s poljubno kvadrati¢no razsiritvijo ne-
"kega polja

Izhajajmo iz para polj F' C E, zgrajenega v razdelku 1.2, in ga upora-
bimo za posplositev pravkar omenjene (R, C)-geometrije [3]. Vse poteka v
tolik§ni meri podobno kot v Ze obravnavanem posebnem primeru, da prav-
zaprav predstavlja le njegovo ponovitev.

Mnozica tock: T = E U {o0}. )

Premice: p={X € E| XN+ XN +d = O}U{oo} kJerJe Ne E* de
F{(mnozenje enatbe.s poljubnim elementom a € F* nam.da -elevalentno
enagbo;, ki predstavlja.isto premico).. Tokrat je po definiciji X = 21 +e29.=
@1 — ex9.i Ce poleg tega zapisemo N -kot: n1 +.&ng, dobimoiza konéne tocke
polJubne premice enacbo zing + bxomis + 5 d = 0. o S

- KroZznica: k =" {X € E|(X:— M)(X ‘MY = |Rl i} kjer je M €. E‘
lRl2 RR = ""1 + br2 € E*. Ko vstavimo X = zy:4-€xq, M =m4 +emi,
pridemo. do enatbe (z1 — m1)? +b(zg—ma)t = R2 o

- Vse premlce in krozmce spet zdruzuno Vi skupno mnoZico -elementov,
katerim bomo rekli cikli. i e
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2.4 Koné¢ne geometrije

Kon¢ni cilj nasega geometrljskega uvoda je poseben primer pravkar nave-
dene konstrukcije, ki jo dobimo z izbiro para polj F = GF(q) in E = GF(q )
(glej 1.3). Pri tem nas definicije iz prej$njega razdelka (za vsak g, ki je po-
tenca nekega lihega prastevila) vodijo do nove, izjemno presenetljive geome-
trije [4] V njej odkrijemo veliko ¢udnih, naravnost norih lastnosti. Kroznici
z enatbama (r1—mq)2+b(z2 —m2)? = |R|2 in (z1—n1)2+b(xa—n2)? = |S?
naj bosta (tako kot v evklidski geometriji) ortogonalni natanko tedaj, ko je
kvadrat razdalje med njunima sredi§¢ema enak vsoti kvadratov njunih pol-
merov: (M — N)(M — N) = |R|? + |S|%. Toda sedaj obstajajo tudi pari
pravokotnih koncentri¢nih kroznic! Se en izrek v zvezi s tem pravi, da imata
poljubni dve ortogonalni kroZnici natanko dve skupni tocki ali pa nobene (se
ne sekata). Poleg tega lahko sedaj preStejemo vse elemente naSe ,,ravnine“
in izkaze se, da imamo natanko ¢ + 1 tock, q(q + 1) premic in ¢?(q — 1)
kroznic (torej g(q? + 1) ciklov).

Ponovno ste vabljeni, da se ukvarjate z matematiko, za katero boste
potrebovali-le papir in svin¢énik. V primeru F = GF(3) in. £ = GF(9)
nastejte vse tocke, premice in kroznice (za cikle zapiSite enacbe). Preverite,
katere tocke vsebuje posamezen cikel.

2.5 Ali so konéne geometrije popolnoma abstraktna matemati¢na
zamisel?

Lahko bi si kdo mislil, da je omenjena kon¢na geometrija le neke vrste
‘miselna igrica, brez sleherne povezave z realnim- svetom, ki nas obdaja. Lju-
dje s podobnimi pogledi si predstavljajo matematike kot visoke svecenike,
ki ljubosumno uvajo svoje zaklade, namenjene izklju¢no izbrancem.

V resnici velja prav nasprotno: konéna geometrija nikakor ni nekoristna
igra! Uporablja se na .najrazli¢nejsih pOdI‘OQ]lh kot so fizika elementarnih
delcev, geometrijska, struktura vesolja, statistika in §e posebej v teoriji kodi-
ranja 1nformac1J Tako matematiki zapuscamo nase slonokoscene stolpe da
bi posredovali svoje natke vsem' ljudem ' ‘

3. Drobna odkritja, ki jih lahko prispevajo srednjeSolski
profesorjl o

. Naslednji rezultati:ne predstavljajo matemati¢ne- revolucije:: Njihova
znanstvena vrednost je zanemarljiva, vendar dokazujejo, da lahko tudi:pro-
fesor, ki vsak dan del ¢asa prezivi v u€ilnici;-uspesno raziskuje (svoje mnenje
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glede tega smo pojasnili v predgovoru). Lahko govorimo tudi o,drobni ma-
tematiéni umetnosti“. v

Odslej bomo delali v geometriji para polj F = GF(g), E = GF(¢?), kjer
je ¢ = p" # 2", ki smo jo definirali v razdelku 2.4.

3.1 Dotikajoce se trojice ciklov

Zalnimo s kroZnicami kg, k1, ko, ki se paroma dotikajo v treh razli¢nih
tockah. Skozi poljubno dotikalice torej potekata natanko dve dani kroznici
(slika 1, levo). .S primerno preslikavo, ki ohranja mnozico vseh ciklov, lahko
najprej premaknemo eno od treh dotikali§¢ v tocko oo (slika 1, desno). Nato
pa (ne da bi izgubili na splosnosti) e izberemo koordinatni sistem, v katerem
bodo nasi trije cikli imeli posebno lepe enacbe:

ki: X+ X=2<=z=1
ko: X+Y=—2¢>.’Evl>:—1
ko: XX =1<=>22+bz=1

Dotikali§¢a ciklov pri tem predstavljata tocki s koordinatama (1,0) in (—1, 0)
ter tocka oo.

k

™

Slika 1. Transformacija poljubne trojice dotikajocih se ciklov v ,standardno® lego

3.2 Apolonijevi-cikli

Zanimali nas bodo taki cikli.C’l, ki se dotikajo tako ciklov k1, ke, kot tudi
ko. V vsakem dotikalis¢u se lahko srecata le dva cikla. To je poseben primer
znanega Apolonijevega problema (po Apoloniju iz Perga, ki-je Zivel okrog
leta 200 pr. n. t.) iz evklidske geometrije [5]. .
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Izrek 1. Za poljubno medsebojno dotikajoco se trojico ciklov obstajata na-
tanko dva Apolonijeva cikla Cy,C} tedaj in le tedaj, ko je ¢ = (4a — 1)?""1,
kjer sta a,n € N, 4a — 1 pa je prastevilo.

Problem spominja na tri teniSke Zoge v plasti¢ni cevi: v Zlebu, ki ga dolocata
cikla (premici) ki, k2, se nahajajo cikli (kroznice) ko, C1 in C’1 (glej zgornji
del slike 2).

e ®
e O

LI

Slika 2. Razli¢ne verige, sestavljene iz dotikajocih se ciklov

Dokaz. Izhajamo iz enatb ciklov ki, kg, ko, kot smo jih zapisali v razdelku
3.1. Potem iskana cikla ne moreta biti premici, saj bi v nasprotnem prifnéru
dobili tri premice, ki se dotikajo v isti tocki (c0). Novi cikel mora torej imeti
enatbo oblike (z1 — m1)? + b(za — m2)? = |R|?. Upostevajmo, da se dotika
premic k; in ko:

(21,22) €y N C1 & (1 —m1)? + b(za — m2)? = |RJ%,

(x1,22) € ko NCy & (1 +»m1). + b(xg — m2)2 = lRlz.

Z odstevanjem obeh ena¢b dobimo, da je m; = 0, ko to vstavimo v prvo
enacbo, pa sledi (zg —mg)? = |R| -1 : Ker vemo, da imamo eno samo resitev
(dotikalizée), mora biti |R|? = 1 enalba iskane kroznice C; pa je oblike
z? + b(zz — ma)? = 1.

Nazadnje upostevajmo, da se C in ko dotikata (1mata eno samo skupno
tocko) Z odstevanjem obeh enatb dobimo pogoj zo ‘2m2 #0, ystavljanjke

< S ) . 4—bm2
tega rezultata v enatbo kroznice C; pa nas vodi do enakosti 23 = =——"2. u
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Prva ugotovitev. V nadaljevanju bomo s |P| oznalevali mo& poljubne
mnozice P.

4-b 4
|Clﬂk0|—1®$1 Tm——()@mQ::l:\/j,

torej bosta ena¢bi morebitnih Apolonijevih kroznic imeli obliko z2 + bz +
4v/bxy + 3 =0.

Druga ugotovitev. Vemo, da —b ¢ (F*‘)2,:'sedaj i)a smo prisli do pogoja
b= E‘lg € (F*)2. Ko zapiSemo —b kot (=1) - b, vidimo, da —1 & (F*)?, saj bi
nam produkt dveh (popolnih) kvadratov dal nov kvadrat.

Glede na rezultate, omenjene v razdelku 1. 3, lahko pravkar dokazano
trditev zapiSemo e drugace. Apolonljeve kroZnice obstajajo natanko tedaj,
ko je ¢ = (4a — 1)**71 kjer sta a,n € N'in je 4a — 1 prastevilo.

3.3 Coxeterove peterice

Leta 1971 je ,kralj geometrlje“ Ha,rold Scott Macdonald Coxeter (1907—
2003) zastavil naslednje vprasanje [6]: Ali imata lahko Apolonzyem kroznici
C4,C] iz prejSnjega primera natanko eno skupno tocko (srednji primer na
sliki 2)? Zamisel je zvenela nerealno, saj se v evklidski geometriji to ne
more zgoditi. Zato'je toliko bolj presenetljiva sledeca ugotovitev.

Izrek 2. Cozeterove peterice ciklov obstajajo natanko tedaj, ko je q = 32n—1
n € N. : -

V tem primeru torej doblmo 5 medsebOJno dOtlka,_]OClh se ciklov, ki tVOI‘lJO
nekaksen grozd.

Dokaz. Uporabimo enac¢bi Apolonijevih kroznic xl + bx3 & 4\/5332 +3=0.
Ko ju odstejemo, dobimo zo = 0 in dalje: ¥? = —3. Ena sama reitev te
enatbe (dotikalizte) obstaja natanko tedaj, ko je 3 .= 0 (mod p). Ce ta
pogoj zdruzimo s kriterijem iz izreka 1, dobimo, da je 4a — 1 = 3.in q oblike

32n—1 n € N. Omenimo $e, da je sam Coxeter opazil le ,pnmer g=3. =
3.4 Steinerjeve Vei‘ige

Zagnemo z Apolonijevima cikloma C, C{, dobljenima na podlagi danih
treh ciklov ko, k1, k2, in dodajamo nove pare (Cy, C3), (C3,C3),. .. Vsak cikel

iz poljubnega naslednjega para naj se dotika tako ciklov (premic) ki, k2, kot
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tudi ustreznega cikla iz prejinjega para. Cikla iz istega para naj se za zdaj
ne dotikata, torej (po pravkar dokazanem izreku) q # 327~1. Tako dobimo
celo ,klobaso“ kroznic (spodnji del slike 2). Govorimo o (odprti) Steinerjevi
verigi, po nadvse aktivnem $vicarskem matematiku Jacobu Steinerju (1796
1863), geometru z duso in telesom.

Izrek 3. Steinerjeve verige v geometriji para polj (GF(q), GF(q?)) lahko
zgradimo le, ce je q oblike (4a — 1)1 kjer je 4a — 1 prastevilo, a,n € N.

Dokaz. 7 uporabo matemati¢ne indukcije preverimo, da ima poljuben par
ciklov (Cy, C}) enacbi: z? + bz + 4tv/bzy + 4t> = 1. Vemo, da v primeru
t = 1 trditev velja, saj je to natanko Apolonijeva konfiguracija iz razdelka
3.2.

Predpostavimo, da je naSa domneva pravilna za neki ¢ € N in da se
ustrezni kroznici Cy, C] pri tem ne dotikata. Najprej si poglejmo le enega
od obeh ciklov, na primer tistega s sredis¢em M; = (0, —2\/%), in skuSajmo
ugotoviti, kaj velja za ustrezen cikel iz naslednjega para (Ciy1,Ci ). V
drugem delu dokaza izreka 1 smo videli, da mora ta cikel imeti enacbo oblike
22 +b(z2 —mg)? = 1. Pri tem mq # %, saj bi sicer cikla Cy, Cy41 sovpadala.
Ko is¢emo skupno tocko teh dveh ciklov, z odstevanjem njunih enacb z? +
b:c% — 4tVbry + 42 = 1 in :r,l + b:c2 — 2bzoms + bm% = 1 dobimo, da je

42-bm3  _ (2t—mavb)(2t+m2vb)
—2bma+4tvb — 2vb(2t—m2vb)

Ker vemo, da mqy # %, je 2t —mgv/b # 0 in po krajdanju s tem izrazom

sledi zahteva x9 = 2t+m2‘/- 7 vstavljanjem te vrednosti v enac¢bo cikla Cyiq

T2 =

pa nazadnje dobimo Se pOgOJ e = _Z(4t2 — 4tmavVb + bm —4). =

Posledica 1. Cikla C; in Cypyq bosta imela natanko eno skupno tocko, ko
bo 4t% — 4tm2\/_ b+ bm% — 4 .=.0 oziroma mo = —%(t + 1). Zaradi zahteve

C’t+1 # Cy_1 reditev, ki vsebuje razliko, odpade. Ce pa vstavimo v enacbo
cikla Cypq preostalo vrednost mg = \/-(t + 1), dobimo nazadnje enacbo tega

cikla, ki sklene na$ dokaz z indukcijo: 3 +bx3—4V/b (t+1)332 +4(t—|— 2 =1L,
Na enak nacin obravnavamo tudi simetricen primer drugega cikla iz para

(Ct ) Cé) ’

Posledlca 2. Iz pogoya my = ﬁ(t + 1) sledi, da je b ='4(%¥ e (F*?% in
5 2

tako ponovno —1 & (F*)2. Torej mora biti q oblike p>' = (4a—1)*"~1, kot
smo ugotovili Ze v razdelku 3.2.
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3.5 Sklenjene Steinerjeveverige

"Podobno prehodu od Apolonijeve k Coxeterovi konfiguraciji (glej 3.3),
poskusajmo sedaj ugotoviti, kdaj se v Steinerjevi verigi dotakneta dve kro-
Znici iz istega para Cy in Cj. V tem primeru govorimo o sklenjenl Steinerjevi
verigi, nekateri matematiki pa ga v Sali opisujejo tudi kot ,tréenje v klo-
basi“ [7].

Izrek 4. Sklenjene Steinerjeve verige obstajajo natanko tedaj, ko je q¢ =
(4a — 1)*=1) kjer je 4a — 1 prastevilo, a,n € N. V tem primeru veriga
vsebuje 4a + 1 ciklov. Za a =1 dobimo Ze znano Cozeterovo peterico.

Dokaz. Predpostavimo, da imata za neki t > 1 cikla C; in C} prvi¢ natanko
eno skupno totko. Z odstevanjem njunih enacb dobimo, da je x5 = 0 in da-
lje 2 = 1 — 42, Kroznici bosta torej imeli eno samo skupno tocko natanko
tedaj, ko bo 4¢% — 1 = (2t — 1)(2t 4+ 1) = 0. Poglejmo si tabelo:

t|2t—1|2t+1 [t=1] Iz enakosti (2t — 1)(2t+1) =1-3 =0 sledi,
1 1 3 da mora biti Char F = 3 in ¢ = 32"~1; to je dejansko
: g’ '? Coxeterova, konfiguracija.

; ; 191 Imamo (4s —1)(4s +1) = 0. Leva stran
6 11 13 enakosti mora tako biti deljiva s karakteristiko p, ki
7| 13 15 zaradi trditve izreka 3 ni oblike 4s + 1. Torej je
8 15 17 p < 4s — 1, kar vodi do primera z manjSim t; ki
9 ¥ 1_9 pa smo ga pojasnili Ze v enem od prej$njih kora-

kov.

Tudi kadar je Stevilo ¢ liho, a 2¢ + 1 ni prastevilo,
zaidemo v tezave. Tako na primer za ¢t = 7 dobimo pogoj 2t +1 = 15 =
3.9 =0, ki mu ne moremo vec¢ zadostiti, saj smo polja s karakteristiko 3
ah 5 Ze 1zloc111 pri obravnavi prejsnjih primerov (za manjse t). Torej lahko
A\ nada,ljevanju predpostav1mo

|2t + 1 je pradtevilo, ¢ pa liho naravno &tevilo i ‘Zahteva 2t + 1 = 0 bo iz
polnjena v primeru polja F' s karakteristiko 2t + 1 oziroma tedaj, ko je
q= (2t + 1)2" 1 Po primerjavi z zapisom g v formulacm tega izreka, ugoto-
vimo, daiz2t+1=4a—1sledit=2a—1. Ob upostevanju zadetnih treh
ciklov ki, kg, ko dobimo skupno stevilo ciklov v poljubni sklenjeni Steinerjevi
verigi: 2t +3 =4a + 1. S tem je na$ izrek v celoti dokazan. m
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Sklenjene verige dotikajocih se kroznic v konénih geometrijah

Ugotovili smo, da se vsaka Steinerjeva veriga neko¢ sklene, zato odprte
Steinerjeve verige ne obstajajo. Primeri dobljenih verig razlicnih dolZin so
shemati¢no prikazani na sliki 2.

3.6 Posledica. Znadilna lastnost prastevil

Izhajajoc iz izreka 3 lahko popolnoma geometrijsko,. izkljuéno na podlagi
dol¥ine dobljenih Steinerjevih verig, opiSemo vsako prastevilo oblike 4a —
1, a € N.

Dokaz. Zado$ca, da dobljene rezultate oblikujemo v tabelo:

a 112] 3 4 5| 6 7 1.8
prastevilop=Char F=4a— 1|3 [ 7|11 [(15)| 19|23 [(27)| 31 | ...
Stevilo ciklov v verigi (da+1) |5 |9 |13 | — |21 |25| - |33 |... |=m

3.7 Racunajte samostojno

Podana je konéna geometrija para polj F = GF(q), E = GF(q?), kot smo
jo definirali v razdelku 2.4 (¢ je v naslednjih primerih konstanta, poljubna
potenca nekega lihega prastevila).

(a) Zanima nas skupno Stevilo Ny vseh sklenjenih Steinerjevih verig v tej
geometriji. PokaZite, da je

204 ..
N, = %, e je Char FF =3
4= kadar je Char F =p >3

(b) Razistite medsebojno lego dveh ciklov Cy, Cy iz istega para v Steinerjevi
verigi: lahko se dotikata (imata natanko eno skupno tocko), sekata (v dveh
tockah) ali pa sta si tuja (nimata skupnih tock). Izpeljite pogoje za vsakega
od teh odnosov in ugotovite, kako pogosto lahko v posamezni verigi nastopi.
Steinerjeva veriga na sliki 2 ne bo v skladu z dobljenimi rezultati. Kaj je na
sliki narobe?

(c) Za konec omenimo Se neresen problem. Ali je mogoce popolnoma geo-
metrijsko opisati tudi vsa prastevila oblike 4a 41, a € N7

‘Zakljucéek

Ce v tem ¢lanku Cesa niste razumeli, vam nikakor ni treba biti slabe
volje. Za to obstaja vrsta utemeljenih razlogov. Razvoj geometrije je po-
tekal postopoma, od dokaj realnih predmetov do popolnoma abstraktnih
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teorij. Nekaj podobnega lahko opazimo v likovni umetnosti. Se vam zdijo
razumljive vse slike Kandinskega? Enako sprejemljivo je, da nam ob prvem
stiku ni popolnoma jasno vse, kar se dogaja v svetu abstraktne geometrije.

Sklenimo s soCutnimi Einsteinovimi besedami: ,Ne obremenjujte se za-
radi teZav, ki jih imate z matematiko; lahko vam zagotovim, da imam sam
Se vecje.”
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NOVE KNJIGE

Janez Strnad: O POUCEVANJU FIZIKE, KnjiZnica Sigma 81,
DMPFA—zaloZnistvo, Ljubljana 2006, 320 strani.

Knjiga Janeza Strnada O poucevanju fi-
zike je iz8la v zbirki Knjiznica Sigma v zna-
Cilnem formatu majhne knjizice z mehkimi
platnicami. Pod skromno zunanjostjo pa se
skriva, bogata vsebina. Ceprav je knjiga v
prvi vrsti namenjena aktivnim in bodoc¢im
uciteljem fizike v srednjih Zolah, sega tako
po filozofski kot po fizikalni plati prek tega
okvira in jo zato priporo¢am v branje tudi
vsem, ki poucujejo osnovno fiziko na univer-
zah, vkljucno z asistenti, ki vodijo vaje.

Knjiga obsega 320 strani in je razdeljena
na dva dela. V prvem delu avtor povzema
spoznanja, 1zkuane splogno uveljavljene in
osebne poglede na poucevanje fizike. V tem
delu opredeli in opiSe tako reko¢ vse pomembnejse pojme, sprejete poglede,
izraze, dileme in odprta vpraganja, ki opredeljujejo podrocje poucevanja fi-
zike, in s katerimi naj bi bil ucitelj fizike seznanjen. Dotakne se Stevilnih
kljuénih vprasanj: ucitelj kot ¢lovek, odnos ucitelj-ucenec, pogled na pouce-
vanje kot znanost, poudevalsko raziskovanje, ucitelj kot znanstvenik, pouce-
valski modeli, o spremembah v pou¢evanju ... e nastejem le pomembnejse.
Skozi celotno poglavje se vrstijo Stevilni primeri iz zgodovine in citati iz
svetovne literature. Citati so skrbno izbrani, tako da z razli¢nih strani osve-
tlijo obravnavana vpraanja in bralcu predstavijo objektivnejso sliko o teh
zahtevnih problemih, ki pogosto nimajo enoli¢nih resitev. Prvi del knjige
sklene lo¢eno poglavje, v katerem je avtor zbral kakih sto petdeset vpraSanj,
ki so sistemati¢no urejena po poglavjih fizike. VpraSanja so zasnovana tako,
da spodbujajo razmigljanje in pokrivajo Sirok razpon zahtevnosti. VprasSa-
nja bodo lahko ugitelji koristno uporabili pri pouku, zahtevnejSa pa bodo
najprej spodbudila bralca, da bo sam poiskal odgovore in tako osveZil svoje
znanje fizike. '

V drugem delu so predstavljena poglavja osnovne fizike s poudarkom na
didaktiki fizike ter na povezovanju u¢nih vsebin z vsakdanjim Zivljenjem,
z aktualnimi druzbenimi vpraSanji in s pomembnejsimi tehnologkimi do-
sezki. Tako kot v prvem delu avtor spretno prepleta obravnavane vsebine s
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Stevilnimi primeri iz zgodovine fizike, kar popestri branje, uéiteljem pa nudi
gradivo, s katerim bodo lahko predstavili fiziko v SirSem zgodovinskem in
druzbenem kontekstu. Bralci, ki bi Zeleli izvedeti veé o temah, o katerih
piSe knjiga, bodo veseli navedb $tevilnih &lankov, ki jih je avtor vrsto let
objavljal v Preseku in Obzorniku za matematiko in fiziko.

' Dober del drugega dela knjige avtor nameni vsebinam t. i. moderne fizike,
pri Gemer pa se ne omeji le na poglavja, ki so del gimnazijskega uénega
nacrta, pa¢ pa poseze do zgradbe snovi in standardnega modela vesolja. Pri
tem gre posebej pohvaliti izbran jezik in nafin opisa teh abstraktnih in zato
teZJe razumljivih vsebin, ki jih je uspelo avtorju predstaviti na pripovedni
nacin, tako reko¢ brez matemati¢nega formalizma. Avtor sklene knjigo s
kratkim poglavjem, v katerem zbere nasvete in poglede o tem, kako naj se
ucimo fiziko.

Kot ‘avtor sam prlzna v uvodu, delo ne namenja posebne pozornosti
poskusom pri poucevanju fizike. Na nekaterih mestih utegnejo bralci tudi
pogresati slike, ki bi pomagale pri razumevanju zgoscenega besedila. Toda
ob pogledu na smno ki jo pokriva knjiga, in na omejitve, ki jih predstavlja
format knpzxce, postane jasno, da je knjiga vsebinsko in oblikovno kar se da,
najbolje izpolnila svoje poslanstvo.

Gorazd Planinsic

VESTI

Seznam diplomantov visokoSolskega strokovnega in univerzitetnega
studija matematike in fizike v letu 2005*
Pedagoska fakulteta Koper Univerze na Primorskem

Univerzitetni $tudij
Matematika in radunalniitvo

1. Simon Drazi¢ Kubiéni simetriéni grafi
2. Zdravko Mutié Rang matrike do obisti

Pedagoska fakulteta Univerze v Mariboru

Univerzitetni $tudij

Matematika

137. Tadeja Pucko Klasi¢ni izreki analize v R"

138. Peter Pesec Problem k-centra in k-mediane na drevesih in kaktusih
139. Joze Salcman Grafi s predpisanimi vpetimi drevesi

140. Jelka Tasic Algebrajska Riccatijeva enacba

*Seznam diplomantov iz leta 2004 je bil objavljen v Obzorniku za matematiko in
fiziko 53 (2006) 5.
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Seznam diplomantov dodiplomskega $tudija fatematike in fizike v letu 2005

141.
142.

Brigita Mastnak
Lidija Cigula

143. Nina Lobe
144. Milan Silak
145.
146. Igor Koser

147. Tjasa Rajsp
148. Matej Zajec
149. Jozica Bezovnik
150. Ksenija GajSek

Urska Degiampietro

Hilbertov izrek o ni¢lah
Nekaj numeri¢no manj zahtevnih metod reSevanja Pellove
enalbe

‘MreZe

Da Vincijeva $ifra

Metri¢ne lastnosti direktnega produkta grafov
Stabilnost matrik

Bitangentni in pritisnjeni krogi krivulj

Ideali in Liejevi ideali algebre B(H)
Idempotenti v nekomutativnih kolobarjih
Uvod v subharmoniéne funkcije

Matematika in rad¢unalnistvo

1. Tanja Jarc

Fizika
27. Daniel Bernad
28. Roman Bobnari¢

29. Felicita Hromc
30. Uros Tkalec

31. Marko Jagodic

32. Klemen Zidangek

Fizika in kemija

1. Romana Cernec

Matematika in fizika

142. Stanislav Pavli¢
143. Janja Rotovnik
144. Dejan Gaberscek
145. Veronika Povse
146. Peter Fakin

147. Helena éegula
148. Andrej Varsic¢

Kodiranje 1-faktorjev benzenoidnih grafov

Fizikalna simulacija plovnosti :
Generiranje povrsja z metodo aktivnega sprehajalca
Atmosferski pojavi vrtindenja zraka in demonstracijski poskus
Studij ikozaedri¢nih kvazikristalov Al-Pd-Mn z jedrsko magne-
tno resonance

Matematiéno modeliranje vezave kalcija in miozin kinaze na
kalmodulin

Vpliv asimetrije med segrevanjem in ohlajanjem na sevalno rav-
novesje v gozdu

Prouditev toplotnih in sinereznih efektov pri mokrem postopku
fazne inverzije

Vrteca krila

Viginski trikotnik in njegova prostorska posploSitev

Prestevni polinomi v kemiji

Popolna $tevila

Fizika alpskega smucanja

Toplotni tok pri pouku naravoslovja in v vsakdanjem Zivljenju
Nekateri omreZni algoritmi-

Racdunalnidtvo z matematiko

12. Jurij Marhold
13. Florjan Vidic

14. Islam Musié
15. Jan Domiter
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Algoritmi za ugotavljanje ujemanja nizov

Uporaba programskega paketa Macromedia Flash za izdelavo
izobraZevalne programske opreme

Generiranje heksagonalnih grafov

Algoritmi urejanja
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Matematika in proizvodno tehniéna vzgoja

58. Zvonka Cencelj Dnevi dejavnosti in njihovo vkljuevanje v pouk
59. Helena Gradi¢ Catalanova in Lucasova $tevila ter elektri¢na vezja
60. Edvard Vrabi¢ Nacrtovanje in izvedba tehniskega dneva s poudarkom na kon-

strukcijski nalogi

Proizvodno tehniéna vzgoja in fizika

37. Drago Slukan PreizkuSanje in analiza didakti¢nih strategij uénega dela pri
tehniki in tehnologiji na primeru merilne naprave

38. Marko Steger Analiza porabe elektri¢ne energije na OS Dobrna

39. Nikola Novak Fazna lo¢itev / Gorivne celice

Matematika in pedagogika

8. Tina Presker Trije rekurzivni problemi

9. Urska Zgojznik Prestevanja v grafih
10. Lucija Stavdeker Jordanska odvajanja na kolobarjih
11. Katja Krivec . .. Cardanovi polinomi

Biologija in matematika

17. Iris Breznik Oblika Sophie Germain Fermatovega izreka
18. Polona Skruba O porazdelitvi linearnih rekurzivnih zaporedij
19. Matjaz FreSer .. Nihajota asimetrija listov navadne mirte (Myrtus commu-

nis L.) v povezavi s povisano koncentracijo CO5

Kemija in matematika

16. Lidija Prah Stevilo 1-faktorjev v benzenoidnih sistemih

17. Janja Korosec Clarove strukture o

18. Klavdija Jug Sinteza in dolo¢anje benzopiran-2-iminov in kumarinov
19. Aljosa Hodnik Centralizatorji na prakolobarjih in polprakolobarjih

Geografija in matematika

4. Tanja Donko Frobeniusov problem o prikazovanju $tevil v obliki linearnih
kombinacij
5. Bostjan Kolbl Razvoj turisti¢ne dejavnosti v Upravni enoti Ljutomer ter njeni
, _ uéinki
6. Urska Krasovec Projektivnosti na stoZnicah

Matematika in glasbena pedagogika

1. Kristina Sanatova ~ Binarne operacije, ki temeljijo na sekantni metodi

Filozofija in fizika

3. Misel Vugrinec Znanstveni realizem in NOA
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Seznam diplomantov dodiplomskega Studija matematike in fizike v letu 2005

Pedagoska fakulteta Univerze v Ljubljani

Univerzitetni $tudij
Matematika in fizika

232.
233.
234.
235.
236.
237.
238.
239.
240.
241.
242.
243.

244.
245.
246.

247.

Petra Brence
Urska Brozi¢
Mirjana UrSi¢
Polonca GradiSar
Barbara Knez
Darja Krek
Andreja Maljevac
Darjan Mihelec
Tadeja Mlakar
Sabina Murnik
Marko Ovnié
Mojca Carmen
Rubesa Fernandez
Urska Vidmar
Martina Voncina
Mateja Vrtar
Regovec

Irena Zeme

Nastanek vetrov

Kvaternioni v geometriji in topologiji
Ordinalna in kardinalna Stevila

TeZnost in brezteZno stanje

Mot ¢&loveka

Ekstremi

Vetrna elektrarna

Kromati¢ni polinom grafa

Kombinacije in Stirlingova Stevila
Preverjanje in ocenjevanje opravilnega znanja matematike
Osnovne neenakosti v matematiki

Nekaj primerov uporabe diferencialnih enacb

Oko ¢loveka in Zivali
Energijska bilanca pri toplogrednem pojavu

Razumevanje ekvivalentnosti ulomkov

Zvok in glasba

Matematika in radunalni$tvo

27.

28.
29.
30.

31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.

39.
40.

41.
42.

43.
44.

Mojca Babi¢

Urgka Carni
Alenka Gros
Vesna Ipavec

Andrej Jelen
Miha Jelenc
Jana Klop¢i¢

David KoSenina
Veésna Kramberger
Mojca Leskovec
Tomaz Mavri
Katarina Pavlakovi¢

Sabina Smolar
Barbara Strnad

Tea Susnik
Neza gtrukelj

Petra Tonejc
Gabriela, Weiss

Uporaba programskega orodja Macromedia Flash MX v izo-
braZevanju

M. C. Escher in tapetne grupe .

Enostaven uporabniski vmesnik Solskega rac¢unalnika

Spletni virtualni u¢benik: predstavitev osnovnoZolske matema-
tike na spletu ’

Snarki

Testno okolje za programski jezik MMC

Geometrijske naloge na matemati¢nih tekmovanjih v osnovni
Soli

Interaktivno orodje za udenje 3D grafike

Pitagorejske trojice

Filotaksa

Stevilo m v matematiki

Programski jezik ActionScript kot pripomoéek za snovanje ué-
nih gradiv ‘

Numeri¢no reSevanje navadnih diferencialnih enacb

Izbirni predmet logika v sedmem razredu devetletne osnovne
gole :
Uporaba informacijsko komunikacijske tehnologije pri pouce-
vanju matematike na predmetni stopnji osnovne Sole
Interaktivni spletni u¢benik za obdelavo slik

Rac¢unalnidtvo — izbirni predmet v devetletni osnovni Soli
Brahistohrona '
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Matematika in tehnika
139. Petra Bastjancic

140.

141.
142.

143.
144.

145.

146.

Petra Dermota

Katja Hrvatin
Klemen Kovacié

Matjaz Lavrih
Gregor Turk -

Barbara Vozel

Barbara Zankar

Fizika in tehnika

43.
44.
45.
46.

47.
48.
49.

50.
51.

Greta Jadric¢
Oskar Krevh
Valentina Krulc
Jure Kumer

Andrej Novljan
David Rihtargic¢
David Srdi¢

Katja ééap
Igor Vuk

Kemija in fizika

36. Janez Lupge

Izredni $tudij

24. Mojca Pajni¢ Kirn

25. Franc Renko

26. Simona, Tréek

27. Sonja Veber

Vesti

Projektno ucno delo: ,o0d ideje do izdelka®. Lastnoro¢no izde-
lana darila - o
Projektno u¢no delo ob tehnigkih dnevih v devetletni osnovni
Soli: ,0d ideje do izdelka®. Izdelki iz odpadne plastike
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Desetiski zapisi racionalnih $tevil

Obdelava podatkov v devetem razredu osnovne ole
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Iz zgodovine pouka fizike na Slovenskem

Fakulteta za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani

VisokoZolski strokovni $tudij

Prakti¢na matematika
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QR algoritem za simetri¢ne semiseparabilne matrike
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Ziga Virk
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97. Matija Pretnar
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99. Damir Franetid

Sinteti¢na topologija
Monade in Beckov izrek
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13. Martin MikuZz Hitre metode za potenciranje
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159. Robert Hauko
160. Adela Zigert
161. JoZe Rihtargi¢

Lebdenje kapljic nad vodno gladino
Dinami¢ni modeli za prikaz valovanj
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23. Alojz Cotar Nelinearni robni problemi. za holomorfne funkcije
24. Aleksandra Tepeh Posplositve medianskih grafov
Horvat
25. Simon Spacapan Popolne kode v grafih
26. Melita Semrl Dimenzija grafov
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tSeznam diplomantoy iz leta 2004 Je bll obJavlJen v Obzormku za matematiko in
fiziko 53 (2006) 3. : .
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Physical properties of decagonal quasicrystals and quasi-
crystalline approximants

Three-body electroweak decays of heavy mesons
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vzbuditvi lupine L v argonu
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The influence of excitation conditions on the femtosecond re-
laxation dynamics in highly correlated systems

Vpliv povrdine na fazno separacijo v zmeseh polimerov in ne-
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UTRINKI

SKOPIRAJ IN PRILEPI

Za izpite ali domade naloge pogosto poistemo ustrezne probleme v litera-
turi. Mnoge tovrstne naloge so bile Ze nestetokrat prepisane in uporabljene,
avtorji so veckrat neznani ali pa so avtorske pravice ugasnile.

Seveda pa razumen ¢lovek ne bo prepisal in objavil cele strani tuje zbirke
nalog, saj to lahko prinese te7ave zaradi krienja avtorskih pravic. Se bolj
stroga pravila veljajo za druga besedila. Skusnjava, da bi tuj izdelek pro-
dali kot svoj, pa je velika, Se posebno, & je snov dostopna na medmreZju
in je kopiranje otro¢je lahko. Zlasti mladi ljudje v¢asih ne razumejo, da
to ni dovoljeno. V hude tezave pa so zasli tudi ugledni posamezniki, ko so
bolj ali manj dobesedno prepisali nekaj odstavkov in jih objavili kot svoje
delo. Rezultat takega pocetja navadno imenujemo plagiat. Po Slovarju slo-
venskega knjiznega jezika je plagiat: kar je prepz's,an’o, prevzeto od drugod in
objavljeno, prikazano kot lastno, navadno v knjizevnosti. Ce povzamem [1],
plagiatorstvo v Studijskem procesu zagresimo zlasti &e:

e Izdelek nekoga drugega predstavimo kot svoj, tudi e smo izdelek po vseh
pravilih od pravega avtorja odkupili.

e Seminarsko, diplomsko nalogo ali del takega izdelka skopiramo z med-
mreZja in oddamo kot lastni izdelek.

e Prevedemo tujejezitno vsebino in jo vkljuéimo v nas izdelek, ne da bi na-
vedli vir. (Za objavo prevoda vsake malo daljSe vsebine moramo seveda
dobiti dovoljenje nosilca avtorskih pravic.- Tudi zato je pri objavljanju
seminarskih ali dijaskih raziskovalnih nalog na medmreZju potrebna do-
datna previdnost.) -

e Uporabljamo citate, ne da bi navedli vir.

¢ Dodajmo Se eno opozorilo, ¢eprav ni povezano s plagiatorstvom v oz-
jem smislu. V $tudijskem procesu ni dovoljeno, da en in isti izdelek (ali
posamezne kose tega izdelka) oddamo pri razli¢nih seminarjih.

Razumevanje snovi seminarja ali kake druge naloge pokaZzemo s tem, da
tuje ugotovitve korektno predstavimo s svojimi besedami, obenem
pa obvezno Ze med besedilom navedemo vir, ki ga na koncu natanéno
opredelimo. Konec koncev je lahko v viru tudi napaka in se s tem de-
loma obvarujemo ocitkov. Vsi vemo, da je na medmrezju mnogo zgreSenih
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Skopiraj in prilepi

informacij. Manj znano je, da so lahko napake tudi v znanih in veckrat
ponatisnjenih knjigah in celo priro¢nikih.

Ce kak stavek ali odstavek navedemo ali prevedemo dobesedno, ga mo-
ramo dati v navednice ali kako drugale izpostaviti, seveda s takojSnjo
navedbo vira.

Kaksen sistem citiranja uporabljamo, ni tako vazno. (Nagim Studen-
tom navadno svetujemo, naj uporabljajo nadin, kakrsen je v tej reviji.) Po-
membno je, da je vir natanéno dolo¢en. Pri knjigah to pomeni navadno
navedbo avtorja, naslova, zalozbe, kraja in leta izdaje, pa tudi zaporedne
Stevilke izdaje. Pri ¢lankih morajo biti navedene tudi ustrezne strani v reviji.
V samem besedilu moramo obvezno navesti, na katero stran knjige ali
na katere trditve v ¢lanku se sklicujemo. Pri internetnih straneh, ki
se pogosto obnavljajo, ni slabo povedati datum posnetka.

Univerze veckrat zahtevajo, da Studenti oddajo zaklju¢na dela v elek-
tronski obliki. Nekatere ustanove dolocen odstotek teh del pozenejo skozi
specialne programe, ki is¢ejo podobnost z dokumenti na medmreZju. Ce
v iskalnik vtipkamo plagiarism finding ali plagiarism finder, hitro najdemo
ponudbe za tovrstno programsko opremo.

Univerze v ZDA Studente rangirajo po uspehu, in to diplomanti ob¢utijo
pri iskanju sluzb. Zato te Sole goljufanje Se posebno ostro preganjajo — s
podporo vecine §tudentov, ki si Zelijo posteno tekmovanje. Na naslovu [2] in
na straneh mnogih drugih univerz najdemo nasvete, kako se izognemo (tudi
nehotenemu) plagiatorstvu.

Na Univerzi v Ljubljani je bilo odvzetih nekaj akademskih naslovov (ma-
gisterij, doktorat) zaradi nedovoljenega posnemanja tujih del.

Programe za iskanje plagiatov uporabljajo posamezniki, ki i8¢ejo podob-
nosti s svojimi izdelki in potem posnemovalce toZijo — veckrat za visoke
odgkodnine. Opeemo se lahko pri kopiranju fotografij, tudi tistih z reklam,
Se posebno, ¢e jih uporabimo na domagci strani na medmrezju. (Avtor foto-
grafij namre¢ morda ni prepustil vseh pravic reklamni agenciji.)
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[1] Wirtschaftsuniversitat Wien: Copy and paste — Plagiate an der Universitdt,
http://www.wu-wien.ac.at/lehre/support/schreiben_ zitieren/plagiate/.

[2] SUNY at Albany, Institute for Teaching, Learning and Academic Leadership: Can
cheating and plagiarism be prevented?, 4. 7. 2007,
http://www.albany.edu/teachingandlearning/tlr/prevention.shtml.
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