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MODELI DINAMICNEGA VZGONA LETALSKIH KRIL
DRUGI DEL

SASO KNEZ in RUDOLF PODGORNIK

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

V drugem delu tega &lanka se bova posvetila bolj poglobljenemu opisu gibanja teko¢ine
in naravi dinami¢nega vzgona krila. Izpeljala bova teorem Kutta-Zukovski in pokazala,
kako hipoteza Zukovskega doloca vrednost dinami¢nega vzgona. Sku%ala bova podati tudi
preprosto razlago dinami¢nega vzgona, ki naj bi koristila laikom.

MODELS OF AERODYNAMIC LIFT FORCE
SECOND PART

In the second part of this contribution we will deal with the in depth description of
the fluid motion and the nature of the lift force in airfoils. We will derive the Kutta-
Joukovski theorem and show how the dynamic lift follows from the Joukovski hypothesis.
We will also try to present a simple handwaving argument for the lift generation, that
should be of some use to non-specialists.

1. Uvod

Doslej se 8e nismo zares potrudili, da bi zgradili hidrodinamsko teorijo
dinamic¢nega vzgona, kot se spodobi, torej iz reSitve osnovnih enacb hidro-
dinamike idealnih tekoc¢in. To bomo storili sedaj. Zaceli bomo s teoremom
Kutta!-Zukovski in mimogrede izpeljali Se hitrostno polje okrog krila Zu-
kovskega. Upostevanje hipoteze Zukovskega, na zadnji strani krila nam bo
dalo koncen in eksakten izraz za njegov dinamicni vzgon. Ta rezultat bova
skugala razloZiti tudi na preprost nacin, ki naj bi bil razumljiv vsakemu
zainteresiranemu laiku.

Dobljeni izraz za dinamicni vzgon bo popisoval razmere ob krilu, ko
je t. i. mejni sloj zraka [3] Se prilepljen na krilo. Ce se mejni sloj odlepi
od krila, pa tudi hidrodinamska teorija dinami¢nega vzgona, ki sloni na
Eulerjevih enaCbah hidrodinamike, razpade. To je zelo nazorno pokazal
Prandtl. Takrat je treba zaceti razmisljati o turbulenci in vrtincenju zraka
ob krilu in za njim.

!Martin Wilhelm Kutta (1867-1944), nemgki matematik, znan predvsem po Runge-
Kutta metodi reSevanja diferencialnih enacb, ki jo je vpeljal leta 1901. Leta 1902 je v
svojem doktoratu neodvisno izpeljal tudi teorem Kutta-Zukovski, vendar se kasneje ni
ukvarjal z letalstvom.

2Nikolaj Jegorovi¢ Zukovski (1847-1921), ruski fizik in ,o¢e ruskega letalstva“. Po letu
1880 se je zacel zanimati za moZnosti letenja in je leta 1895 obiskal letalskega pionirja
Otta Lilienthala v Berlinu. Leta 1918 je ustanovil Institut za aerodinamiko, ki je po
njegovi smrti leta 1922 postal Akademija vojaske aeronavtike N. J. Zukovskega.
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2. Flettnerjevo krilo in dinamiéni vzgon

Slika 1. Jadrnica ,Buckau s Flettnerjevima kriloma (okrog leta 1926). Cilinder se je
vrtel s frekvenco 100/min. Jadrnica ,Baden-Baden“ s Flettnerjevim krilom je leta 1926
uspe3no preplula Atlantik. Tretja v seriji je bila jadrnica ,Barbara“. -

Zacnimo z zanimivo variacijo na temo, ki se imenuje Flettnerjevo krilo
oziroma Flettnerjev rotor [1]. Anton Flettner® je 1920 leta zamenjal kla-
si¢no jadro na jadrnici z na palubi navpi¢no postavljenim vrte¢im se valjem
(slika 1). Valj je imel svoj lastni pogon. Ce je pihal veter, je ta vrtedi se
valj lahko nadomestil jadro. Poizkusimo razumeti princip delovanja Flet-
tnerjevega krila, kar bo dober uvod v hidrodinamsko teorijo dinamic¢nega
vzgona. Tukaj se zaradi cilindri¢ne simetrije e lazje drzimo dvodimenzio-
nalnega opisa. Opazujmo Flettnerjevo krilo v preseku iz pti¢je perspektive
(slika 2). Ce opazujemo tokovnico na desni strani Flettnerjevega rotorja,
vidimo, da se zunanji hitrosti zraka pristeje Se del, ki je posledica vrtenja
valja, medtem ko se isti prispevek na levi strani odsteje. Na desni strani je
torej zaradi vi§je hitrosti po Bernoulliju nizji tlak, na levi strani pa je zaradi

3Anton Flettner (1885-1961), nemski izumitelj. Poleg Flettnerjevega krila je izumil
tudi Flettnerjevo ladijsko krmilo. Jadrnice na Flettnerjevo krilo v zacetku dvajsetega
stoletja niso pridle v rabo — razen jadrnice J.-J. Cousteauja — ker je bila cena pogonskih
fosilnih goriv prenizka. Morda bodo imele ve€ srece v bliznji prihodnosti.
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Modeli dinami¢nega vzgona letalskih kril — drugi del

Slika 2. Princip Flettnerjevega krila. Krilo je predstavljeno iz pti¢je perspektive. Sila
dinami¢nega vzgona za zgornjo geometrijo Flettnerjevega krila deluje na desno. Tok zraka
piha navzdol.

nizje hitrosti vigji tlak. Razlika tlakov da silo vzgona, ki deluje na desno.
Pri obtekanju vrtecega se valja se torej o¢itno polje hitrosti deformira tako,
da na valj deluje sila, ki ima poleg navpi¢ne komponente tudi vodoravno
komponento in tako valj potiska na desno. - Flettnerjevo krilo torej lahko
generira silo, ki je pravokotna na zunanjo hitrost. Flettnerjevo krilo je bilo
sicer tehni¢no uspesno, a se ni uveljavilo med drugim tudi zaradi zapleteno-
sti pogonskega sistema valja. Kot jadro se pojavlja Se tu in tam, vendar v
veliko bolj izpopolnjenih razli¢icah. Najbolj so znana Cousteaujeva plovila
s Flettnerjevimi krili, predvsem njegova raziskovalna jahta Calypso. Nekaj
Casa se je zdelo, da bi lahko Flettnerjevo krilo rabilo tudi kot alternativno
letalsko krilo (slika 3). Delovanje Flettnerjevega krila zelo nazorno pove,
kako se krozno gibanje okrog valja sklopi z zunanjim tokom tekocine in tako
ustvari silo, ki je pravokotna na ta zunanji tok. To je natanko tisto, kar
potrebujemo za opis delovanja navadnega krila: sklopitev med kroZenjem
zraka in zunanjo hitrostjo. Problem, ki ga bomo morali na koncu resiti, pa
bo, kako se generira krozno gibanje tekocine okrog navadnega krila. Pojdimo
po vrsti.

2.1 Dvodimenzionalen idealen tok

Privzeli bomo, da je profil krila konstanten na vsej dolzini ter da lahko
vplive kon¢ne dimenzije krila zanemarimo. Poleg tega bomo privzeli Se, da
je tok stacionaren in laminaren. Zado3cal bo torej kar dvodimenzionalen
opis gibanja teko&ine okrog krila. V dveh dimenzijah tok tekocine opiSemo z
dvema potencialnima funkcijama oz. njima prirejenim kompleksnim poten-
cialom [2].. Prvo potencialno funkcijo imenujemo hitrostni potencial ® in
ga definiramo kot ) 5

) )
== % ’Uy = a—y . (1)

Vg
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Slika 3. Prototip letala s Flettnerjevimi krili, 921-V, skonstruiran v Ameriki (slika ga
prikazuje med testi na reki Hudson) po tem, ko je jadrnica Baden-Baden uspe&no preplula
Atlantik. 921-V naj bi letel vsaj enkrat, preden se je razbil.

Drugo potencialno funkcijo imenujemo tokovna funkcija V¥, ki jo defini-

ramo kot
oV ov

——a—y ’Uyz—%. (2)

Hitro se da pokazati, da enacba ¥ = konst. ustreza tokovnicam, in zato ¥
tudi imenujemo tokovna funkcija [2]. Se preden lahko podvomimo o modrosti
vpeljave dveh taksnih potencialnih funkcij, zapisimo Se tole o&itno zvezo:

Lov_ov o oo
Oy Oz K oxr Oy’

(%

Vg (3)
Iz predpostavke o nestisljivosti in brezvrtin¢nosti gibanja tekoc¢ine, kar se-
veda pomeni, da sta divergenca in rotor hitrosti enaka ni¢, sledi, da zgornja
potenciala obstajata in zadoscata

Vip = V20 = 0. (4)

V enacbah 3 prepoznamo Cauchy-Riemannove enacbe iz kompleksne analize.
Te enactbe nam omogocajo, da lahko potencialnemu dvodimenzionalnemu
toku idealne tekocine pripiSemo kompleksni potencial w(z) = ®(z) + 1¥(z),
ki mora biti analiti¢na funkcija spremenljivke z = = + 7y.

V nadaljevanju lahko sedaj uporabljamo vsa orodja, ki nam jih ponuja
kompleksna analiza. Kompleksni hitrostni potencial w(z) je namre¢ poljubna
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analiti¢na funkcija. Katero funkcijo dejansko izberemo, pa je odvisno od
robnih pogojev, geometrije robov in v splosnem od fizike problema. Zgornja
obravnava toka nam tudi omogoca, da prek superpozicije sestavimo poljuben
tok iz primernih osnovnih gradnikov, kot so prosti ravni tok, vrtinec, izvor,
ponor in tokovni dipol [2].

Sedaj spet uvedemo nov pojem — cirkulacija I'. Cirkulacija je definirana
kot krivuljni integral hitrosti po poljubni zakljuceni krivulji v tekocini

= j{v-dr. (5)
c)

C(t) je poljubna zanka, ki se giblje skupaj s tekocino. Cirkulacija je za
razli¢ne vrste tokov razlitna. Najlazje je izraCunati cirkulacijo prostega
toka in cirkulacijo kroZnega vrtinca (slika 4). Ce izra¢unamo ¢asovni od-
vod cirkulacije, dobimo Kelvinov teorem o ohranjanju cirkulacije oziroma
vrtinénosti [2], ki pravi, da je cirkulacija konstanta gibanja idealnega toka.
Sedaj imamo osnovni analiti¢ni instrumentarij, s katerim bomo za zacetek
opisali tok idealne tekoc¢ine okrog valja. Glede na fizikalno intuicijo, ki nam
jo daje primer Flettnerjevega krila, bomo predpostavili, da ima tok okrog
valja konstantno cirkulacijo.

Slika 4. Skica prikazuje dve razli¢ni cirkulaciji. Levo je ni¢na cirkulacija prostega toka.
Desno je cirkulacija kroZnega vrtinca po krogu z radijem 7, ki ima vrednost I' = v 277

2.2 Obtekanje valja s cirkulacijo

Poglejmo si torej valj z radijem a, v zunanjem toku s hitrostjo vp v
neskon¢nosti, okrog katerega teGe idealna tekocina s cirkulacijo I'. 'V tem
primeru vzamemo slede¢ nastavek za kompleksni hitrostni potencial [2]

™

w(z) = vo (z-l— EL;) +i§F—1nz. (6)
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Sestavljen je iz treh delov: toka s konstantno hitrostjo, ¢len vgz, dipolnega
toka, Clen v()%, in dvodimenzionalnega vrtinca, &len —iz-Inz [2]. Prva
dva clena opisujeta tok, katerega radialna komponenta hitrosti na povrsini
valja 7 = a je ni¢. Zadnji ¢len pa opisuje krozno gibanje tekocine okrog
valja s cirkulacijo I'. Vsi trije ¢leni so nepogresljivi za opis gibanja teko¢ine
okrog valja. Celoten tok je shematsko predstavljen na sliki 5. Preselimo se
v polarni zapis z = 7€, pa lahko hitrostni potencial in prirejeno tokovno
funkcijo zgornjega kompleksnega potenciala zapisemo kot

a? r

O(r,0) = v (r + ?> cosf — %9, (7)
a?\ . r

U(r,0) = v (7‘—7) sin 6 + %lnr. (8)

/ﬂ_l_@:ﬂ
N

Slika 5. Tokovnice, ki ustrezajo nastavku enacbe 6 (desno). Sestavljajo jih tokovnice
zunanje hitrosti in dipolnega toka (levo) ter dvodimenzionalnega vrtinca (v sredini).

Tokovna funkcija ¥ je na robu valja o¢itno konstantna, saj je ¥(r = a,0) =
%ln a. Rob valja torej sovpada s tokovnico. Natan¢neje pa lahko ugoto-
vimo, da sta radialna v, in tangencialna vy hitrost toka podani z

P 2
vy = 8—=v0 (1—%)0050,

or
0P a2\ . T
ve—@——vo(l—l—r—z)mn@—%. (9)

Hitro lahko tudi ugotovimo, da je celotna cirkulacija toka po poljubni krozni
zanki okrog valja enaka

2
/vo(r, 0)r dd = —T" = konst. (10)
0

Ocitno je tudi, da je na povrsini valja r = a radialna komponenta hitrosti
vedno enaka ni¢. To je seveda smiselno. Poleg tega na povrsini valja obsta-
Jajo tocke, kjer je tudi tangencialna hitrost enaka ni¢. To¢kam, pri katerih

6 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 1
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je celotna, torej radialna in tangencialna hitrost enaka ni¢, pravimo tudi za-
stojne oziroma stagnacijske tocke. Le-te obstajajo na obodu valja zgolj
pri kotih 6, ki zado$¢ajo enacbi

r
sinf = — : (11)
dravg
Ta enacba ima seveda resitve, Ce je 4771;1;0 < 1. Iz tega vidimo, da je zastojna

toc¢ka ena sama, Ce je I' = 4mwavg. Ce je cirkulacija manjsa, sta zastojni tocki
dve, ¢e pa je vedja, zastojnih tock na povrsini valja ni (glej sliko 6).

: i~y \\;
// .

S

g

-

Slika 6. Zastojne tocke pri obtekanju cilindra s cirkulacijo. Levo: I' < 4wavo in imamo
torej dve zastojni tocki simetri¢ni glede na os y. Sredina: ti dve zastojni tocki za I' =
4mavy degenerirata v eno samo, ki se (desno) za I' > 4wavo odlepi od povrine valja.

Hitrostno polje okrog valja s cirkulacijo torej imamo. Pomemben pa je
tudi izra¢un sil, ki delujejo na valj zaradi gibanja tekocine. Silo bomo dobili
iz integrala napetostnega tenzorja po povrsini valja, ob upostevanju njene
smeri. Za tlak na povrsini valja najprej dobimo iz Bernoullijeve enacbe

p(r = a,0) = $p |vo* = 3p lo(r = a,0)[*. (12)

Integral napetosti po povrsini valja pa nam daje za silo dve komponenti:
komponento v smeri vg, Fy, in komponento v pravokotni smeri, Fy. Izpe-
ljemo
2w
F, = —/p(r =a,f)acosfdf =0,

(o)

2
F, = —/p(r = a,0)asinfdf = pyol'. (13)
0
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Torej je sila v osi obtekanja ni¢, kar se nam zaradi nagih izkugenj s teko¢inami
zdi nekoliko nenavadno, zato ta rezultat poimenujemo tudi d’Alembertov*
paradoks. Zavedati pa se seveda moramo, da pravih izkusenj z idealnimi
neviskoznimi teko€inami nimamo. Sila v pre¢ni smeri F, je tako v splosnem
premosorazmerna, s cirkulacijo in hitrostjo, po svoji smeri pa o¢itno ni ni¢
drugega kot dinami¢ni vzgon.

2.3 Blasiusova enac¢ba in teorem Kutta-Zukovski

Sedaj se lotimo neposredno teorema Kutta—Zukovskl oziroma centralnega
teorema aerodinamike! Teorem Kutta-Zukovski nam bo povedal, kako izra-
¢unamo silo na telo poljubne, ne le valjaste oblike v poljubnem zunanjem
toku. Pomeni torej posplositev zgornjega ratuna sile na valj v toku, ki ga
opisuje enacha 6.

Postavimo se v kompleksno ravnino in izraunajmo tole kombinacijo sil
F, — iF; na telo s poljubnim profilom, ki se nahaja v idealnem dvodimenzi-
onalnem toku! Za idealni tok so komponente gostote sile, torej sile na enoto
dolZine v smeri z in na enoto loka povrsine, na telo z lokalno normalo n
enake kar f; = —pn;. Od tod lahko hitro izpeljemo, da je

Fy—iFy = fpdz. (14)
C
Integral je sedaj v kompleksni ravnini, in sicer po zanki C, ki opisuje profil
telesa. Tlak p moramo seveda vzeti tik ob povr§ini telesa. p, hitrost ob
povrsini telesa in njune vrednosti dale¢ stran so povezani z Bernoullijevo
enacbo
p+ 2plv]? = po + 2plvo|?* = konst. (15)
Ce sedaj Bernoullijev zakon vstavimo v enatbo za Fy, — iF} in upoitevamo,
da je zanka C zakljuGena, potem dobimo Blasiusovo® enacbo

Fy —iF, = —-pfqﬂ dz. (16)
C

V Blasiusovi enacbi integriramo po zanki C, torej po obodu telesa, v pozitivni
smeri, to je v smeri, obratni od urinega kazalca. Tu je treba opozoriti e

*Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), francoski enciklopedist, fizik in matematik. V
hidrodinamiki je prvi izra¢unal upor krogle v tekoéini in dobil za idealen tok vrednost
ni¢. To imenujemo tudi d’Alembertov paradoks, saj se je takrat zdelo ¢udno, da idealen
tok teko¢ine ne deluje na mirujoco kroglo.

®Paul Richard Heinrich Blasius (1883-1970), nemski hidrodinamik. Pomembno je
prispeval k teoriji mejnega sloja, turbulence in teorije kril. Izjemno dober ucitelj hidrodi-
namike.

8 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 1
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na manjsi tehni¢ni detajl. V Bernoullijevi enacbi je |v|? seveda kvadrat

absolutne vrednosti hitrosti, torej |v|?> = %292V Blasiusovi enacbi pa je

v? = ‘fi“’—z%, torej zgolj kvadrat hitrosti in ima torej realno in imaginarno
komponento. To je posledica (tu je ne bomo natan¢no izpeljali) dejstva, da
je v Blasiusovi enac¢bi kvadrat hitrosti pomnoZen z dz in da integriramo po

robu telesa, ki po definiciji sovpada s tokovnico, in je torej dw = dw.

Slika 7. Deformacija integracijske zanke v Blasiusovi enacbi

Ker hitrost v(z) po predpostavki v komplementu telesa nima nobenih
singularnosti, lahko zanko C razklenemo in deformiramo tako, kot prikazuje
slika 7. Integral po C v nasprotni smeri od urinega kazalca lahko tako zame-
njamo z nasprotno predznacenim integralom po C’ v smeri urinega kazalca.
Da izratunamo ta integral, ne potrebujemo ve¢ hitrosti na samem obodu
telesa, pa¢ pa zgolj hitrost dale¢ stran od telesa. V tem obmodcju, torej za
|z/20| > 1, kjer je zo singularna tocka nekje v notranjosti telesa, pa velja za
hitrost Laurentov razvoj

o0
Un, U1 U2
z) = —— =1+ + +eeey, 17
v(z) nzz;)(z—zo)" 0 2=z | (z— )2 (17)
kjer so
1 f v(2') d2’
Up==— P —————.
"omi J (2 — )t
C
Podoben razvoj lahko izpeljemo tudi za kvadrat hitrosti v? = %%, ki

nastopa v Blasiusovi enacbi. Ce primerjamo med seboj koeficiente obeh
razvojev, vidimo, da mora veljati

]{ V() dz = 2uo ]{ o(2) dz. (18)

C c
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Zgornja zveza velja za poljubno zanko C. Nesemo jo nazaj v Blasiusovo
enacbo, pa dobimo teorem Kutta-Zukovski

Fy—iF, = —%p%vz dz = pvof{v(z) dz = pyol. (19)
4 c’

Pri zadnjem prehodu ¢ez enacaj smo se spomnili Se definicije cirkulacije
toka. Integral tu poteka v smeri urinega kazalca. Zanimivo je, da smo dobili
identi¢ni rezultat kot pri obtekanju valja s cirkulacijo.
Novo pa je to, da teorem Kutta-Zukovski velja splogno za katerokoli telo
s stalnim presekom v tretji dimenziji. Sila v smeri toka bo ni¢, saj teorem
Kutta-Zukovski nima imaginarne komponente, medtem ko bo v pre¢ni smeri
deloval dinamicni vzgon. Ta kaZe navzgor, kadar je cirkulacija pozitivna (v
smeri urinega kazalca). Teorem Kutta-Zukovski bi tako lahko zapisali tudi
vektorsko
F=pvogxT, (20)

pri Cemer smo ustrezno, v smislu desnosuénega vijaka, definirali smer vek-
torja cirkulacije. Dinami¢ni vzgon na poljubno telo v idealni tekocini, katere
tok ima od ni¢ razli¢no cirkulacijo, je torej enostavno sorazmeren vektor-
skemu produktu vektorja cirkulacije in vektorja hitrosti zunanjega toka.

Na osnovi zgornjega teorema lahko sedaj razumemo tudi delovanje Flet-
tnerjevega krila: imamo zunanji tok s hitrostjo vg, vrtenje valja pa ustvarja
v teko€ini neko cirkulacijo I'. Medsebojno u¢inkovanje enega in drugega pa
pripelje do sile, ki deluje pravokotno na smer zunanje hitrosti.

2.4 Konformne preslikave

Osnovna zamisel tega zadnjega koraka pri izpeljavi dinami¢nega vzgona
krila je, da kompleksni hitrostni potencial valja s cirkulacijo povezemo s
tokom okrog krila, ki seveda ni valj. Za_dvodimenzionalen tok to lahko
storimo s konformnimi preslikavami. Ce imamo namre¢ dve analitiéni
funkciji, w(z) in F(z), potem je tudi w (F'(2)) analiti¢na funkcija. Preslikavi
w(z) — w (F(z)) pravimo tudi konformna preslikava oziroma transforma-
cija.

Poiskati moramo potemtakem konformno preslikavo, ki bo valj preslikala
v nekaj krilu podobnega. Prvi je takdno preslikavo odkril Zukovski in se po
njem tudi imenuje. Konformna preslikava Zukovskega ima obliko

2
21— Z,  Kjerje Z=z+%. (21)

V kaj ta konformna preslikava preslika valj z radijem a, ki ga v polarnem

10 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 1
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zapisu opisuje z = ae®? Za koordinati Z = X +4Y hitro dobimo enac¢bo [2]

X2 Y?
+
2 2 2 2
(++5) (o-%)

V splo$nem torej preslikava Zukovskega valj preslika v elipso s polosema

2 . 2 . . .
a+ % in a — <. Ce nadalje vzamemo ¢ = a, potem elipsa degenerira v

daljico dolzine 4a s krajis¢ema pri Z = 2a in Z = —2a. Daljica pod nekim
naletnim kotom glede na smer zunanje hitrosti vg pa je preprost model krila.
Bolj splosno preslikava Zukovskega preslika valj oz. krog v razli¢ne krilu bolj
ali manj podobne like, slika 8. Pri tem moramo dovoliti, da prvoten valj
ni centriran v izhodid¢u koordinatnega sistema. Za zdaj se zadovoljimo z
limito daljice, ko je ¢ = a. Izra¢unajmo torej hitrostno polje okrog te daljice,
nagnjene za kot a.

=1. (22)

Slika 8. Konformna preslikava Zukovskega preslika krog, ki ni v sredig¢u koordinatnega
sistema (na levi strani slike), v krilu podoben lik (na desni strani slike).

- Premaknimo najprej koordinatni sistem v smeri, obratni gibanju urinega
kazalca, za kot «a, torej z — ze'®. Dobimo

" 2 T il
w(z) = vy (ze"a + a;e‘“’) - 257; Inz+ ’Lg Ina. (23)
Taksnemu kompleksnemu potencialu ustreza hitrostno polje
dw(z) ol Sk o 3 . T
— — il — . 24
v(2) 1 Vo (e + 3¢ iy — (24)
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To hitrostno polje sedaj preslikamo s konformno preslikavo Zukovskega,
enacba 21. Dobimo

. 2 .
dw(z) dz V0 (em + z2a(Z)e m) ) r
v(z) = 1 a7 — —1 PR (25)
~2(2) 2 (Z(Z) - ;m)

Za c = a zgornje hitrostno polje torej ustreza obtekanju daljice dolzine 4a,
ki je glede na zunanjo hitrost nagnjena za naletni kot «.

Naj zavoljo jasnosti Se enkrat ponovimo potek racunanja. V prejsnjem
razdelku smo obdelali tok okrog valja, v tem razdelku pa smo preslikali to
polje v polje okrog nagnjene daljice. To nam je uspelo s konformno pre-
slikavo Zukovskega. Ne da bi to naredili, bi lahko hitrostno polje okrog
valja preslikali tudi v hitrostno polje okrog krila, podobnega nagnjeni solzi
(slika 9). Taksno obliko krila dobimo, &e koordinatno izhodigée valja pre-
stavimo v pozitivni smeri osi  za neko konstanto (glej sliko 8). Ustrezen
racun je analititno precej zapleten, ga pa zlahka napravimo numeri¢no v
Mathematici. Rezultat je predstavljen na sliki 9, kjer lahko tudi zelo lepo
opazujemo odklanjanje toka pri vodilnem robu. Vendar %e nismo &isto pri

Slika 9. Skica prikazuje v Mathematici izrisano hitrostno polje za nagnjeno ,solzo“.
Ta oblika je, v nasprotju z nagnjeno daljico, Ze zelo podobna realnemu krilu. Podrodja
med razliénimi tokovnicami sva progresivno zatemnila. Navpi¢na in vodoravna skala sta
arbitrarni, saj nam ne gre za kvantitativno analizo hitrostnega polja.

12 Obzornik mat. fiz. 54 (2007) 1



Modeli dinami¢nega vzgona letalskih kril — drugi del

koncu. Namre¢ hitrostno polje okrog razli¢nih oblik profila krila je Se ve-
dno odvisno od tega, kaj vzamemo za cirkulacijo I'. NaSe resitve veljajo
za poljubno cirkulacijo. Teorem Kutta-Zukovski pa pravi, da je dinami¢ni
vzgon odvisen od vrednosti cirkulacije. Ali je potem popolnoma nedolocen
oziroma poljuben?

2.5 Hipoteza Zukovskega

Hitrostno polje enac¢be 25 ima pomembno slabost. Namre¢ hitro se lahko
prepri¢amo, da hitrost na naletnem in zadnjem robu naSega krila, torej na-
gnjene daljice, divergira. Enako bi veljalo tudi za druge, bolj zapletene oblike
kril. Pomanjkljivost se torej ne skriva v naivnosti modela krila.

Do divergence hitrosti pridemo takole. Razvijmo hitrostno polje na-
gnjene daljice (ena¢ba 25) okoli zadnjega roba krila, ki je podan z Z = 2a
oziroma z = a. Torej za 2 = a + ¢, kjer je €/a < 1, dobimo skozi Taylorjev
razvoj

r
v(z=a+¢€) =vgcosa —e i (E — vpasin a) + O(e). (26)

Ce izraz v oklepaju pri ¢lenu e~ ! ni enak ni¢, hitrost na zadnjem robu
Paj

divergira, ko gre ¢ — 0. Da bi dobili fizikalno smlselno reSitev, ki je povsod
okrog krila kon¢na, je Zukovski predpostavil, da moramo za c1rkulac1Jo vzeti
taksno vrednost, da bo divergentni clen v enacbi 26 enak ni¢. To imenujemo
tudi hipoteza Zukovskega. Po Zukovskem mora torej veljati, da je

I'=4m vpa sina. (27)

Hipotezo Zukovskega se da formulirati tudi bolj nazorno, namre¢ takole: Da
bi bila hitrost povsod kon¢na, moramo zadnjo zastojno tocko pri obtekanju
krila postaviti natanéno na rob krila. Cirkulacija krila se sama nastavi tako,
da zadnja zastojna tocka sovpada s koncem krila in je hitrostno polje zato
povsod kon¢no.

Hipoteza Zukovskega vsebuje ve¢, kot se zdi na prvi pogled. V nas racun
namre¢ nekako skozi stranska vrata prlpelje viskoznost. Popolnoma postane
razumljiva Sele v okviru teorije mejnega sloja, kar pa presega nivo, ki ga
Zelimo ohraniti v tem sestavku. Zato naj navedemo brez podrobne razlage:
hipoteza Zukovskega je smiselna zato, ker v bliZini krila ne moremo zane-
mariti viskoznosti. Ceprav celoten racun hitrostnega polja nikjer eksplicitno
ne vsebuje viskoznosti, pa je ta implicitno vsebovana v hipotezi Zukovskega,
ki tudi dolo¢a vrednost I'. Kot zanimivost naj povemo, da v superfluidni
tekodini, kjer je viskoznost identi¢no enaka ni¢, dinami¢nega vzgona ni.

_ Preostane nam torej le, da vrednost za cirkulacijo, dobljeno iz hipoteze
Zukovskega, vnesemo v enalbo 20 za dinami¢ni vzgon ter tako dobimo kon¢ni
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Slika 10. Fotografija, posneta med enim od poskusnih letov bratov Wright v Kitty
Hawku, nekje med 4. in 11. avgustom 1901. Avtor fotografije je Octave Chanute.

rezultat
F, = pol’ = 4drapv3sina . (28)

To je torej linearna gostota sile dinami¢nega vzgona na ravno povrsino §irine
4a, nagnjeno v zunanjem toku za naletni kot a. Da dobimo celotno silo,
moramo Fj pomnofZiti Se z razponom kril. Celotno silo dinami¢nega vzgona
na krilo tako zapiSemo kot

F, =nSpuvisina, (29)

kjer je S celotna povrsina krila. Ta rezultat je izpeljal Zukovski leta 1906 in
neodvisno pred njim v svojem doktoratu leta 1902 tudi Kutta. Brata Wilbur
in Orwille Wright (slika 10), ki sta v Kitty Hawku (Severna Karolina) opra-
vila prvi uradno priznani letalski polet 17. decembra 1903, sta bila predvsem
empiri¢no usmerjena. Ceprav sta poznala takratno aerodinamsko strokovno
literaturo, seveda nista vedela za teorem, ki se je skrival zakopan v dokto-
ratu Kutte. Letalstvo se je torej zacelo bolj ali manj povsem empiri¢no in so
njegovi neustrasni pionirji® zato tem bolj vredni nasega obc¢udovanja. Teo-

" ®Nemski letalski pionir Otto Lilienthal (1848-1896) je v svojih zadnjih trenutkih, po-
tem ko je strmoglavil z letalom, izrekel nestetokrat citirane besede: ,Zrtve so potrebne.“
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reti¢na aerodinamika, postavljena na teoremu Kutta-Zukovski, mu je sledila
z rahlim ¢asovnim zamikom.

2.6 Veljavnost teorije dinami¢nega vzgona

Teorija dinami¢nega vzgona, ki temelji na teoremu Kutta-Zukovski in
na hipotezi Zukovskega, zadovoljivo opisuje hitrostno polje okrog krila in
tudi sile nanj. Danes sicer zares ne racunamo vzgona kril na tak nacin,
ampak kar neposredno z numeriénim refevanjem osnovnih enacb hidrodina-
mike. Taksne reSitve omogo&ajo veliko bolj natan¢no doloc¢evanje dinamic-
nega vzgona in tudi izratun optimalnih karakteristik krila.

A

»
2

Koeficient vzgona

=
-4

-4 9 W o
Naletni kot

Slika 11. Celotna krivulja odvisnosti koeficienta dinami¢nega vzgona od naletnega kota.
Koeficient dinami¢nega vzgona je definiran kot Cr = F,,/(3pv35), kjer je F, sila dina-
miénega vzgona, vo hitrost leta in S celotna povrina krila. Druge oznake so standardne.
Pri nekem kriti¢nem naletnem kotu, katerega numeri¢na vrednost je odvisna od profila
krila, pride do zloma dinamicega vzgona in teorija Kutta-Zukovski ne velja vet.

Opisana teorija ne vsebuje kaksnih protislovij, razen seveda tega, da velja
zgolj za dovolj majhne naletne kote, ko je mejna plast tekocine oziroma
mejna tokovnica, tokovnica laminarnega toka, trdno zalepljena na krilo [3].
Na sliki 11 se da videti, kako se empiri¢no spreminja koeficient dinami¢nega
vzgona z naletnim kotom. Pri nekem konénem kriti¢nem naletnem kotu se
dinami¢ni vzgon drasti¢no zmanjSa, pride do zloma vzgona, in le-ta ne
sledi ve¢ odvisnosti, ki jo podaja enacba 29.

Locevanje laminarnega mejnega sloja in z njim povezan nastanek turbu-
lentnega sloja in drasti¢nega padca dinami¢nega vzgona [3], je prvi opisal
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Ludwig Prandtl”. Laminarni sloj se namre¢ lahko ob dologenih pogojih
»odlepi“ od povrsine, kot to prikazuje slika 12. Med odlepljenim laminarnim
mejnim slojem in krilom nastane podrocje turbulentnega toka, ki ne sodeluje
veC pri ravnovesju sil, ki ga opisuje teorem Kutta-Zukovski. Sledi torej dra-
stiéno zmanjSanje dinami¢nega vzgona oziroma zlom vzgona. Detajli tega
procesa presegajo nivo tega ¢lanka.

Slika 12. Locitev Prandtlovega mejnega sloja. Prikazane so tokovnice, medtem ko bele
in ¢rne tocke oznacujejo smer in jakost vrtinénosti. Ko se mejni sloj oziroma tokovnica
tik ob povrSini krila lo¢i od povrSine krila, za njo ostane turbulentni sloj z intenzivno
vrtinénostjo. Prikazano je obtekanje krila za tri vrednosti naletnega kota. Prirejeno po
Szu-Chuan Wang, Florida State Univeristy, College of Engineering.

Pri lo¢evanju mejnega sloja imajo bistveno vlogo viskozni efekti in jih
tudi v najniZjem redu ne moremo zanemariti. Obstoj kriticnega naletnega
kota je dolgo ¢asa delal preglavice v letalstvu, vse dokler se ljudje niso nauéili
natancno kontrolirati parametrov in stabilizacije leta, predvsem naletnega
kota.

3. Sklep

V prvem delu tega ¢lanka sva predstavila poenostavljene modele dina-
micnega vzgona, za katere pa se je izkazalo, da niso realisti¢ni, v¢asih so celo
v nasprotju z empiri¢nimi dejstvi. Kljub preprosti fizikalni sliki principov
leta jih zato ne moremo vzeti zares. Detajlna teorija, ki temelji na teoremu
Kutta-Zukovski in hipotezi Zukovskega je veliko bolj realisti¢na, vendar jo
je tudi tezje razloziti laiku [4]. Da imajo s tem probleme tudi drugi avtorji, se
da razbrati iz zadnje ,vojne“ na temo zlorab Bernoullijeve enacbe pri razlagi
principov leta [5]. Teorem Kutta-Zukovski je Se vedno dejansko posledica
Bernoullijeve enacbe in ga torej lahko vpeljemo preprosto skozi gostoto to-
kovnic in z ustreznimi spremembami tlaka. Popolnoma nekaj drugega pa je

"Ludwig Prandtl (1875-1953), nemski fizik, utemeljitelj moderne hidrodinamike.
Tezko bi nasli kaksen problem v sodobni hidrodinamiki, ki ga ni bodisi zadel ali pa reil
Prandtl. Najvegji vpliv na hidrodinamiko je ohranil njegov koncept mejnega sloja in pa
lo¢itve oz. odlepljanja mejnega sloja.
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razlaga asimetri¢nega polja hitrosti okrog krila. Newtonski in bernoullijevski
model tu povsem odpovesta. Obstoj cirkulacije in s tem asimetri¢ne hitrosti
nad krilom in pod njim pa lahko najbolj preprosto zagovarjamo s hipotezo
Zukovskega, ki temelji na zahtevi, da mora ena od stagnacijskih tock sovpa-
dati z zadnjim robom krila, kar edino lahko omogoca konénost hitrostnega
polja v vsaki to¢ki okrog krila. Bralca najbrz ne bo ogrel argument, da je
asimetri¢no polje hitrosti dejansko posledica viskoznosti tekocine v tankem
mejnem sloju okrog krila, iz Cesar sledi hipoteza Zukovskega.

Se da let razloziti bolj preprosto? Kako bi ga razlozili recimo Rozletu?
Nekako takole: Obstoj sile dinami¢nega vzgona na letalo oziroma njegovo
krilo seveda po Newtonu pomeni, da letalo z enako in po smeri nasprotno silo
deluje navzdol na obtekajodi zrak. Ker je sila na zrak sorazmerna spremembi
njegove gibalne koli¢ine na enoto Casa, sledi, da se mora zrak ob krilu gibati
v povpre¢ju navzdol. Rozletu bi torej razlozili delovanje letala tako, da krilo
piha zrak navzdol in deluje na letalo z reakcijsko silo tega zraka. To se zelo
dobro vidi tudi s slik, ko letala preletavajo oziroma letijo skozi oblake, slika
na naslovnici. Taksna razlaga bi bila, kot Ze vemo, popolnoma pravilna pri
hipersoni¢nem letu. Pri podzvo¢nem letu pa bi jo morali nekoliko natanc-
neje pokomentirati. Po teoriji Kutta-Zukovski namre¢ krilo zraka ne ,piha“
navzdol, ampak ga zgolj na hitro ,prestavlja“ ob krilu navzdol. Toda ¢e bi
pri tem upo$tevali Se trodimenzionalno naravo krila in predvsem njegovo
kon¢no dolzino, bi hitrostno polje zadaj za krilom res dajalo vtis, da krilo
,piha“ zrak navzdol (zelo lepo razvidno s slike na naslovnici). Pa naj leti,
kdor more!

4. Zahvala

Zahvaljujeva se dr. Juretu Zupanu za branje obeh ¢lankov in vse nje-
gove stilske pripombe. Zahvaljujeva se tudi obema recenzentoma za tehtne
pripombe.

LITERATURA

[1] L. Vidic, Neklasi¢na in klasicna krila (Diplomsko delo), Fakulteta za matematiko in
fiziko, Ljubljana, 2002.

[2] R. Podgornik, Mehanika kontinuov, pisni materiali za Studente, 2005,
http://www-fl.ijs.si/ “rudi/self/kontinui.html.

[3] L. Prandtl in O. G. Titjens, Fundamentals of hydrodynamics and aeromechanics in
Applied hydrodynamics and aeromechanics, Dover publications, New York, 1957.

[4] J. D. Anderson, Fundamentals of Aerodynamics, McGraw-Hill, New York, 2001.

[5] G.M. Craig, Stop Abusing Bernoulli! — How Airplanes Really Fly, Regenerative Press,
1. januar 1998.

1-17 ‘ 17



SOLA
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Objektivnost ocenjevanja je zagotovo ena izmed temeljnih skrbi odgovornega uéitelja.
Formalizem pa ima z objektivnostjo, pravi¢nostjo in dobrim ocenjevanjem malo skupnega.
Formalizem vrednotenja in ocenjevanja ponavadi le ustvarja iluzijo objektivnosti, obenem
pa (ulitelja) odvezuje odgovornosti ter vodi v trivializacijo uénih vsebin in v plitvost
odnosov.

THE ILLUSION OF OBJECTIVITY
OR THE OBJECTIVITY OF RESPONSIBILITY

Objectivity of grading is surely one of the essential concerns of a responsible teacher.
Formalization of grading has little effect on objectivity, fairness and quality of evaluations.
Formalization of grading usually only creates an illusion of objectivity, while it diminishes
(teacher’s) responsibility and leads to the trivialization of educational content and to
shalowness of human relations.

Poucevanje in Se posebej ocenjevanje je kompleksno in odgovorno delo,
ki zahteva tako Siroke strokovne kompetence kakor tudi zelo tezko opisljiv
¢loveski faktor. Dober uditelj je hkrati javni delavec in intimni poznavalec
¢loveskih dus. Profesionalec v svoji stroki in hkrati administrativni delavec.
Vzgojitelj in policaj. Znotraj kaosa vzgojnih vrednot, izobraZevalnih ciljev
in politi¢nih interesov druzba od njega pri¢akuje objektivno ocenjevanje.

Objektivno ocenjevanje

Kaj sploh je in kako zagotoviti objektivno ocenjevanje?

To vpraSanje se zdi za danasnjo Solsko politiko najpomembnejse. Poe-
nostavljena definicija objektivnega ocenjevanja in dolocitev poti za dosego
le-tega sta zelo preprosti. Ocena je objektivna, e je neodvisna od uéitelja.
Povedano drugace, ocena naj bo rezultat poskusa, katerega ponovitev bi
dala isti rezultat. Vsekakor se ne zdi poSteno, ¢e bi isti izdelek dva razli¢na
uditelja ocenila razlicno. Se ved, zdi se neodgovorno. Da bi torej dosegli
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objektivno ocenjevanje, je treba zagotoviti formalni sistem tockovanja, ki bo
onemogoCil subjektivnost ucitelja.

V nadaljevanju bomo poskusili z nekaj konkretne statistike pokazati,
kako naivna in za ustvarjalno Solo §kodljiva so tako poenostavljena razmi-
§ljanja.

Pri predmetu Metodika matematike, ki ga poslusSajo Studenti pedagoske
smeri Oddelka za matematiko na Fakulteti za matematiko in fiziko Univerze
v Ljubljani, govorimo tudi o ocenjevanju. Kolikor je mogoce, smo pri tem
konkretni. Ve¢ let je del teh zelo prakti¢nih vaj tudi zanimiv poskus. Pri-
pravljenih imamo nekaj primerov konkretnih pisnih izdelkov dijakov, tako
obi¢ajnih kontrolnih vaj kot tudi primere mature. Studentje najprej dobijo
teste, ki so jih reSevali dijaki, da jih reSijo sami. Potem Studente naklju¢no
razdelimo v dve skupini, ene imenujemo racionalisti in druge intuicionisti.
Racionalisti sami izdelajo totkovalnik, po katerem bodo tockovali izdelke di-
jakov, intuicionisti pa za¢nejo takoj popravljati teste samo z dogovorom o
stevilu to¢k za posamezne naloge. V grobem so rezultati vselej podobni, in
sicer:

1. V nasih skupinah so intuicionisti koncali ocenjevanje v priblizno dveh
tretjinah Gasa, ki so ga racionalisti porabili samo za pripravo tockoval-
nika. Popravljanje s tockovalnikom se ¢asovno ni izkazalo hitrejse od
intuitivnega ocenjevanja. Po na$ih ocenah je priprava tockovalnika ca-
sovno priblizno ekvivalentna oceni prvih (torej najzamudnejsih) 5-10
izdelkov. Racionalisti¢no ocenjevanje 30 izdelkov torej po naSih ocenah
vzame priblizno 150 % &asa, ki je potreben za intuitivno oceno.

2. Na koncu so povpreéne ocene v obeh skupinah priblizno enake. Odkloni
v smer vi§je ali niZje povpre¢ne ocene pri racionalistih in intuicionistih
se pojavijo v obeh smereh, in sicer v odvisnosti od tipa nalog.

3. Razprsenost ocen je pri intuicionistih komaj opazna in samo v€asih ve-
&ja. Pogosto je razprienost ocen intuicionistov vecja zaradi spregledane
pravilne (a nenavadne) resitve. V podobnih primerih racionalisti redkeje
spregledajo pravilno resitev, ker je za oceno po tockovalniku potrebno
popravljavéevo razumevanje resitve.

4. ZanimivejSe naloge imajo pri ocenah intuicionistov celo manjgo razprse-
nost kot ocene racionalistov.

5. Najve¢ tezav povzrocajo racionalistom (tako pri sestavi toCkovalnika
kot pri njegovi uporabi) vsebinsko zanimivejSe naloge, medtem ko se
gablonske naloge izkazejo kot primerne za njihovo ocenjevanje.
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6. Zanimivo je, da se razprSenost ocenjevanja racionalistov zmanjsa ob iz-

recnih opozorilih in navodilih, da ima to¢kovalnik namen objektivizirati
ocene, medtem ko tockovalnik, katerega namen je izklju¢no pomo¢ oce-
njevalcu pri dobrih odlo¢itvah o oceni, na razprSenost prakti¢no nima
nobenega vpliva.

. Pri maturitetnih nalogah so racionalisti uporabljali Ze pripravljen (ura-

dni) tockovalnik. V teh primerih je razprSenost ocen racionalistov ne-
koliko manjsa.

Nekaj opomb k zgornjim trditvam:

1.-2. K prvima dvema trditvama ni kaj dodati.

3. To, da wucitelj pri intuitivhem ocenjevanju pogosteje spregleda morda

20

celo izvirno resitev, je po naSem mnenju za razvoj normalnih odno-
sov med uciteljem in ucenci celo dobrodoslo. O¢itna napaka bo dijaka
spodbudila, da se zavzame zase, da mogoce Se bolj razmisli, kako bo
svoje mnenje utemeljil. Vsak pravi ucitelj bo napako takoj spoznal in
jo popravil ter se primerno opravicil. Tak dogodek torej poutevanju in
ocenjevanju daje tudi ¢lovesko dimenzijo, saj se uéitelj in dijak znajdeta
zunaj formalnih okvirov na polju eti¢nih dejanj in odgovornih odloéitev.
Zelo nenavadne reSitve pri racionalistih ponavadi niso spregledane, ker
tockovalnik popravljavca bolj sili v to, da reSitev nekam uvrsti. Tezko
pa to stori, dokler resitve ne razume. Se pa v takih primerih pri racio-
nalistih pojavi razburjenje in velika poraba ¢asa, preden razumejo potek
reSitve.

. Zanimiv podatek. Se posebej ob poudarkih, da je za dobro $olo nujna

ustvarjalnost in ne Sablonsko znanje.

Ta ugotovitev ima po naSem mnenju najhujSe in najbolj dolgoro¢ne
negativne posledice za samo bistvo izobrazevanja. U¢itelji zavedno in
nezavedno prehajajo v samocenzuro, se izogibajo ustvarjalnejsih nalog
in posledi¢no temu prilagajajo tudi pouk.

Zdi se, da tockovalnik doseze drug namen, ¢e ga uporabimo kot ,kata-
lizator objektivnosti“, kot pa, ¢e bi ga uporabili kot ,katalizator dobrih
odlocitev“. Nadaljnje interpretacije prepus¢amo bralcem.

Predvidevamo, da je v teh primerih pomembnejsa od (priprave) tocko-
valnika uéiteljska izkuSenost, ki je bila popravljavcem posredovana prek
tockovalnika (pripravili so ga izkuSeni ucitelji) in jo Studenti intuicionisti
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Se ne premorejo. V pripravo uradnega tockovalnika je bilo investiranih
ogromno ur dela in zanikati, da ima to pozitiven vpliv na dobro oce-
njevanje, bi bilo nesmiselno. Smiselno pa bi se bilo vpradati, v koliko
minutah bi izkuSen ucitelj lahko Studenta intuicionista opozoril na ne-
katere pomembne podrobnosti pri popravljanju, ki bi razprSenost ocen
intuicionistov pribliZale ali celo izenacile z razprSenostjo ocen racionali-
stov. Zanimiva bi bila primerjava razprsenosti ocen izkuSenih uciteljev,
¢e bi ocenjevali s tako natan¢no izdelanim tockovalnikom ali ¢e bi naloge
ocenili brez njega.

Statisti¢no smo obdelali samo nekaj podatkov in zelo resna statisticna
$tudija ni bila na§ namen. Izbrali smo nekatere primere, ki so Se posebej
zanimivi in vredni razmisleka. S podatki in idejami, ki jih posredujemo,
Zelimo le povecati naso uditeljsko kriti¢nost in odgovornost. Oglejmo si
nekatere statisti¢ne rezultate na zelo majhnem statisticnem vzorcu.

Maturitetne izdelke Janeza, Helene, Toneta, Metke in Viktorja je ocenila
skupina 5 racionalistov in 7 intuicionistov. TakSen je graf ocen za Janeza:

60 -+

50 +

40 +

30

racionalisti

intuicionisti

| 1 | | | | Il

0

T 1 T T T 1 T

1 2 3 4 5 6 7

Ocene racionalistov imajo o¢itno manjSo razprsSenost. Graf bi lahko upora-
bili kot ,dokaz®, da je tockovalnik zanesljiv ,objektivizator ocen. Razlike so
videti precej sprejemljivejSe, ¢e rezultate prikazemo relativno:
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Takole so nasi ocenjevalci ocenili Heleno:

80 +

60 + ———

40 + racionalisti
20 + intuicionisti
0 f 1 f f f f f

takole Toneta:

80 +
60 +
—_——
b - e e D
40 + racionalisti
20 + intuicionisti
0 f F { 1 f } f

takole Metko:

80 +

— e,
o+
40 + v racionalisti
20 + intuicionisti
0 % = : : % : +
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in takole Viktorja:

80 1 —— . . —

60 +

40 + racionalisti
20 + intuicionisti
0 f f I i l I 1

0 1 2 3 4 5 6 7

Pa si ponovno oglejmo ocene Janeza.
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Takole je Janeza ocenila druga skupina ocenjevalcev:

80 +

60 + —

40 + racionalisti
20 + intuicionisti
0 f f 1 f }

0 1 2 3 4 5

V vseh zgoraj navedenih primerih so racionalisti uporabljali Ze pripravljen
(uradni) maturitetni tockovalnik. Cas popravljanja racionalistov in intuici-
onistov se ni veliko razlikoval. V povprecju so racionalisti za popravljanje
porabili priblizno 5-10 % ve¢ Easa kot intuicionisti.
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Zanimivo je tudi to, da se pogosto pojavi ,nekakSen pravilen odklon“
ocen intuicionistov in racionalistov. Ideja je najlepSe prikazana na nasle-
dnjem zelo preprostem primeru ocen intuicionistov in racionalistov:

24 +
20 +
16 +
12 +
8 £
4 2=
0 f f
0 2
Bralca vabimo, da graf primerja z grafom Metkinih ocen. Tezko je ugi-
bati, kaj taki vzorci pomenijo. Njihova pravilnost pri nekaterih nalogah
skoraj izkljucuje moznost, da je to zgolj naklju&je. Preprost sklep pa bi bil
lahko naslednji. Pri nekaterih tipih nalog to¢kovalnik ne vpliva na objek-
tivnost. Ocene ohranjajo uciteljev subjektivni pristop. Véasih tockovalnik
povzro€i translacijo ocen v eno ali drugo smer. Bralce vabimo, da skugajo
najti smiselne razlage tega pojava.
Pa si oglejmo Se nekatere primere, v katerih so racionalisti sami najpre;j
sestavili tockovalnik. Za¢nimo s primerom ene same naloge, ki se je glasila
takole:

racionalisti

‘s’. intuicionisti

[y

Resite enacbo 32=t1 4 32= — 108,

Kot receno Ze v uvodu, so intuicionisti kon¢ali delo s popravljanjem pre;j,
kot so se racionalisti zedinili o sestavi tockovalnika. Tokrat so racionalisti in
intuicionisti popravljali en sam izdelek:

R e
23 N A
i

]
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Potem ko so torej racionalisti skupaj s pripravo toc¢kovalnika porabili pri-
blizno 250 % Casa, ki so ga za popravljanje namenili intuicionisti, pridemo do
naslednjega grafa, ki prikazuje nekaj, ¢emur lahko re¢emo tudi objektivnost
ocenjevanja. Tokrat je ocenjevalo 9 racionalistov in 10 intuicionistov. Ker
smo nalogo ocenjevali povsem lo¢eno, smo jo ocenjevali na skali 0-100 tock.

100 + e—e s
80 + \ racionalisti =~ ———

60 T

[ ]

40 + intuicionisti e
20 +

| | | | | } | | Il
0 T 1 1 T T 1 T T —t

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Pa si poglejmo Se primer popravljanja celotne kontrolne naloge. Kon-
trolne naloge in tudi reSitve so konkreten primer iz ene izmed slovenskih
srednjih Sol. gtudentje intuicionisti in racionalisti so najprej sami resili test,
ki ga navajamo dobesedno tako, kot je bil naveden v originalu:

Kontrolna naloga

1. Resi sistem enach:

z + 3y + 2z = 0
r - y + 2z =1
2r + y + 3z =1

2. Ce vozimo s hitrostjo 40 km/h, prevozimo razdaljo v treh urah. Za
koliko bi morali povecati hitrost, da bi isto razdaljo prevozili v dveh
urah?

3. Dolo¢i ulomek, za katerega velja, da je vsota Stevca in imenovalca ena-
ka 7. Ce ulomek delimo z %, dobimo 2.

4. S Sestilom in ravnilom narisi trikotnik ABC), ¢e je b =7 cm, v, = 3 cm,
tp, = 5 cm.

5. V trikotniku ABC meri prvi kot 60°, drugi meri 5 radianov. KolikSen
je tretji kot, izrazen v radianih?

Racionalisti so zatem zaceli sestavljati tockovalnik, intuicionisti pa takoj
pregledovati in ocenjevati naslednjo resitev.
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Prepricani smo, da je prikazani primer zanimiv, a za izkuSenega ucitelja
ni¢ kaj nenavaden izdelek. VeS¢ bralec bo pri tretji nalogi opazil, da je ucitelj
glede na to, kaj je Zelel preveriti, nalogo slabo zastavil. Nekoliko ve¢ truda je
treba, da razvozlamo ,resitev* Cetrte naloge. Morebitnega povrSnega bralca
Zelimo opozoriti, da sta dve regitvi ;malo ¢udni“, saj sta dve tezig¢nici na
stranico b ocitno razli¢ni.

Vrnimo se k na§im popravljavcem. Podobno, kot smo Ze povedali, so
racionalisti za pripravo toc¢kovalnika in ocenitev tega izdelka v skladu z njim
porabili priblizno 250 % ¢asa, ki so ga za ocenitev porabili intuicionisti.
V tem primeru imamo ocene sedmih racionalistov in sedmih intuicionistov.
Rezultate bomo spet najlepe prikazali z grafom.

100
80 + racionalisti ————
60 + M\
40 + intuicionisti
20 +
0 —— 1 -

01 2 3 4 5 6 7

Navedimo 8e povpretno oceno in razprSenost ocen racionalistov in intu-
icionistov.

| Povpretna ocena | Standardni odklon
Racionalisti 65,43 7,16
Intuicionisti 65,86 5,87
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Sklep

Niti pribliZzno ni na§ namen zagovarjati teze, naj si ucitelj za popravlja-
nje in ocenjevanje ne pripravi nacrta. Gotovo je tockovalnik potreben, da bi
poenotili ocenjevanje mnogih zelo razli¢nih ocenjevalcev na eksternih pre-
verjanjih znanja. Tudi ne mislimo, da so naSa razmisljanja ali skromni in
skromno obdelani statisti¢ni podatki dokaz cesarkoli. Zelimo pa postaviti
vpraSanje o koristnosti izdelave formalnih tockovalnikov za Ze skoraj vsako
Solsko oceno. Bralce vabimo k razmisleku o pomenu objektivnosti in odgo-
vornosti. Prepricani smo, da je skrivanje in izogibanje odgovornosti, ki je
potrebno za dobro ocenjevanje in ki ga sistem in mi sami tako radi skrivamo
v tockovalnike, neodgovorno in za razvoj Sole zelo skodljivo. Vera v to, da je
mogocCe s pomocjo tockovalnikov objektivizirati ocenjevanje in uditelja od-
vezati odgovornosti pri odlocanju, je iluzija, ki vodi v trivializacijo u¢nega
procesa, u¢nih vsebin in, kar je najbolj pomembno, v trivializacijo in v¢asih
kar absurdnost odnosov.

VESTI

STROKOVNO SRECANJE IN OBCNI ZBOR DMFA
Gozd Martuljek, 10. in 11. 11. 2006

Kraj naslednjega sre¢anja smo zaceli iskati ze v Cerknem. Nazadnje smo
se odlocili za Gozd Martuljek. Hotel je sicer v zafetku novembra zaprt,
vendar so nam odgovorni zagotovili, da ga bodo ob zadostni udelezbi odprli.
Vsako leto je ve¢ udelezencev, zato smo zadostno udelezbo zlahka zagotovili.
Zasedli smo ves obnovljeni del hotela, in tako so tisti, ki so se prijavili kasneje,
dobili nekoliko slabge urejene sobe v §e neobnovljenem delu.

Strokovni del je potekal v treh sekcijah: matematika osnovna $ola, ma-
tematika srednja Sola in fizika. Posebej so imeli predstavitve in predavanja
fiziki (osnovne raziskave). Pokazalo se je, da so se nekateri fiziki selili iz
pedagoske sekcije v sekcijo za osnovne raziskave, zato so nekateri Zeleli, da
strokovnemu srecanju zopet namenimo dva dneva, saj niso mogli biti na
obeh sekcijah hkrati. O tem bo treba e razmisliti, saj ucitelji ne dobijo za
nase strokovno srecanje dveh prostih dnevov.

Povzetke predavanj smo tako kot lani Ze pred sre¢anjem objavili na do-
maci strani drustva. Tako so se lahko udelezenci Ze doma odloéili, katera,
predavanja oziroma delavnice bodo obiskali.

Ker smo povzetke predavanj objavili tudi v biltenu srecanja, naj naste-
jemo le predavatelje in naslove njihovih predavanj oziroma delavnic, in sicer
v takem vrstnem redu, kot so predavali:
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Petek, 10. novembra 2006

Matematika — osnovna Sola:

Darjo Felda, Metodic¢ni koraki pri usvajanju merjenja ploscine
Zlatan Magajna, Uvajanje v dokazovangje pri pouku geometrije
Joze Malesi¢, Nacrtovalne naloge kot igra

Nada Razpet, Dokazi in ,dokazi”

Silva Kmeti¢, Vioga dokaza pri pouku matematike

Izidor Hafner, Modeli poliedrov

Marija Vencelj, Saj ni res, pa je!

Nada Razpet, Projekt POLLEN

Matematika — srednja Sola:

Zlatan Magajna, Razvoj pouka matematike v poklicnih in srednjih stro-
kovnih Solah

Nada Maréi¢, Povezovanje matematiénih in drugih znang pri pouku ma-
tematike v poklicnih in srednjih strokovnih Solah

Cvetka Rojko, Vloga in pomen uporabe tehnologije v novih programih
srednjega poklicnega in strokovnega izobraZevanja

Marko Razpet, Poti do adicijskih izrekov

e Matjaz Zeljko, Znadilne tocke trikotnika
e Olga Arnus in Jasna Kos, Skrivnostni primer ali kdo je umoril psa (mate-

maticne teme, medpredmetno sodelovanje)

Marija Vencelj, Trizrcalni izrek in njegova uporaba

Tine Golez, Interdisciplinarni pristop poucevanja matematike
Izidor Hafner, Modeli poliedrov

Anton Cedilnik, Definicija evklidskega prostora pri predmetu Matema-
tika 1

Bostjan Kuzman, Matematicni plakati = MARSa

Fizika:

Nataga Vaupoti¢, Preprosti poskusi iz optike

Said Beslagi¢ in Robert Repnik, Prstni odtis glasbe

Mojca éepié, Svetloba in senca v naravi in domu

Sonja Jej¢i¢, Spektroskopija Sonca

Barbara Rovsek, Interpretacija poskusov

Tomaz Kranjc, Fizika za nefizike

Gorazd Planingi¢, Potnisko letalo

Nada Razpet, Preprosti eksperimenti

Stane Arh, Verizni eksperiment .
Karel émigoc, Fizikalni in kemijski pojavi pri gorenju svece
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V vecernem delu smo si lahko ogledali razstavo plakatov (Bostjan Kuz-
man), razstavo denarja z likom Nikole Tesle in pokusino vin (JoZe Vranicar)
ali pa se spominjali Son¢evega mrka in izleta v Tur¢ijo z Mitjem Rosino,
ki ze prlpravlja ogled naslednjega mrka v &asu poditnic, da bodo lahko na
opazovanje odsli tudi ucitelji.

Po vecerjl Je prlsel na vrsto sprostitveni del, ki je bil namenjen glasbi,
plesu, resnim in manj resnim debatam ob om1z31h Nekateri so se ob glasbi
tudi zavrteli.

Sobota, 11. 11. 2006

Zjutraj se nam je najprej predstavil eden izmed sponzorjev matemati¢ne
olimpijade, podjetje ADD, ki je pooblasen distributer za program Mathcad.
Uporabo programa je predstavil Miro Trampus. Nato sta Darjo Felda in
Matjaz Zeljko Se podrobneje predstavila zakulisje matematiéne olimpijade.

Fiziki so zatem prisluhnili vabljenemu predavanju Tomaza Prosena Kvan-
tna informacija: med kvantnimi racunalniki in kvantnim kaosom, matema-
tiki pa vabljenemu predavanju Janeza Mréuna Foliacije, holonomija in Lie-
jevi grupoids.

Po odmoru se je pricel obé&ni zbor DMFA. Ker je bilo ob 11.00 prisotnih
manj kot polovica élanov DMFA, se je obéni zbor v skladu s 16. ¢lenom Pravil
DMFA pricel ob 11.30, medtem pa nam je Matjaz Zeljko predstavil DVD o
matematiéni olimpijadi.

V delovno predsedstvo so bili izvoljeni: predsednik Anton Suhadolc,
¢lana Nada Mar¢i¢ in Mitja Rosina, zapisnikar Janez Krusic. Overovate—
lja zapisnika sta bila Maja Klavzar in Peter Legiga.

Obéni zbor je najprej pozdravil in mu zaZelel uspesno delo dekan Fakul-
tete za matematiko in fiziko prof. dr. Slobodan Zumer. Pozdrave in Zelje
za uspesno delo je poslal tudi ¢astni ¢lan DMFA Slovenije Dusan Modic, ki
se po dolglh letih letos prvi¢ zaradi zdravstvenih tezav ni mogel udeleziti
sreCanja.

Z minuto molka smo se spomnili preminulih ¢lanov drustva: Davorina
Dolarja, Ivana Kozinca, Petra Merljaka, Sergeja Pahorja (predsednika DMFA
Slovenije v letih 1976 in 1977), Aleksandra Rauterja in Alenke Vengar.

Drustvena priznanja so prejeli: Irena Drevensek Olenik, docentka na Fa-
kulteti za matematiko in fiziko; Jure Bajc, docent na Pedagogki fakulteti

v Ljubljani; Majda Grum, profesorlca matematike; JoZe Polajnar, profe-
sor fizike na Gimnaziji SkofJa Loka; Marko Spolad, profesor matematike na
Gimnaziji Skofja Loka; Gregor Tarman strokovni sodelavec na Pedagoski
fakulteti v Ljubljani.

POSGbQ] se je predsednik drustva Zvonko Trontelj zahvalil vsem, ki so so-
delovali pri organizaciji mednarodne matemati¢ne olimpijade in vseh drugih
aktivnosti, ki so potekale od zadnjega obé&nega zbora.

Porocﬂa o delu drustva, ki so bila objavljena v biltenu 58. ob¢nega zbora,
so bila sprejeta brez pripomb.
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Tomaz Pisanski je prebral porocilo o delu Nacionalnega komiteja za ma-
tematiko, ki se je preimenoval v Slovenski odbor za matematiko.

Na predlog TomaZa Pisanskega je soglasno sprejeta naslednja resolucija:
,H8. obéni zbor DMFA Slovenije podpira prizadevanje Drzavne komisije za
splosno maturo, da se kljub prenovi gimnazije ¢im prej uvede dvonivojsko
opravljanje maturitetnega izpita iz naravoslovnih predmetov: biologije, fizike
in kemije ter se ohrani obvezna prisotnost matematike pri maturi.

Clani drustva so predlagali, da naj UO v novi sestavi razmislil o:

e ureditvi zmogljivega internetnega prikljucka v Plemljevi hisi na Bledu
(predlaga Mitja Rosina)

e podaljSanju letnega strokovnega sre¢anja DMFA Slovenije na tri dni, prvi
in tretji dan bi bila namenjena bolj specialni tematiki, drugi, z ob¢nim
zborom, pa vsem (Mitja Rosina)

e prestavitvi letnega strokovnega sre¢anja DMFA Slovenije na zacetek leta,
februar ali prva polovica meseca marca, in posodobitvi naslova biltena ob
obénem zboru DMFA Slovenije (Zvonko Trontelj)

e delu ¢lanarine, ki bi bil namenjen dejavnosti ene ali ve¢ komisij po izbiri
¢lana - pla¢nika ¢lanarine (TomaZ Pisanski)

e obelezitvi 300. obletnice rojstva L. Eulerja; april 2007 (Marija Vencelj, ki
je pri tej dejavnosti pripravljena pomagati)

e o primerni obeleZitvi stoletnice rojstva Antona Peterlina leta 2008 (Zvon-
ko Trontelj)

e ponovitvi izobraZevalnega seminarja ,Razvedrilna matematika® iz janu-
arja 2006

Prijavnina za prvi nivo tekmovanj iz matematike in fizike, ki jih v Solskem
letu 2006/2007 organizira DMFA Slovenije, ostaja 220 SIT (0,92 EUR) na
tekmovalca.

Obéni zbor je potrdil dopolnitve in sprejel Pravila Drustva matemati-
kov, fizikov in astronomov Slovenije, hkrati pa pooblastil upravni odbor v
novi sestavi, da pravila uskladi z morebitnimi zahtevami ustrezne sluzbe pri
Upravni enoti Ljubljana, ki bo ugotavljala njihovo skladnost z Zakonom o
drustvih. Pravila so objavljena na spletnih straneh drustva.

- Novi predsednik drustva je Milan Hladnik. Upravni odbor smo razsirili
s komisijami za: raziskovalno dejavnost v matematiki, informacijsko tehno-
logijo in tisk. Imena tajnikov posameznih komisij so objavljena na spletni
strani drustva.

TomaZ Pisanski je povedal, da bo v decembru na SAZU promocija Zbor-
nika prispevkov ob 250. obletnici rojstva Jurija Vege. Joze Vraniar pa nas
je ze v petek seznanil z novico, da nameravajo v Metliki odkriti spomin-
sko plos¢o Francu Hocevarju. Dogovorili smo se, da bodo v organizacijskem
odboru sodelovali tudi predstavniki drustva.

Veseli smo, da je bil obisk velik in da iz leta v leto narasca, saj to
pomeni, da se vsebina strokovnega srecanja izboljSuje in je privlacna tako
za, ucitelje kot raziskovalce. Vsem, ki so pripomogli, da je bilo delo uspesno,
se zahvaljujemo in upamo, da bodo $e naprej tvorno sodelovali z drustvom.
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Vesti -

PRIZNANJA DMFA SLOVENIJE
Marko Spolad, prof.

je ucitelj matematike na Gimnaziji Skofja Loka. Pedagosko delo opravlja zelo
zavzeto in pritegne pozornost vseh, tudi tistih, ki sprva obra¢ajo matematiki
hrbet.

S svojimi kriti¢nimi pogledi na polozaj in razvoj slovenske gimnazije
sodeluje v javnih razpravah in si prizadeva uveljaviti pomen tekmovanj v
znanju, ki jih obstojeci Solski sitem preve¢ odriva in jim ne da ustrezne
organizacijske in finan¢ne podpore.

Veliko energije vlaga v dodatno izobrazevanje nadarjenih dijakov in jih
pripravlja na matemati¢na tekmovanja. Dijaki posegajo po priznanjih in
nagradah na drzavnih in mednarodnih tekmovanjih (lani je njegov varo-
vanec prejel srebrno medaljo na sredozemskem matematiénem tekmovanju,
predlani pohvalo in letos srebrno medaljo na olimpijadi).

Marko Spolad se odli¢no znajde tudi kot organizator tekmovanj, Gemur
smo bili pri¢a na 46. matemati¢nem tekmovanju srednjesolcev Slovenije.

Majda Grum, prof.

je upokojena uciteljica matematike, ki je zadnjih 23 let poucevala na Gimna-
ziji BeZigrad. Potrpezljivo in pozrtvovalno je vztrajala, da so dijaki usvojili
potrebna znanja, iskala je izvirne pedagoske prijeme in jih posredovala dru-
gim ¢lanom aktiva. Opravila je mnogo ur hospitacij za $tudente matematike
in imela veliko vzor¢nih ur za uéitelje iz drugih $ol in kolege, ki so z njo uéili.

Veliko Casa je posvetila nadarjenim dijakom in jih navdusevala za ude-
lezbo na drzavnih in mednarodnih matemati¢nih tekmovanjih, kjer so pose-

[

Soli ter Sirjenju matemati¢ne literature.

Joze Polajnar, prof.

je ucitelj fizike na Gimnaziji Skofja Loka. Dijake nenehno navdusuje za fiziko
in svet naravoslovja. Svoj originalni interdisciplinarni pogled na poucevanje
fizike je utemeljil v razredu, ne v trendovskih politi¢nih razpravah.

Svoje osnovno delo nadgrajuje z mentorstvom raziskovalnih nalog, vode-
njem astronomskega krozka in delom z mladimi fiziki. Tekmovalci so pod
njegovim mentorstvom dosegli Stevilne vrhunske rezultate na drzavnih tek-
movanjih iz fizike, vrh pa je dosegel varovanec z zlato olimpijsko medaljo.
JoZze Polajnar je aktiven tudi kot ¢lan regijske tekmovalne komisije in organi-
zator regijskih fizikalnih tekmovanj, uspesno pa je izpeljal tudi organizacijo
drzavnega tekmovanja leta 1998.

doc. dr. Jurij Bajc

je asistent za fiziko na Pedagoski fakulteti Univerze v Ljubljani. Devetkrat je
Ze sodeloval kot eden izmed vodij slovenske ekipe na fizikalni olimpijadi in Ze
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Priznanja DMFA Slovenije

vet let pomaga pri sestavljanju nalog za drzavna tekmovanja in vsakoletnih
pripravah olimpijske ekipe.

Prostovoljno je sprejel nalogo koordinatorja aktivnosti ob Svetovnem letu
fizike 2005 in jo opravil izjemno uspesno. Pomagal je pri koordinaciji slo-
venske verige veriZnega eksperimenta, kjer je bilo vkljucenih vec slovenskih
mest, poskuse pa so izvajali ljudje vseh starostnih skupin. V letu 2005 je
organiziral prek 20 predavanj znanih mlajsih slovenskih fizikov po gimnazi-
jah vse Slovenije in pripravil ekipo predavateljev za lanski jesenski Festival
fizike. Juriju Bajcu gre tudi glavna zahvala, da je svetovni dogodek — pre-
nos svetlobnega signala okrog Zemlje — ki so ga spomladi 2005 zaceli fiziki
iz Avstrije, uspel tudi po Sloveniji in bil prenesen v Italijo. Organizacijsko
nepogresljiv je bil tudi pri $tevilnih drugih aktivnostih v okviru svetovnega
leta fizike in v letu za njim, npr. v Slovenskem tehni¢nem muzeju v Bistri
pri Vrhniki in v Slovenski hii eksperimentov v Ljubljani.

doc. dr. Irena Drevensek Olenik

je zaposlena na oddelku za fiziko Fakultete za matematiko in fiziko, kjer
se posveca pedagoskemu delu in popularizaciji fizike med mladimi. Njeno
raziskovalno delo sega v podrocje fizike kondenzirane snovi.

Irena Drevensek Olenik je Ze v prvi polovici leta 2004 zacela pomagati
pri pripravah na Svetovno leto fizike 2005. Bila je tista, ki je predstavila
idejo veriznega eksperimenta in kot glavni organizator pomagala izpeljati
projekt, ki je pozneje postal rdea nit in razpoznavni dogodek Svetovnega
leta fizike 2005 pri nas. Z intenzivnim obve§¢anjem Sol je odlocilno vplivala
na mnoZi¢no in pestro udelezbo. Sodelovala je tudi pri izvedbi delavnice
Svetloba. in barve na festivalu fizike.

Irena Drevensek Olenik je tudi ¢lanica uredniskega odbora Obzornika za,
matematiko in fiziko, kjer Ze nekaj let skrbi za fizikalne vsebine.

Gregor Tarman, prof.

je svojo poklicno kariero ucitelja zacel na osnovni Soli. Danes kot laborant na
Pedagogki fakulteti Univerze v Ljubljani kreativno pomaga pri demonstracij-
skih poskusih in laboratorijskih vajah. Aktiven je pri organizaciji tekmovan]
iz fizike za osnovne Zole, kjer pomaga tako pri izbiri eksperimentalnih vaj
kot pri pripravi in izvedbi teh nalog.

S svojim vestnim delom je v veliki meri prispeval k uspehu veriZnega
eksperimenta. Ves as je spremljal delo §tudentov konstruktorjev Pedagoske
fakultete in jim z nasveti in tehni¢no pomocjo stal ob strani. Studente je
spodbujal pri mnogih ponovitvah demonstracijske verige po vsej Sloveniji in
popravljal pogkodovane naprave. Kljub veliki obremenitvi z rednim delom
je sproti iskal izboljsane resitve in nadomescal Sibke clene z bolj zanesljivimi.

Pripravili Nada Razpet, Janez Krusi¢ in Lucijana Kracun-Berc
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