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ODLOCITVENI PROBLEM PRASTEVILO

TADEJ NOVAK
Math. Subj. Class. (2000): 11-04, 11A41, 11A51

Odlocitveni problem prastevilo je ratunski problem s podroéja teorije stevil, pri
katerem za dano naravno stevilo sprasujemo, ali je prastevilo. Sele leta 2002 so Agrawal,
Kayal in Saxena pokazali, da je ta problem deterministi¢no resljiv v polinomskem ¢asu. V
¢lanku opiSemo njihov algoritem ter dokaZemo njegovo pravilnost in polinomsko éasovno
zahtevnost. Podamo tudi pregled algoritmov, ki se uporabljajo v praksi.

DECISION PROBLEM PRIMES

Prime is a decision problem from number theory where a given natural number is
checked for primality. Only in 2002 Agrawal, Kayal and Saxena proved that this problem
is solvable deterministically in polynomial time. We present their algorithm and prove its
correctness, as well as polynomial time complexity. We also survey the algorithms which
are used in practice.

1. Uvod

Kako za dano stevilo ugotoviti, ali je prastevilo (t. i. odlo¢itveni problem
pradtevilo), je problem, ki zaposluje matematike ze od anti¢nih ¢asov. Karl
Friedrich Gauss (1777-1855) je v svoji knjigi Disquisitiones Arithmeticae
(1801) zapisal tudi: praetereaque scientiae dignitas requirere videtur,
ut omnia subsidia ad solutwnem problematis tam elegantis ac celebris sedulo
ezcolantur.”  Od leta 1960 dalje zaradi prihoda racunalnikov poudarek
ni ve¢ na iskanju matematicne formule, ki bi dajala prastevila, ampak na
iskanju ucinkovitega algoritma za razpoznavanje prastevil.

. Do leta 2002 sta bili za problem prastevilo znani dve vrsti algoritmov
polinomske ¢asovne zahtevnosti, to je deterministi¢ni, katerih pravilnosti
nismo znali dokazati, ter verjetnostni algoritmi. Omenimo najpomembnejse
prelomnice pri iskanju ¢imboljSega algoritma za problem prastevilo. Najsta-
rejsi znani algoritem je Eratostenovo reseto iz leta 240 pr.n. §., toda nje-
gova Casovna zahtevnost je O(n), torej eksponentna glede na dolzino zapisa
obravnavanega Stevila n. Vegji korak naprej je napravil Fermat v 17. sto-
letju, ko je dokazal, da za vsako naravno stevilo a velja a?~! =1 (mod p)
za vsako prastevilo p, ki ne deli a (Fermatov mali izrek). Izrek so uporabili
pri dokazovanju pravilnosti mnogih algoritmov za problem prastevilo. Leta
1976 je Miller predstavil deterministi¢en algoritem polinomske ¢asovne zah-
tevnosti, katerega pravilnost pa ni v celoti dokazana, saj temelji na pred-
postavki, da velja razsirjena Riemannova hipoteza?. Nato sta Solovay in
Strassen leta 1977 predstavila verjetnosten algoritem Casovne zahtevnosti
O(log® n). Rabin je leta 1980 modificiral Mlllerjev test in sestavil ver_]etno-
stni algoritem, katerega pravilnost delovanja je lahko dokazal, saj se mu ni

L » -+ razen tega se zdi, da ugled znanosti zahteva uporabo vseh moznih sredstev za

resxtev tako lepega in znamemtega problema.”
http //www.claymath.org/prizeproblems/riemann.htm
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bilo treba sklicati na Riemannovo hipotezo. Ta algoritem je Se danes med
najuéinkovitejsimi. Najveéji preskok na poti do deterministi¢nega algoritma
polinomske ¢asovne zahtevnosti pa so napravili Adleman, Pomerance in Ru-
mely leta 1983 z algoritmom Easovne zahtevnosti O(log nO(logloglogn)) - G-
dwasser in Kilian sta leta 1986 sestavila verjetnostni algoritem z uporabo
elipti¢nih krivulj, katerega pricakovana Casovna zahtevnost je polinomska
za skoraj vse mozne vhodne podatke oz. za vse, Ce je izpolnjena dolocena
predpostavka. Leta 2002 pa so Agrawal, Kayal in Saxena sestavili determi-
nistiéni algoritem (algoritem AKS) asovne zahtevnosti najvec O(log!?n)
— v praksi O(log®n). Predstavili so tudi deterministi¢ni algoritem asovne
zahtevnosti O(log3 n), vendar pa jim njegove pravilnosti Se ni uspelo v celoti
dokazati.

O odkritju algoritma AKS so poroc¢ali mnogi svetovni dnevni ¢asopisi,
tudi slovenski asnik Delo®. O avtorjih algoritma, Bernsteinovi [5] poe-
nostavitvi*. dokaza ter izbolj$avi ocene ¢asovne zahtevnosti algoritma na
O(log™ n), ki so jo avtorji dobili od H. Lenstre in so jo Ze objavili na spletu®,
pa si lahko ve¢ preberemo v prispevku revije Notices of the AMS [8].

Opise Eratostenovega reseta, Solovay-Strassenovega testa ter Miller-
-Rabinovega algoritma najdemo v Stinsonovem ucbeniku za kriptografijo
[19] ali pa pri Bressoudu [9], idejo verjetnostnih algoritmov pa bomo spoznali
v razdelku 4.

Oznaka P predstavlja mnozico problemov, za katere obstaja determini-
sti¢ni algoritem A polinomske éasovne zahtevnosti glede na dolZino zapisa
vhodnih podatkov. Torej obstaja polinom p(z) € Z[z|, da je Ta(z) < p(n)
za vsak vhodni podatek x dolZine n, kjer je T'4(z) oznaka za Stevilo korakov
algoritma. Deterministi¢ne algoritme lahko bolj natan¢no opredelimo kot
Turingove stroje, o katerih je za Obzornik pisal Ze T. Pisanski [18], ¢asovno
zahtevnost pa kot $tevilo izpolnjenih ukazov stroja. Vec o algoritmih in
¢asovni zahtevnosti lahko preberemo v u¢beniku J. Kozaka [15] ali pa v Ho-
rowitz in Sahni [13].

Vpeljimo Se nekaj oznak, ki jih bomo pogosto uporabljali v nadaljeva-
nju. S P oznad¢imo mnozico prastevil, s P(n) najvecji praStevilski delitelj
stevila n, GF(p?) pa naj bo konéni obseg moéi p?. Oznaka f(n) = O(t(n))
pomeni, da obstajajo polinom p(z) ter konstanti C' in nyg, tako da za n > ng
velja |f(n)| < Ct(n)p(logt(n)). Oznako sreCamo na primer, ko s pomocjo
rekurzivnega izracuna izboljSamo Casovno zahtevnost za en red velikosti, pri
cemer pridobimo logaritemski faktor log n, ki je asimptoticno zanemarljiv v
primerjavi z n. To pa je tudi razlog, zakaj namesto O ponavadi pisemo kar
O. Vseskozi bomo z log oznacevali logaritem z osnovo 2, z o.(n) pa red ele-
menta n v grupi Zf, kjer je Z, kolobar stevil {0,1,2,...,7 — 1}, v katerem

3 V prilogi Znanost 9. septembra 2002.

4 Avtor v dokazu obstoja ,primernega’ r pri izvajanju algoritma ne potrebuje veé
sklicevanja na netrivialni lemi 2.2 in 2.3, pa¢ pa le uporabo znanega Cebisevega
izreka, ki pravi, da je produkt prastevil < 2k velik vsaj 2k

5 http://www.cse.iitk.ac.in/news/primality_v3.pdf
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izvajamo obiCajni operaciji seStevanja in mnozenja po modulu r. Grupa Z;
pa je grupa vseh obrnljivih elementov iz Z,.

V osrednjem delu ¢lanka bomo predstavili deterministicni algoritem
PrastQ polinomske ¢asovne zahtevnosti, ki resi problem prastevilo. Na kratko
reCemo, da je prastevilo v P. Na koncu bomo opisali Se algoritme za resSevanje
problema prastevilo, ki se uporabljajo v praksi. Predstavljeni bodo tudi
nekateri odprti problemi.

2. prastevilo je v P

Trditev iz naslova razdelka bomo dokazali v treh podrazdelkih. V 2.1
bomo predstavili deterministi¢ni algoritem za problem prastevilo, povzet po
Agrawal in drugi [1], v 2.2 bomo dokazali, da je ta algoritem polinomske
Casovne zahtevnosti, v 2.3 pa Se pravilnost njegovega delovanja.

2.1. Kljuéna ideja in algoritem

Poglejmo si karakterizacijo prastevil, ki je kljuénega pomena pri kon-
strukeiji algoritma.

Trditev 2.1. Naj bosta a in n tuji st naravni Stevili. Potem je n
" prastevilo natanko tedaj, ko je

(z —a)" = (2" —a) (mod n) (1)

(relacija v kolobarju polinomov Zy,[z].)

Dokaz. Definirajmo w(z) = (z — a)® — (2™ — a), kar je z upostevanjem
binomske formule enako w(z) = Y icn(=1)"7*(})a™ 'zt + (—~1)"a" + a.
Trditev dokazemo v vsako smer posebej.

(=) Naj bo n € P. Potem je (}) =0 (modn) za vsak i, 0 < i < n. Ce
upostevamo §e Fermatov izrek, dobimo w(z) =0 (mod n) za vsak n € P.
(<) Naj bo n sedaj sestavljeno stevilo. Potem obstaja g € P, 1 < ¢ < n, in

obstaja k € N, tako da ¢*|n in ¢**! |/n. Ker je (Z) = ﬂn—;g}%ﬁﬂl, velja

qk“1|(2) ter g* [/(Z) in zato n ne deli (Z) Ker je n tuj a, je D(n,a™ %) =1
in zato koeficient (—1)"7%(})a""? v polinomu w(z) pred z7 ni deljiv z n. w

Ce preverimo kongruenco ((1)) za neki a < n, pri katerem je D(a,n) =
= 1, npr. a = 1, potem se lahko na podlagi trditve 2.1 odlo¢imo, ali
je n prastevilo. Za izracun (z — a)" uporabimo algoritem kvadriraj in
mnozi’, vendar pa je ¢asovna zahtevnost takega izratuna eksponentna glede
na dolZino zapisa Stevila n, saj je kvadriranje polinoma (z — a)L”/ 2] ki je
stopnje |n/2], ¢asovne zahtevnosti vsaj O(n). Algoritem izboljsamo tako,
da izberemo , primeren” r € N in za a = 1 do 24/r log n preverjamo

(z—a)"= (2" —a) (modz" —1,n). (2)
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To so kongruence v faktorskem kolobarju Z[z]/(n,z" — 1), to je faktorskem
kolobarju kolobarja Z[z] po idealu (n,z" — 1). Ce je n prastevilo, je
kongruenca ((2)) posledica trditve 2.1. TeZava pa je v tem, da kongruenca
((2)) lahko velja tudi pri nekaterih sestavljenih stevilih.
Dejali bomo, da je eksponent r ,primeren”, e je (i) r € P, (ii) r =
O(log® n) in (iii) r — 1 vsebuje prastevilski delitelj g velikosti vsaj r3to,
§ > 0, ter z lastnostjo glor(n). Tako dobljeni algoritem za testiranje
prastevilskosti bomo poimenovali PrastQ®. Predstavljen je v okvirju na sliki
1. Pokazali bomo, da je n prastevilo, e pri takem r velja kongruenca ((2))
za vsak a, 1 < a < 24/nlogn. V algoritmu pogoj za velikost ¢ preverimo

r—1 —

s q > 44/rlogn, iz n'T # 1 (mod ) pa sledi q | o,(n), saj je n
(mod r).

Algoritem: PrastQ
Podatek: celo sStevilon > 1
Rezultat: SESTAVLJENO / PRASTEVILO

1. &e je n oblike ab, b > 1 vrni SESTAVLJENO;

2. r=2;

3. dokler jer <n {

4, ¢e D(n,r) # 1 vrni SESTAVLJENO;

5. Ce je r prastevilo

6. naj bo q najvedji prastevilski delitelj Stevila » — 1;
7. &e ¢ > 44/rlogn in nT #1 (modr)

8. zapusti zanko; (* dokler je *)

9. r—7r—+1;
10. }
1. zaa=1do 2y/rlogn
12 ¢e (z—a)" # (2™ —a) (mod z" — 1,n) vrni SESTAVLJENO;
13.  vrni PRASTEVILO;

Slika 1. Algoritem za testiranje prastevilskosti

2.2. Casovna zahtevnost

Program PrastQ si lahko ogledamo tudi na internetu’. Napisan je
v Mathematici in uporablja funkcije AnabQ, MaksPrast, PoliPotencMod in
KongruencaQ.

6 Nepisano pravilo pri programiranju v programskem paketu Mathematica je, da ime-
nom funkcij, ki vradajo vrednosti True/False (pravilno/nepravilno), dodamo érko Q
(question — angl. vprasanje)

7 http://www.fmf.uni-1j.si/“novakta/research/PrastQ.htm
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AnabQ[n] preveri, ali je stevilo n oblike a®. Naj bo m € R tak, da je n =
m™, torej je m = O(logn). Algoritem preizkusi vse celostevilske a € [2, m]
in preveri, ali je b = log, n € Z, nato pa Se vse celostevilske b € [2,m] in
preveri, ali a = 1/[b]n € Z. Skupaj je to 2m korakov in &asovna zahtevnost
algoritma je O(log® n) bitnih operacij.

MaksPrast[n] s preizkusom deliteljev Stevila n, ki ne presegajo 1/n, poisce
najvedji prastevilski delitelj Stevila n in je ¢asovne zahtevnosti O(y/n).

PoliPotencMod[u,r,v,n] izraéuna u(z)" (mod v(z),n) s pomogjo algoritma,
Jkvadriraj in mnozi’ (glej Stinson [19, str. 127]), kjer na vsakem koraku
rezultat tudi reduciramo po modulu 2" —1 in po modulu n. To storimo tudi
na zaletku izvajanja. Potrebnih je torej O(logr) korakov. Ce uporabimo
Fourierovo transformacijo za mnozenje polinomov (glej Bini in Pan [7, str.
8-13]) in Se hitro metodo za deljenje polinomov (glej Bini in Pan [7, str.
18-23]), je ¢asovna zahtevnost algoritma O((log n)(degu + logr degv)).

KongruencaQ[a,n,r] nam s pomocjo PoliPotencMod preveri, ali je (z—a)™ =
(z™ —a) (mod 2" —1,n). S tem porabi O(r log? n) bitnih operacij.

Za algorltem PrastQ[n] bomo s trditvijo 2.4 pokazali, da najde primeren
r v najvec O(log n) korakih (algoritem se lahko ustavi, $e preden najde
primeren 7). Casovna zahtevnost enega koraka v zanki ,dokler je r <

n” je O(log®n), v zanki ,za a = 1 do 24/rlogn” pa O(log®n). Skupaj
algoritem PrastQ[n] porabi najve¢ O(log!? n) bitnih operacij, kar pomeni, da
je prastevilo v P.

Lema 2.2. (Fouvry [10], Baker in Harman [}]) Obstajata konstanti
¢ > 0 wn ng, tako da za vsak n > ng velja

{plp je prastevilo, p <mn in P(p — 1) > n2/3}| > cl
ogn

Lema 2.3 (Apostol [2]). Naj bo w(n) stevilo prastevil < n. Potem za
vsak n > 1 velja

<m(n) <

6 log log n’

Trditev 2.4. Obstajajo konstante cy, c mn ny, ng katerth za vsak
n > ny obstaja prastevilo r na intervalu [c; log®n, ¢y log ], za katero velja,
da vma r — 1 prastevilski delitelj q, ki zadoS¢a pogojema q > 4+/rlogn in

n'T #1 (modr).

Dokaz. Vzemimo konstanti ¢ in ng iz leme 2.2. DeﬁmraJmo c1 in co
tako, da velja (i) ¢z > c1 > 0, (ii) <& — 88 > 0 ter (iii) ¢} > 45¢3. Bralec

si lahko nariSe ustrezne pare (cy, c2) kot neprazno obmocje v R?. Prastevﬂa
p, za katera velja P(p — 1) > p?/3 | poimenujmo ,posebna prastevila’.
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S pomogjo leme 2.21 in leme 2.3 ocemmo, koliko je posebnih prastevil na
intervalu [c; log® n, ¢3 log® n], kjer je n > ng in logn > ¢y:

HpeP|p€la log n,cy log n],P(p—1) > p2/3}| >
>H{peP|p<cylog®n,P(p—1) > p?3}—
—{p€P|p<cilog®n}| >
cy 10g6 n 8(cy 10g6 n)

c
= Tlog(cp log®n)  log(e;log®n)
S logﬁn (ccz 8c1)
~ loglogn \ 7 6
log8n
=c3g——,
loglogn
kjer smo definirali c3 = <% — 8—31. Po predpostavki je ¢ > 0.
Naj bo z = ¢y log®n in

= (n—1)(n% - 1)(n3 —1)--- (=] —1).

Pokazimo, da obstaja posebno prastevilo na intervalu [c; log® n, c3 log® n], ki
ne deli N. Najprej ocenimo Stevilo prastevilskih deliteljev stevila N:

{peP|pdeli N}| <
< log N =log(n —1) +log(n? —1) +--- + log(na’l/3 -1) <
3:1/3(:1:1/3 + 1)
2
Za dovolj velik n je z > 1, tedaj pa je vrednost zgornjega izraza manjsa

< log(n) + 2logn + - - + 23 logn = logn.

od z?/3 log n oziroma cg/ 3 log® n, kar je za dovolj velik n manj kot C3Fl‘;512—g"-ﬁ.
Torej obstaja posebno prastevilo na intervalu [c; log® n, ¢z log® n], ki ne deli
N. Izberimo enega in ga oznacimo z r. PokaZimo, da r ustreza pogojem iz

trditve. Ocenimo velikost ¢ = P(r — 1):

2/3
g>r3> cf/slog‘in = 1/2(c2log n)/?logn > 4./rlogn.
Cy
Ce hotemo pokazati n T # 1 (mod r), je dovolj, da pokazemo =1 <

. q
< op(n). Ker r ne deli N, potem r ne deli (n* — 1) za noben ¢, 1 <7 <

< |2'/3], kar pomeni, da n* #1 (mod r) za noben i, 1 < i < |2!/3], torej
je o,(n) > z1/3.

= 71/3 < (cplog® n)l/3 = 21/3 < 0,.(n), sledi nT #1

Ker je % 76
(mod ). m

134 Obzornik mat. fiz. 50 (2003) 5



Odlocitveni problem Prastevilo

2.3. Dokaz pravilnosti algoritma

Ce je n prastevilo, se algoritem ne more ustaviti v vrsticah 1, 4 ali 12,
torej nam vrne odgovor prastevilo. Za dokaz pravilnosti v drugo smer pa
bomo potrebovali nekaj splosnih dejstev iz algebre — o grupah in konénih
obsegih. Nato bomo v lemi 2.7 definirali grupo G in ocenili njeno velikost.
Definirali bomo tudi mnoZico Iy;) in v lemah 2.8 in 2.9 pokazali njene
lastnosti, nato pa bomo v trditvi 2.10 s protislovjem pokazali, da ko je n
sestavljeno Stevilo, algoritem vrne odgovor sestavljeno.

Lema 2.5. Naj bosta p in r prastevili in p # r. Potem velja:

1. Multiplikativna grupa obsega F = GF(p?), d > 0, oznacena z F*, je
ctkliéna.

2. Ce je f(x) polinom s celostevilskimi koeficients, velja

f(2) = f(2P) (modp).

3. Ce je h(z) katerikoli faktor polinoma 2" —1 inm = m, (mod r), potem
velja
2™ =z™ (mod h(z)).

z'—1
z—1

4. Polinom se nad Z, faktorizira v nerazcepne polinome stopnje o,(p).

Dokaz. (1) Poglavje o konénih obsegih v kateremkoli u¢beniku algebre,
npr. Vidav [20].

(2) Naj bo f(z) = ag+ a1z + - - - + agz?. Koeficient pred «* v f()? je enak

S et

igtiy+tig=p ’Lo!’Ll! ce zd!

i1 +2ige b dig=i
Ta koeficient je deljiv s p natanko tedaj, ko so vsi iy < p v vsoti. Upostevamo
Se Fermatov izrek in dobimo f(z)? = Y%_;ar@*® (modp). Dokaz je
konéan, saj je tudi f(zP) = Z:‘,::O apzkP.
(3) Naj bo m = kr 4+ m,. Ce kongruenco 2" = 1 (mod z" — 1) na obeh
straneh potenciramo s k in nato Se obe strani pomnozimo z 2™, dobimo
g™ =z™ (mod z" — 1). Ker h(z) deli " — 1, je 2™ = 2™ (mod h(z)).
(4) Naj bodo d = o,(p), Q(z) = “;':__11, h(z) neki nerazcepen faktor polinoma
Q(z) in k = degh(x). Pokazimo, da je k < d in Se d < k, torej da velja
k = d. Naj bo F = GF(p*) definiran s polinomom A(z) in naj bo g(z)
generator F*. Po 2. tocki leme je

g9(x)? = g(aP) (modp),
oziroma Ce to to¢ko uporabimo d-krat, dobimo
g(@)”" = g(=") (modp).
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Ker je p? =1 (mod ), je po 3. tocki leme

g9(@) = g(z) (mod h(=)).

Predzadnja kongruenca velja tudi po modulu h(z), saj e sta dva elementa
enaka v kolobarju Z,[z], potem predstavljata isti element v faktorskem
kolobarju Z,[z]/h(z), ki pa je izomorfen Z[z]/(h(z),p). Podobno velja za

zadnjo kongruenco in zato je

g9(z)”" = g() (mod h(z),p).

Torej h(z) deli g(a:)(g(:c)fl’d‘1 — 1) v obsegu F. Ker je h(z) nerazcepen v
F, deli vsaj enega od faktorjev. Ce bi h(z) delil g(z), bi bil g(z) nicelni
element v F', torej je

g(@)P" "' =1 (mod h(z)).

To pomeni, da red polinoma g(z) ne presega p% — 1. Ker je g(z) generator
grupe F™*, je njegov red enak moci te grupe, red(g(z)) = p* — 1. Od tod
sledi, da je p* —1 < p? — 1 in zato tudi k < d.

Pokazimo e, da velja d < k. Ker h(z) deli 2" — 1 v Z,[z], je

z" =1 (mod h(z),p).

To pomeni, da red(z) deli 7, in ker je 7 € IP in ker z ni enica v F', je red(z) =
= r. Ker red vedno deli mo¢ grupe, velja r|p* — 1, torej p* =1 (mod r).
Ker je d = o,(p), sledid < k. m

Naj bo n sedaj sestavljeno stevilo in predpostavimo, da se algoritem ne
ustavi v vrsticah 1 ali 4. Naj bo r prastevilo, pri katerem se ustavi zanka
dokler je, in ¢ = P(r — 1).

Lema 2.6. Obstaja prafaktor p stevila n, tako da q deli o.(p).

Dokaz. Naj bon = lepfi. Potem o,.(n) deli v(o.(p1),...,0r(ps)),
kjer je v oznaka za najmanjsi skupni veckratnik (Ee bi bil n = [];_; p;, potem
bi bil o,(n) = v(o,(p1),.--,0r(ps))). Ker g deli o,(n) (eden od pogojev za
primernost ), q deli tudi v(o.(p1), . . .,0-(ps)), in ker je g prastevilo, obstaja
i, tako da q | o,(p;). m

Naj bo p prastevilo iz zadnje leme ter h(z) nerazcepen faktor polinoma
z" — 1 stopnje d = o,(p), glej lemo 2.5.4. Ker iz (z — a)* = (2" — a)
(mod z" — 1,n) sledi

(z—a)" = (2" —a) (mod h(z),p),
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lahko na kongruence iz algoritma gledamo kot na kongruence v obsegu F' =
= Zp[=]/h().

Lema 2.7. Naj bo | = 2y/rlogn. V obsegu F = Z,[z]/h(z) je
multiplikativna podgrupa

cikliéna in moci > ($)! > n2vT,

Dokaz. Ker je F™* cikli¢na, je tudi G < F™* cikli¢na. Ocenimo Se velikost
grupe G s pomocjo mnozice

Sz{ H (z—a)* |ag >0, Z aan—l}.

1<a<l 1<a<l

Ker se algoritem ne ustavi v vrsticah 1 ali 4, nam najde r, za katerega velja
r > q > 44/rlogn > 1 in D(n,b) = 1 za vsak b < r. Ce bi bila katera
aj,az € N, 1 < a3 < ap <, kongruentna po modulu p, potem bi p delil
ay — ai, kar pa je v protislovju z D(n,as —a1) =1, saj je 0 < ay — a; <
<ay <l<r.

Ker so vsi polinomi v S stopnje < d — 1 < degh(z) in ker so vsi a-
ji razliéni po modulu p, nam elementi v S predstavljajo paroma razli¢ne
elemente iz F. Vsak polinom v S je produkt d — 1 faktorjev, pri éemer
imamo na izbiro ! + 1 moznih faktorjev, toso 1, z—1, ..., z —[. Iz formule
za kombinacije s ponavljanjem dobimo

fd=-1)+(@+1)-1)  [d+1-1)
o115 (4030 (4410
_([@d+1-1)(d+1-2)---d dl_(d)l

T 7 =\7

Ker ¢ deli o,(p), je d = o.(p) > q > 44/rlogn = 2l in zato

l
|G| > (2Tl) =2 = 22Vrlogn _ p2vr "

Naj bo g(z) generator grupe G. Oznalimo z o4 red elementa g(z) v
Z,[x]/h(z). Enak je moci grupe G in zato velik vsaj n?V". Definirajmo

Iy ={m € N| g(2)™ = g(z™) (mod z" —1,p)}
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in pokazimo nekaj njenih osnovnih lastnosti.
Lema 2.8. MnoZica Iy() je zaprta za mnoZenje.

Dokaz. Naj bosta my, my € Iy(z). To pomeni, da je

g(@)™ =g(«™) (modz" —1,p) in (3)
g(z)™ =g(z™*) (mod z" —1,p). (4)

Ce v kongruenci ((4)) piSemo ™ namesto z in upostevamo, da z” — 1 deli
™" —1, dobimo g(z™)™2 = g(z™™2) (mod z" —1,p), kar nam da skupaj
s kongruenco ((3))

g(z)™™ = g(z™™) (mod z" —1,p),
to pa pomeni, da mim; € Iy(;). =

Lema 2.9. Ce sta mi,my € Ig(w), potem iz my; = my (mod r) sleds
m1 =mgy (mod og).

Dokaz. Ker je my € Iy, je g(z)™ = g(z™2) (mod h(z),p), saj h(z)
deli 2" — 1. Ker je m; = mgy (mod r), je ma = my + kr in po lemi 2.5.3 je
z™2 = z™ (mod h(z)), torej velja tudi ™2 = 2™ (mod h(z),p). Dobimo
g(z)™ g(x)*" = g(z™) (mod h(x),p) in ker m; € Iy, dobimo, da h(x)
deli g(z)™ (g(z)*" — 1) v Z,[z]. Ker je h(z) nerazcepen nad Z,, velja, da
h(z) deli g(z) ali h(z) deli g(z)*" — 1. Ce bi bil g(z) deljiv s h(z), bi bil
nicelni element v F'. Torej je g(x)*" =1 (mod h(z),p), kar pomeni, da red
polinoma g(z), to je o4, deli kr in s tem my — m;. m

Trditev 2.10. Ce je n sestavljeno Stevilo, algoritem vrne odgovor
sestavljeno.

Dokaz. Recimo, da je n sestavljeno Stevilo in da algoritem vrne odgovor
prastevilo. Pokazimo najprej, da je {1,p,n} C Iy(z)- Po definiciji Iy
je otitno, da 1 € Iyy), iz druge totke leme 2.5 pa sledi p € Iy(y). Ce
upostevamo, da je g(z) € G, torej da je oblike

g(:L‘)= H (x_a)‘)’a,

1<a<l

in Se, da so pravilne vse kongruence v zanki za, saj algoritem vrne odgovor
prastevilo, dobimo

g(z)" = g(z") (modz" —1,p).

Sedaj definirajmo

E = {n'p’|0 < (i,5) < |V7]}.
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Ker je {1,p,n} C I4(z) in ker je Iy(,) zaprta za mnoZenje, je E C I4(z)- Ker
je |E| = (1++/7)? > r, obstajata po Dirichletovem principu nipit in ni2piz
iz B, (i1,51) # (i2,J2) taka, da velja n1p/t = n2p2 (mod 7). Po lemi 2.9
je nfip’t = ni2p” (mod o). Ker je o, > n®V" in ker sta nilpJi, nizpiz <
< nz\/’_", je niipit = n2pT2, Torej je nit 2 = p277 in algoritem bi se moral
ustaviti v vrstici 1. To pa je v protislovju s predpostavko, da algoritem vrne
odgovor prastevilo. m

3. Pospesitve in odprti problemi

Predstavili bomo dve hipotezi s podro&ja, ki obravnava prastevila. Ce
velja hipoteza 3.11, potem je Casovna zahtevnost algoritma PrastQ najved
O(log®n), s pomocjo hipoteze 3.13 pa dobimo deterministicen algoritem
gasovne zahtevnosti Q(log®n).

Ce sta r in ';21 prastevili, imenujemo % prastevilo Sophie Germain in
r soprastevilo Sophie Germain.

Hipoteza 3.11 (Hardy in Littlewood [12] preverjena za r < 1010).
Stevilo soprastevil Sophie Germain, manjsth od n, je asimptoticno enako
Dﬁfﬁ’ kjeTJG D €R.

Konstanti D pravimo konstanta prastevilskih dvojckov. Ce hipoteza
velja, potem nam naslednja lema zagotavlja, da je asovna zahtevnost
algoritma PrastQ najve¢ O(log® n).

Lema 3.12. Ce velja hipoteza 3.11 , potem obstajajo take pozitivne kon-
stante ng wn c) in cz, da obstaja primeren’ r na intervalu [c1 log? n, c; log? n)
za vsak n > ng.

Dokaz. Zaradi preprostejSega izracuna v dokazu vzemimo ¢; = 100 in
¢z = 101, Ceprav bi bila ustrezna Ze ¢; ~ c3 ~ 64. Definirajmo mnozico
T = [c1 log? n, ¢ log? n] N Peo-Sop-Ger, kjer je Peo-Sop-Ger mnozica soprastevil
Sophie Germain, in s pomoéjo hipoteze 3.11 asimptoti¢no ocenimo njeno
mog:

7| ~ D(czlog?n) D(c; log? n) _ D(ca —c1)log’n
™ (log(ez logZm)? ~ (logles log?m))? ~  4(loglogn)? -

Pokazimo, da za prastevila r € T velja P(r — 1) > 4/r logn:

= log?n —1 -1
Plr—1)="5= > TEL = > D= (logn)(logn) >
= -1
et s ilog'nzc:l Vrlogn > 4+/rlogn.

- 2 C9 2\/c_2
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log?n

(l_og_lgog—n)_z) soprastevil

Na intervalu [¢; log? n, ¢3 log® n] je asimptoti¢no O (

Sophie Germain. Neprimerna so tista, pri katerih je nT =1 (mod r), to-
rej n? =1 (mod r), kar pomeni n? — 1 = kr. Neprimernih je torej najve¢
log(n?—1) ~ 2logn, saj ima n®—1 najvec log(n? —1) prastevilskih deliteljev
(moznosti zar). Seveda pa je O(log n) asimptoti¢no manj kot O ((lTlg‘jlgoz—g’;?) ,
torej za dovolj velik n obstaja ,primeren’r € T'. m

Sedaj bomo predstavili Se hitrejsi algoritem, katerega pravilnost Se ni
dokazana. Da smo za PrastQ dobili grupo G moci vsaj nz‘/'_', smo morali
vzeti | = 2+/rlogn. Konstanto [ lahko ustrezno zmanjsamo in Se vedno
dobimo grupo zahtevane moci.

Hipoteza 3.13 (Bhattacharjee in Pandey [6]®, preverjena v Kayal in
Saxena [14]? za r < 100 in n < 10%0). Ce r ne deli n in e velja

(z—1)"= (2" —1) (mod=z" —1,n),

potem je n prastevilo ali pa n> =1 (mod 7).

Ce hipoteza 3.13 drzi, lahko sestavimo hiter algoritem za testiranje
prastevilskosti, glej okvir na sliki 2. Pois¢emo r, ki ne deli niti n niti n? —
— 1. Po lemi 3.14 obstaja na intervalu [2,61nn|. Nato za ta r preverimo
kongruenco iz hipoteze 3.13 in asovna zahtevnost algoritma je tako omejena

z O(log? n).

Lema 3.14. Na intervalu [2,61nn] obstaja r, ki ne deli niti n niti n® —
—1.

Dokaz. Po ucbeniku za analitiéno teorijo stevil (Apostol [2]) povza-
memo [[pep p > e? za vsak z > 5. Ce bi vsa prastevila p < 6Inn delila

p<z
n? — 1 ali n, torej njun produkt n® — n, potem bi bil [] pep p < nd —n.
. p<6lnn
6lnn
Iz gornje ocene pa vemo, daje [[ pep Pp>e€ 2 = nd w

p<6lnn

4. Iskanje prastevil v praksi

V praksi mnogokrat potrebujemo nakljuéno izbrano veliko prastevilo.
Pri implementaciji kriptosistema RSA, glej Stinson [19, str. 124], potrebu-
jemo za 1024-bitni modul nakljué¢no izbrano 512-bitno prastevilo. Dobimo
ga tako, da izberemo naklju¢no 512-bitno liho Stevilo in preverimo, ali je
prastevilo. Glede na lemo 2.3 najdemo prastevilo v O(log(n)) korakih. Ce

8 http://www.cse.iitk.ac.in/research/btp2001/primality.htn
9 http://www.cse.iitk.ac.in/research/btp2002/primality.htm
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Algoritem : PrastHipoQ
Podatek: celo Stevilon > 1
Rezultat: SESTAVLJENO / PRASTEVILO

r=2;
dokler je r <n {
¢en=0 (modr) vrni SESTAVLJENO;
&e n? #1 (mod r) zapusti zanko; (* dokler je *)
re—r+1;
}
e (z—1)"=(z"—1) (modz" —1,n)
vrni PRASTEVILO;
sicer
vrni SESTAVLJENQ;

Slika 2. Algoritem za testiranje prastevilskosti, pravilnost temelji na hipotezi 3.13

© NS OORAWON =

N
.

bi v tem programu uporabljali algoritem PrastQ, bi ob predpostavki, da ve-
lja hipoteza 3.11, porabil najve¢ 512% bitnih operacij (od vseh korakov pri
iskanju prastevila je najdaljsi tisti, ko najdemo prastevilo). Ker je 5126 =
= 1.8 - 106, bi racunalnik z 1 GHz = 10° Hz grocesorjem za iskanje enega
512-bitnega prastevila potreboval priblizno 10” sekund, oziroma 4 mesece,
kar pa je nesprejemljivo.

Zato se v praksi za problem prastevilo Se vedno uporabljajo verjetnostni
algoritmi, ki za svoje delo potrebujejo funkcijo za generiranje nakljuénih
stevil. Posebna zvrst teh algoritmov so algoritmi tipa Monte-Carlo, pri
katerih je posebnost to, da vrnejo enega od dveh odgovorov, npr. TRUE
ali FALSE, in eden od odgovorov je vedno pravilen, drugi pa je lahko tudi
napacen. O verjetnostnih algoritmih je za Obzornik pisal ze J. Zerovnik [21].

Najbolj znana za testiranje prastevilskosti sta Solovay-Strassenov test
ter Miller-Rabinov test, glej Stinson [19, str. 129-138]. Ceprav je Miller-
-Rabinov test hitrejsi, si bomo raje ogledali Solovay-Strassenovega, glej okvir
na sliki 3, saj je na videz bolj preprost in bomo z njim lazje prikazali, kako
delujejo algoritmi tipa Monte-Carlo.

Za mnenegativno celo stevilo a in liho naravno stevilo n = pi* .- p* je
Jacobijev simbol (£) definiran kot

()-1()
n) S\pi)
in je posplositev definicije Legendrovega simbola
" 0; a = 0 (mod p)
<—>= 1, ez :b*=a (modp),
p —1; sicer
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Algoritem: PrastVerjTestQ
Podatek: celo Stevion > 1
Rezultat: SESTAVLJENO / PRASTEVILO

nakljuéno izberi celo Stevilo a, 1 <a <n —1;
ge (2) =a" /2 (mod n)

vrni PRASTEVILO;

sicer

vrni SESTAVLJENO;

Slika 3. Solovay-Strassenov verjetnosten test za testiranje prastevilskosti

o=

kjer je spodnji argument liho prastevilo, zgornji pa nenegativno celo stevilo.
Postopka za izracun vrednosti Jacobijevega simbola ne bomo oplsah saj
presega okvir ¢lanka. Casovna zahtevnost testa je O(log n), pri njegovem
delovanju pa je pomembno naslednje: e vrne odgovor sestavljeno, potem je
n res sestavljeno Stevilo, ée pa vrne odgovor prastevilo, ta odgovor ni nujno
pravilen. Verjetnost napake je v naSem primeru manjsa od 1/2:

P(algoritem vrne odgovor prastevilo | n ni prastevilo) < 1/2.

Ce test ponovimo m-krat, potem z nekaj truda (glej Stinson (19, str. 135])
za velike n izpeljemo

P(n ni prastevilo | algoritem m-krat
Inn—2

d rastevilo) <
vrne odgovor p i )_lnn—2+2m+1

in ne 1 — (1/2)™, kakor bi intuitivno pricakovali. Ce test ponovimo
log n-krat in vedno dobimo odgovor prastevilo, je torej verjetnost, da n ni
prastevilo, velikostnega reda lnn , kar je dovolj zanesljivo za uporabo v pra-

ksi. Casovna zahtevnost Solovag Strassenovega algorltma za preverjanje,
ali je n prastevilo, je torej O(log n). Prav toliksna je tudi za Miller-Rabi-
nov algoritem. Podobno kot prej lahko dobimo, da na 1 GHz racunalniku
stestiramo 512-bitno prastevilo v priblizno 0,13 sekunde.

V programskem paketu Mathematica 4 sta za testiranje prastevilskosti
vgrajeni funkciji PrimeQ in ProvablePrimeQ, pri slednji je treba poprej naloziti
paket NumberTheory‘PrimeQ".

Za testiranje praStevilskosti funkcija PrimeQ najprej preveri, ali ima
stevilo n kak majhen prastevilski delitelj, nato uporabi Miller-Rabinov test
(krepki psevdoprastevilski test) pri bazi 2 in bazi 3, na koncu pa Se Lucasov
test10.

Funkcija ProvablePrimeQ uporablja verjetnostni algoritem, ki vedno vrne
pravilen rezultat. Priéakovana vrednost za Casovno zahtevnost algoritma

10 http://mathpages .com/home/kmath473.htm
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je polinomska za skoraj vsa naravna Stevila oz. za vsa pod neko hipotezo.
Algoritem uporablja elipti¢ne krivulje in sta ga prva predstavila Goldwasser
in Kilian [11], Atkin pa je z uporabo idej teorije kompleksnega mnozenja
(del teorije Stevil, ki zdruZuje kompleksno analizo, Galoisovo teorijo in
modularne forme) pokazal, kako bi se ga dalo uporabiti v praksi, glej
[3]. To je leta 1989 storil Morain [16] in to je tudi prvi algoritem, ki je
certificiral ve¢ kot 1000-mestna prastevila (prastevila tipa Titanik) brez

upostevanja njihovih posebnih lastnosti (pri faktorizaciji stevila oblike 22" 4
1 upostevamo to lepo obliko, glej Stinson [19, str. 156]). Za certificiranje
prastevila 10'%0 4 267 potrebuje Mathematica na 300 MHz radunalniku 35
sekund.

Ceprav je problem certificiranja prastevil ze globoko raziskan, bomo ge
vedno cakali na elegantnejsi algoritem. Mogoce Se dolgo ¢asa, saj so za
varnost kriptosistema RSA pomembnejsi rezultati in algoritmi za problem
faktorizacije, ki je Se vedno odprt.
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RAVNINSKE MREZE IN VERIZNI ULOMKI
PRISPEVEK K RAZUMEVANJU FILOTAKSE, 3. DEL

MILAN HLADNIK
Math. Subj. Class. (2000): 52 C 05; 11 A 55

V sestavku predstavimo uporabo veriznih ulomkov pri linearno transformirani rav-
ninski celostevilski mreZi, reducirani v eni dimenziji po modulu 1, tj. naviti na valj z ob-
segom 1. Taka cilindri¢na mreZa tock ima pomen v rastlinski filotaksi, se pravi, pri raz-
poreditvi listov vzdolZ stebla in tudi pri spiralnih vzorcih cvetov ali semen.

PLANNAR LATTICES AND CONTINUED FRACTIONS
A CONTRIBUTION TO UNDERSTANDING PHYLLOTAXIS, PART 3

In the article we present an application of continued fractions to a linearly transfor-
med integer-valued plannar lattice reduced in one dimension modulo 1, i.e. wrapped on
a cylinder with perimeter 1. Such a cylindrical lattice plays a role in plantal phyllotaxis,
i.e. in the distribution of leaves along the stem and also in spiral patterns of blossoms
and seeds.

V ¢lanku [5] smo z uporabo teorije veriznih ulomkov opisali strukturo
poljubne iracionalne delitve kroznice in do neke mere razlozili prednost zlate
delitve (tj. delitve v razmerju zlatega reza) pred drugimi iracionalnimi deli-
tvami. Tu si bomo kot dopolnilo k [5] ogledali, kako se taka struktura kaze
pri mrezah tock na valju. S pomogjo [1] in [2] bomo odkrili lep geometrijski
opis koli¢in, ki smo jih v [5] izrazili z vmesnimi konvergenti (in njihovimi
imenovalci) iz razvoja iracionalnega Stevila v enostavni verizni ulomek. Z
ustrezno transformacijo lahko potem pojasnimo tudi nastanek mreZe tock
na drugih geometrijskih ploskvah in v posebnem primeru nastanek spiralne
simetrije v ravninski mrezi z danim sredis¢em. Oboje lahko uporabimo v
botaniki pri razlagi rastlinske filotakse (glej [4]).

1. Mreza tock na valju

Denimo, da imamo v koordinatni ravnini (zy) snop poSevnih vzpore-
dnih premic, ki sekajo abscisno os v celostevilskih tockah. Na teh premi-
cah imejmo mreZo ekvidistanénih tock, ki se na vsaki premici zalenja v
presediséu z abscisno osjo. Razdalja do naslednje tocke na isti premici je
enaka za vse premice, in sicer naj bo njena projekcija na os x enaka «a, na
os y pa r (glej sliko 1).

Koordinatno ravnino s snopom vzporednih premic in mrezo toc¢k na teh-
premicah navijmo na pokonéni valj, ki ima obseg osnovne kroznice enak 1,
tako da se osnovni pas 0 < z < 1 bijektivno preslika na plas¢ valja. Pri
tem se poSevne premice navijejo v eno samo vijacnico, tocke mreze pa se
natanko pokrijejo. Stevilo a postane t.1i. divergenént kot, tj. kot zasuka od
ene do naslednje tocke, Stevilo » pa meri rast sistema. Skupaj z o doloca
naklon vijagnice, ki je enak r/a.
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N
./.]3/ ./.g

(-1.0) (G.0) (1.0)
Slika 1

Tocke na vija¢nici oznafimo po vrsti kar z naravnimi §tevili; poslediéno
na isti nacin, tj. reducirano v smeri ¢ po modulu 1, ozna¢imo tudi mrezne
tocke v ravnini. Ce predpostavimo, da je « iracionalno Stevilo, lezi na
vsaki tvorilki valja (tj. na vsaki navpi¢ni premici v ravnini) kve¢jemu ena
od mreZnih tock.

Vpeljimo analitiéne koordinate. Polozaj mreZzne tocke v ravnini je
doloen z dvema podatkoma: na kateri premici lezi in katera po vrsti je.
Premico naj doloéa celostevilska koordinata p, tocke na posamezni premici
pa naj Steje celostevilska koordinata ¢ > 0 (zanimajo nas samo tocke na
zgornji polravnini oziroma na zgornjem delu valja). Kartezi¢ni koordinati
mrezne tocke lahko torej izrazimo s p in ¢ na naslednji naéin:

r=aq—p, y=rq. (1)

Pri p = 0 dobimo tocke na premici skozi koordinatno izhodis¢e z naklonom
r/a, torej na premici y = rz/a. Tolka ¢ = 0 se nahaja v koordinatnem
izhodis¢u, naslednja tocka ¢ = 1 na tej premici ima kartezini koordinati
T, = a, y1 = r, naslednja tocka ¢ = 2 ima koordinati z3 = 2a, y3 = 2r,
itd. Prva vzporedna premica nad premico skozi izhodis¢e je premicap =1z
enatbo y = r(z + 1)/, naslednja premica p = 2 ima enacbo y = r(z + 2)/«a
itd. Tocke na abscisni osi y = 0 dobimo le v primeru ¢ = 0, in sicer z = —p,
p € Z. Edina tocka na ordinatni osi z = 0 je izhodisée, ki ga dobimo pri
g =01inp =0 (za ¢ # 0 enakost ag = p ni mozna, ker je a iracionalno
stevilo).

Mrezne tocke na osnovnem polpasu 0 < z < 1, y > 0, imajo kartezicne
koordinate z = {aq}, y = rq, kjer je {ag} = ag— [ag] in [ag] celi del stevila
ag. Ce oznalimo p = [ag], vidimo, da lezi tocka z oznako ¢ v osnovnem
polpasu na p-ti premici. In obratno, ¢e g-ta tocka na p-ti premici lezi v
osnovnem pasu, mora nujno veljati p = [ag], njeni koordinati pa sta dani z

1).
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Opomba 1. Ce mreine tocke, ki leZijo v osnovnem polpasu, projici-
ramo na abscisno os, dobimo ravno delilne tocke odseka [0, 1) iz ¢lanka [5].

2. Geometrijska interpretacija veriznih ulomkov

MreZnim tockam, ki so znotraj osnovnega polpasu, tj. tockam ({aq} rq),
qg=1,23,. dodaJmo e tocko (1,0) in dobljeni neskonéni mnozici tock
pois¢imo konveksno ovojnico. Njen rob je sestavljen iz navpiénega poltraka
z =1, y > 0, in neskon¢nega konveksnega poligona (lomljene premice), ki
od spodaj oklepa dano mnozico.

Podobno storimo z mreznimi tockami v polpasu —1 <z < 0,y > 0
(zdaj je tocka (—1,0) zraven!), torej s totkami ({ag} —1,7q), ¢ =0,1,2,...
Rob konveksne ovojnice za to mnoZico je sestavljen iz navpi¢nega poltraka
x = —1, y > 0, in neskon¢nega konveksnega poligona, ki od spodaj oklepa
dano mnozico.

Lahko si pomagamo z naslednjo predstavo obeh neskonénih poligonov:
Mrezne tocke v ravnini si predstavljajmo kot neskoncéno veliko drevesnico
ali sadovnjak (totke pomenijo posamezna drevesa). Denimo, da za drevo
v tocki (1,0) privezemo neskonéno dolgo vrv in jo napnemo iz smeri osi z
okrog dreves, ki so znotraj polpasu 0 < z < 1, y > 0. Nekatera drevesa
vrvi spremenijo smer (vogalne tocke konveksnega poligona), drugih se vrv le
dotakne (notranje tocke stranic poligona). Isto storimo z drevesom v tocki
(=1,0). Vzdolz ordinatne osi z = 0 se vrvi asimtoti¢no priblizujeta druga
drugl

Na shkl 2 je narisan primer, ko je a = V2. Tocke 1, 5, 29 so npr. oglisca
desnega poligona, tocki 2, 12 levega, medtem ko sta npr. 3 in 17 notranji
tocki na stranicah desnega, 1, 7 in 41 pa notranje tocke na stranicah levega
poligona.

Prepri¢ajmo se, da ustrezajo oglis¢a poligona konvergentom v razvoju
Stevila a v verizni ulomek, notranje tocke stranic pa vmesnim konvergentom
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(glej npr. dodatek v [5] ali [3], [7]). Natancneje, pokazimo, da velja naslednja
trditev:

Trditev 1. Za tocko z oznako g, ki lezi na premici p in je oglisce
poligona, je p/q konvergent za a. Ogliiéa levega poligona pripadajo lihim
konvergentom, oglis¢a desnega poligona pa sodim konvergentom. Za tocko z
oznako q, ki lezi na premici p in je notranja tocka stranice poligona, pa je p/q
vmesnt konvergent in lezi med dvema zaporednima lihima ali zaporednima
sodima konvergentoma, odvisno od tega, ali je tocka q na levem ali na
desnem poligonu.

Dokaz. Potujmo vzdolz enega od obeh poligonov v smeri naras€ajocega
Stevila ¢ in sproti opazujmo oddaljenosti tock z oznako q od ordinatne osi
x = 0. Zaradi konveksnosti obeh poligonov se te oddaljenosti z rastoéim g
manjSajo. Za tocko g, ki lezi na premici p, je oddaljenost od ordinatne osi
enaka |{ag} — 1| = p — ag, e lezi na levem poligony, in {agq} = ag — p, Ge
lezi na desnem poligonu. Ta razdalja je hkrati dolZzina prvega ali zadnjega
odseka pri delitvi enotskega intervala [0,1) z abscisami mreznih tock. V [5]
smo videli, da se daljsi odsek deli prej kot krajsi. Ce obstaja na drugem
poligonu tocka ¢’ < ¢, katere oddaljenost do ordinatne osi je manjsa od
oddaljenosti tocke g, potem g Se ne more biti oglis¢e poligona. Ce je tocka g
oglis¢e enega od poligonov, mora potemtakem za vsako drugo tocko b < ¢ in
za vsako naravno stevilo a veljati |ag — p| < |ab— a|. Re¢emo, da je ulomek
p/q najboljsi priblizek 2. vrste za Stevilo a. Iz teorije veriznih ulomkov pa
je znano (glej npr. [7] ali dodatek v [5]), da so pri iracionalnem $tevilu o
najboljsi priblizki druge vrste prav konvergenti v razvoju stevila o v verizni
ulomek. Torej ustrezajo oglis¢a poligonov natanko konvergentom, lihim na
levem polpasu in sodim na desnem polpasu.

Vsaka notranja tocka ene od poligonskih stranic je oitno konveksna
kombinacija sosednjih oglis¢ istega poligona. Se veé, na isti stranici so
notranje tocke enakomerno (ekvidistancéno) razporejene med krajiséema.
Potem to velja tako za oznake tock kot premic, ¢ in p. V istem razmerju pa
so porazdeljeni tako Stevci kot imenovalci vmesnih konvergentov py ;/qx ;,
t=1,2,...,a5. Velja namre¢ pr; = ipp_1 + Pr—2 In Qr; = iqr—1 + qr—_o;
potem pa je ob upostevanju rekurzivnih formul py = agpr_1 + pr_2 in q =
= akQk—1 + Qr—2 res

Pr,i =1(Prk — Ph—2)/ak + Pk—2 = —pr + (1 — —)pr_o;
ak ag
Qi =t(qk — qr—2)/ak + gr—2 = —qr + (1 — —)gr—2.
) ag ag
Torej je npr. tocka (aqx ; — Pk, 7qk,;) res konveksna kombinacija tock (aqy, —
Pk, Tqk) in (qr_2 — pr—2,7qk—2), se pravi, da le#i na daljici med ogliscema,
ki pripadata konvergentoma py/qr in pr—s/qrx—a. Spoznali smo torej, da
ustrezajo notranje toCke stranic obeh poligonov natanko vmesnim konver-

gentom.
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Poleg tega velja za vsak k in za vsak ¢ = 1,2,...,a; — 1 tudi |agg,; —
— pri|l > |ogr—1 — Pr—1|, medtem ko je seveda |agka, — Pkl = logr —
—pi| < |agr—1 — pr—1|. O tem se lahko prepri¢amo z neposrednim racunom
z uporabo definicije vmesnih konvergentov, saj je (agr; — pk,i) — (Pk—1 —
—agr-1) = (1+1)(agr—1—Pr—1)+ (k-2 —Pk—2) = OQk,i+1—Pk,i+1 OZiroma
lagr,; — Pri| — |0gr—1 — Pr—1] = |0Qr,it1 — PR iv1| 72 @ < ag.

Zgled. Na sliki 2 so npr. tocke 1, 2, 5, 12, 29 imenovalci (izmeni¢no)
lihih in sodih konvergentov, tocke 3, 7, 17, 41 pa imenovalci (lihih in sodih)
vmesnih konvergentov. Res je zaporedje vmesnih konvergentov za stevilo
a = /2 enako 1/1, 2/1, 3/2, 4/3, 7/5, 10/7, 17/12 itd., pri éemer je vsak
drugi ¢len pravi konvergent: 1/1, 3/2, 7/5, 17/12 itd. To sledi iz dejstva,
da je razvoj stevila /2 v enostavni verizni ulomek enak [1;2,2,2,...]. Poleg
tega vidimo, da so npr. tocke 1, 2 in 7 na levem poligonu bolj oddaljene
od ordinatne osi kot oglis¢e 5 na desnem poligonu, tocka 12 pa Ze lezi blize
ordinatni osi.

Se lepse kot v ravnini (xy) vidimo sode (spodnje) in lihe (zgornje)
vmesne konvergente v transformirani ravnini (gp). Namesto poSevne mreZe
tock (z,y), kjer bi bilo treba ustrezen g in p Sele dolo¢iti, imamo zdaj kar
kvadratno mreZo celostevilskih tock (g, p). To je t. i. Kleinova geometrizacija
veriznega ulomka za a (na sliki 3 je prikazana Kleinova geometrizacija

veriznega ulomka za v/2).

Slika 3

Premica * = 0 s slike 2 se je transformirala v premico p = ag, ki
na sliki 3 sicer ni prikazana, narisana pa sta oba transformirana poligona,
ki se tej premici asimptoti¢no priblizujeta od spodaj in od zgoraj. Sodi
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konvergenti so zdaj predstavljeni z oglis¢i spodnjega poligona, lihi pa z
oglis¢i zgornjega poligona. Ce je (g,p) tako oglidce, je p/q (sodi ali lihi)
konvergent za . Vmesne toCke predstavljajo vmesne konvergente. Na sliki
3 dolo¢a npr. oglisée (2,3) lihi konvergent 3/2 = [1; 2], oglisce (3,4) pa sodi
vmesni konvergent 4/3 = [1;2,1].

3. Vidnost parastihij

V zvezi z razporeditvijo mreznih tock na valju (ali v ravnini) obravna-
vajmo Se en problem: Katere vijac¢nice na valju vidimo oziroma katere smert
v ravnani so najbolj opazne?

To so gotovo smeri, v katerih je gostota tock najvecja (tocke so najblize
skupaj). Izhajajmo npr. iz tocke 0 (tj. izhodisca (0, 0) na sliki 4). Desno od 0
pois¢imo najbliZjo tocko (naj ima npr. oznako n) in enako storimo tudi levo
(totka z oznako m), vendar to tocko premaknimo za enoto v desno, tako da
vse opazujemo v osnovnem polpasu 0 < z < 1,y > 0. Tocka m je torej v tem
polpasu najblizja mrezna tocka k tocki (1,0). Potegnimo poltraka iz tocke
(0,0) skozi n in iz tocke (1,0) skozi m. Sekata se v tocki mn. V primeru

a = /2 sta taki tocki n = 5 in m = 2, poltraka se sekata v tocki mn = 10
(slika 4). Smeri teh dveh poltrakov sta opticno odlikovani, imenujemo ju
osnovni parastihiji, par (m,n) pa osnovni parastihijski par, ki dolo¢a Stevilo
vidnih parastihij oziroma, kot re¢emo, filotakso tipa (m,n). V osnovnem
pasu izhaja iz odseka [0, 1) natanko m vzporednih poltrakov z enako gostoto
mreznih toc¢k v levo in natanko n vzporednih poltrakov v desno (glej sliko
4). Po definiciji vidnosti morajo biti presecis¢a vsakega od njih z vsakim iz
druge skupine vzporednih poltrakov zasedena z mreZnimi tockami. Vcasih
govorimo tudi o osnovnem parastihijskem trikotniku, doloCenem s tockami
(0,0), (1,0) in tocko z oznako mn (na sliki 4 je trikotnik zatemnjen).

To je glavna vidna znalilnost filotakse. V o¢i pa nam padejo morda
Se druge smeri, dolo¢ene bodisi z restrikcijami ali ekstenzijami osnovnega
parastihijskega para. Pod restrikcijo para (m,n), kjer je npr. m < n kot
v zgornjem primeru, razumemo par (m,n — m). Ekstenzije pa so lahko
leve (m + n,n) ali desne (m,m + n). V primeru filotakse (2,5) na sliki
4 imamo npr. vidne Se restrikcije (2,3), (2,1) in (1,1) ter levi ekstenziji
(7,5) in (12,5). Za tema levima ekstenzijama bi prisli dve desni ekstenziji
(12,17) in (12,29) itd., vedno v skladu s pravilom a; levih in nato a;4;
desnih ekstenzij, kjer so a; elementi veriznega ulomka (glej [1]). To je spet
ena od uporab veriznih ulomkov pri razporeditvi mreznih tock oziroma pri
vidnih efektih filotakse.

Opomba 2. Ko ugotavljamo vidnost parastihij, je pomembno, koliksna
je razdalja tocke g do izhodis¢a (0,0)? Kartezi¢na koordinata tocke g je
({ag},rq) na desnem in ({ag} — 1,7q) na levem polpasu (primerjaj sliko
2). Torej je razdalja do izhodis¢a dy = v/{ag}? + r?¢? na desnem oziroma
dq = +/({aq} —1)2 +r2¢? na levem pasu. Naj bo ¢ izhodis¢u najblizje
oglidée enega od obeh poligonov. Ce r zmanjsujemo, pridejo blize izhodiscu
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0
0.0 (1.0
Slika 4

druga, kasnejSa oglis€a obeh poligonov. Tako vidimo, da razpored vidnih
parastihij, tj. tip filotakse (m,n), ni odvisen samo od divergenénega kota a,
ampak tudi od rasti sistema, ki jo doloca r. S spreminjanjem parametra r se
spreminja tudi tip filotakse. Na sliki 2 je npr. oglis¢e 5 na desnem poligonu
najblizje izhodis¢u, na levem je to tocka 2, in imamo, kot smo ugotovili prej,
filotakso tipa (2, 5) Ce bir prlmerno povecah bi bila izhodis¢u najblizja
tocka 2 na levem poligonu, za njo pa tocka 1 na desnem poligonu. Dobili
bi filotakso tipa (2,1). Ko pa bi r zmanjsali, bi izhodis¢u najblizja tocka
prej ali slej postalo npr. oglii¢e 12 na levem poligonu in tip filotakse bi se
spremenil v (12,5) (primerjaj zgornjo razlago o ekstenzijah).

V naravi je hitrost rasti odvisna od mnogih dejavnikov. V obdobju
hitre rasti (veCjega r) je tip filotakse nizek, v kriznem ¢asu (pri majhnem
r) pa opazimo filotakso visjega reda. Nemalokrat pri isti rastlini (npr. v
glavi sonénice) opazimo spremembo Stevila vidnih parastihij, kar je gotovo
posledica spremenjenih razmer, ki vplivajo na hitrost rasti.

4. Mreza to¢k na geometrijskih objektih

Verizne ulomke oziroma (vmesne) konvergente iracionalnega stevila o
smo na naraven nacin povezali z ravninsko mrezo tock, ki smo jo brez tezav
prenesli na valj. Pogosto pa je zanimiva tudi drugaéna geometrija. Radi
bi npr. imeli podoben sistem mreznih to¢k na valju, polkrogli, polstozcu ali
celo v krogu. To lahko dosezemo z ustrezno transformacijo ravnine (zy).

Vsa telesa (in tudi ravninski krog) naj imajo obseg osnovne kroznice
enak 1 (tj. polmer enak 1/27).

Rekli smo Ze, da lahko osnovni ravninski polpas preprosto zvijemo
v neskonéni valj s polmerom 1/2m. Polozaj tocke na takem valju lahko
elegantno podamo s kompleksno koordinato v polarni obliki w = 2—17;ei¢ in
z nenegativno realno koordinato z. Iz realne ravnine (zy) potem preidemo
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na plas¢ valja s transformacijo

1 ...
(@,9) = (5-¢",9).
Ker celo stevilo p ne prispeva nicesar k vrednosti funkcije e2"i(aq_P), je za
g-to mreZno tocko na premici p polarni kot enak ¢ = 2w(aq — p) = 2n{ag}
in viS§ina z = rq. PoloZaj g-te mrezne tocke na valju lahko potemtakem
zapiSemo s parom
2Tiag

1
(wq:zq) - (%e ,rq).

Vsaka taka tocka lezi na ustrezni vijacnici, ki se ovija okrog valja (slika 5a).

(@ (0] (c

Slika 5

Podobno lahko mreZo tock v ravnini (zy) upodobimo na zgornji hemis-
feri krogle s polmerom 1/27 npr. z uporabo transformacije

1 ie—y T 9u
(m)y) = '2";(627”:0 y’ Fe- e—2y)_
Pri tem se tocka g s kartezi¢nimi koordinatami (ag — p,rq) preslika v tocko
p
1 .
(wq, zq) = 2_7;(62maq—'rq’ v1-— e—27‘q).

Zaporedje tock (wg, z5) se navije na sfero okrog severnega pola (slika 5b).

Za stoZec s polmerom osnovne ploskve 1/27 in visino h uporabimo npr.
transformacijo

(z,y) — (él—ez“i‘”‘y/(h“), h(1 — e /(b D)y,
™
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Za q=0,1,2,... dobimo zdaj zaporedje tock

' (w‘I’ zq) = (2i327riaq_"'q/(h+l)’ h(l — e_rQ/(h'l‘l)),
™

vzdolz stozéaste vijacnice, ki se navija proti vrhu stozca (slika 5c).

StoZec z zelo veliko visino h je skoraj enak neskonénemu valju. Hitro
se lahko prepri¢amo, da v limiti A — oo res dobimo iz stozca valj. Mreza
tock na valju je limitna lega mreze tock na stozcu. Po drugi strani se stozec
splo3éi v svojo osnovno ploskev, ko njegova viSina h konvergira proti 0.
Torej je tudi mreza tock na krogu v ravnini (w) limitna lega mreZe tock na
stozcu. Pri h = 0 res dobimo transformacijo ravnine (zy) v krog. Podana
je s predpisom

L
(,9) = (5-¢2"*7,0)

Zaporedje tock
1 .
(wqizq) = (2_7;62maq 'rq’O)’
kjer je ¢ = 0,1,2,..., lezi na (rodovni) logaritemski spirali. Pri velikem
stevilu tock vidimo tiste spirale (vidne parastihije), ki so transformiranke
vidnih smeri iz ravnine (zy), kot smo jih obravnavali v 3. razdelku. Rezultat
je t. 1. spiralna filotaksa (slika 6).

Slika 6

Opomba 3. Prenesimo mrezo toc¢k na katerem koli od obravnavanih
objektov (valju, krogli, stozcu ali krogu) na osnovno kroznico z obsegom
1, tako da povsod v zgornjih formulah izberemo r = 0, tj. odpravimo rast
sistema in obdrZimo le divergenéni kot a. (Isto dosezemo s pravokotno
projekcijo mreznih toék v osnovnem pasu ravnine (zy) na osnovnico tega
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pasu, glej opombo 1.) Tako dobimo iracionalno delitev te kroznice (glej [5]).
V [5] smo skusali utemeljiti prednosti zlate delitve kroznice pred poljubno
iracionalno delitvijo. Vse to se seveda odraza tako na ravninski mreZi kot
na transformiranih mrezah tock. Tiste, ki ustrezajo zlati delitvi in so zato
povezane s Fibonaccijevimi Stevili, so lepse. S takimi mrezami tock lahko
potem opiSemo marsikatero dogajanje v rastlinski morfogenezi. Odprto pa
Se vedno ostane glavno vpraSanje, zakaj v rastlinskem svetu tako pogosto,
menda v ve¢ kot 90% primerov (glej npr. [6]), nastopi ravno Fibonaccijeva
filotaksa.
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VESTI

Profesorju Niku Prijatelju v slovo
Govor prof. Jozeta Vrabca na pogrebu na Zalah 21. julija 2003

Niko Prijatelj se je rodil leta 1922 v Lju-
bljani. Po maturi leta 1940 se je vpisal na Filo-
zofsko fakulteto v Ljubljani in na njej studiral
matematiko s fiziko in filozofijo. Med vojno je
bil nekaj ¢asa v koncentracijskem taboris¢u v
Gonarsu. Po vrnitvi je Studij nadaljeval in di-
plomiral leta 1946. Ze leto pred diplomo je zacel
uliti na III. Zenski gimnaziji v Ljubljani. Ka-
sneje je pouceval Se na nekaterih drugih srednjih
Solah v Ljubljani, v Postojni in eno leto v Sara-
jevu. Za univerzitetno kariero po vojni ni bilo
prave moznosti. Sele na koncu petdesetih let je
bilo matematiki dodeljenih nekaj novih asistent-
skih mest in na eno od njih je bil leta 1957 spre-
jet profesor Prijatelj. S tem je dobil priloznost, da se znova poglobi v §tudij
matematike. Leta 1960 je bil imenovan za predavatelja matematike. Kot
stipendist francoske vlade je bil v studijskem letu 1959/60 na 8-mesecnem
izpopolnjevanju na inStitutu H. Poincaré v Parizu. Ko se je vrnil, je leta
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1961 na Univerzi v Ljubljani promoviral za doktorja matemati¢nih znano-
sti. Istega leta je bil imenovan za docenta, nato leta 1970 za izrednega pro-
fesorja in leta 1977 za rednega profesorja.

Se kot srednjesolski profesor je sodeloval z univerzo, in sicer je v letih
1954-57 kot honorarni predavatelj na Visji pedagoski Soli pouceval pred-
met Metodika pouka matematike in v letih 1955-61 na Naravoslovni fa-
kulteti predmet Elementarna matematika z metodiko. Po izvolitvi za vi-
sokoSolskega ucitelja je predaval najprej predmeta Matematika 1 in 2 za
Studente kemije, kasneje pa vrsto predmetov za studente matematike: Ana-
lizo 1 in 2, Teorijo mnozic, Osnove topologije in Osnove matematike. Za
studente fizike je nekaj let predaval predmeta Analiza 1 in 2, na podiplom-
skem $tudiju iz matematicnega izobrazevanja pa predmet Izbrana poglavija
iz osnov matematike.

Prof. Prijatelj je bil eden najboljsih predavateljev na matematiénem
oddelku. Njegova predavanja so bila vedno zelo dobro pripravljena, na pri-
mernem nivoju zahtevnosti, matemati¢no izjemno precizna in metodi¢no
izpiljena. Toda vsi ti izrazi povedo premalo. Prof. Prijatelj je bil zalju-
bljen v matematiko in znal je to svojo zaljubljenost, to ljubezen preliti v
svoja predavanja. Zato so bila ta ne samo odli¢na, ampak tudi virtuozna
in navdusSujoca. Njegovo vzgojno delo pa ni bilo omejeno na redna preda-
vanja na univerzi. Bil je pogost in zelo zazelen predavatelj na seminarjih za
izpopolnjevanje znanja srednjesolskih uéiteljev matematike, pa tudi pri po-
sebnih predavanjih za srednjesolce. Tudi pri teh predavanjih je razlival med
poslusalce svojo navduSenje za matematiko, a jim tudi vzbujal ljubezen do
pedagoskega poklica, ki je, Zal, danes tako malo cenjen.

Raziskovalno in publicisti¢cno delo je prof. Prijatelj posvetil matema-
tiéni analizi, algebri in osnovam matematike. Medtem ko njegovi izvirni
znanstveni Clanki sodijo v prvi dve od teh treh podroéij, se je neizbrisno
zapisal v slovensko matematitno zgodovino predvsem s svojim delom na
tretjem podrocju. Bil je zaCetnik in utemeljitelj Studija matemati¢ne logike
in $irSih osnov matematike v naSem prostoru. Na prvem mestu je treba
omeniti njegovo knjizico Uvod v matematiéno logiko, ki je izSla Ze davnega
leta 1960, in njeno 20 let mlajSo nadgradnjo Osnove matematiéne logike v
treh delih. Po teh knjigah smo se spoznali s tedaj za nas povsem novim
podroéjem skoraj vsi slovenski matematiki, a posebno prva si je nasla Se
mnogo §ir§i krog bralcev. Podobno nalogo je opravila njegova trilogija
Matematicne strukture 1, 2, 3. O odmevnosti teh knjig pri¢a to, da je
doslej izslo Ze nekaj ponovnih izdaj, od katerih so bile nekatere predelane
in dopolnjene. Za o%zji krog uporabnikov je napisal univerzitetna ucbenika
Uvod v matematiéno analizo 1 in 2, ki po globini in §irini marsikje presegata
uni program.

Prof. Prijatelj spada v generacijo slovenskih matematikov, ki je u-
stvarjala in razsirjala osnove visokoSolske matematike pri nas in omogocila
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njen razcvet. K temu je ogromno prispeval s svojim organizacijskim in
vodstvenim delom. Tri leta je bil direktor Instituta za matematiko, fiziko in
mehaniko in dve leti predstojnik njegovega oddelka za matematiko. V tem
Casu si je pridobil velike zasluge za gradnjo nove stavbe na Jadranski cesti,
kjer imata Se vedno svoje prostore ta institut in Fakulteta za matematiko in
fiziko. Dvakrat po dve leti je bil predstojnik nasega oddelka (za matematiko
in fiziko oziroma za matematiko in mehaniko) na Fakulteti za naravoslovje
in tehnologijo. Dve leti je bil predsednik Drustva matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije, nekaj let predsednik njegove komisije za tisk in
10 let clan uredniskega odbora revije Obzornik za matematiko in fiziko.
Mnogo let je zastopal naso stroko v raznih organih Raziskovalne skupnosti
Slovenije, slovensko matematiko v jugoslovanskih strokovnih zdruZenjih in
Jugoslovansko v balkanskih in evropskih. Za svoj mnogostranski prispevek k
razvoju slovenske matematike je bil leta 1974 odlikovan z redom dela z zlatim
vencem in s plaketo Zveze druStev matematikov, fizikov in astronomov
Jugoslavije.

Spostovani prof. Prijatelj, dragi Niko! Naj tem, bolj suhoparnim po-
datkom dodam $e nekaj besed. Zelja po znanju in iskanje resnice sta Te
oblikovala v razumnika, v osebnost, ki dale¢ presega okvir ene stroke. Kot
preprican demokrat si se kljub tveganju postavil v prve vrste tistih, ki
so raztrgali spone prezivelega sistema in vzpostavili samostojno Slovenijo.
Tvoji ljubezni do knjige se moramo zahvaliti ne le za besedila, s katerimi
si oral ledino slovenske matematiéne besede, ampak tudi za sooblikovanje
nase knjiznice. S svojim osebnim zgledom si nam pri¢eval, da je Zivljenje
cloveka v skladu z njegovim notranjim moralnim zakonom ne le najvisja
vrednotna zanj, temve¢ mocno pozitivno vpliva tudi na vso njegovo okolico.
Obcudovali smo Tvojo drzo, s katero si prenasal neusmiljene udarce usode,
ki so Ti najprej vzeli drago Zeno, nedavno pa Se héer in naso kolegico An-
drejo, eprav si se do zadnjega boril za njeno Zivljenje.

Tvoj duh ni klonil, le telo se je utrudilo. Odpo¢ij si, dragi Niko! Naj
ti bo zemljica lahka! Vsem Tvojim pa izrekam iskreno sozalje v imenu
slovenskih matematikov in v svojem osebnem imenu.

Govor so napisali:
Edvard Kramar, Tomaz Pisanski in JoZe Vrabec

APRIL 2003 - MESEC MATEMATICNEGA OZAVESCANJA

Od leta 1999 naprej je v Zdruzenih drzavah Amerike april razglasen
za mesec matematicnega ozaveséanja (Mathematics Awareness Month). Ze
pred tem so od leta 1986 dalje pripravljali tedne matematicnega ozaves¢anja.
Vsako leto je bila izbrana nova tema; v osemnajstih letih delovanja je
odbor Joint Policy Board for Mathematics, ki ga sestavljajo Mathematical
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Association of America (MAA), American Mathematical Society (AMS) in
Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), izbral tako razli¢ne
naslove, kot so npr. Sto let ameriske matematike, Matematika in internet,
Matematika in genom.

Letosnja tema je bila Matematika in umetnost. Ameriski kolidzi, uni-
verze, Studentske skupine in drugi so organizirali delavnice, tekmovanja,
razstave, predavanja in simpozije, na katerih so se osredotocili na globoke
in zanimive povezave med matematiko in umetnostjo, ki niso omejene zgolj
na dela nizozemskega slikarja M. C. Escherja, na katerega sicer najprej po-
mislimo. Eno od del tega umetnika, ki je imel tezave celo s srednjesolsko
matematiko, je bilo objavljeno na naslovnici letosnje tretje stevilke Obzor-
nika.

Bralcu svetujemo, da za podrobnejse informacije o aktivnostih obisée
spletno stran http://mathforum.org/mam/03 (Ce 03 nadomestimo z drugo le-
tnico, lahko vidimo tudi arhive aktivnosti od leta 1991 naprej). V nada-
ljevanju pa povzemimo nekaj misli iz eseja ameriske matemati¢arke Doris
Schattschneider, ki je pred kratkim gostovala na nasem matemati¢nem ko-
lokviju.

Ravnilo in Sestilo, preprosti matemati¢ni orodji, so Ze pred tisoéletji
uporabljali pri gradnji palaé¢, svetis¢ in utrdb. V renesansi so uspesno ra-
bili principe projektivne geometrije in linearne perspektive za prepricljive
predstavitve trirazseZznih podob na dvorazseznih podlagah. Dandanes je
najpomembnejSe matematiéno orodje racunalnik, v katerem sofisticirani
matemati¢ni programi ustvarjajo in transformirajo podobe, kar arhitektu,
slikarju, graficnemu oblikovalcu ali komu drugemu pomaga pri delu.

Avtorica najde Stevilne glagole, ki jih lahko vrinemo med samostalnika
,matematika” in ,umetnost”. Matematika tako umetnost generira; tlako-
vanja in fraktali so morda najbolj naraven primer prelepih struktur, ki jih
ustvari preprost algoritem. Take avtomatizirano narejene podobe morda Se
ne moremo Steti za Cisto , pravo” umetnost, a matematika lahko umetnost
tudi navdihuje; preprosto tlakovanje, ki ga lahko ustvari vsakdo s primer-
nim rac¢unalniskim orodjem, bo ¢lovek z ustvarjalno zilico znal uporabiti kot
podlago za ustvarjanje umetniskih del. Po drugi strani matematika ume-
tnost tudi omejuje. Naj se slikar Se tako trudi, ne bo mogel zaobiti mate-
matiénih izrekov, na primer Eulerjeve formule ali izreka o vsoti notranjih
kotov veckotnika. Seveda je omejevanje lahko tudi prostovoljno, kot na pri-
mer upostevanje razmerij v arhitekturi, slikarstvu, kiparstvu.

Na naslovnici tokratnega Obzornika je prikazana zanimiva fraktalna
struktura sferi¢nih trikotnikov in petkotnikov, napolnjenih z motivom rib,
delo Douglasa Dunhama, ki so ga uporabili kot emblem za letoSnji mesec
matemati¢nega ozavesCanja.

Matjaz Konvalinka
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KAKO SEM PISAL UCBENIK ZA FIZIKO

JANEZ STRNAD
PACS 01.40.Gm

TeZave pri pisanju srednjeSolskega ucbenika fizike so zbudile razmisljanje o uénem
naértu za fiziko. Na eni strani so fiziko prestavili v prvi letnik in zmanjsali njen obseg in
na drugi v uénem nacrtu za matematiko nekatere dele prestavili v vigje letnike. Zapis si
prizadeva izzvati v strokovnih krogih razpravo o vprasanju, ki utegne prizadeti prihodnji
polozaj fizike v nasi 3oli in zunaj nje.

HOW I WROTE A PHYSICS TEXTBOOK

Difficulties incountered writing a high school physics text gave rise to reflections
on the physics curriculum. On the one hand physics was shifted to the first class and
its content reduced and on the other in the mathematics curriculum some parts were
transfered to higher classes. The intent of the article is to engage professional circles in
a discussion on questions that may influence the future situation of physics in our school
and outside of it.

Ne spodobi se, da pisec piSe o svoji knjigi, Se posebej o srednjesolskem
ucbeniku. Toda ob skripanju z zobmi med pisanjem Male fizike sem si
obljubil, da bom prekrsil zapoved. Zdaj bom obljubo izpolnil.

Pisanje u¢benika je nehvalezno delo, ki zahteva veliko ¢asa. Na splosno
ni dobro, ¢e se ga pisec loti prezgodaj, preden si lahko pridobi izkusnje, a
tudi odlasati ne sme predolgo, ker bi ga lahko izkusnje pripeljale do tega,
da bi nacrt opustil. Da pisanje uébenikov vzame veliko ¢asa raziskovanju,
sta ugotovila L. D. Landau in R. P. Feynman, ki svojih uébenikov nista
napisala sama. Vseeno se je veliko fizikov lotilo pisanja u¢benikov.

Pisanje srednjeSolskega ucbenika je Se posebej nehvalezno, ker so ué¢beniki
te vrste vsi podobni in ker se je treba omejiti zgolj na osnove. Sprva na tak
ucbenik nisem niti pomislil. Dolgo sem predaval fiziko studentom fizike v
prvih dveh letih in zanje postopno napisal uébenik v stirih delih. Mislil
sem, da je predavatelj na , mati¢ni fakulteti” to dolzan storiti. Za pisanje
srednjesolskih besedil sem se dal nagovoriti pozneje, ¢es da bi to , koristilo
fiziki”. Tako sem napisal tretji del u¢benika za fiziko za prvi letnik srednjih
ol v okviru Skupne vzgojno izobrazbene osnove (SVIO) in ustrezno Fiziko
za druzboslovno usmeritev. Potem dolgo ¢asa nisem prebolel tega, da so ta
uCbenika opustili.

Odtlej sem odklanjal vabila, naj sodelujem pri pisanju srednjesolskega
ucbenika. Nato me je srednjeSolski ucitelj fizike preprical, da je potreben
nov ucbenik, ¢es da obstojeci niso pripravni za uporabo v razredu. Z njim
in njegovim kolegom smo zacleli pisati ucbenik, a je nart zgodaj padel v
vodo. Po tem sem sklepal, da je dovolj srednjesolskih ucbenikov za fiziko
na naSem majhnem trziscu, ki je medtem postalo prosto. Cez nekaj casa pa
me je urednik zacel prepricevati, naj bi se vendarle lotil pisanja u¢benika, ki
ga namerava izdati njegova zalozba. Precej Casa sem ponavljal, da je nacrt
za zalozbo tvegan, Ce§ da je tovrstnih uébenikov najbrz dovolj, a nazadnje
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sem popustil. Morda je k temu prispevalo spoznanje, da so se moznosti za
objavljanje v domagih revijah zmanjsale. Odlasal sem s pisanjem in upal, da
bo zaloZzba nacrt opustila. Nazadnje sem uvidel, da misli resno. Dopovedal
sem si, da pisec ni dolzan presojati, ali je novi ucbenik potreben ali ne.
O tem mora presoditi zalozba, pisec lahko samo sprejme ponudbo ali jo
odkloni. Lotil sem se dela in rokopis prvega dela oddal sredi leta 2002 in
rokopis drugega dela dobro leto pozneje.

Mimogrede naj omenim zanimivi ugotovitvi, ki zadevata tehni¢ni del
posla. Prva se dotika racunalniskega stavljenja besedila. Dandanes pisemo
in urejamo besedilo z racunalnikom in poleg izpisa oddamo tudi disketo. Na
Fakulteti za matematiko in fiziko nas veliko dela z urejevalnikom TEX. Toda
med pripravo na tiskanje opravljeno delo razvrednotijo in besedilo na novo
obdelajo, tako da se v njem pojavijo nove napake. Napake so trdovratna
zadeva in se jih je mogoce znebiti postopno z veckratnim branjem. Moznost,
da se pojavijo v besedilu in na slikah napake, ki jih prej ni bilo, na pisca
ne deluje spodbudno. Marsikdo bo svetoval, naj se pisec z zalozbo vnaprej
dogovori o vseh podrobnostih. V resnici pa pisec nima nobene izbire.
Najprej ima pred oémi predvsem strokovna vprasanja, potem pa ima kljub
nenavadnim potezam zalozbe malo upanja, da bi dosegel svoje. Od sporov
ga odvraca Se spoznanje, da naj bi zalozba navsezadnje Zelela enako kot on,
da ucbenik izide in rabi svojemu namenu.

Druga ugotovitev zadeva velbarvni tisk. Zaradi pocenitve tiska so
ucbeniki postali vecbarvni. Ugotovitev ne leti na lepe barvne fotografije,
ki naj pritegnejo pozornost dijakov, ¢eprav so s snovjo ucbenika le rahlo
povezane in jih z znanjem iz uébenika navadno ni mogoce razumeti. Risbe
so v ucbeniku pomembnejsSe, ker pojasnjujejo besedilo. Dijaki v zvezek
navadno riSejo enobarvno, tudi uéitelj pri risanju po tabli navadno ne
uporablja barv, lahko pa barvne risbe projicira z grafoskopom. Tako je
treba posebej razmisliti, kako izkoristiti , nove prostostne stopnje”, barve.
Medtem ko so na nekaterih risbah barve koristne, lahko na drugih motijo. V
nekaterih univerzitetnih u¢benikih so barve poskusili uporabiti na nov nacin.
Serway [1] je priredil dolo¢enim fizikalnim koli¢inam doloiene barve, a kaj,
ko je moral v ,pedagoskem seznamu barv” sprejeti tri razlicne dogovore za
tri poglavja. Drugi ucbeniki utegnejo uporabiti drugacne dogovore. Keller,
Gettys in Skove [2] so uporabili barve tudi v ,barvnem stroboskopu”, pri
katerem razlicnim Casom ustrezajo razline barve. Te naline bo treba Se
oceniti in razmisliti o uporabi barv.

Bralke in bralce Obzornika utegnejo bolj zanimati splosne ugotovitve,
do katerih sem se dokopal. Kaze, da nisem popolnoma opustil upanja, da
je mogoce razmere izboljsati. Zalozba se navadno ne vmesSava v vsebino
ucbenika neposredno, pricakuje le, da se vsebina sklada z veljavnim uénim
nacrtom. V- okviru tega ima pisec nekaj svobode. O njej pric¢a to, da
se ucbenika dveh piscev za isti uéni nalrt med seboj vendarle nekoliko
razlikujeta. V<asih se je — pri nas in drugod — primerilo, da je pisec u¢benika
imel moZnost vplivati na u¢ni naért ali je celo sodeloval pri sestavljanju
nacrta. Zdaj ni tako. Vsekakor po mojem mnenju Se ni bilo tako neugodnega
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ucnega nacrta za fiziko v gimnazijah kot zdaj. Morda se tega poleg uéiteljev
Se posebej zave pisec ucbenika. Toda ucitelji molcijo.

Delno je za slabost krivo zmanjSanje obsega ur za fiziko, ¢eprav se je
fizika medtem Se bolj razvila in razvejila in je zrasel njen pomen. Pogubne
posledice je pokazal tudi premik: nekdaj se je v gimnaziji fizika zacela v
danasnjem drugem letniku, medtem ko so zdaj premaknili njen zacetek v
prvi letnik. Vrh tega so uvedli maturo in fizika ni obvezen predmet na njej.
Matura je postala taka, da odvraca pozornost od predmetov, ki na njej niso
obvezni. Te teZave so povzrocili tisti, ki odlo¢ajo in med katerimi so najbrz
tudi fiziki in matematiki. :

Toda to je le del tezav. Drugi del izvira iz matematike. Matematiki
so v danasnjem duhu , olajsali” svoj predmet, morda tudi zato, da bi ostal
obvezen na maturi. V uénem nacrtu so dele snovi prestavili v visje letnike,
na primer vektorje, kotne funkcije in infinitezimalni ra¢un, nekaj snovi pa
so tudi spustili. Tako ucitelju fizike manjkajo pomembna matematic¢na
orodja. Brez njih je v kratkem ¢asu, ki je na voljo, zelo tezavno dati dijakom
uravnovesen in na njihovi stopnji zakljucen vtis o fiziki. Ni mogoce trditi, da
je to vrnitev k Aristotelu, a ne manjka dosti, da se znajdemo v Newtonovem
casu. Kotne funkcije, logaritem in infinitezimalni ra¢un so tedaj ze poznali,
vektorji segajo v 19. stoletje. Pri fiziki pa naj bi obravnavali tudi odkritja
iz 20. stoletja!

Med wu¢itelji fizike so nasploh pogledi na vlogo matematike v poucevanju
fizike razlicni. Nekateri menijo, da uporaba matematike fiziko in njeno
poucevanje otezi, drugi so prepri¢ani o nasprotnem [3]. Vendar lahko mate-
matika olajSa poucevanje fizike samo, e uporabimo pri fiziki le matematiéne
pojme in zakone, ki so jih Ze obdelali pri matematiki. Zato je razumljiva
teznja uciteljev fizike, da si sami pripravijo nekatere od matemati¢nih poj-
mov pri fiziki. K temu prispeva tudi teznja, da bi Se naprej ucili tako, kot
so bili to vajeni delati dotlej. O hitrosti in sili je tezko razpravljati brez
vektorjev. Ali naj torej ucitelj fizike in pisec ucbenika fizike uvedeta vek-
torje? Stevilni uéitelji fizike jih uporabljajo v prvem letniku, ¢eprav jih pri
matematiki vpeljejo Sele v drugem. Ce jih ucitelj ne uporabi, je vezan na
gibanje telesa po premici in na delovanje telesa na telo na premici. Podobno
vpraSanje se pojavi pri kotnih funkcijah. Ce ulitelj ne uvede teh funkcij, je
vezan na Pitagorov izrek ali pa se mora omejiti na polovice enakostranié¢nih
trikotnikov in enakokrake pravokotne trikotnike. Pozneje pridejo na vrsto Se
eksponentna funkcija in naravni logaritem ter nazadnje Se odvajanje in inte-
griranje. To postavi pred pisca dodatno vpraSanje. Ali naj napise ucbenik,
ki ga ucitelji in dijaki uporabljajo pri vsakdanjem delu? Ali naj raje napise
ucbenik za tiste dijake, ki se bodo odloéili za maturo iz fizike in ki ze po-
znajo odvode in integrale. Ali bosta potrebni obe vrsti u¢benikov? Preden
sem se lotil pisanja, se teh teZzav nisem v celoti zavedal; fizika brez osnovnih
matemati¢nih orodij je dokaj nebogljena.

Ali naj potemtakem ucitelj fizike Zrtvuje del skromno odmerjenega casa,
namenjenega fiziki, in pisec ucbenika fizike del skopo odmerjenega prostora
za razlago matemati¢nih pojmov in zakonov, ko je matematiki odmerjeno
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veliko vec ¢asa in prostora? Ali s tem bogati ne postaja Se bogatejsi in revni
e revnejsi? Ali se ucitelji matematike ne bodo pritozili, &e bodo uditelji
fizike prevzeli del njihovih nalog? Vrh tega utegnejo matemati¢ni pojmi, ki
jih na hitro in za silo vpeljejo pri fiziki, pozneje dijakom povzrocati tezave.

Ali se zaradi vsega tega ni zmanjsala raven, do katere dijaki spoznajo
fiziko? Sode¢ po nekdanji Fiziki za druzboslovje je odgovor pritrdilen.
Danasnji gimnazijci se morajo zadovoljiti z enako ravnijo kot nekdanji
yusmerjeni” dijaki, ki jih je zanimalo druzboslovje ali so se v tej smeri
namenili nadaljevati $tudij, ceprav je res, da , usmerjeni” dijaki niso spoznali
vseh delov fizike.

Podrobnejsi pregled sedanjega ucnega nacrta za fiziko razkrije, da so
njegovi sestavljalci mislili predvsem na to, kaj bi bilo mogoce spustiti, ne
pa na to, kako bi bilo mogoce s tistim, kar so obdrzali, dati z razpolozljivim
matematicnim orodjem notranje usklajeno sliko fizike brez velikih vrzeli.

Kaze, da si zdaj posamezniki in skupine prizadevajo, da bi &im bolj
olajsali srednjo Solo. Ceprav je vedina tovrstnih tezenj najbrz dobrona-
merna, utegnejo imeti nepricakovane in neZelene dolgoroéne uéinke. Med
drugim pri dijakih zbujajo vtis, da je do znanja mogoce priti brez truda. To
utegne zmanjsati njihovo pripravljenost, da bi v ucenje vlozili svoje delo.

Predvsem si je tezko predstavljati, da bi na delo v $oli ugodno vplivali
predlogi tistih, ki tega dela ne poznajo v podrobnosti. Predlogi — konkretni
in premisljeni — ne bi smeli obiti uciteljev, ki to delo najbolje poznajo. Na-
daljnje nepremisljeno razvrednotenje gimnazije v smeri, ki smo jo nakazali
pri fiziki, utegne slovenske dijake postaviti v neenakopraven polozaj.
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NOVE KNJIGE

Vesna Omladié, Matematika in odlo¢anje, KnjiZnica Sigma, DMFA
— zaloZnistvo, Ljubljana 2002, 184 strani.

Zbirka Sigma je bogatejSa za knjiZico z zgornjim naslovom. Delo po-
meni pomemben prispevek k slovenski matematicni literaturi, ne samo kot
prvi ucbenik za novo podroéje teorije odlo¢anja, ampak tudi, ker $iri mate-
mati¢no kulturo na druzboslovna podrocja. Avtorica priporoca to delo kot
del literature za predmet Operacijske raziskave, ki ga predava na Fakulteti
za druzbene vede v Ljubljani.

KnjiZica obsega poleg kazala, predgovora, literature in stvarnega kazala
7 poglavij na 179 straneh. Tekst ilustrirajo Stevilni primeri in 5 slik. Seznam
literature obsega 11 tekstov, od tega 6 domacih. Stvarno kazalo, ki je zelo
pregledno in popolno, obsega kar 5 strani.
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Odlika knjiZice je v tem, da je lahko razumljiva SirSemu krogu bralcev,
torej tistim, ki nimajo velje matemati¢ne izobrazbe. Za vecino teksta
zadostuje predznanje v obsegu gimnazijske matematike. Ker se s problemom
odlocanja srecujemo skoraj vsak dan, bi bilo koristno za vsakogar, da se
seznani z nekaterimi ugotovitvami teorije odloéanja in njenimi metodami.

Opisimo na kratko vsebino knjizice. V uvodnem poglavju Problemi
odlo¢anja nas avtorica najprej seznani z osnovnim pojmom matemati¢nega
modela in matematicnega nacina premisljevanja. Nato opiSe normativno in
opisno teorijo odlotanja. Drugo poglavje Vrednostne funkcije je posveéeno
preferen¢nim relacijam, ordinalnim vrednostnim funkcijam in merjenju raz-
lik. Tretje poglavje Odlocanje v popolni negotovosti vpelje koristen pojem
tabele odlo¢anja in se posveti razli¢nim kriterijem odlo¢anja in njihovim la-
stnostim. V Eetrtem poglavju Teorija uporabnosti se avtorica ukvarja s pro-
blemi odlocanja v pogojih tveganja. Vpelje pojem preference na loterijah in
opise, kako si lahko pomagamo s teorijo uporabnosti. Razlozi tudi, kako na
odlo¢anje vpliva razlicen odnos do tveganja. Peto poglavje Odlo¢anje po veé
kriterijih je Ze nekoliko bolj zahtevno in opisuje, kako naj se odlo¢amo, &e
zasledujemo vec ciljev. Problem je nekoliko enostavnejsi, ¢e je vrednostna
funkcija linearna. Sesto poglavje Skupinsko odlo¢anje in druzbena izbira je
Se posebej zanimivo, saj se dotika zelo pogostih zivljenjskih situacij, npr.
podelitev priznanj ali raznih volitev. V zadnjem poglavju Teorija iger je na
kratko opisano to zelo pomembno matemati¢no podroéje, ki je povezano s
teorijo odloc¢anja, ko si interesi odlocevalcev nasprotujejo. Obravnavane so
t. 1. strateske in antagonisti¢ne igre ter igre s pogajanji.

Zvonimir Bohte

VESTI

Novi ¢lani drustva v letu 2002

Lani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vélanilo 37
novih ¢lanov:

2061. Antolin Tibaut Helena  2062. Bajc Borut 2063. Bozi¢ Mateja
2064. Breznik Kristijan 2065. Breznik Maja 2066. Budin Mateja
2067. Cufar Zdravko 2068. Dokler Joahim 2069. Harej Suzana
2070. Hribernik Francka 2071. Hromc Felicita 2072. Ivanusa Blaz
2073. Kauran Zora 2074. Konecnik Lidija 2075. Kovac Barbara
2076. Kromek Mihail 2077. Kuzman Bostjan  2078. Likar Mateja
2079. Marusi¢ Dragan 2080. Marusi¢ Nadja 2081. Mlakar Matej
2082. Pavli¢ Polonca 2083. Pem Danica 2084. Petrica Polonca
2085. Pivk Tatjana 2086. Policar Jana 2087. Rojht Mihela
2088. Salamon Tanja 2089. Samu Simona 2090. Silak Marta
2091. Smid Andreja 2092. Spilak Goran 2093. Spolad Marko
2094. Standeker Lidija 2095. Vidmar Tim 2096., Zupan Dejan

2097. Zigert Petra
Viadimir Bensa

* Novi ¢lani za leto 2001 so bili objavljeni v Obzorniku za matematiko in fiziko 49
(2002), XI.
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