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zgoraj napisani naslov uredni§tva. Vsak ¢lanek se praviloma poslje vsaj enemu anonimnemu
recenzentu, ki mora predvsem natan¢no oceniti, kako je obravnavana tema predstavljena,
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ZLATA DELITEV KROZNICE
PRISPEVEK K RAZUMEVANJU FILOTAKSE, 2. DEL

MILAN HLADNIK
Math. Subj. Class. (2000): 11 J 71, 11 A 55, 11 B 39

Sestavek je nadaljevanje clanka iz druge letonje stevilke Obzornika [2]. V drugem
delu obravnavamo aritmeti¢ne in metri¢ne lastnosti splosne iracionalne delitve kroga v
povezavi s teorijo enostavnih veriznih ulomkov. Zanimajo nas tiste lastnosti, ki karakte-
rizirajo delitev kroga po zlatem rezu.

GOLDEN DIVISION OF THE CIRCLE
A CONTRIBUTION TO UNDERSTANDING PHYLLOTAXIS, PART 2

This is a continuation of an article from the issue 2 of this volume of Obzornik [2].
In the second part, arithmetic and metric properties of a general irational division of the
circle are considered in relation to the theory of simple continued fractions.

V prvem clanku o filotaksi [2] smo definirali preprost geometrijski di-
namicni sistem v ravnini, ki omogoca doloc¢anje zaporedja divergenénih ko-
tov, in poiskali negibno tocko tega sistema, tj. konstantni divergenéni kot,
odvisen seveda od parametrov sistema. Tu nas bo zanimal samo primer,
ko je kot med dvema zaporednima tockama orbite ves ¢as konstanten. Po-
zabili bomo na rast sistema, tj. na odmikanje tock od rodovne kro#nice,
in se posvetili samo delitvi kroznice s tockami, katerih polarni koti tvorijo
aritmeti¢no zaporedje.

1. Iracionalna delitev kroznice

Imejmo kroznico in na njej izberimo poljubno zacetno tocko. Z doda-
janjem novih tock razdelimo kroznico na (Cedalje) ve¢ kroznih lokov. Na
vsakem koraku dodamo po eno tocko, ki naj bo glede na prejsnjo zasukana
za konstantni kot §. Tako dobimo aritmeti¢no zaporedje kotov 0, 6, 26, 36,
..., ki jih seveda lahko reduciramo po modulu 27. Oznaéimo 6 = 27a. Ce
je o racionalno Stevilo, se tocke prej ali slej zacnejo ponavljati; razliénih
tock dobimo le konéno mnogo (za o = m/n se n-ta tocka po m obhodih
spet ujame z zacetno tocko 0). Ce pa je « iracionalno stevilo, dobimo same
razliéne tocke, ki delijo kroznico na vedno manjse dele.

Odslej naj bo a (pozitivno) iracionalno stevilo, manjse od 1. Namesto
zaporedja kotov, reduciranih po modulu 27, opazujmo zaporedje realnih
stevil 0, o, 20, 3a, ..., reduciranih po modulu 1, torej v resnici zaporedje
0, {a}, {2a}, {3a}, ..., kjer pomeni {z} = = — [z] neceli del stevila z, tj.
razdaljo do najbliZjega celega stevila, ki ne presega stevila z. Pripadajoce
tocke oznacimo kar z zaporedno Stevilko: zaletno tocko z 0, naslednje
(dodane) tocke pa po vrsti z 1, 2, 3, ... Kot receno, so vse te tocke
zaradi iracionalnosti stevila o med seboj razli¢ne in delijo interval [0,1] na
manjse podintervale s skupno dolzino 1. Tako delitev intervala bomo na
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kratko imenovali iractonalna delitev intervala, pripadajoco delitev kroznice
pa tracionalna delitev kroznice. (Zaradi lazje predstave bomo tudi tedaj, ko
bomo govorili o delitvi kroznice na krozne loke, pogosto mislili na delitev
intervala [0,1) na odseke.)

=

b)
Slika 1

V nadaljevanju bomo potrebovali razlicne aritmeti¢ne in metri¢ne la-
stnosti iracionalne delitve kroznice. Nekatere od njih so preproste in dokaj
ocitne, druge pa kar zahtevni izreki, vendar jih bomo kljub temu veinoma
navedli brez dokaza. V vsakem konkretnem primeru posebej se lahko bra-
lec sam preprica o njihovi veljavnosti, splosno in bolj podrobno analizo pa
lahko skupaj z vsemi dokazi najde npr. v [5]. Poleg tega potrebujemo pri
formulac1_]1 (in pri dokazu) nekaterih lastnosti tudi termmologljo in osnovno
znanje iz teorije veriznih ulomkov. Nekaj najnujne351h pojmov in dejstev
o enostavnih veriznih ulomkih, s katerimi izrazimo spodnje lastnosti, smo
bralcu v pomo¢ zbrali v dodatku.

(a) Osnovne lastnosti iracionalne delitve kroznice

Z zaletno totko 0 in z N dodatnimi tockami 1,2,...,N je kroZnica
razdeljena na N + 1 kroznih lokov. Na sliki 1 je npr. kroznica s tockami 0,
1, 2,3,4,5, 6,7, 8, 9 razdeljena na 10 lokov treh razlicnih dolZin. V tem
primeru je N = 9. Ce bi odstranili zadnji dve tocki, tj. tocki 8 in 9, bi bila
pri N = 7 kroZnica razdeljena na N + 1 = 8 lokov, ki pa bi imeli to pot
samo dve razli¢ni dolZini.

Ali lahko bolj natanéno povemo, koliko razlicnih dolzin dobimo pri
danem N in kolikSne so te dolzine?

Naj bo N > 1. Vseh N dodatnih tock na kroZnici oziroma na intervalu
Ny (N) &)

[0,1] razvrstimo v zaporedje u; ’, uy ', ..., uy ' Ppo naradtajocih reduci-
ranih vrednostih stevil ko, kK = 1, ..., N, tako da velja 0 < {u N)oz} <
< {ugN)a} < ... < {u(N)a} < 1. ZaporedJe u( ) (N), . ( ) je torej

neka permutacua stevil 1,2,..., N (na sliki 1 doblmo npr. zaporedJe 3, 6,

9,1,4,7, 2,5 /8). V tem zaporedju sta najpomembnejSa prvi in zadnji
( ) i (V)

¢len, uy ’ in uy ’, ki predstavljata prvo in zadnjo delilno tocko na intervalu
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Zlata delitev kroznice

na sliki 1 je W = 3 in wl” = 8). Odsek pred prvo tocko WM je dol
1 9 1 g

||ugN)oz|| = {ugN)a}, odsek za zadnjo tocko ugv pa Hugv )a|| =1- {ug\, ) a}.
Za dovolj velik N sta to najkrajsi razdalji stevil ugN)a in u_(,\jfv a do mnozice
celih stevil, zato smo ju tudi enako oznadili.

Splosno zakonitost podaja naslednji izrek, ki ga ne bomo dokazali (glej
[6]):

Izrek 1. Pri N > 1 je natanko
(i) N+1-— ugN) odsekov dolzine ||ugN)aH,

i) N+1— u(N) odsekov dolzine u(N)a n
N

(111) u( ) +u(N) N —1 odsekov dolZine |Iu§N)aI| + ||u§(’,v)oz||.

Ce je N > 1, so ti loki (odseki) torej vsaj dveh in ne ve¢ kot treh

razlicnih dolzin. Odseke dveh razli¢nih dolzin dobimo natanko takrat, ko
je ugN) + u%v) = N + 1. Da velja tak izrek, je domneval Ze H. Steinhaus.

Njegovo domnevo so pozneje dokazali razlicni avtorji in se danes imenuje
izrek o treh vrzelih (glej [5] in [6] ter tamkajsnje citate).

Zgled 1. Izberimo npr. iracionalno stevilo a = (v/3 — 1)/2. Z nekaj
ra¢unanja oziroma reduciranja zaporednih veckratnikov stevila o po modulu
1 lahko npr pr1 N =14 ugotov1mo zaporedje (3,1,4,2). Torej je u( ) =

(4) =2, ||u a|| =3a—1in ||u a|| =1 — 2a. Imamo dva odseka dolzme
3a — 1 in tri odseke dolzine 1 — 2a (primerjajte sliko 2). Pri N = 9 pa
dobimo zaporedje (3,6,9,1,4,7,2,5,8), torej ugg) =3, u.gg) =38, ||u§9)oz|| =
=3a—1in ||ug9)a|| = 3 — 8a. Zdaj je sedem odsekov dolzine 3 — 1, dva
odseka dolzine 3 — 8 in en odsek dolzine 2 — 5a (slika 2).

Uvedemo lahko tud1 druge koli¢ine. Tako npr. trenutno starost vsakega
odseka, sn(u; (v ), u; +1) (tik pred izbiro nove totke N + 1) definiramo kot
cas (tj. stev1lo korakov), ki ga je odsek ,prezivel” od svojega nastanka

brez nadaljnje delitve. Da se pokazati, da je sN( (N) (N)) N+1-—

9 J+1
— max{u , giq} (glej [5]). V zgledu 1 je npr. 34(0 3) =2, s9(0,3) =7,

59(7,2) =3 in 59(9,1) = 1 (ker je odsek (9,1) pravkar nastal).
Zanimiv je naslednji izrek, ki ga spet navedimo brez dokaza (glej [5]):

Izrek 2. Vsaka nova tocka (razen prve) pade na najstarejSega izmed
najdalysih odsekov, ki jih dolo¢ajo dotedange tocke, in ga razdeli v dva dela.
Eden od njiju je enako dolg kot dotlej najkrajsi odsek.

Naj pripomnimo, da je do izbire naslednje tocke N + 1 najkrajsi odsek
dolg bodisi ||u§N)a|| bodisi ||u§\l,v)a||, vsota HugN)aH + ||u§(’,v)oz[| pa je enaka
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Slika 2

najdaljéeinu odseku pred izbiro tocke N. Zato se zdi smiselna naslednja
definicija:

Definicija 1. Pri poljubnem stevilu N > 1 definiramo delilno razmerje
rn(a) kot razmerje, v katerem nazadnje izbrana tocka N deli do tedaj
najdaljsi odsek, torej

ey = Tl el luy” o)
[u$Mal| + [[uiMa|

(1)

V zgledu 1 dobimo za ry(a) in N =1,2,3,... naslednja razmerja:

1-2a 3a—1 3a¢—1 3a—1 3a—1 3a—1 3-8«
a , N
"1—a’ a ' a '1-2a"1-2a’ 1-2a’ 2-5a

Iz doslej povedanega vidimo, da je struktura iracionalne delitve odvisna
od para tock (ugN),ug\],V)), ki sta izmed totk dane delitve z N totkami
najblizji zacetni tocki. Ta par se spreminja v odvisnosti od stevila delilnih
tock N (in tudi od «). V zgledu 1 npr. dobimo za N > 1 naslednje
zaporedje parov najblizjih tock: (1,1), (1,2), (3,2), (3,2), (3,5), (3,5), (3,5),
(3,8), (3,8), (3,8), (11,8), ... Pri izbiri drugega stevila « je treba izracunati
novo zaporedje parov. Videli bomo, da se to zaporedje izraza s koli¢inami,
ki nastopajo v predstavitvi iracionalnega Stevila o v obliki enostavnega
veriznega ulombka.
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Zlata delitev kroznice

(b) Reprezentacija delitev z veriznimi ulomki

Iracionalno Stevilo a razvijmo v neskonéni enostavni verizni ulomek:
a = [ap;a1,a2,...| (ker smo izbrali 0 < a < 1, je ap = 0). Naj bo pn/qn
(n > 0) zaporedje konvergentov stevila o in pp;/qni, @ = 1,2,...,a, (n >
1) zaporedje vmesnih konvergentov (glej dodatek). Ker je ppa,/qnae, =
= pn/qn za vsak n, so v dvojnem zaporedju vmesnih konvergentov tudi vsi
pravi konvergenti p,/gn. Z vmesnimi konvergenti, z njihovimi imenovalci in
stevci, lahko opiSemo strukturo iracionalne delitve kroznice.

Oglejmo si narascajoce dvojno zaporedje stevil g 3,7 =1,...,a,, n > 1.
Ta Stevila so imenovalci vmesnih konvergentov.

Zgled 2. V situaciji, ki jo opisuje zgled 1, je a = [0;2,1,2,1,2,1...].
Torej je zaporedje vmesnih konvergentov: po/qo = 0/1, p11/q1,1 = [0;1] =
= 1/1) Pl/‘h = [0’ 2] = 1/2a p2/¢]2 b [0)2)1] = 1/3) PS,I/CI3,1 = [072)1)1] =
= 2/53 p3/q3 = [072)1a2] = 3/8> P4/Q4 = [0’271)2a1] = 4/117 P5,1/Q5,1 =
= [0;2,1,2,1,1] = 7/19, ps/¢5s = [0,2,1,2,1,2] = 11/30 itd. Zaporedje
Stevcevjepo =0,p1p=1,p1=1,pa=1,p31=2,p3=3,ps=4,p51 =1,
ps = 11, ..., zaporedje imenovalcev pa g9 = 1, q11 =1, ¢1 = 2, g2 = 3,
31 =95,¢3=38,q4=11,¢51 =19, g5 = 30, ...

Spet brez dokaza (glej [5]) povejmo, da velja naslednji izrek, ki za vsako
delitev kroznice z N tockami omogoca izra¢un para tock, ki sta tocki 0
najblizji. Pri tem potrebujemo samo imenovalce.

Izrek 3. Naj bo a = [ag; a1, as,...] razvoj Stevila o v enostavni verizni
ulomek in qn;, 1 = 1,2,...,an, n =1,2,3,..., ustrezno zaporedje imenoval-
cev vmesnih konvergentov. Potem velja:

(i) zal<N<¢q jeugN)zl inu%v) = N;
(1) za sodin > 2 je

4N _ [an—2, Gn1 SN <gn3 ‘
1 qn,is qn,i <N dn,i+1, (]- <1< an)

mn
N N
Ugv) =qn-1, €€ qn-1 <N < qn;
(1i) za lihi n > 2 se v tocki (i) ugN) n ug\z,v) zamenjata.

Vidimo, da je ugN) kot celostevilska funkcija spremenljivke N narascajoca
in stopnicasta. Svojo vrednost poveca le pri N = ¢, ; s sodim glavnim in-
deksom n, in sicer ravno na gn ;. Podobno je u{) SCajoCa stopniCast

, qn,i- Podobno je uy ' naras¢ajoca stopnicasta
funkcija spremenljivke N, ki pa se spreminja le pri N = ¢, ; z lihim inde-
ksom. Na sliki 3 sta npr. shemati¢no prikazani obe funkciji, ugN) (polna

¢rta) in u%v) (értkano), za podatke iz zgleda 2.
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0123 5 8 11
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Slika 3

v

Izrek 3 je osnova za dolocanje vseh drugih koli¢in, npr. Stevila krajsih in
daljsih odsekov, njihovih dolzin, starosti odsekov itd. Pri raéunanju dolzin
odsekov je treba upoStevati tudi stevce vmesnih konvergentov.

Izrek 4. Za sodin > 2 je

(V) _Jam—2a—pn_2, g1 <N qdn,1
lua™edl = {Qn,ia = Pngr, i <N <gnit1,1<i<a, (2)
mn )
luy 'all = pn—1 — gn_10, E€ gn_1 < N < gn. (3)

Za liht n > 2 zamenjata ||ugN)a|| in ||u§\],V)a|| vlogi, hkrati pa se tudi na desni
sprement predznak; tako je mpr. v (3) na desni g1 — pn_1, ker je zdaj
n — 1 sodo stevilo in je o > pp_1/qn—1.

Dokaz. Za sodi n sta tako gn_s0 — pp—3 kot gn 00 — pri, 1 <4 < ap,
pozitivni Stevili in manjsi od 1, npr. g, s — pp_s < l/qn 1<1lin qn i —
—Pn,i = (i/an)(gna— pn)+( ~z/an)(qn 20 —pn_3) < 1 (glej formuli (10) in
(11) v dOda'tku) Torej je {Qn—2a} = @n2Q —Pp_2 in {Q'n ,Ol} = qn, i — Pn,
tako da velja (2) Po drugi strani je spet po formuli (10) tedaj 0 < ¢, 100 —
—pn-1+1<1linzato1l— {g,_10} =pnr_1 — gn—1c. Torej velja (3).

Zanimivo je raziskati, kako se delilno razmerje () izraza s parametri
veriznih ulomkov. Spomnimo se (glej dodatek), da lahko za n > 1 zapiSemo
Stevilo o s konénim veriznim ulomkom o = [ag; a1, ag, .. ., an—_1, ], kjer je
t, t.1. ostanek. Ravno s tem ostankom se izraza tudi delilno razmerje.
Najprej lahko za vsak n > 2 stevilo « zapiSemo v obliki

_ tnpn—l +pn—2
thn—l + an—2 ’
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Zlata delitev kroZnice

od koder vidimo, da je
_ Gn-2x — Pn—2

t, = ¢
Pn—1 — gn-1

(4)

Prav tako jeza 1 <1i < a,

_ o(ign-1 + gn—2) = (ipn-1 + Pn—2) _ _9niQ ~ Pnji (5)
Pn-1 — Gn-1& Pn—-1 —gn-1&

Ker velja t, > a, > i > 1, sta oba ulomka, (4) in (5), ve¢ja od 1, hkrati pa
je tudi ¢, /(tn —4) > 1. Torej je v vsakem primeru |pp—1 — gn_10| < |gn it —
- pn,il < |Qn—2a = pn—2| oziroma

(M)
1

tn —

min{|lu; all, [luy all} = lpn-1 = gn-10].

Za vsak n > 2 (sodi ali lihi) potem zaradi (1), (2) in (3) velja

1
1+qn__20¢-—pn_2 ) Qn—l S N < Qn,l
Pn—1—"9n—-1%

1 .
1+ In,i*"Pn,i ) qn)i S N < qn,i'l'l’ 1 S ? < an

Pn—1"9n—1%

(V).
N

ry(a) =

in zato tudi naslednji izrek:

Izrek 5. Za vsak n > 2 in vsak N > q je delilno razmerje

= i SN <gnit1, 1< <an.
Izrek 5 bomo potrebovali v naslednjem razdelku, ko bomo skusali ugo-
toviti, pri katerem iracionalnem Stevilu « je infy>1 7N () najvedji.

Zgled 3. V zgledu 2 je zaporedje ostankov t; = 1/a, t2 = a/(1 — 2a),
t3 =(1-2a)/(3a—1),t4 = (Ba—1)/(3—8a), t5 = (3 — 8a) /(11 — 4) itd.
Za delilna razmerja pa dobimo () =1/t = o, ra(@) = 1/(1 +1t5) = (1 -
—2a)/(1=a), r3(a) =1/(1+1t3) = Ba—1)/a, ra(a) =1/(1 +t3) = (3a —
—1)/a, r5(a) = 1/t3 = (3a—1)/(1—20), re(a) = 1/t3 = Ba—1)/(1 - 20),
re(@) = 1/ts = (3a — 1)/(1 — 20), rs(@) = 1/(1 + ta) = (3 — 8a)/(2 50
itd. Primerjajte prej dolocena delilna razmerja v zvezi z zgledom 2.

Na videz dobimo neskonéno mnogo razlicnih ostankov in neskoné¢no
mnogo razlicnih delilnih razmerij, vendar to ni res. Zaradi popolne peri-
odi¢nosti veriznega ulomka, ki predstavlja izbrano stevilo «, so vsi ostanki
t,, z lihim indeksom n enaki [2;1,2,1,2,...] = V3 + 1 = 1/a, vsi ostanki ¢,
s sodim indeksom n pa [1;2,1,2,1,...] = (v/3+1)/2 = 1/2a. (V zgornjem
zaporedju ulomkov, ki doloajo ostanke, moramo upostevati, da zadoséa
stevilo o enacbi 2a? + 2o = 1.) Kot posledico dobimo le tri med seboj
razlicna delilna razmerja: po izreku 5 sta za lihi n mozni dve razli¢ni vre-
dnosti, namre¢ 1/t, = ain1/(1 +t,) = a/(a+1) =1 — 2a, za sodi n pa
le ena: 1/(1 +1t,) =2a/(2a+1) =2(1 — a)/3.
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2. Zlata delitev kroznice

V posebnem primeru naj bo a = 7 razmerje zlatega reza (ali o =
= 1 — 7, kar pomeni, da merimo kote v nasprotnem smislu). Pri takem
iracionalnem $tevilu se struktura delitev zelo poenostavi. Ogledali si bomo
glavne posebnosti te delitve, potem pa skuSali pokazati, da je izbira zlatega
reza med vsemi iracionalnimi Stevili v nekem smislu optimalna.

(a) Osnovne lastnosti zlate delitve

Kot vemo, je 7 = (v/5 — 1)/2 ~ 0.618, zato je razvoj stevila 7 v verizni
ulomek zelo preprost: 7 = [0;1,1,1,...]. Vsi koeficienti a,, so za n > 1
enaki 1. Torej vmesnih konvergentov ni, vsi konvergenti so pravi. Zaporedje
imenovalcev ¢,, n = 1,2,3,..., je enako zaporedju Fibonaccijevih Stevil,

n = Fn, saj je go = 1 (po definiciji), ¢1 =1 in ¢ni1 = ¢n+ gn—1, n > 1. Isti
relaciji zados¢ajo Stevci, vendar je zdaj p, = F,,—1 zaradi pg = 0 in p; = 1;
konvergenti pa so kvocienti zaporednih Fibonaccijevih stevil.

Tudi pari najblizjih tock (u{"),u{"’) so pari zaporednih Fibonaccijevih
§tevil, ki se ponavljajo in spreminjajo vrstni red v skladu s pravilom iz
izreka 3. Za sodo Stevilo n > 2 in g¢,—1 < N < ¢, namrec velja u( ) =
= gn9 = F, 2 in u( ) = gn—1 = Fn_1, pri lihem n > 2 pa je obratno.
Dobimo torej ZaporedJe parov: (1 1), (2,1), (2,3), (2,3), (5,3), (5,3), (5,3),
(5,8), (5,8), (5,8), (5,8), (5,8), (13,8) .

(b) Struktura odsekov
Enakost 7 + 72 = 1 pove, da je interval [0,1] razdeljen na dva odseka,

da1381 Je dolzme 7, krajsi dolzine 72. Ker je tudi 7 = 72473, lahko zapiSemo
PB4l =1, kar pomeni, da je zdaJ interval [0,1] razdeljen na dva daljsa

N
00
N
11 2
NN
F,2 3 2 2
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F;33 2 3 4
Lol N N\
43 3 4 3 4
INCONON NN
F,55 4 3 4 3 4
ool NN
6 5 4 3 4 5 4 4
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2 3

odseka dolzine 7° in en krajsi odsek dolzine 7°. Tako poteka proces tudi
naprej; delilno razmerje je zdaj konstantno: vsaka nova tocka razdeli odsek,
na katerega pade, v razmerju zlatega reza ry(r) = 7Vtl/7N=1 = ;2 —
=1 — 7. Delitveno drevo na sliki 4 prikazuje strukturo delitev na odseke za
o = 7. Oznaceni so samo eksponenti pri potencah stevila 7.

Zanimivo je tudi raziskati zaporedje daljsih in kraj$ih odsekov. V skladu
z izrekom 1 imamo za N 4+1 = F,,_y + F},_; = F,, odseke samo dveh dolzin,
in sicer F,,_;1 odsekov dolzine ||F,_o7|| = ™! in F,_, odsekov dolzine
|F—17]| = 7", skupaj torej F,, odsekov dolzine 7"~ ! ali 7. Ogznaéimo
daljsi odsek pri delitvi z F,, tockami s ¢rko D in krajsega s érko K. Potem
si odseki v posameznih Fibonaccijevih delitvah (glede svoje dolzine) sledijo
v naslednjem zaporedju: D, DK, KDD, DDKDK, KDKDDKDD, ...
Ali lahko tu odkrijemo kak$no pravilnost? Seveda, vsak daljsi odsek D
se v naslednjem koraku (pri prehodu od n k n + 1) razdeli v dva odseka,
daljSega in krajsSega, vendar izmeni¢no: pri lihem n v DK, pri sodem n
v KD, vsak krajsi odsek K pa postane v naslednjem koraku daljsi D.
Imamo torej naslednja transformacijska pravila: (i) D — DK za lihi n
(oziroma D — KD za sodi n) in (ii) K — D, po katerih je generirano
zaporedje daljsih in krajsih odsekov. Pogled na zaporedje odsekov nam
razkrije Se eno skrivnost: naslednji ¢len, npr. KDKDDK DD, dobimo iz
dveh prejsnjih tako, da zadnjemu clenu (DDKDK) obrnemo vrstni red (v
KDKDD) in mu preprosto dodamo predzadnji ¢len (KDD), torej npr.
KDKDDKDD = (KDKDD)(KDD). Tako tvorjeno zaporedje, tudi
kadar vrstnega reda ne spreminjamo, imenujemo véasih enodimenzionalni
ali Fibonaccijev (kvazi)kristal (glej npr. [7]).

Naj omenimo, da se da podobno strukturo odsekov dolo¢iti tudi pri
poljubni iracionalni delitvi kroznice (za primer, ko je N = g,; zan > 1 in
i=1,2,...,a,), vendar je bolj zapletena (glej [5], [6]).

. (c) Prednosti zlate delitve pred drugimi iracionalnimi deli-
tvami
Vidimo, da se v primeru a = 7 delitve obnasajo lepse kot pri drugih
iracionalnih Stevilih, zato se samo po sebi zastavlja naslednje vprasanje:

Kaj je tako posebnega pri zlati delitvi kroznice, da jo odlikuje pred
drugimi wracionalnims delitvami?

Da se npr. pokazati (glej [5]), da se pri zlati delitvi z novo tocko vedno
razdeli najstarejsi od vseh dotedanjih odsekov (ne glede na dolzino). Pri
drugih iracionalnih delitvah to ni nujno. V zgledu 1 (glej sliko 2) npr. tocka 7
razdeli odsek (4,2), ki je najstarejsi od dotedanjih najdaljsih odsekov (ima
starost s7(4,2) = 3), ni pa absolutno najstarejsi (to je na tem koraku odsek
(0,3) s starostjo s7(0,3) = 4).
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Opomba 1. Delitev najstarejSega odseka se zdi smiselna tudi z bo-
taniénega staliiCa, saj lahko nov rastlinski element nastane tam, kjer je bi-
okemiéni potencial prejénjih poganjkov najmanjsi (primerjaj [2]). Res je
znano, da pri realni rastlinski filotaksi narava zelo pogosto, menda kar v
92% primerih (glej [3, str. 157]), uporablja zlato delitev.

Zdi se, da imajo odlo¢ilno vlogo pri odgovoru na zgornje vpraSanje
delilna razmerja rpy, zato si jih oglejmo nekoliko podrobneje. Pri zlatem
rezu so vsi ostanki v razvoju v verizni ulomek Stevila 7 enaki t, = 1/7 =
=147, zato je za vsak N, F,_1 < N < F,,, tudi rn(7) = 1/(1 + ) =
=7/(1+7) = 7% = 1—7. Torej so delilna razmerja pri zlati delitvi kroznice
konstantna.

Opomba 2. Vrednost delilnega razmerja je 72 = 1 — 7, kar pomeni,
da vsaka nova tocka razdeli odsek, na katerega pade, v razmerju zlatega
reza, tj. enako, kot je Ze tocka 1 razdelila interval [0,1]. Vidimo, da gre za
neke vrste samopodobnost delitve, res pa je, da se pri tem odseki razdelijo
v tem razmerju izmeniéno z leve in z desne strani (pravilo D — DK ali

D — KD,).

Pri poljubni iracionalni delitvi kroznice je delilno razmerje dano s for-
mulo (6). Ko tete N po vseh naravnih stevilih, lahko postane ry(a) pri
danem iracionalnem $tevilu « poljubno majhen. Iz izreka 5 vidimo, da velja
infN>q, TN (@) = 0 natanko takrat, ko je sup,,>, tn = co. Ker pa je a5, = [ty]
za vsak n > 1, je slednje res natanko takrat, ko je zaporedje elementov a, v
razvoju stevila a v verizni ulomek neomejeno. Pri omejenem zaporedju (a,,)
je torej infy>q, rn() in s tem tudi infy> rv(a) strogo pozitiven. Tako je
npr. infy>17n(7) = 1—7. Naslednji izrek pove, da je to najvecja vrednost,
ki jo lahko dosezemo.

Izrek 6. Za vsako iractonalno stevilo o, 0 < a < 1, je infy>1ry(a) <
1 — 7. Enakost velja natanko takrat, ko jea =7 ai oo =1 —1T.

Dokaz. Oznacimo r(a) = infy>17n(e). Denimo najprej, da je v
razvoju v verizni ulomek stevila a = [0;ay,as,...] element a,, > 2 vsaj za
en m > 2. PokaZimo, da je v tem primeru r(a) < 1/3.

Izracunajmo
= inf = inf inf < inf inf .
r(a) ]:\lfrél "“N(Ol) ’I’llgl qn-llélN<Qn T.N(a) - %r212 QH—II%IN<%1 rN(a)

Ker je t, —i < t, za vsak n > 2 in vsak ¢ > 1, je zadnji infimum po izreku
5 enak

1 1
inf inf ry(a) = inf !

1
= < < —.
n>2 gn—1<N<gn,1 n>21+t, 1+ SUPp>9tn 1+t, 3
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Ker je 1/3 <1 — 7, gotovo velja Zelena ocena, enakost pa v tem primeru ni
dosezZena.
Zdaj pa predpostavimo, da je razvoj v verizni ulomek oblike o =

=[0;a,1,1,...], kjer je a € N. Torej je zdaj « iracionalno $tevilo oblike
a= , a €N
a+T
Za tak a je g1 =aint, =[1;1,1,...] =1+ 7 za vsak n > 1, tako da je
inf inf (a) = inf inf ()—'f1 —1—1
ég2 Qn—llélN<Qn TN\ = ig2 qn-1£-’1‘f<qn,1 i) = 711%2 1+t, 247 b

Poleg tega je

a
1 f = 1 f —_— = .
i, ) = ) = B e

Torej za a = 1/(a + 7) velja r(a) = min{a,1 — 7} < 1 — 7. Enakost pa
je doseZena, Ce in samo e je a > 1 —7,tj. a+7 < 1/(1—7') = (1+7')
oziroma a < 1+ 7+ 712 = 2. Zato doblmo enakost le v primeru a = 1, ko je
a=1/(1+¢)—'r ma=2kojea=1/2+7)=1-7.

Obakrat, ko v izreku 6 doseze infimum delilnega razmerja najvecjo vre-
dnost, gre v bistvu za isti primer, le da merimo kote v nasprotni smeri. Zlata
delitev kroZnice se torej izmed vseh drugih iracionalnih delitev kroznice odli-
kuje po tem, da maksimizira najmanjsa delilna razmerja. Delilne tocke so
v tem smislu optimalno enakomerno porazdeljene.

Dodatek: Verizni ulomki

Ponovimo nekaj najbolj osnovnih dejstev iz teorije enostavnih veriznih
ulomkov. Za dokaze glej [1] ali [4].

Vsako realno stevilo o lahko razvijemo v (koncen ali neskonéen) eno-
stavni verizni ulomek:

a = [ag;a1,az,a3,...] = ag +

Tu je ap = [« celi del stevila «, torej najvecje celo Stevilo, ki ne presega
a, element: veriznega ulomka a;, 2 > 1, pa so naravna Stevila. Dobimo jih
rekurzivno na naslednji nac¢in: Ce je a € N, se postopek ustavi; razvoj je
koncen, enak a = [aq]. Ce o ¢ N, lahko nadalJuJemo Najbot; =1/{a} =
=1/ (a — ag) prvi ostanek veriznega ulomka in a; = [t;]. Potem je o = ag+

+1/t1, t1 > 1. Ce je t; € N, kon¢amo; razvoj je enak a = [ag;a;]. Sicer
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lahko nadaljujemo. Ce npr. ¢, ni naravno stevilo, naj bo a, = [t,] in t, 1 =

1/{tn,} = 1/(tn—an), torej t, = an+1/tni1, thyr > 1itd. Ce je o racionalno
Stevilo, se proces po nekaj korakih ustavi, za iracionalen o pa dobimo
razvoj v neskon¢ni enostavni verizni ulomek. Pokazemo lahko, da dobljeni
neskonéni verizni ulomek konvergira k vrednosti o v smislu, da konvergira
k o zaporedje t.i. konvergentov sy, ki jih dobimo kot vrednosti koné¢nih
veriznih ulomkov s, = [ag;a1,a2,...,a,]. Konvergenti s sodim indeksom
nara3cajo, konvergenti z lihim indeksom padajo, stevilo « je vgnezdeno med
obe zaporedji kot njuna skupna limita.

Konvergenti s, so o¢itno racionalna stevila. Naj bo s, = pn/gn, kjer je
ulomek na desni okrajsan. Za izracun Stevcev in imenovalcev obstajajo lepe
rekurzivne formule, veljavne za n > 2 (oziroma tudi za n > 1, ¢e dodatno
formalno definiramo p_; = 1 in q_; = 0):

Pn = @pPn—1+ Pn-2, Gn = GnQn—-1 + Gn-2. (8)

Upostevajo¢, da je pg = ag in qo = 1, lahko iz (8) ob dodatni definiciji
za p_1 in q_1 brez tezav zaporedoma izracunamo poljubno mnogo zaéetnih
konvergentov. Ker so a, naravna Stevila, sledi iz rekurzivnih formul (8),
da tvorijo imenovalci ¢, neomejeno (strogo) naraséajoce zaporedje naravnih
stevil. Poleg tega iz (8) takoj izpeljemo, da za n > 1 velja

gnPn—1 — Pndn—-1 = (_1)n (9)

Iz relacije (9) vidimo, da sta pri vsakem n dobljeni Stevili p,, in g, brez
skupnega faktorja.

Obstajajo tudi t. i. vmesni konvergentt. Za vsakn >1inl1 <7 < ay so
definirani rekurzivno s predpisom s, ; = Pni/qn,i, kjer je

Pni = 1Pp—1 + Pn—2, qn,i = n—1+qn—2 za 1 =1,2,..., an.

Tu je pna, = Pn I Qna, = ¢n. Prave vmesne konvergente (razlicne
od konvergentov) dobimo le tedaj, ko je an, > 1. Le-ti interpolirajo dva
zaporedna soda ali dva zaporedna liha konvergenta. Isto velja tudi za
njihove Stevce py; in imenovalce ¢, ;. Natancneje, za vsak n > 1 in za 1 =
=1,2,...,a, je

1

1 1 )
Pni= —Pn+ (1 - _)pn—Zy Qni= —¢qn+ (1 - )qn—2' (10)
an a an

n n

To vidimo tako, da iz (8) izracunamo pn—1 = (Pn — Pn-2)/an IN ¢n—1 =
= (gn — gn—2)/arn in vstavimo v definicijo za py; in ¢, ;. Tudi dvojno zapo-
redje vmesnih imenovalcev tvori neomejeno (strogo) narascajoce zaporedje
naravnih stevil.
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Ostanek veriznega ulomka reda n je verizni ulomek t, = [ap; ant1,-..],
torej vedno velja t, = an + 1/tp41 > an. Ker lahko za vsak n > 1 zapiSemo
tudi « = [ap; a1, a2, ...an_1,t,] in ker je ta verizni ulomek enak kot konéni
verizni ulomek za n-ti konvergent s,, le da je na zadnjem mestu ostanek ¢,
namesto elementa a,, velja za n > 1 tudi formula

_ tnPn—1 + Pn—2

tngn—1 + qn—2 .
Iz nje lahko izrazimo ostanek t, kot funkcijo stevila a:

AGn—2 — Pn—2
t, = o2 tn=d
Pn—1 — &Qn—1
Z absolutno vrednostjo takih izrazov, kot sta Stevec ali imenovalec v tej
formuli, merimo, kako dober priblizek Stevila « je vsakokratni konvergent.
Upostevaje rekurzivne formule (8), relacijo (9) in dejstvo, da lezi o vedno
med dvema zaporednima konvergentoma, se lahko npr. hitro prepricamo,
da za vsak n > 1 velja

1/(gn + qn-1) < |@qn—1 = Pn-1| < 1/¢n. (11)

V teoriji racionalnih aproksimacij je pomemben tudi pojem najboljSega
priblizka. Recemo, da je (okrajSani) ulomek p/q s celim Stevcem p in
naravnim imenovalcem g najboljsi priblizek (druge vrste) za realno Stevilo
o, Ce za vsak drug ulomek a/b # p/q z lastnostjo 0 < b < q velja |ga —
—p| < |ba — a|. Odtod potem takoj sledi tudi boljsa aproksimacija |a —
—p/q| < |a — a/b|. Znano je (glej npr. [4]), da so pri iracionalnem stevilu
a najboljsi priblizki druge vrste natanko njegovi konvergenti v razvoju v
enostavni verizni ulomek.
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MIKRORESONATORJI V INTEGRIRANI OPTIKI

MARKO ZGONIK
PACS 42.82.Et

Clanek opisuje osnove integrirane optike in posebej moZnosti uporabe kroznih mi-
kroresonatorjev v modernih telekomunikacijah. Logevanje uporabnega frekvenénega pasu
opti¢nih vlaken v sto in vec kanalov Zze poveuje hitrost prenosa podatkov na velike raz-
dalje. Elektro-opti¢na modulacija integriranih resonatorjev pa odpira moznosti uporabe
opti¢nih komunikacij za lokalne mreze.

OPTICAL MICRORING RESONATORS

The article describes the basics of integrated optics and specifically the applications
of micro-ring resonators. Dense wavelength division multiplexing allows to establish
more than hundred independent data channels through conventional optical fibers. On
chip fabrication of microresonators that can be electro-optically modulated promises new
transceivers for local area optical communications.

V elektroniki, elektromehaniki in tudi na drugih podro¢jih je minia-
turizacija eden od glavnih dejavnikov, ki povecujejo uporabnost izdelkov,
hkrati pa zmanjsujejo ceno in porabo energije. Zelja po miniaturizaciji in
integraciji opticnih komponent prav tako poganja razvoj integrirane optike.
V sedanjih uspesnih aplikacijah miniaturne optike, npr. opti¢nih komunika-
cijah, opti¢nih pomnilnikih (CD, DVD) Se ne moremo govoriti o integrirani
optiki, ceprav vsebujejo nekaj hibridnih miniaturnih opti¢nih komponent.

Komercialni razvoj integrirane optike je za zdaj Se vedno pocasen.
Najbrz je glavni krivec to, da raziskovalcem ni uspelo izdelati osnovnega
gradnika integrirane optike, opti¢nega tranzistorja. Izgube v opti¢nih vo-
dnikih in drugih pasivnih elementih pa so navadno toliksne, da je treba vme-
sno ojaciti svetlobne signale. Vse to vodi do mnenja, da bo v prihodnosti
uspesna kombinacija optike in elektronike, to je integrirana optoelektronika.

Integrirana optika v kombinaciji z elektroniko lahko torej raduna na
ogromen tehnoloski razvoj, ki stoji za moderno elektroniko. Na obi¢ajni Si
rezini je mogoce s standardnimi metodami nanosa in litografije [1] izdelati
svetlobne vodnike s kombinacijo materialov, kot so SiOy, Si3sN4 in TiO,,
Ce nastejem le tri, ki si sledijo po narascajoéi vrednosti lomnega koli¢nika.
SiO2 rabi kot osnova in plas¢ optiénih vezij, druga dva materiala pa sta
uporabna za sredico vodnikov. Razlika lomnih koli¢nikov sredice in plasca,
ki ji reCemo kontrast, dolo¢a velikost preseka sredice, ker obi¢ajno Zelimo, da
se po vodniku razsirja le en rod svetlobnega polja z dolo¢eno polarizacijo. S
pravilnim razmerjem med Sirino in viSino sredice lahko izpolnimo $e dodatni
pogoj, da je hitrost razsirjanja za oba rodova z ortogonalnima polarizacijama
enaka.

Prva tezava se pojavi, ko Zelimo iz opti¢nega vlakna poslati svetlobo
v vodnik na integriranem vezju. Presek rodu svetlobnega valovanja v
opticnem vlaknu je tipi¢no 10-krat veéji kot v vodniku, ker so opti¢na vla-
kna izdelana iz sredice in plasca z majhnim kontrastom lomnega koli¢nika.
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Da se izognemo izgubam na prehodu, je treba na vezje dodati transforma-
tor precne oblike svetlobnega rodu, ki obliko iz opti¢nega vlakna pocasi pre-
vede na obliko, kot jo ima svetlobni rod v integriranem vodniku. Primer
shematicno prikazuje slika 1.

transformator oblike svetlobnega rodu

optiéno viakno

N

opticni vodnik z velikim kontrastom
lomnega koli¢nika med sredico in plaséem

Slika 1. Spoj enorodovnega opti¢nega vlakna in optiénega vodnika na integriranem vezju
je treba izvesti s transformatorjem oblike in velikosti rodu.

Za uspesno uporabo integrirane optike potrebujemo Se mnoge pasivne
elemente, ki so analogni klasi¢nim opti¢nim gradnikom: delilnik snopa, po-
larizator, rotator polarizacije za 90 stopinj, opti¢no zakasnilno linijo, inter-
ferometer, itd. Podobnost med delovanjem integriranih vezji in klasi¢nih se-
stavov je pogosto zelo popolna, vcasih pa nastopijo znacilne razlike. Oglejmo
si dve izvedbi delilnika snopa, kot ju kaze slika 2. Le delilnik na sliki 2b je
enakovreden navadnemu delilniku snopa, narejenemu z dielektri¢nim ogle-
dalom. V takem delilniku snopa lahko doseZemo poljubno delilno razmerje
in prenos brez izgub v vse smeri.

Med pomembne opti¢ne elemente spada interferencni filter, ki omogoca
spektralno filtriranje svetlobnega snopa. LoCevanje posameznih spektral-
nih komponent je postalo v zadnjem obdobju zelo pomembna naloga v
opti¢nih komunikacijah, kjer Zelijo kar najbolj izkoristiti zmogljivosti ob-
stojeCih opticnih vodnikov z razdelitvijo prepustnega pasu na posamezne
kanale [2]. Prednosti so izredne, saj bi v podroéju med 1500 in 1600 nm
lahko uporabili ve¢ kot 100 kanalov, ki bi bili 100 GHz narazen, po vsa-
kem kanalu pa bi posiljali podatke s hitrostjo 40 Gbit/s. Filtri morajo biti
zelo stabilni, ozki in s ¢im manjsimi izgubami. Osnovani so na opti¢nih re-
sonatorjih sklopljenih z opti¢nimi vodniki. Princip delovanja je analogen
Fabry-Perotovemu interferometru. Za prodor hitrih opti¢nih komunikacij v
lokalne mreZe, v katerih bi bilo z enim opti¢nim vodnikom povezanih nekaj
deset ali sto racunalnikov, bi bilo treba poceniti izdelavo takih filtrov. Kaze,
da bi bilo to mogoce z uporabo integrirane optike. V zadnjih letih se je kot
najobetavnejSa moznost izdelave mikroresonatorja uveljavil krozni mikrore-
sonator. V nadaljevanju ¢clanka se bom osredotoéil na njegove lastnosti.

V opti¢nem resonatorju imamo lahko valovanje v obliki stojnega vala ali
pa samozakljuCenega potujocega vala. V integrirani optiki se zaradi teZav
pri izdelavi visokoodbojnih kompaktnih ogledal na konceh valovnega vo-
dnika raje odlo¢imo za drugo moznost. Izdelamo opti¢ni vodnik v obliki
kroga z majhnim radijem, tipi¢no manj od 0,1 mm. Ukrivljenost vodnika
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Slika 2. Dve izvedbi delilnika snopa. Delilnik a) razdeli snop F; na dva enaka dela E3 in
E4. Obrat ¢asa pove, da lahko sestavimo snop F1, ¢e posljemo snopa F3 in F4 v obratni
smeri in z enako amplitudo in fazo. Medsebojno razli¢ni amplitudi in/ali fazi snopov F3 in
E4 pa povzrotita, da se del valovanj sklopi s prvim visjim (antisimetrié¢nim) rodom, ki ima
v enorodovnem vodniku velike izgube. V posebnem primeru, ko posljemo nazaj le snop
E3, dobimo na izhodu E; le polovico moéi, druga polovica pa se izseva v plas¢ vodnika.
Delilnik b) je prava analogija klasi¢nega delilnika snopa c) z dielektri¢nim ogledalom
brez izgub. V srednjem delu se lahko brez izgub Sirita dva rodova, ki ju enako kot prej
vzbujamo s svetlobo iz posameznih vodnikov. Ko skupni vodnik na koncu spet lo¢imo, se
svetloba razdeli na posamezna rodova v obeh vodnikih v odvisnosti od amplitude in faze
obeh rodov v skupnem delu.

mikroresonator
SigN, sredica svetlobnih vodnikov
SizNyg
a) S b)

Slika 3. Izvedba spektralnega filtra v integrirani optiki. Dva ravna svetlobna vodnika
sta sklopljena v navpiéni smeri s kroznim resonatorjem. Slika v perspektivi a) in prerez
filtra skozi sredino kroZnega resonatorja v pravokotni smeri glede na ravne vodnike b).

sicer povzroci izgube, te pa so tem manjsSe, éim vedji je kontrast lomnega
koli¢nika med sredico in plagéem vodnika. V praksi je Ze mogoce zmanjsati
izgube do te mere, da svetloba prepotuje taksen resonator 10%-krat, preden
se je polovico izgubi. Za filter, ki je analogen Fabry-Perotovemu interfero-
metru, potrebujemo dva vodnika z enako moc¢no sklopitvijo z resonatorjem.
To sta navadno dva ravna vodnika, kot ju kaze slika 3. Po vseh vodnikih se
pri osnovni uporabi svetloba $iri le v eno smer in tako imamo v vezju sime-
triéno dva vhoda in dva izhoda, kot kaZe slika 4. Zaradi nacrtovane uporabe
v optiénih telekomunikacijah so ti vhodi-izhodi dobili specifi¢na imena.
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Slika 4. Prenosno funkcijo kroznega mikroresonatorja a) in Fabry-Perotovega interfero-
metra b) lahko izra¢unamo na enak nacin, saj sta si v osnovi enaka. Z E; so na sliki a)
oznalene amplitude rodov in na sliki b) amplitude ravnih valov v referenénih ravninah,
ki so oznacene ¢rtkano.

Resonator je mozno sklopiti z valovnim vodnikom tako, da del resona-
torskega kroznega vodnika in ravni vodnik dovolj priblizamo. Na ta naéin
dosezemo prekrivanje eksponentno pojemajoCega dela svetlobnega polja zu-
naj sredice enega vodnika s sredico drugega in obratno. Obravnava sklo-
pitve obeh vodnikov je zelo podobna tuneliranju v kvantni mehaniki. Vo-
dnika lahko priblizamo boé¢no ali postavimo enega nad drugega. V prvem
primeru je videti izdelava sicer enostavnejSa, ker sta vodnik in resonator v
isti ravnini, natanénost litografije pa je navadno pretrd oreh. Pri navpi¢ni
postavitvi vodnikov je seveda treba v postopku izdelave narediti ve¢ kora-
kov, vendar pa izboljSana natan¢nost medsebojne razdalje med vodnikoma
za zdaj odtehta dodatni napor [3].

Podrobnosti razsirjanja svetlobe v takih strukturah je moZno analizi-
rati s pomocjo valovne enacbe. Zaradi zapletenih robnih pogojev in nujnosti
upostevanja vektorske narave elektromagnetnega polja pa si moramo poma-
gati z numeri¢nimi resitvami. Poglejmo sedaj le racun, ki preskoci podrob-
nosti in pokaZe osnovne lastnosti taksnega filtra. Na sliki 4 sta shemati¢no
prikazana krozni mikroresonator in Fabry-Perotov interferometer [4]. Sklo-
pljena vodnika na sliki 4a sta analogna zrcalu na sliki 4b, pot v kroZnem
resonatorju med dvema referenénima ravninama pa ustreza poti med ogle-
daloma FP interferometra. V kroZznem mikroresonatorju ustreza poti med
referenénima ravninama sprememba faze valovanja ¢ = negkodeg, kjer je
neg efektivni lomni koliénik v kroznem mikroresonatorju, kg valovni vektor
svetlobe v vakuumu in d.g efektivna razdalja med referenénima ravninama
(slika 4). Sklopljena vodnika lahko torej opisemo z dvema kompleksnima
parametroma, amplitudno prepustnostjo t = tg exp 23 in amplitudno odboj-
nostjo r = rgexpid, kjer so tp,7p,% in ¥ realni, enako kot pri obicajnem
ogledalu. Ce ni izgub, velja t3+7r2 =1in ¢ — 0§ = £m/2. Referenéne rav-
nine izberemo v nesklopljenih vodnikih, vendar blizu sklopitve. Koeficienta
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t in r vzamemo za konstantna v uporabnem spektralnem pasu in z njima
zapiSemo Stiri enacbe, ki sklapljajo polja v resonatorju. To so

E3 =rE; + tEg expi¢, (1)
E5 =tE; + rEgexpig, (2)
Eg¢ =rEsexpi¢ +tE4 in (3)
Ey =tEsexpi¢ + rEy. (4)

Ker je sistem linearen in simetri¢en v amplitudah E; in F4, lahko pois¢emo
reSitev le za vhodno polje Fj in postavimo v gornjih enacbah E; = 0.
Enacbe nam dajo izhodno amplitudo Ej in skozi filter prepusceno amplitudo
polja E3. Navedimo le prvo, ki je

r((r2 — 12)e2i — 1)
By = — B . (5)

Kvocienta Ey/E; in E3/FE; sta ustrezni amplitudni prenosni funkciji. Kva-
drati njunih absolutnih vrednosti pa nam dasta intenzitetno prepustnost
filtra na vhodu in izpustu. Intenzitetna prepustnost na izhodu ima obliko
znane Airyjeve formule

_ (tt*)2
= (1 = 77*)2 + 4rr*sin?(¢) (©)

ki ima v vrhovih vrednost 1, ée nimamo izgub. Funkcija je periodi¢na in
ne lo¢uje spektralnih komponent, ki se razlikujeta za ¢ = 7/2. Podro&ju
frekvenc, ki jih filter enoli¢no razlocuje, pravimo prosto spektralno podrocje
Avpsr = cg/(negdeg). S co je oznafena svetlobna hitrost v vakuumu.
Loc¢ljivost filtra Av definiramo, kot obifajno, kot Sirino prepustnosti na
polovi¢ni visini in je enaka

_l—rr* ¢  Avpsr (1)
C m/rr* 2negdes F

kjer smo vpeljali fineso filtra F'. Finesa je merilo za relativno loc¢ljivost
znotraj enega prostega spektralnega podro¢ja in ni odvisna od velikosti
resonatorja, ampak le od sklopitve z zunanjim poljem in pa tudi od izgub
v resonatorju, ki pa jih tukaj ne bomo natanéneje obravnavali. Ponovimo,
da je v obiCajnem Fabry-Perotovem interferometru sklopitev resonatorja
z zunanjim poljem odvisna od odbojnosti ogledal — obi¢ajno podane z
intenzitetno odbojnostjo R — in je finesa F' = n/R/(1 — R). Povecevanje
finese z veCanjem R oziroma zmanjSevanjem sklopitve med resonatorjem in
vodnikom ima nezaZelene stranske pojave. Moéno se namreé povecuje vpliv
resonatorskih in drugih izgub [4] in Fabry-Perotov interferometer obic¢ajno
postane neuporaben pri F' > 200, kar velja tudi za kroZzne mikroresonatorje.

Av
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Pri konstantni sklopitvi mikroresonatorja z opti¢nimi vodniki dose-
gamo boljso lo¢ljivost z ve¢jimi resonatorji, vendar hkrati zmanjsujemo tudi
Avpsr. Ohranitev vecjega Avpsr in doseganje dobre locljivosti je mozno
s kombinacijo dveh ali ve¢ zaporednih resonatorjev razli¢nih velikosti. Za
Brillouinovo spektroskopijo se danes navadno uporabljajo tandemski Fabry-
-Perotovi interferometri z veckratnim prehodom [5]. Uporabo enakih prin-
cipov nacrtujejo tudi v opticnih telekomunikacijskih filtrih [6]. Primer ta-
kega sprejemnika prikazuje shemati¢no slika 5. V prikazanem primeru bi iz
vlakna z dvostopenjskim filtrom izlo¢ili spektralni pas \; in ga z detektor-
jem pretvorili v elektriéni podatkovni tok. Preostali del svetlobnega spektra
(A1..Ak—1 in Agy1..AN) bi nemoteno nadaljeval pot skozi sprejemnik.

vhod
deteklor M1y A 2 By

' sprejetipodatki & [

M A

prepusteni podatki

Ay Mg in Ay p oy ~N—

Y

Mot Mt = absorber

" oddani podatki A, I:]

Rt Mt

izhod
laser A,

v M A Ay

Slika 5. Osnovna shema optiénega mikrovezja s sprejemnikom in oddajnikom. Taka
naprava bi lahko povezovala racunalnik v lokalno zanko ali mrezo. Prenos podatkov
bi potekal po enem samem optiénem vlaknu po mnogih kanalih, ki bi se razlikovali po
srednji valovni dolZini spektralnega pasu (A1..Ay). V prikazanem primeru bi iz vlakna z
dvostopenjskim filtrom izloéili spektralni pas Ay, in ga z detektorjem pretvorili v elektri¢ni
podatkovni tok. Preostali del svetlobnega spektra (A1..A\y_; in Ak41--An) bi nemoteno
nadaljeval pot skozi sprejemnik. Na isto vlakno bi priklopili tudi oddajnik. Oddajnik je
sestavljen iz laserja, ki deluje pri doloceni valovni dolzini (A), in je sklopljen z glavnim
vlaknom prek kroznega mikroresonatorja, ki rabi za modulator.

KroZni mikroresonatorji pa so $e dodatno zanimivi, ker jih je mozno
prirediti za uporabo v oddajnikih. Osnovni del oddajnika je modulator
svetlobe. Sedanji modulatorji uporabljajo princip interferometra — lahko si
predstavljamo Michelsonov interferometer — v katerem v eni veji z elektro-
-opti¢nim (EO) pojavom spreminjajo lomni koli¢nik in s tem fazo svetlobe.
Sprememba faze za 7 omogoca 100 % modulacijo na izhodu interferometra.
Z napetostjo 5 V in za hitrost, ki omogoca 40 GHz modulacijo, potrebujemo
v najboljsih materialih za tako veliko spremembo faze pot svetlobe vedjo
kot 5 cm. Sedanji modulatorji so zato veliki priblizno 5 x 5 x 10 cm?, in
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so drazji od tipicnega osebnega racunalnika. Za uporabo v lokalnih zankah
taki modulatorji niso primerni.

Resonatorji lahko rabijo tudi za modulatorje, ¢e jim izmeni¢no spremi-
njamo resonanc¢no frekvenco in s tem prepustnost za dano svetlobo. Krozni
mikroresonator uglaSujemo tako, da spreminjamo fazo valovanja po enem
obhodu resonatorja. Da doseZemo skoraj 100 % modulacijo, potrebujemo
le spremembo faze A¢ = 7/F, se pravi tipicno 100-krat manj kot v inter-
ferometru, zato je lahko tak modulator precej manjsi. Za hitro modulacijo
uporabimo elektro-opti¢ni pojav, enako kot v obstojecih modulatorjih za
opti¢ne komunikacije. EO pojav uporabimo tako, da resonator ali del reso-
natorja izdelamo iz snovi z velikimi EO koeficienti in ob resonator dodamo
elektrode. Prvi nacin je uporaba polimerov, iz katerih lahko izdelamo tako
pasivne kot tudi aktivne (EO) resonatorje [7]. Prednosti polimerov so re-
lativna cenenost, enostavnost nanosa in obdelave. Njihove pomanjkljivosti
pa so veje opticne nehomogenosti in s tem povezane izgube v vodnikih in
tudi spreminjanje lastnosti s staranjem. Druga moZnost za modulacijo je
uporaba stabilnih pasivnih materialov za sredico opti¢nih vodnikov, ki jim
dodamo del plaséa iz EO materiala, najbolje kvaliteten kristal. To izve-
demo tako, da na mikrovezju pustimo odkrit gornji del mikroresonatorja in
nanj pritisnemo EO kristal. Shemati¢no prikazuje ta nacin slika 6. Krovni
kristal mora imeti nekoliko manjsi lomni koli¢nik od sredice mikroresona-
torja, tako da je svetlobni rod v mikroresonatorju Se vedno voden, znaten
del svetlobnega polja pa potuje po krovnem kristalu. V tem primeru je fa-
zna hitrost rodu dovolj mocno odvisna od lomnega koli¢nika kristala, da jo
lahko spreminjamo prek elektro-opticnega pojava v kristalu [8].

@ elektroda
) plaéé :

R —

Si

rezina /
//

valovqdi Tt b)

(® elektroda elektrode

Slika 6. Shema elektro-opti¢nega modulatorja osnovanega, na kroznem mikroresonatorju.
a) pogled od zgoraj in b) prerez.

Aktivni mikroresonatorji v opti¢nem mikrovezju s sprejemnikom in
oddajnikom bi omogoéili ceneno povezavo racunalnikov v lokalno zanko ali
mrezo. Primer vezja kaze slika 5. Prenos podatkov bi potekal po enem
samem opti¢nem vlaknu po mnogih kanalih, ki bi se razlikovali po srednji
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valovni dolzini spektralnega pasu (A1..An). Oddajnik je sestavljen iz laserja,
ki deluje pri doloceni valovni dolzini (Ag) in je sklopljen z glavnim vlaknom
prek kroznega mikroresonatorja, ki sluzi za modulator. Resonatorju namreé
s pomodjo elektro optitnega pojava spreminjamo resonancno frekvenco in
na ta nacin usmerjamo svetlobo iz laserja izmeni¢no v vlakno in v absorber.
Zaradi manjSega radija mikroresonatorja bi bil ustrezno veji Avpggr in bi
z enim korakom pokrili celotno uporabno frekvencno podrocje. Vecje bi
bile tudi izgube pri zahtevani vecji finesi. Te izgube pa bi bile vecje le za
prepusceno svetlobo () od laserja do izhoda in jih je moZno kompenzirati
z moc¢nejSim laserjem. Vazno je predvsem, da so izgube minimalne za
preostale valovne dolzine.

Opisana uporaba integrirane optike bi nedvomno pomenila veliko spod-
budo za nadaljnje raziskave in izboljSsave. Kako dale¢ pa lahko vodijo
majhne tehnoloske izboljSave, nam lepo pokazejo izkusnje z mikroelektro-
niko.
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V OBZORNIKU PRED 50 LETI

O KONVEKSNIH KRIVULJAH*
IVAN VIDAV

Konveksna krivulja se imenuje taka enostavno sklenjena v ravnini lezeca
krivulja, ki jo vsaka premica sefe kvedjemu dvakrat. Ta definicija je dobra
le, Ce ni noben del krivulje premocrten. V nasprotnem primeru ima lahko
premica neskonéno mnogo tock skupaj s krivuljo, namrec celo daljico. Ven-
dar pa taka premica ne more iti skozi notranjost polja, ki ga ograja nasa
sklenjena krivulja. Zato lahko recemo, da seCe vsaka premica, ki gre skozi
notranjost tega polja, krivuljo le dvakrat. Ta definicija velja potem v vsa-
kem primeru. 1

Najprej vzemimo tako konveksno krivu-

Lo K, ki ima v vsaki tocki tangento in ta naj T
se zvezno spreminja, ko gremo po krivulji na- ~
prej. Da bomo nasli enacbo take krivulje, si
mislimo na njeni ravnini kak pravokotni ko-
ordinatni sistem (glej sliko). Tu je izhodisce
koordinatnega sistema v notranjosti krivulje,
kar pa ni ni¢ pomembno. Tangenta v tocki T’ .
. . . . Slika 1

naj oklepa kot ¢ s pozitivno smerjo osi z. Ta

kot je natantno dolocen v mejah med 0 in 27. Vzemimo na krivulji pozi-
tivni smisel obkrozenja, na tangenti pa tisti poltrak, ki kaZe v smeri tega
obkrozenja. Potem je ¢ kot med tem poltrakom in pozitivno smerjo osi z.
Ta kot stalno naraséa, ce se totka T pomika po krivulji v pozitivnem smi-
slu, in gre od ¢ = 0, ko je T' v Tp, kjer je tangenta vzporedna z osjo z, do
¢ = 27, ko obkrozi T vso krivuljo in se vrne v Tp. Kot ¢ zavzame torej
vsako vrednost med 0 in 27 enkrat in le enkrat. Zato je lega vsake tocke
na krivulji s ¢ natanéno dolocena. Zaznamujmo s p oddaljenost tangente
od izhodis¢a! Seveda je v splosnem p funkcija kota ¢, p = p(p). Smerni
koeficient tangente pa je tg . Zato se glasi enacba tangente

(1) zsing —ycosy = p(yp).

Tu vzemimo, da je p(yp) zvezna in odvedljiva funkcija ¢. Krivulja je potem
ogrinjaca vseh tangent. Po pravilu, kako se iSCe enalba ogrinjace, je treba
(1) odvajati na ¢. Torej je

2) 5cosp+ysing = /(o).

Ce iz teh dveh enacb izracunamo z in y, dobimo koordinati dotikalisa, t.j.
tocke T' na krivulji. Imamo tedaj

(3) x = psing + p’ cos(p), y= —pcosy+p'sine.

To sta enacbi krivulje K v parametri¢ni obliki. Parameter je ¢ in pomeni
kot, ki ga oklepa tangenta na krivuljo v pripadajoéi tocki z osjo z.

* (lanek je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz. 1 (1951), 81-89.
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Formuli (3) sta zelo splosni. Veljata namre¢ vedno, &e je vsak del krivulje res
konveksen (to se pravi, da ni daljica). Najprej se da dokazati, da ima konveksna krivulja
skoraj v vsaki tocki tangento. Taka tocka pa, kjer tangente ni, je ogel. (Pripadajoca
funkcija, ki definira krivuljo, ima tam desni in levi odvod.) Oglov pa je kveéjemu stevno
mnogo. Kot ¢ se namreé stalno veéa, ¢e obkrozimo krivuljo v pozitivhem smislu. V
vsakem oglu napravi ¢ koncen skok, ki je enak zunanjemu kotu pri tem oglu. Ker priraste
pri obkrozenju kot ¢ za 27, je torej vsota zunanjih kotov pri vseh oglih manjsa od 2.
Zato je prav gotovo le konéno mnogo oglov, ki imajo zunanji kot veéji od /2 (kvegjemu
trije so), prav tako jih je konéno mnogo z zunanjim kotom med 7/4 in /2, nadalje z
zunanjim kotom med 7/8 in m/4 itd. Torej je res kvecjemu Stevno neskonéno mnogo
oglov.

Pojem tangente lahko posplosimo v tem smislu, da imenujemo vsako premico tan-
gento, ki ima le eno to¢ko skupno s krivuljo. V oglih je takih premic ve¢, vse namreg, ki
potekajo v notranjosti zunanjega kota. Ce smo tako posplosili pojem tangente, pripada
vsakemu kotu ¢ med 0 in 27 ena in le ena tangenta in ena tocka na krivulji, namreé doti-
kalisce. Torej sta koordinati « in y zvezni funkciji ¢-ja. Kjer je kak ogel, sta ti dve funkciji
konstantni na nekem intervalu kota ¢. Ta interval ima Sirino pripadajoega zunanjega
kota.

Ko poznamo z in y kot funkciji kota ¢, se dasta p in p’ izracunati iz enacb (3).
Dobimo namrec

p=xzsing —ycosyp, p =zcosyp+ ysine.
Ti dve enachi povesta, da sta p in p’ zvezni funkciji kota . Ni pa od tod neposredno
razvidno, da je p’ odvod funkcije p. Paé pa je to mogoge dokazati. Od tod lahko sklepamo,

da sta formuli (6) in (7) popolnoma splosno veljavni in prav tako tudi (8). Torej ima
konveksna krivulja vedno to¢no dolo¢en obseg in ograja to¢no dologeno ploséino.

Ce vzamemo za p() poljubno zvezno odvedljivo in periodiéno funkcijo s
periodo 27, nam dasta enacbi (3) neko sklenjeno krivuljo v ravnini. Vendar
pa ni gotovo, da je ta krivulja brez dvojnih tock in da je konveksna. Pozneje
bomo nasli pogoj, ki mu mora zados¢ati funkcija p(¢), da je krivulja (3) res
konveksna.

Ce je p konstanta = r, pomenita enacbi (3) krog s polmerom r. V tem
primeru imamo namred

z=rsinp, y=-rcosp, z°+y>=r’
Ta rezultat je nazorno oliten, ker so le pri krogu vse tangente enako odda-
ljene od neke stalne tocke, namre¢ od srediséa.

Drugi¢ bodi p = asin ¢ — bcos ¢, kjer sta a in b konstanti. Iz enacb (3)
najdemo sedaj, da je z = a, y = b. To sta pa koordinati ene same tocke.
Pri tem p se torej krivulja skréi v eno samo tocko.

Naj doloéa p(¢) neko konveksno krivuljo K! Kaj dobimo sedaj, ¢e v
(3) postavimo p = p + asinp — bcos p? Koordinate tock nove krivulje
zaznamujmo z Z in . Potem je

Z=psinp+pcosp+a=z+a, §=—-pcosp+psing+b=y+b.

Ti dve enacbi povesta, da je nova krivulja le paralelno premaknjena prvotna
K. Torej doloca transformacija p = p + asin ¢ — bcos ¢ paralelni premik.

Konéno si oglejmo Se primer, da je p = p+r, kjer je r konstanta. Enacbi
(3) dasta

T=x+rsing, Y=1Yy—Trcosey.
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Totko T s koordinatama Z,y konstruiramo takole: Skozi to¢ko T prvo-
tne krivulje potegnemo normalo. Tocka 71" lezi na tej normali v razdalji
r od dotikalis¢a (glej sliko 2). Ker obkrozimo krivuljo v pogzitivnem smi-

slu pri narascajoem ¢, je za pozitiven r v

tocka T zunaj krivulje, za negativen r pa =

lezi znotraj. Tako dobimo neko krivuljo

K,. Ocitno je tangenta na to krivuljo v f

T paralelna tangentl na K v pripadajoéi ]

tocki T'. Zato se imenuje K, paralelna kri- \/ x

vulja k prvotni K. Zunanje paralelne kri-

vulje so tudi vse konveksne, notranje pa le

v zadostni bliZini prvotne krivulje. —
Obseg in ploséina. Iz enacb (3) najdemo Slika 2

(4) ' =(p+p")cosp, Yy =(p+p")sine.

Od tod je loéni diferencial

ds = /2 +y? dp = |p +p"| de.

Ce naj bo K2 kot, ki ga oklepa z osjo z tista polovica tangente, ki kaze v
smeri narascajocega ¢, mora biti zaradi enacb (4) povsod p+p” > 0. Loéni
element je tedaj kar

(5) ds = (p +p")dep.

Za obseg O konveksne krivulje pa dobimo, ker je

0o = om0 =0,

tole formulo

(6) 0= /0 2Wzo(sa) de

Pri krogu je npr. p = r in znasa obseg O = 2nr. Elipso dobimo, ée postavimo
= ay/1 —e%cosp, kjer je 2a velika os, ¢ pa numeriéna ekscentri¢nost.
Obseg znasa v tem primeru

2 w/2
O=a/ \/1—szcos2(pd(p=4a/ \/1—e2sin? pdp
0 0

in se izraZa, kakor je znano, z elipti¢nim integralom.

Iz formule (6) moremo takoj dobiti tole: Ce lezi konveksna krivulja K
popolnoma v notranjosti konveksne krivulje K, ima vedno manjsi obseg ka-
kor K. Vzemimo namreé, da je izhodisée koordinatnega sistema v notra-
njosti krivulje Kj, tedaj tudi v notranjosti krivulje K. V tem primeru je
povsod p(¢) > 0 in pi(p) > 0, kjer doloca p; krivuljo K. Ker lezi Ky v
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notranjosti K, je p1(¢) < p(p) za vsak ¢. V tockah, ki pripadata istemu ¢,
sta namreé tangenti na obe krivulji vzporedni in je izhodis¢e bolj oddaljeno
od zunanje tangente kakor od notranje. Zaradi (6) je potem res

2 2w
0= [ mlp)do< [ ae)dp=o0.

Za konveksne poligone se da to dejstvo zelo elementarno dokazati.
Ploscino lika, ki ga ograja kaka sklenjena krivulja, dobimo iz formule

P=%/(xdy—yda:).

Tu je treba integrirati po vsej ograji v pozitivnem smislu. V naSem primeru
dobimo iz ena¢b (3) in (4)

1 27 1 2T
(7) P= / p(p+p")dp =3 / (p® — p?) dep,
0 0

ker da integracija per partes

o 1 hk 2m 2 2m 2
/ pp dso=[pp] —/ p dso—/ pdep.
0 0 0 0

Izracunajmo iz formul (6) in (7) obseg in ploséino paralelne krivulje K.!
Za p moramo postaviti p + r. Potem je

27 2w 2w
O, = (p+r)d<,o:/ pdo +r dp = O + 2mr
0 0 0

n
1 27 9 2 2m 9
Pr=5/ (°—p )d<p+r/ pdp + mre.
0 0

Imamo tedaj formuli
(8) O, =0+ 2nr; P,=P+O0r+mr2.

Obe se dasta dobiti tudi neposredno (glej sliko 3). Na sliki pomeni ds
majhen del loka na prvotni krivulji K, ds, pa pripadajoci del loka na
paralelni krivulji K,. Daljica T" T2 je paralelna k TT. Ce se _je _tangenta
zasukala za kot dp od T do T", je /ToT'T" = dp. Zato je TyT' = rdyp

in ds, = ds + rdp. Nadalje je plostina trikotnika T'THT" enaka 27’2d<p,

plo&¢ina trapeza TTT'T’ pa rds + rzdgo Ce to sestejemo po vsem obodu
krivulje K, dobimo najprej, ker gre kot ¢ od 0 do 27, da je O = O +
+ 27r, za ploscmo kolobarja med K in K, pa 7O + nr2. To sta pa res
formuli (8). Pri negativnem r veljata formuli le za maJhne |r|, ker ima
pri vedjem |r| krivulja K, lahko dvojne tocke. Zadnja izpeljava formul (8)
je zelo splosna. Velja tudi za take krivulje K, ki imajo poljubno mnogo
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oglov. Nasproti vsakega ogla sestoji paralelna
krivulja iz nekega kroznega loka. Torej veljata
(8) tudi za konveksne poligone.

Ukrivljenost k krivulje je razmerje med
kotom dveh infinitezimalno bliznjih tangent
in pripadajocim lo¢nim elementom. V naSem

primeru je tedaj k = ,% = %f Po formuli (5)
dobimo od tod

(9)

1
k=
p+p”

Prej smo dognali, da mora biti pri konveksnih krivuljah povsod p +
+ p" > 0. Zato je ukrivljenost k > 0. Ta pogoj je potreben in zadosten,
da doloca funkcija p(¢) konveksno krivuljo. Naj bo namreé p(yp) dvakrat
zvezno odvedljiva periodi¢na funkcija, kjer je p+p” > 0. Enacbi (3) najprej
povesta, da je pripadajoca krivulja sklenjena. Zaradi tega dobimo iz (4)

ali p=p +p”_ Slika 3

27 2w
(10) / (p+p")cospdp =0 in / (p+p")sinpdyp = 0.
0 ]

Od tod sklepamo, da krivulja nima dvojne tocke. Ce bi bila npr. zagetna
tocka dvojna tocka, bi moralo biti za neki ¢; < 27

¥1
/ (p+p")sinpdyp = 0.
0

Ker je p + p"” > 0, vidimo od tod, da bi moral biti ¢; > m. Od ¢; .do
27 pa je potem integrand povsod negativen in ne bi mogla biti izpolnjena
druga enacba (10). Zacetno tocko pa lahko poljubno izberemo, saj smemo
koordinatni sistem zavrteti. Zato krivulja res nima dvojnih tock. Nadalje
lezi vsa vedno le na eni strani tangente. V zaletni tocki je npr. y = o
enacba tangente, ki je tu vzporedna osi z. Iz druge enacbe (4) pa imamo

7
Y=y +/0 (p+p")sinpde.

Po prej$njem vidimo, da je y > yg, kjer velja znak = le za zacetno in
konéno tocko. Torej je res nasa krivulja konveksna. Pri paralelni krivulji K,
je polmer pritisnjenega kroga p, = p+r, torej za r veéji. Od tod sklepamo,
da je tudi vsaka zunanja paralelna krivulja konveksna in da ima isto sredisce
pritisnjenega kroga kakor prvotna krivulja. Zato ima tudi isto evoluto.

Ukrivljenost k oziroma polmer pritisnjnjenega kroga p sta v sploSnem
funkeiji kota . Vzemimo, da se p vzdolz krivulje K zvezno spreminja.
Torej je p = p(p) zvezna periodicna funkcija s periodo 27. Vsaka taka
funkcija dolo¢a do paralelnega premika natanéno neko konveksno krivuljo,
e je povsod p > 0 in sta obenem izpolnjeni enacbi (10), t.j.

2T

27
(10%) /0 p(p) cospdp =0, ; p(p) sinpdp = 0.
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Ti dve enacbi povesta, da je krivulja sklenjena. Ker je p(¢) periodiéna
funkcija, lahko sklepamo iz (10*), da je za poljuben interval Sirine 27 vedno

p1+2m .
(11) / p(p)sin g dp = 0.
¥1

Ker se krivinski polmer zvezno spreminja, je povsod konéen, krivulja
pa sklenjena, mora p vsaj v dveh tockah doseci ekstremno vrednost: nekje
maksimum in nekje minimum. Tako tocko imenujemo teme konveksne kri-
vulje. Sedaj pa velja izrek, da ima vsaka konveksna krivulja najmang Stiri
temena. Pri elipsi so to prese¢is¢a z obema osema. Minimum razumemo
tukaj takole: V sosednjih tockah na obeh straneh p ni nikjer manjsi, pre-
den pa pride na eni ali drugi strani do manjsih vrednosti, zavzame vecje
vrednosti. Podobno je definiran maksimum.

3

o4-T 9 AV ¢
Slika 4

Ce je p odvedljiv, je v taki tocki odvod = 0. V tem primeru gornji
izrek pove, da je najmanj Stirikrat p’(¢) = 0. Sedaj pa dokazimo ta izrek!
Ce bi imel p samo dva ekstrema, bi od tiste tocke, kjer doseze maksimum,
monotono padal do tam, kjer doseze minimum, od tam naprej pa bi zopet
narascal do najvecje vrednosti. Funkcija p(¢) bi torej potekala tako, kakor
kaze pricujoca slika 4. Naj bo m minimum in M maksimum! Vzporednica
z osjo ¢ se v razdalji m ravno dotika krivulje, ¢e pa se ta vzporednica
dviga, krivuljo sece, oddaljenost med preseiséema se stalno veca in doseze
vrednost 27, ko ima vzporednica razdaljo M od osi z. V neki vmesni legi,
imenujmo u pripadajoco oddaljenost od osi ¢, je ta razdalja med preseciséi
ravno = 7. Zaznamujmo s ¢ prvo preseciice, potem je ¢ + 7 drugo, zaradi
periodicnosti funkcije p(¢) pa je tudi ¢ — 7 presecisée. Diferenca p(p) —
— p je tedaj na intervalu med ¢; — 7 in ¢ pozitivna, med ¢; in @; + 7
negativna. Zato je

p1+m . prtm

/ p(p)sin(p — ¢1) dp / sin(p — ¢1) dp > 0.
p1—T p1—7

To pa je v nasprotju z enacbo (11). S tem je gornji izrek res dokazan.

Krivulje s konstantno Sirino. To so take konveksne krivulje, pri katerih
je oddaljenost med dvema paralelnima tangentama vedno ista. O¢itno ima
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krog to lastnost. Ce omejuje osnovno ploskev pokoncnega valja krivulja take
vrste, bi mogli na takih valjih tudi valiti bremena, ker ostane breme vedno
v isti viSini.

Iz pomena kota ¢ vidimo, da dasta vrednosti ¢ in ¢ + 7 paralelni
tangenti. Ce lezi izhodis¢e koordinatnega sistema v notranjosti krivulje,
mora biti pri krivuljah s konstantno Sirino

(12) p(p) +p(p +m) = 2r,

kjer je 2r konstantna oddaljenost paralelnih tangent. Od tod dobimo za
obseg

(13) 0‘~‘—/027T19(s0)d<p=/OWJO(sO)d<p+/07rp(so+7r)ﬂl<p'—‘-27‘/07r dp = 27r.

Vidimo, da imajo vse krivulje s Sirino 2r isti obseg 27r.
Dotikaliséi paralelnih tangent T'(z,y) in T(Z, §) sta doloCeni s kotoma
@ in ¢ + . Iz enacbe (3) dobimo, da je

T=x—2rsinp, Y=1y-+ 2rcosep.

Ti dve enacbi povesta, da lezi spojnica T'T' pravokotno na paralelnih tangen-
tah. Zato je npr. najvisja tocka pri taki krivulji vedno natanko nad najnizjo
tocko.

Krivulj s konstantno Sirino je nesteto, saj nam jih dajo vse funkcije
p(y), ki ustrezajo enacbi (12), ¢e je le p + p” > 0. Ce pa postavimo

p(p) = r + ®(p), mora biti ®(¢ + 1) = —P(¢p). Tej enalbi ustreza npr.
funkcija ¢ = asin 3. Torej doloca

I

p = r + asin3¢ konveksno krivuljo - -~ \
s konstantno &irino, ée je p + p” > e
> 0. Ker je p+p” = r — 8asinp, yd Y
mora biti r > 8a. (Na pri¢ujodi sliki / R \
je r = 9a). / 7 N 4
Izoperimetricéna lastnost kroga. [ ,/ »\\\, 1
Med vsemi sklenjenimi krivuljami z | T M ra
danim obsegom O ima krog najveéjo /\ / ;
povrsino P. To je izoperimetricna \\ R ',"

lastnost kroga. Ce ima krog pol-
mer 7, je njegov obseg O = 27r in

ploséina P = wr2. Torej velja med \\\\
obsegom in plosino kroga tale rela-
cija: O? — 47P = 0. Vsaka druga Slika 5

krivulja ima pri istem obsegu manjso plos¢ino in velja zato vedno 0? —
—4wP > 0. Ce je tore] O obseg kake enostavno sklenjene krivulje in P
plo&Cina, je

(14) O0? —47P >0,

kjer velja = le za krog. To izoperimetri¢no neenacbo hocemo sedaj dokazati.
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Ocitno je najprej, da moramo iskati resitev problema le med konve-
ksnimi krivuljami. Ce namre¢ krivulja ni konveksna, najdemo lahko takoj
krivuljo z istim obsegom in vecjo plos¢ino. Na pri¢ujoci sliki je lok AC'B
zrcalna slika loka ACB na tetivo AB, ima tedaj isto dolzino. Krivulja
AC'BDA pa oklepa vecjo ploséino kakor ACBDA.

>
>

0
9]
. 0

_B .
Slika 7

Pri dokazu neenacbe (14) potrebujemo neko formulo, ki jo bomo naj-
prej izpeljali. Okrog poljubno izbrane tocke na krivulji opisimo krog s pol-
merom r! KolikSno plos¢ino opiSe kroZnica tega kroga, e se sredidce giblje
po krivulji in pride nazaj v zacetno tocko? Ce premaknemo sredis¢e kroga
premocrtno za As naprej, opiSe zadnja polovica kroZnice lik A’ACBB'C’,
to pa je ravno plos¢ina pravokotnika A’ABB’ = 2rAs (glej pri¢ujoco sliko).
Obe polovici kroznice opiSeta tedaj plos¢éino 4rAs. Sedaj lahko takoj od-
govorimo na gornje vprasanje. Krivuljo razdelimo na same lo¢ne elemente
ds. Vsak izmed teh da plos¢ino 4r ds. Torej je vsa ploicina, ki jo opise
kroznica, ko pretece sredisce celo krivuljo, enaka Y 4rds = 4rO, ce je O
obseg. Pri tem pa opiSe kroznica nekatere dele ravnine veckrat, in sicer
dvakrat, Stirikrat ali Sestkrat itd. Naj bo P, tista plos¢ina, ki je pokrita
natancno dvakrat, P; natanéno Stirikrat itd. Potem velja tale ena¢ba

(15) 4rO = 2P, + 4P, + 6P + - - -

To formulo moremo tolmaciti tudi takole: Vsaka tocka pokrite plos¢ine je
vsaj od ene tocke krivulje K oddaljena natanino za r. Ce tedaj okrog te
najmanj dve, Ce se krog ravno ne dotika krivulje. Zato je P plos¢ina polja,
ki ga tvorijo vsa sredis¢a krogov s polmerom r, ki natanko dvakrat secejo K.
Nadalje je P4 ploscina polja, ki ga tvorijo vsa sredis¢a krogov, ki stirikrat
secejo K itd. Meje med posameznimi polji so krivulje, torej nimajo nobene
ploscine. Krog s sredis¢em na meji sece krivuljo K ali enkrat ali trikrat itd.

Naj bo sedaj p polmer najvecjega kroga, ki lezi popolnoma v notranjosti
krivulje K (in se je seveda v nekaj tockah dotika), R pa naj bo polmer

tistega najmanjSega kroga, v katerega notranjosti lezi vsa krivulja K. Ce
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izberemo tak r, da je p < r < R, see prav gotovo vsak krog, ki ima sredisce
v notranjosti krivulje K, to krivuljo najmanj dvakrat. Polje vseh sredis¢
krogov s polmerom 7, ki se¢ejo K, pa je o€itno na zunaj omejeno s paralelno
krivuljo K, v razdalji r. Ker je ploiCina, ki jo ograja ta paralelna krivulja
K,, enaka P + Or + 7r?, imamo tedaj

(16) P+Or+mr?=P,+Py+Ps+ -

Pa odstejmo to enacbo od enacbe (15), ki smo jo prej Se delili z 2! Tako
dobimo
OT—P—?F?“2=P4+2P6+-°-

ali

0? o\
Y  _p_a(Z_ P
(17) —~P=m ( 2 r) + Py 2Ps+

Ker ni noben ¢len na desni negativen, imamo od tod izoperimetri¢no ne-
enacbo (14).

Moremo pa najti e boljso oceno, in to takole: Postavimo v (17) najprej
r = p in nato r = R! Krog s polmerom p lezi v notranjosti krivulje K, zato
ima manjsi obseg: 2mp < O. Ker pa lezi K vsa v krogu s polmerom R, je
O < 2wR. Torej je

2 2
(18)  O? — 4nP > 4r? (—O— — p) in O?—47P > 4n? (R - 2) :
27 2

Izraza v oklepaju na desni sta oba pozitivna. Za dve pozitivni Stevili z in y
pa velja vedno neenacba

w2+y2 :L'+y2
19 > .
o 2 (53

Diferenca med levo in desno stranjo je namrec %(m —4)? in ta je vedno

pozitivna, enaka nic je le za = y. Ce torej neenacbi (18) sestejemo, delimo
z 2 in upostevamo (19), dobimo oceno

(20) 0? — 4P > n?(R — p)*.

To ostrejso obliko formule (14) je prvi izpeljal Bonnesen.

Kdaj velja v (14) enakost? Iz ocene (20) vidimo, da mora biti v tem
primeru R = p. Notranji in zunanji krog imata torej isti polmer. To pa je
mogoce le, ¢e je tudi krivulja sama krog. S tem je izoperimetri¢na lastnost
kroga dokazana.

Ta zelo preprosti dokaz je dal katalonski matematik L. A. Santal6. Pri
dokazovanju sta nam bili potrebni le formuli (8) in (15). Obe se dasta hitro
in nazorno izpeljati brez znanja infinitezimalnega racuna.
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VESTI

ZOISOVE NAGRADE IN PRIZNANJA ZA
ZNANSTVENORAZISKOVALNO DELO
MATEMATIKU IN FIZIKOMA

V prostorih Narodnega muzeja v Ljubljani so bile novembra 2002 pode-
ljene Zoisove nagrade in priznanja za znanstvenoraziskovalno delo. Prejeli
so jih tudi trije znanstveniki, ki raziskujejo v matematiki oziroma fiziki:

e profesor dr. Dragan Marusi¢ — Zoisova nagrada za vrhunske znanstvene
dosezke na podroéju teorije grafov in algebre,

e profesor dr. Dragan D. Mihailovié — Zoisova nagrada za vrhunske znan-
stvene dosezke na podrogju fizike kondenzirane materije,

o profesor dr. Peter Krizan — Zoisovo priznanje za pomembne znanstvene
dosezke na podrocju fizike osnovnih delcev.

Povzemimo uradne utemeljitve Ministrstva za Solstvo, znanost in Sport.

Prof. dr. Dragan Marusi¢, redni profesor Pedagoske fakultete Uni-
verze v Ljubljani, je eden vodilnih slovenskih matematikov, izjemno priznan
in uveljavljen pa je tudi v svetu. Glavno podro¢je njegovega znanstvenega
dela je algebrajska teorija grafov, kjer raziskuje simetrije grafov in delovanje
konénih grup na kombinatori¢nih objektih. Je utemeljitelj algebrajske teo-
rije grafov in teorije permutacijskih grup v Sloveniji, kjer je vzgojil skupino
sodelavcev, ki je danes dobro znana v svetu.

Glavnina obseZnega znanstvenega opusa profesorja Marusica je po-
sveCena raziskovanju poltranzitivnih grafov in njihovi klasifikaciji. Za-
poredje njegovih del na tem podrocju je doseglo vrhunec v natanénem
opisu strukture tranzitivnih permutacijskih grup s sebi nezrcalnimi orbi-
tami dolZzine dve. Le-ta omogoéi opis prirejenih orbitalnih grafov stopnje
§tiri in popolno karakterizacijo ustreznih stabilizatorjev vozlis¢. Ta globoki
in pomembni rezultat je naletel na precejSen odmev v svetu. Pomembne
rezultate je profesor Marusi¢ dosegel tudi na ve¢ drugih podrocjih, kot so
Hamiltonove poti in cikli v Cayleyevih grafih, ter pri raziskavah polsime-
tricnih grafov. Rezultate svojega znanstvenega dela je objavil v 52 izvirnih
znanstvenih ¢lankih v uglednih mednarodnih revijah, od tega 32 élankov v
zadnjih sedmih letih. Njegova dela pogosto citirajo drugi avtorji, svoje re-
zultate pa je predstavil tudi na Stevilnih mednarodnih matematicénih konfe-
rencah in na tujih univerzah.

V svetu velja profesor Marusi¢ za enega od najvidnejsih raziskovalcev
na podroc¢ju delovanja konénih grup na grafih. Njegovo raziskovalno delo
odlikujejo globina, prodornost, obilica izvirnih idej in uvedba povsem no-
vih metod pri reSevanju problemov. Njegovi rezultati pri raziskovanju pol-
tranzitivnih grafov so odprli nove smeri razvoja na tem podro¢ju. Mnoga
njegova dela pomenijo trajen prispevek v svetovno zakladnico znanja.

Prof. dr. Dragan D. Mihailovié, vodja Odseka za kompleksne snovi
na Institutu Jozef Stefan in izredni profesor fizike, je eden vodilnih sloven-
skih znanstvenikov na podrocju fizike snovi. S svojim obseZnim znanstve-
nim delom si je pridobil ugled doma in v svetu. Tezisce njegovega dela v
zadnjem obdobju je na podrocju fulerenov in visokotemperaturnih super-
prevodnikov.
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S pomocjo femtosekundne spektroskopije je kot prvi ugotovil obstoj lo-
kaliziranih stanj v kovinskem stanju superprevodnika. Natanc¢ni podatki
o osnovnem stanju elektronov v snoveh so namreé zelo pomembni za raz-
lago visokotemperaturnih superprevodnikov. Vrsta sistemati¢nih meritev
relaksacije elektronov v visokotemperaturnih superprevodnikih in sorodnih
snoveh je potrdila, da so njihova osnovna stanja nehomogena. Na podlagi
teh podatkov je mogoce opisati interakcijo med elektroni, fononi in spini ter
napovedati posledice. Tako je bil na primer pred kratkim izmerjen napove-
dani zlom simetrije. V sklopu teh raziskav je s sodelavci na Institutu Jozef
StefanZ razvil nove spektroskopske metode, pri katerih uporablja nekaj de-
set femtosekund dolge laserske sunke za vzbujanje neravnovesne elektronske
porazdelitve.

Drugo podrocje dela profesorja Mihailoviéa je studij fulerenov. Pred
11 leti odkriti magnetni prehod v fulerenu TDAE-C60 je skupaj s sodelavci
opazoval z ve¢ metodami, in sicer magnetno susceptometrijo ter elektronsko
spinsko in jedrsko magnetno resonanco. Med pomembne dosezke teh me-
ritev spada odkritje povezave med orientacijskim in magnetnim urejanjem,
ki je kljuénega pomena za razumevanje feromagnetizma v fulerenu TDAE-

Njegovih 79 ¢élankov, objavljenih v mednarodnih revijah v zadnjih sed-
mih letih, je dozivelo velik odmev v strokovni javnosti, kar se kaZe tudi v
vrsti vabljenih predavanj in odmevih v naravoslovnih revijah s Sirokim kro-
gom bralcev.

Profesor Mihailovi¢ je izredno prodoren znanstvenik in ima odli¢en
pregled nad raziskavami na svojem podroéju. Uspelo mu je razviti sirok
krog mednarodnega sodelovanja. Njegovo delo je vrhunski prispevek k
svetovnemu znanju na podroc¢ju fulerenov in superprevodnikov.

Prof. dr. Peter KriZan, redni profesor na Oddelku za fiziko Fakultete
za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani, je eden vodilnih slovenskih
znanstvenikov na podrocju fizike osnovnih delcev.

Celotni opus profesorja Krizana obsega 150 znanstvenih ¢lankov v pri-
znanih mednarodnih revijah. V zadnjem desetletju se je intenzivno posvetil
pripravam meritev in meritvam krsitve kombinirane simetrije pri zrcaljenju
prostora in naboja v sistemu nevtralnih mezonov B. Prav meritvi krsitve
te kombinacije v sistemu nevtralnih mezonov B je bil namenjen projekt
HERA-B, v katerem je Peter Krizan prevzel koordinatorstvo mednarodne
skupine z nalogo izdelati detektor obrocev Cerenkova. Detektor je komple-
ksna naprava in je namenjen identifikaciji nabitih kaonov, s katero lo¢ujemo
razpad nevtralnega mezona B od razpada njegovega antidelca.

Profesor Krizan je s sodelavci projektiral detektor, postavil laboratorij
za izdelavo fotokatod ter na podlagi preizkusov izbral najprimernejse Stevce
fotonov. V izdelavo detektorja je vkljucil tudi slovenske dobavitelje. Nastala
je naprava, ki ima najboljSe znaCilnosti med obstoje¢imi detektorji obrocev
Cerenkova. O tem delu je bilo v sedmih letih objavljenih 24 ¢lankov v
uglednih mednarodnih revijah in 21 predstavitev na konferencah.

Delo, ki ga je opravil profesor Krizan, je veliko prispevalo v zakladnico
svetovnega znanja in je z njim dosegel pomembno uveljavitev slovenske
znanosti v mednarodnem prostoru.

Zbral in uredil: Roman Drnovsek

128 Obzornik mat. fiz. 50 (2003) 4



VABILO

Upravni odbor Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vabi
vse matematike, fizike in astronome na

10. SLOVENSKO SRECANJ]E} O UPORABI FIZIKE,
STROKOVNO SRECANJE DMFA
ter

55. OBCNI ZBOR DRUSTVA,

ki bodo 7. in 8. novembra 2003 v Bohinju v Hotelu Zlatorog.
Program:

10. slovensko srecanje o uporabi fizike
Petek, 7.11. 2003

8.30-18.00 Registracija, predavanja, predstavitev plakatov
18.00 Okrogla miza

Strokovno srecanje in 55. obéni zbor drustva

Petek, 7.11. 2003
8.30 Registracija
9.00-19.00 Strokovno sre¢anje: seminar, prispevki udelezencev
20.00 Vecerja, druzabni vecer
Sobota, 8.11. 2003

9.00-19.00 Plenarna predavanja, ob¢ni zbor DMFA, nadaljevanje strokov-
nega srecanja.

V okviru strokovnega srecanja bomo izvedli izobrazevalni seminar Problem-
ski pouk matematike (uvrséen je med programe stalnega strokovnega spopol-
njevanja strokovnih delavcev v vzgoji in izobrazevanju 2003/2004 in ovre-
dnoten z 1 tocko). Naslovi vabljenih predavanj, seminarskih tem, prispev-
kov udelezencev, dnevni red obénega zbora ter podrobnosti o 10. slovenskem
srecanju o uporabi fizike so objavljeni na http://www.dmfa.si/.

Hotelske storitve si morajo udeleZenci srecanja rezervirati sami najkasneje
do 30. oktobra 2003 na naslov: Hotel Zlatorog, Ukanc 65, 4265 Bohinj-
sko jezero (telefon 04/572 33 81, fax: 04/572 33 84, el. naslov: alpi-
num.bohinj@eunet.si). Vec o hotelu si lahko preberete na
http://www.alpinum.net/slo_ok/html/hotel zlatorog.html.

Cene v Hotelu Zlatorog™** (Vili Zlatorog***): polpenzion 7000 SIT (6000
SIT), nocitev z zajtrkom 5800 SIT (4800 SIT), kosilo 1900 SIT, doplacilo
za enoposteljno sobo 2400 SIT, turisti¢na taksa 154 SIT po osebi za 1 dan.

Predsednik DMFA Slovenije:
Peter Petek

Obzornik mat. fiz. 50 (2003) 4 11



CENTRALNA EKONOMSKA KNJIZNICA

OBZORNIK ZA MATEMATIKO R 1??/@3

LJUBLJANA, JULHIJ 20C
e o, i+ | [N NNIN
18688A1 178, 4

ISSN 0473-7466, UDK 51 +5

pg ODPISANO

7 81317NMEd UXSWONOX3

coerss

VSEBIN
Clanki Strani
Zlata delitev kroznice. Prispevek k razumevanju filotakse, 2. del, Milan
HladniK. . ..o 97-109
Mikroresonatorji v integrirani optiki, Marko Zgonik. . . . . e 110-117

V Obzorniku pred petdesetimi leti

O konveksnih krivuljah, lvan Vidav. . . . ........... ... ... o 118-126
Vesti
Obvestilo, PeterPetek. . . ... .. ... 117
Zoisove nagrade in priznanja za znanstvenoraziskovalno delo matematiku

in fizikoma, RomanDrnovsek. . . ......... ... .. .. . . o o 127-128

Strokovno sre¢anje in 55. ob&ni zbor drustva, Peter Petek. . . . ... .. .. "

CONTENTS
Articles Pages
Golden division of the circle. A contribution to understanding phyllotaxis,
part2, MilanHladnik. . . ......... ... .. . 97-109
Optical microring resonators, Marko Zgonik. . .. ............ ... ... 110-117

Obzornik: fifty years ago

Onconvexcurves, lvanVidav. . . ....... ... . i 118-126

Naslovnica, ki jo je posnel Marko Razpet, prikazuje spiralno filotakso pri brokoliju.
Slika je povezana s ¢lankom na strani 97, ki je 2. del serije prispevkov, namenjenih
boljSemu razumevanju filotakse.



