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ASOCIATIVNE SHEME
ALEKSANDAR JURISIC in STEFKO MIKLAVIC

Math. Subj. Class. (2000): 05E{20,30,35}, 05C{12,62,50}, 05B{20,25,30}, 68R{05,10,141},
11T71, 51Exx, 52Cxx

Asociativne sheme so eden od temeljev moderne kombinatorike. V tem sestavku
z njimi obravnavamo prepletanje algebre in kombinatorike, ki je znano pod imenom al-
gebraiéna kombinatorika. Gre za diskretno matematiko, kjer pa imajo objekti in struk-
ture dologeno stopnjo regularnosti. Pomembnejsa podro&ja prakti¢nih uporab algebraiéne
kombinatorike so teorija kod za odpravljanje napak, teorija statisticnega nacrtovanja ek-
sperimentov ter, prek kon¢nih geometrij in konénih obsegov, tudi kriptograﬁja.'

ASSOCIATION SCHEMES

Association schemes provide one of the fundations of modern combinatorics. Thro-
ugh them we study in this paper the interaction between algebra and combinatorics that
is commonly known as algebraic combinatorics. This is part of discrete mathematics, in
which there is certain level of regularity. Three important applications of this area are
the theory of error-correcting codes, statistical design of experiments and, through finite
geometries and the theory of finite fields, also cryptography.

1. Uvod

Za dani d-terici a in b elementov iz abecede z n > 2 simboli imamo
glede na ujemanje d + 1 moznih relacij: lahko sta enaki, lahko se ujemata
na d — 1 mestih, lahko se ujemata na d — 2 mestih, ... ali pa sta razli¢ni
prav na vseh mestih.

Za dani d-elementni podmnozici A in B mnozice z n elementi, kjer je
n > 2d, imamo d+ 1 moZznih relacij: lahko sta enaki, lahko se sekata v d—1
elementih, lahko se sekata v d — 2 elementih, ... ali pa sta disjunktni.

Zgornja primera skupaj s seznamom relacij, ki spominja na popoln sis-
tem dogodkov iz teorije verjetnosti, sta primera asociativnih shem, ki jih
bomo bolj natan¢no definirali v tem razdelku. V ¢lanku bomo obravna-
vali prepletanje algebre in diskretne matematike, ki je znano pod imenom
algebraiéna kombinatorika. Gre za diskretno matematiko, kjer pa imajo
objekti in strukture doloceno stopnjo regularnosti. To nam v veéini znanih
primerov zagotovi veliko grupo avtomorfizmov. Objekti algebrai¢ne kombi-
natorike ter njihove strukture pa so pogosto povezani z asociativnimi she-
mami. Preden preidemo na njihov podrobnejsi opis, nastejmo Se nekaj po-
membnejsih podroéij praktiéne uporabe algebrai¢ne kombinatorike: teorija
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kodiranja, teorija statisticnega nacrtovanja ter, prek koncnih geometrij in
konénih obsegov, tudi kriptografija.

(Simetri¢na) asociativna shema z d razredi in n vozlisci je
mnoZica nenicelnih simetri¢nih (n X n)-razseznih 01-matrik I = Ag, 4y, ...,
Ag, za katere velja:

(a) ¥4 4 A; = J, kjer je J matrika samih enic,
(b) zavsakai,j € {0,1,...,d} je produkt A;A; linearna kombinacija matrik

Ag,..., Aq.

Asociativno shemo bomo oznaéevali z A in ji rekli na kratko kar shema. Ker
je A; simetri¢na binarna matrika, je matrika sosednosti nekega (neusmer-
jenega) grafa I'; na n vozliscih. Ce sta vozliséi @ in y povezani v grafu I,
bomo to simboli¢no zapisali takole: «I'; y in rekli, da sta v i-ti relaciji. Iz
pogoja (a) sledi, da za poljubni vozlis¢i z in y obstaja natanko en 4, da je
xT';y ter da graf I';, ¢ # 0, nima zank. Iz pogoja (b) pa sledi, da obstajajo
take konstante p?j , 1,5,h €{0,...,d}, da velja

d
AA; = Zp?jAh. (1)
h=0

Pravimo jim preseéna Stevila asociativne sheme A. Ker so matrike A;
simetri¢ne, s transponiranjem leve in desne strani enakosti (1) ugotovimo,
da med seboj komutirajo. Zato za vsa preseina Stevila velja pfj = p;‘, Iz
enakosti (1) pa razberemo tudi naslednji kombinatori¢ni pomen prese¢nih
Stevil p?j, ki pojasni njihovo ime in zagotovi, da so nenegativna cela stevila.
Naj bosta x in y poljubni vozlisi, za kateri je x T'y y. Stevilo vozlisé z, za
katera velja zI';z in 2T'; y, je enako pg‘j, tj.

ply=I{z; sTiz in 2Ty}l ®

Torej je T'; regularen graf stopnje k; := p% in je p?j = b;jk;. Ce stejemo
trojice vozli&¢ (z,y, z), kjer je z 'y y, 2Ty & in 2T'; y, na dva razliéna nacina,
dobimo Se zvezo kp pfj = k; pgh.

Podprostor n x n razseznih matrik nad R, ki je generiran z matrikami
Ao, ..., Aq, je zaradi identitete (1) komutativna algebra. Poznamo jo pod
imenom Bose-Mesnerjeva algebra asociativne sheme A in jo oznacimo

z M.

Oglejmo si sedaj nekaj primerov asociativnih shem. Shema z enim
razredom je sestavljena iz identi¢ne matrike in matrike sosednosti grafa,
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v katerem sta sosednji vsaki vozlis¢i, tj. grafa premera 1 oziroma polnega
grafa K,. Rekli bomo, da gre za trivialno shemo.

Hammingova shema H(d,n). Naj bosta d in n poljubni naravni
Steviliin ¥ = {0,1,...,n—1}. Vozlis¢a asociativne sheme H(d, n) so vse d-
terice elementov iz . Vozliséi x in y sta v i-ti relaciji, Dobimo asociativno

shemo z d razredi in n¢

vozliscéi. Omenimo Se razliico iz linearne algebre,
ki ji pravimo shema bilinearnih form Mgy.,(¢). Konénemu obsegu s
q elementi pravimo Galoisov obseg in ga ozna¢imo z GF(g). Naj bosta d
in m > d naravni Stevili ter ¢ potenca nekega prastevila. Naj bodo vse
(d x m)-razsezne matrike nad GF(q) vozlisca sheme, vozlis¢i pa sta v i-ti

relaciji, 0 < ¢ < d, Ce je rang njune razlike enak <.

Johnsonova shema J(n,d). Naj bosta n in d poljubni naravni stevili,
za kateri je d < n in X poljubna mnozica z n elementi. Vozlisca asociativne
sheme J(n,d) so vse d-elementne podmnozice mnozice X. Vozlis¢i z in y
sta v 4-ti relaciji, 0 < 7 < min{d, n — d}, natanko takrat, ko ima njun presek
d — i elementov. Tako dobimo asociativno shemo z min{d,n — d} razredi
in (7) vozli&ti. OpiSimo Se g-analogijo Johnsonove sheme Jy(n,d)
(poznano tudi pod imenom Grassmanova shema): za vozli§¢a vzamemo
vse d-razsezne podprostore n-razseZnega vektorskega prostora V nad GF(q).
Podprostora A in B razseznosti d sta v i-ti relaciji, 0 < 7 < d, ce je
dim(ANB)=d—:.

Ciklomati¢ne sheme. Naj bo g potenca prastevila in d delitelj stevila
g — 1. Naj bo C; podgrupa multiplikativne grupe obsega GF(q) indeksa d
in naj bodo C4i, ..., Cy4 odseki podgrupe C;. Vozlis¢a sheme so vsi elementi
obsega GF(q). Vozligéi z in y sta v i-ti relaciji, ko je z —y € C; (in v 0-ti
relaciji, ko je z = y). Da bi dobili asociativno shemo, mora biti —1 € Cj,
tako da so relacije simetricne, tj. 2 | d, e je g lih.

Na prvi pogled bo morda kdo pomislil, da sploh ni tako lahko preveriti,
ali dolo¢ene matrike sestavljajo asociativno shemo. Vendar nam pogoja (b)
obi¢ajno ni treba preverjati neposredno. Dovolj je Ze, da se prepricamo, da je
vrednost izraza na desni strani relacije (2) neodvisna od izbire vozlis¢ (ne da
bi ra¢unali presecna Stevila). Pogosto si lahko pomagamo s simetrijo. Naj bo
X mno#zica vozlisé¢ inT'y, . .., 'y mnoZica grafov, za katere velja V([';) = X in
katerih matrike sosednosti, skupaj z identi¢no matriko, ustrezajo pogoju (a).
Avtomorfizem te mnoZzice grafov je permutacija vozlis¢, ki za vsak graf
ohranja sosednost. Matrike sosednosti grafov I'1,...,T'y, skupaj z identi¢no
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matriko, tvorijo asociativno shemo, kakor hitro grupa avtomorfizmov deluje
za vsak ¢ tranzitivno na parih vozlis¢, ki so sosedni v grafu I';. Seveda pa
je to le zadosten in ne tudi potreben pogoj. V tem duhu si oglejmo Se en
zanimiv primer asociativne sheme.

Permutacijska grupa G, ki deluje na mnozici X, je krepko tranzitivna,
e za poljubna elementa z in y mnozice X obstaja tak g € G, da je zg =
=y in yg = . Grupa avtomorfizmov cikla na n vozlis¢ih je primer krepko
tranzitivne grupe. Diagonala kartezi¢nega produkta X X X je mnoZica
parov {(z,z) | # € X}. Grupa G deluje naravno tudi na mnozici X x X:
element (z,y) preslika v element (zg,yg). O¢itno je delovanje grupe G na X
tranzitivno natanko takrat, ko je diagonala mnozice X x X orbita delovanja
grupe G na X x X. V tem primeru lahko na vsako nediagonalno orbito
delovanja G na X X X gledamo kot na usmerjen graf z mnozico vozlis¢ X. Ko
pa je grupa G krepko tranzitivna, so orbite njenega delovanja na mnozici X x
X simetricne. Nediagonalna orbita nam v tem primeru definira neusmerjen
graf. Matrike sosednosti teh grafov tvorijo, skupaj z identitno matriko,
asociativno shemo. Stevilo njenih razredov je enako stevilu nediagonalnih
orbit, Stevilo vozlis¢ pa moéi mnozice X.

Prva sta konec tridesetih let prejSnjega stoletja vpeljala asociativne
sheme Bose in Nair [2] za potrebe statistike. Toda Delsarte [8] je pokazal,
da nam lahko rabijo kot povezava med Stevilnimi podro¢ji matematike, na
primer teorijo kodiranja in teorijo nacrtov.

V tem ¢lanku se bomo najprej podali v teorijo grup (primitivnost in
neprimitivnost) in linerno algebro (spektralna teorija). Sledila bo vpeljava
metrike, studij dualnosti in povezava s teorijo karakterjev. Poseben pomen
pa ima tudi geometrijski aspekt (reprezentacije in ortogonalni polinomi).

Omenimo Se izjavo iz knjige Bannai in Ito [1]: Algebrai¢no kombina-
toriko se da opisati kot ,Studij kombinatoricnih objektov s pomoéjo teorije
karakterjev” ali pa kot ,teorijo grup brez grup”. Za konec naStejmo Se ne-
kaj zanimivih povezav z asociativnimi shemami, kot so teorija vozlov (spin
moduli) [12], linearno programiranje [8], in konéne geometrije [6]

2. Primitivnost in neprimitivnost

V teoriji grup so enostavne koncne grupe osnovni objekti, iz katerih
lahko zgradimo poljubne konéne grupe. Pri asociativnih shemah koncept
primitivnih asociativnih shem ustreza tistemu pri enostavnih grupah, vendar
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pa je primitivnih asociativnih shem veliko ve in je za zdaj videti, da
je klasifikacija nemogoca. Se ve¢, nalin, na katerega dobimo primitivne
asociativne sheme iz neprimitivnih, je, kot bomo videli v tem razdelku,
veliko bolj zapleten.

Asociativna shema z d razredi je primitivna, ¢e so vsi njeni grafi I';,
1 < i < d, povezani, in neprimitivna sicer. Trivialna shema je seveda
primitivna. Johnsonova shema J(n,d) je primitivna natanko takrat, ko je
n # 2d. Kadar pa je n = 2d, je graf I'y nepovezan. Hammingova shema
H(d,n) je primitivna natanko takrat, ko je n # 2. Cepajen =2 so
nepovezani grafi I';, 1 < ¢ < |d/2] ter graf I'q.

Naj matrike Ayg,...,Aq sestavljajo asociativno shemo A z d razredi
ter mnozico vozlis¢ X in naj bo 7 particija mnozice {1,...,d} nam € N
nepraznih celic. Naj bodo A}, ..., A}, matrike
> A
ieC

kjer C tece po vseh celicah particije 7, in naj bo Ay = I. Te binarne ma-
trike so elementi Bose-Mesnerjeve algebre M, medsebojno komutirajo, nji-
hova vsota pa je matrika J. V mnogih primerih tvorijo matrike Ay, ..., Al
asociativno shemo. Takrat pravimo, da smo dobili to shemo iz sheme A z
zlivanjem razredov (tudi fuzijo). Za m = 1 dobimo trivialno asociativno
shemo. Brouwer in Van Lint [5] sta v svojem preglednem ¢lanku predsta-
vila zlivanje, ki je bilo uporabljeno tudi za konstrukcijo novih 2-razrednih
asociativnih shem, torej primer m = 2. Ce npr. v Johnsonovi shemi J(7,3)
zlijemo A; in Asz, dobimo 2-razredno asociativno shemo, v kateri eden iz-
med grafov ustreza blo¢nemu grafu projektivne geometrije PG(3,2), drugi
pa seveda njegovemu komplementu.

V tem razdelku bomo videli, da v neprimitivni asociativni shemi vedno
obstaja netrivialno zlivanje, ki nam da asociativno shemo. Pravzaprav bomo
iz neprimitivne asociativne sheme skonstruirali kar tri manjse sheme, glej
npr. Godsil [9, str. 232-234].

Naj bo A neprimitivna asociativna shema z d razredi in mnozico vozlis¢
X ={1,...,n}, v kateri graf I'; ni povezan. Naj bo C1,Cy,...,Cp, particija
m mnozice X, ki jo dolo¢ajo povezane komponente grafa I'y. Ni se tezko
prepricati, da neprazne zozitve grafov I'; na vsako komponento tvorijo
asociativno shemo, ki ji pravimo podshema. Prav tako se na osnovi (2) in
pé‘j = p;-‘,- ni tezko prepricati, da imajo vse mnozice C; enako mo¢. Oznacimo
jozr.
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Za stevili 4,5 € {0,...,d} bomo rekli, da sta v relaciji =, ¢e in samo
Ce velja naslednje: med poljubnima elementoma zgornje particije obstaja
povezava iz grafa I';, ¢e in samo Ce obstaja med njima tudi povezava iz grafa
I';. Relacija = je ekvivalen¢na relacija, poleg tega pa za vsak ¢ € {0,...,d}
obstaja taka simetri¢na matrika B;, da velja

Z Aj = B'i ® Jr)

J€li]
kjer je [z] ekvivalenéni razred Stevila 1, z ® pa smo oznacili tenzorski produkt
matrik. Pri tem je By identicna matrika, matrike B; pa se seStejejo v
matriko samih enic. Z uporabo znane identitete (B; ® J,)(B; ® J,) =
7(B;B; ® J;) se je moC prepricati, da matrike B; tvorijo asociativno shemo,
ki jo imenujemo kvocientna shema asociativne sheme A. Matrike I,
(Bo® Jr) — Iy in B; @ J,. za vse 1 # 0 tvorijo Se eno asociativno shemo.
Ker le-ta razpenja podprostor Bose-Mesnerjeve algebre asociativne sheme
A, ki vsebuje matriki I in J, ter je zaprta za obiajno mnoZenje matrik in
Schurovo mnozenje, ji pravimo podalgebra sheme A (ali pa tudi fuzijska
shema).

3. Lastne vrednosti

Pomembno vlogo pri studiju asociativnih shem imajo lastne vrednosti.
Ker so matrike Ay, ..., A4 asociativne sheme A linearno neodvisne, tvorijo
bazo Bose-Mesnerjeve algebre M. Naslednji izrek opiSe Se eno zanimivo
bazo te algebre, glej npr. [9, izrek 12.2.1].

Izrek 3.1. Naj bo A= {Ay,...,Aq} asociativna shema nad n vozli§ci.
Potem obstajajo paroma pravokotne idempotentne matrike Ey,...,E; in
realna $tevila p;(j), tako da velja:

(a) i Bj =1,
(b) AE; = pi(5)E;,

1
( C ) Eo = EJ )
(¢) matrike Ey,...,Eq so baza (d + 1)-razseinega vektorskega prostora,
generiranega z matrikamt Ag, ..., Aq.

Dokaz. Najboie€ {1,2,...,d}. Iz spektralne analize normalnih matrik
vemo, da za vsako matriko A; obstajajo paroma pravokotne idempotentne
matrike Y;; in realna stevila 6;;, tako da je A;Y;; = 6;;Y;; in

> Yi=1 (3)
j
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Prav tako vemo tudi, da se vsaka matrika Y;; izraza kot neki polinom matrike
A;. Ker je M komutativna algebra, matrike Y;; komutirajo med seboj in
z matrikami Ag,...,Aq. Torej je vsak produkt teh matrik idempotentna
matrika (ki pa je lahko tudi ni¢elna). Enacba (3) veljazai=1,...,d. Ce
teh d enacb med seboj pomnozimo, dobimo enacbo oblike

1= E, (4)

kjer je vsak E; idempotent, ki je enak produktu d idempotentov Y . Pri
tem so Y, idempotenti iz spektralne dekompozicije matrike A;. Torej so
idempotenti E; med seboj pravokotni, za vsako matriko A; pa obstajajo
realna Stevila p;(7), tako da velja A;E; = p;(j)E;. Zato velja tudi enakost

A=Al = A ZEj = sz‘(j)Eja (5)

J

ki pa nam pove, da je vsaka matrika A; linearna kombinacija matrik E;.
Ker so nenicelne matrike F; paroma pravokotne, so tudi linearno neodvisne.
Torej tvorijo bazo Bose-Mesnerjeve algebre M. To pa nam pove, da je med
matrikami F; natanko d + 1 nenicelnih.

Tocko (c) izreka naj poskusi dokazati bralec sam. =

Matrike Ey,...,E; bomo imenovali minimalni idempotenti asoci-
ativne sheme A. Schurov (oziroma Hadamardov) produkt matrik je
mnozenje matrik po komponentah. Oznacevali ga bomo z “o”. Ker je 4; o
A; = 6;;A;, je Bose-Mesnerjeva algebra zaprta tudi za Schurov produkt.
Matrike A; so paroma pravokotni idempotenti za to mnozenje, zato jim pra-
vimo tudi Schurovi idempotenti asociativne sheme A. Ker pa so matrike
Ey, ..., E; baza vektorskega prostora, napetega na matrike Ay, ..., Aq, ve-

lja naslednja posledica:

Posledica 3.2. Ey, ..., E4 njeni minimalni idempotenti. Potem obsta-
jajo taka realna Stevila qﬁ‘j in g;(h) (i,5,h € {0,...,d}), da velja

L8
(a) BioEj==> qEy,
nh:O

d
1
(b) Bi==3_ qi(h)An,
™ h=0
(c) matrike A; imagjo kveéjemu d + 1 razliénsh lastnih vrednosti. m
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Stevila p;(0),...,p;(d) so (ne nujno razlitne) lastne vrednosti ma-
trike A;. Stevila ¢;(0),...,¢(d) pa imenujemo dualne lastne vrednosti ma-
trike F;. Matrika lastnih vrednosti asociativne sheme A je (d+1) x
(d + 1)-razse?na matrika P, definirana s (P);; = p;(j). Analogno s stevili
¢i(j) definiramo tudi matriko dualnih lastnih vrednosti, ki jo oznacu-
jemo s Q. Lastna vrednost p;(1) matrike A; ima veckratnost m; = ¢;(0).
Le-ta je enaka rang(FE;). Iz (5) in posledice 2.2(b) sledi nPQ = I. Ni se
tezko prepricati tudi o zvezi A,Q = (A P)T, kjer sta A, in A,, diagonalni
matriki z (An)i = ki in (Am)i = ms. Stevila ¢, ki so, kot bomo videli
kasneje, nekaksen dual preseénih Stevil, imenujemo Kreinovi parametri
asociativne sheme A.

7 lastnimi vrednostmi lahko izrazimo vsa presecna stevila in Kreinove
parametre. Na primer, ¢e enakost (a) pomnozimo z Ej, dobimo qzhj E, =
= nEy(E; o Ej) oziroma

h n n

b= " Sled(Ey(E; o E;)) = — vsota(Ej o Ej o E;), 6

% mhse( w(Ei o Ej)) mhvsoa( o E;oEj) (6)
kjer je vsota matrike A enaka vsoti vseh njenih elementov. Iz (a) in (b)

sledi 8¢ E; o E; o B, = (1/n%) Y40 ¢:(€)q;(£)qn(£) Aq, torej zaradi A,Q =
= (A P)T dobimo

_ mam <~ pe(8)pe())pe(h
qg———zqﬂ)q](e Jan(O)ke = T Z el
Naj bo s premer grafa I';. Potem so matrike A?, Al,...  A¢ linearno neod-

visne, graf I'; pa ima zato vsaj s + 1 razlicnih lastnih vrednosti. Seveda je
s < d. Primeru, ko je s = d, bomo posvetili posebno pozornost v nasle-
dnjem razdelku.

4. Metrika

Ze sama presecna Stevila nam nakazejo, da je smiselno posebno po-
zornost nameniti razredu asociativnih shem z metriko. Asociativna shema
A ={Ay,...,Aq} je metri€na za razvrstitev Ay, ..., Aq4, Ce presecna Stevila
zadovoljujejo naslednja pogoja:

(i) (trikotniski pogoj): e je eno izmed tevil 4, 7, h veCje od vsote drugih

dveh, je stevilo p?j enako 0,

(ii) (povezanost): ¢ejei,j € {0,1,...,d} ini+j <d, je pz+7 # 0.
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Metriéne asociativne sheme imajo pomembno vlogo v algebrai¢ni kom-
binatoriki. Naj bo A metri¢na asociativna shema. Potem je prva matrika
vedno identi¢na. Pokazati se da, da je vrstni red odvisen Ze od matrike A;.
Velja tudi, da je asociativna shema metricna glede na A; natanko takrat,
ko ima ustrezen graf I'; premer d, [9, lema 12.3.2]. Ce velja slednja lastnost,
potem pravimo, da je graf I'; razdaljno regularen.

Asociativna shema A je kometri¢na za razvrstitev matrik Fy, ..., Ey,
¢e trikotniskemu pogoju in pogoju povezanosti zadosc¢ajo Kreinovi para-
metri. Johnsonova in Hammingova asociativna shema sodita med sheme,
ki so hkrati metricne in kometricne. Naj omenimo tudi, da je asociativna
shema lahko metri¢na (oziroma kometri¢na) za razlicne razvrstitve matrik
Ag, Ay, ..., Aq (oziroma Ey, E1,...,E). V primeru pgl > 2 pa je asocia-
tivna shema metriéna za najve¢ dve razvrstitvi, glej [4, izrek 4.2.12].

Kot primer si poglejmo asociativne sheme z dvema razredoma: A4 =
= {I,A;,As}. Enakost p?j = 6;jk; nam zagotavlja, da so presena Stevila
%9, PYo in pY; enaka 0, presecna Stevila P9y, PYy in p3y pa razlitna od nié.
Ker velja pfj = p;-’i in kp p?j = jpgh, je treba ugotoviti le Se, ali je p?; # 0
za razvrstitev I, Ay, Ay in pdy # 0 za razvrstitev I, As, A;. Pogoj p?; # 0 je
izpolnjen natanko tedaj, ko je graf I'y povezan, tj. kadar je diameter grafa
I'; enak 2. Enako vlogo ima pogoj pi, # 0 v grafu Ty. Ce je shema A
primitivna, sta zaradi povezanosti grafov I'; in Ty §tevili p?; in p, razli¢ni
od 0 in je shema A metri¢na za obe razvrstitvi. Brez Skode za splosnost je
treba preveriti Se primer, ko je p3; = 0. Potern iz (1) dobimo A? = p9, I +
+p} Az, V grafu Ty je $tevilo sprehodov dolZine 2 od vozliséa z do vozliséa
y enako Stevilu njunih skupnih sosedov, to je (A%)my. To pa pomeni, da v
grafu I'; ni vozlisc, ki bi bila na medsebojni razdalji 2. Ker je A dvorazredna
shema, je graf I'; disjunktna unija vsaj dveh klik, prese¢no stevilo p, = 0,
shema A pa je neprimitivna. V tem primeru je torej graf I'; poln vecdelen
graf, shema A pa je metri¢na za razvrstitev I, Ay, A;.

Podobno ugotovimo, da je 2-razredna asociativna shema tudi kome-
triéna, in da je kometri¢na za dve razvrstitvi natanko takrat, ko je primi-
tivna.

Asociativne sheme z dvema razredoma so ekvivalentne krepko regu-
larnim grafom. To so regularni grafi, ki niso polni in zanje obstajata taki
nenegativni celi Stevili A in u, da imata vsaki sosednji vozlis¢i natanko A
skupnih sosedov, vsaki nesosednji vozlis¢i pa natanko p skupnih sosedov.

Metri¢nost oziroma kometri¢nost asociativne sheme pa lahko defini-
ramo tudi s povsem algebrai¢nega vidika. Rekli bomo, da je shema
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A ={Ap,A1,...,Aq} P-polinomska, ¢e lahko matrike Ay, Ay, ..., Ag ure-
dimo tako, da je matrika A; polinom stopnje ¢ v matriki Ay, 0 < 7 < d.
Podobno definiramo Q-polinomske asociativne sheme. Za poljubno matriko
E z E( oznagimo Schurov produkt r kopij matrike E, pri tem pa naj bo
E© = J. Za poljuben polinom ¢(z) = 37, ¢;&* definirajmo g o E z

gobE = iQiE(i)~
=0

Matriko g o E bomo imenovali Schurov polinom v matriki E. Asociativna
shema A z minimalnimi idempotenti Ey, E1, ..., Ey je Q-polinomska, ée
lahko njene minimalne idempotente uredimo tako, da je matrika E; Schurov
polinom stopnje ¢ v matriki Fq, 0 <1 < d.

Izkaze se (glej [4, trditev 2.7.1]), da je asociativna shema metri¢na (oz.
kometri¢na) natanko takrat, ko je P-polinomska (0z. Q-polinomska).

5. Dualnost

Na dolocene rezultate iz teorije kodiranja in teorije t-nacrtov (ki so jih
odkrili neodvisno) lahko danes gledamo kot na formalno dualne poglede
dolocenih idej iz teorije asociativnih shem. Tako so Fisherjeva neenakost
in njene posplositve [20, Izrek 19.8], [4, str. 138] formalno dualne oceni za
zlaganje krogel [20, izrek 21.1], [22]. Lloydov izrek za popolne kode [21], [8],
[4, str. 56] je formalen dual izreka o tesnih nacrtih (angl. tight design) in
ortogonalnih tabelah (angl. orthogonal array) [23]. Delsartova neenakost za
porazdelitveni vektor podmnozice asociativne sheme [8, str. 26], [20, izrek
30.3], [4, trditev 2.5.2] pomeni oceno linearnega programa za velikost kod.
V tem razdelku si bomo ogledali, za kak$no dualnost pravzaprav gre.

Bose-Mesnerjeva algebra M asociativne sheme .4 ni zaprta samo za
obi¢ajno matriécno mnozenje, ampak tudi za mnoZenje po komponentah
(Schurovo oziroma Hadamardovo mnoZenje matrik). Matrike A; tvorijo
bazo minimalnih Schurovih idempotentov glede na to mnozenje in relacijo,
ki je definirana z A < A’, e in samo ¢e je A’ 0 A = A.

Dualnost med obi¢ajnim matri¢énim mnoZenjem, stevili pﬁ’j in matrikami
A; in P na eni strani ter Schurovim mnozenjem matrik, stevili qzhj in matri-
kami F; in Q na drugi je osnovna gonilna sila teorije asociativnih shem in
tudi teorije razdaljno regularnih grafov. Tako se na primer imprimitivnost
in dualna imprimitivnost ujemata, podshema in kvocientna shema impri-
mitivne asociativne sheme pa sta dualna koncepta. Za asociativne sheme
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imajo presecna Stevila enostavno kombinatori¢no interpretacijo in so zato
cela stevila. Ne poznamo pa niCesar podobnega za poljubne Kreinove para-
metre. Deloma to vrzel zapolni naslednji izrek, ki nam poda mocan kriterij
za obstoj asociativnih shem.

Izrek 5.3 (Scott, [24]). Naj bo A asociativna shema na n vozliséih in
ei,...,e, standardna baza za R*. Najbov =)  e;®e; ® e;. Potem so
Kreinovi parametr: qzhj nenegativni, oziroma bolj natanéno

n
s = —||(Bi ® E; ® Ep)v|?,
mp,

n qzhj = 0 natanko tedaj, ko je (E; @ E; @ Ep)v = 0.

Dokaz (Godsil [10, lema 1.8.3]). Iz (6) in znane tenzorske identitete
(A® B)(z®y) = Az ® By za A, B € R**" in z,y € R” dobimo

n n T
‘JZ' = m—h vsota(E; o Ej o Ey) = m_h v (E;® E; ® Ep)v.

Sedaj trditev sledi iz dejstva, da je F; ® E; ® E}, simetricen idempotent. =

Se en mocan kriterij za obstoj asociativne sheme je absolutna meja,
ki omeji rang matrike E; o E;, in jo podajamo v naslednjem izreku, glej npr.
[4, izrek 2.3.3].

Izrek 5.4. Naj bo A d-razredna asociativna shema. Potem njene
veckratnosti m;, 1 <1 < d, zados¢ajo neenakosti

m;m; e 1 ]
thg{lz 7 75‘7;

o sm;(m;+1), Cei=j.
ij

Dokaz. Leva stran je enaka rang(E;oEj), ki je kvecjemu rang(E;Q E;) =
m;m;. Naj bo sedaj ¢ = 5. Med vrsticami matrike E; si lahko izberemo m;
vrstic, ki jih generirajo. Potem so vrstice matrike F; o F;, katere elementi
so kvadrati elementov matrike E;, generirane z m; + (") vrsticami, ki so
Schurovi produkti katerih koli dveh izmed teh m; vrstic. =

Ceprav smo omenili, da za poljubne Kreinove parametre ne poznamo
kombinatoriéne interpretacije, v nekaterih primerih stanje le ni tako brezu-
pno. Prvi tak rezultat je naslednji izrek, ki so ga dokazali Cameron, Goe-
thals in Seidel v [7, izrek 5.4].
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Izrek 5.5. Naj bo I' krepko regularen graf in privzemimo, da je ¢i; =0
za nekt i € {1,2}. Potem sta za vsako vozliice x grafa I' krepko regularna
tudi grafa, inducirana s sosedi oziroma nesosedi vozlisca x. m

Podobne kombinatoriéne interpretacije pa so za razdaljno regularne
grafe premera 3 in 4 dokazali Godsil in Hansel [11] ter Jurisi¢ in Koolen
[17].

Ce za neki asociativni shemi velja, da so preseéna stevila ene sheme
ravno Kreinovi parametri druge, potem je res tudi obratno. Za taki shemi
pravimo, da sta formalno dualni. Asociativna shema, ki je fomalen
dual metri¢ne asociativne sheme, je kometricna. Jaeger [13] je dokazal,
da vsak spin model pripada Bose-Mesnerjevi algebri formalno sebi dualne
asociativne sheme. Glej tudi [14] in [15]. Asociativna shema ima lahko ve¢
formalnih dualov ali pa sploh nobenega. Formalna dualnost je pa¢ stvar
parametrov, ne pa strukture same. V nekaterih primerih pa lahko vedno na
naraven nacin definiramo dualno asociativno shemo, kar bomo pokazali v
naslednjem razdelku.

6. Algebra

Oglejmo si sedaj zvezo med teorijo reprezentacij in zgoraj opisano
dualnostjo. Omejili se bomo na Abelove grupe, vendar pa se da celoten
prijem uporabiti tudi bolj splosno.

Naj bo G Abelova grupa reda n z enoto 0. Karakter grupe G je
homomorfizem iz grupe G v multiplikativno grupo nenicelnih kompleksnih
stevil. Mnozico vseh karakterjev oznaCimo z G*. Trivialen karakter je
homomorfizem, ki vsak element grupe G preslika v 1. Za vsak g € G velja,
da je ng = 0. Zato za poljuben karakter ® velja 1 = ®(ng) = ®(g)", torej
je ®(g) n-ti koren enote.

Naj bo & € G*. S ® ozna¢imo preslikavo, ki vsak g € G preslika v
konjugirano stevilo stevila ®(g). Ni se tezko prepricati, da je ® karakter.
Za vsak g € G velja ®(9)®(g) = 1, od tod pa sledi, da je ®(g) = ®(g~1).
V mnozici G* za poljubna elementa &, ¥ € G* definirajmo produkt ®¥ s
(®T)(g9) = 2(9)¥(g) za vsak g € G. Iz zgornjih dejstev ni tezko ugotoviti,
da je mnozica G* za tako definirano mnoZenje grupa. Enota je trivialni
karakter, inverz karakterja ® pa karakter ®. Dokaz naslednje pomembne
trditve kakor tudi dokaze vseh drugih trditev iz tega razdelka si bralec lahko
ogleda npr. v Godsil [9, razdelki 12.8, 12.9 in 12.10].
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Izrek 6.6. Ce je G konéna Abelova grupa, potem sta grupi G in G*
izomorfni. m

Tabela karakterjev grupe G je kompleksna matrika H, katere vrstice
in stolpci so indeksirani zaporedoma s karakterji in elementi grupe G, ij-ti
element pa je enak vrednosti ¢-tega karakterja na j-tem elementu grupe G.

Potem je HH* = nl.

Naj bo G poljubna grupa. Za vsako njeno podmnozico C' definirajmo
C~!:={c7! | ce C}. Naj bo C taka podmnozica grupe G, da je C~1 =C
in C ne vsebuje enote grupe G. Vpeljimo Cayleyev graf grupe G glede
na mnozico C. Mnozica njegovih vozliS¢ je mnozica elementov grupe G,
elementa g in h pa sta povezana natanko takrat, ko je hg™! € C. Cayleyev
graf grupe G glede na mnozico C bomo oznacevali z I'(C). Ni se tezko
prepricati, da je za vsak g € G permutacija, ki vozlis¢e v grafa I'(C) preslika
v vozlis€e vg, avtomorfizem grafa I'(C). Torej grupa G deluje z desne na
mnozici vozlisé grafa I'(C') kot grupa avtomorfizmov grafa I'(C'). Poleg tega
je to delovanje tudi regularno, kar pomeni, da je tranzitivno in da je enota
edini element, ki ima fiksno to¢ko. Velja tudi naslednja lema:

Lema 6.7. Naj bo I' graf. Podgrupa G grupe avtomorfizmov grafa T’
deluje regularno na mnozict vozlis¢ V(I') natanko tedaj, ko je I' = T'(C) za
neko podmnozico C grupe G, ki ne vsebuje enote in za katero je C = C™1.
=

Naj bo A = {Ao, A1,...,As} asociativna shema. Ker je vsota matrik
A; enaka matriki J, lahko vsako izmed matrik A;, ¢ € {1,2,...,d} obrav-
navamo kot matriko sosednosti nekega grafa I';. Kot smo Ze omenili, je av-
tomorfizem asociativne sheme A permutacija njenih vozlis¢, ki je avtomor-
fizem vsakega izmed grafov I';.

Recimo, da grupa avtomorfizmov asociativne sheme A vsebuje tako
Abelovo podgrupo G, ki deluje regularno na vsakem izmed grafov I';. Takim
asociativnim shemam pravimo translacijske asociativne sheme. Po lemi
6.7 za vsak graf I['; obstaja taka podmnozica C; grupe G\ {0} (kjer je 0 enota
grupe G), da je ;' = C; in T; = I'(C;). Pokazimo, da mnozice C; tvorijo
particijo mnozice G \ {0}. Naj bo g poljuben element mnozice G \ {0}. Ker
je g povezan z 0 v natanko enem izmed grafov I';, je g element natanko ene
od mnozice C;.

Sedaj pa za¢nimo z drugega konca. Naj bo G Abelova grupa s particijo
mnozice G \ {0} na podmnozice C;, za katere velja C;' = C;. Kdaj
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Cayleyevi grafi I'; = I'(C;) dolocajo asociativno shemo? Da bi odgovorili na
to vprasanje, najprej povejmo, da vsaka particija ¢ grupe G porodi particijo
o* grupe G*: karakterja ® in ¥ naj bosta v isti mnozici particije o* natanko
takrat, ko je ®(C) = ¥(C) za vsako mnozico C' particije o. Stevilo blokov
particije o ozna¢imo z |o|. Naslednji izrek sta prva dokazala Bridges in

Mena [3].

Izrek 6.8. Naj bo G konéna Abelova grupa in ¢ = {Cy,...,C4}
particija grupe G, za katero welja C;* = Ci, i € {0,1,...,d} in Cy =
= {0}. Potem je |6*| > |o|. Grafi T'(C;) tvorijo asociativno shemo A,
katere vozlisca so elementi grupe G, natanko takrat, ko je |o*| = |o|. V tem
primeru o* doloéa asociativno shemo A*, katere vozlis¢a so element: grupe
G*, shemi A in A* pa sta formalno dualni.

7. Geometrija

Naj bo I' graf z mnozico vozlis¢ {1,2,...,n} in matriko sosednosti
A. Naj bo 6 lastna vrednost matrike A z veckratnostjo m, Ug pa n x m
razsezna matrika, katere stolpci tvorijo ortonormirano bazo njenega lastnega
podprostora. Z u; = u;(0) oznacimo i-to vrstico matrike Uy. Za poljuben
lastni vektor x lastne vrednosti 6 velja Az = 0z oziroma }_; ; z; = 0z; za
1 <17 < n. Zato velja AUy = 0Uy oziroma

> ui(0) = 0ug(6). (7)

g

Zgornja enacba je smiselna tudi za poljubno asociativno shemo, ée vzamemo
I' =T;. Vsako preslikavo iz mnozice vozlis¢ grafa I' v R™, za katero velja
zgornja enakost, bomo imenovali evklidska reprezentacija grafa I' glede na
lastno vrednost €. Evklidske reprezentacije razdaljno regularnih grafov so
Se posebej zanimive zaradi naslednje lastnosti:

Trditev 7.9. Naj bo I' razdaljno regularen graf in naj bo 6 lastna
vrednost njegove matrike sosednosti A. Za poljubni vozliséi i in j je skalarni
produkt (u;(0),u;(6)) odvisen samo od njune razdalje v grafu T'.

Dokaz Enacbo (5) lahko za ¢ = 1 zapiSemo takole: A = > {6Ey |
6 € ev(A)}, kjer smo z ev(A) oznaéili mnozico lastnih vrednosti matrike
A. Ker pa so matrike F; idempotenti, za vsak polinom f velja f(4) =
Y {f(0)Eg | 6 € ev(A)}. Vzemimo sedaj za f polinom f(z) = [[{(z — 7) |
T € ev(A) \ {0}}. Potem je f(A) = f(0)Ep in f(6) # 0. Matrika f(A)

78 Obzornik mat. fiz. 50 (2003) 3



Asociativhe sheme

pa je linearna kombinacija matrik Ag, A1, ..., A4, zato je vrednost (f(A))s;,
oziroma vrednost (Ejp);;, odvisna samo od indeksa h. Ker pa je Ey = UsU7,
velja (Eg)ij = (u;i(0),u;(6)) in trditev je dokazana. m

Kadar pa je ¢ = 7, nam zgornji rezultat zagotovi, da imajo vektorji
u;(0) za i =1,2,...,n enako dolZino oziroma da reprezentacija Uy preslika
vsa vozliséa razdaljno regularnega grafa I' na neko sfero v R™. Za poljubni
vozlid¢i 4 in j razdaljno regularnega grafa I', ki sta na razdalji 7, naj bo
funkcija 0,(6) definirana s

(ui(6), u;(0))

70 = 16), wi(0)°

Pravimo ji r-ti kosinus lastne vrednosti 8. Ce enacbo (7) skalarno po-
mnozimo z ug(0), kjer je razdalja med ¢ in £ enaka r, dobimo tri¢leno rekur-
Z1VNO ZVezZo

o, = Pi,r+1‘7r+1 s P;,,ﬂr + pi,r—lar—l (8)

z zaletnima pogojema cg(8) = 1 in o1(f) = 6/pJ;. Od tod lahko nato
izratunamo Se druge kosinuse. Za r = 2 dobimo na primer o3(f) =
= (02 — p},6 — p31)/(®%;p15). Ce v tricleni rekurzivni formuli nadomestimo
lastno vrednost 8 z neodvisno spremenljivko, dobimo zaporedje ortogonal-
nih polinomov. V tem kontekstu lahko Stejemo razdaljno regularne grafe za
kombinatori¢no interpretacijo ortogonalnih polinomov. Leonard [19] je po-
kazal, da so ortogonalni polinomi asociativnih shem, ki so hkrati metri¢ne in
kometri¢ne, bodisi Askey-Wilsonovi polinomi ali pa limitni primeri le-teh.
Posledica tega mocnega razultata je, da se da izraziti vse parametre teh aso-
ciativnih shem le s petimi parametri. Za Hammingovo asociativno shemo
dobimo na primer Krawtchoukove polinome [1, str. 209], [25, str. 240]:

sien=5 ()17

na mnozici {0,1,...,n} za utez w(i) = (}). Za Johnsonovo shemo pa

dobimo Eberleinove polinome [1, str. 220], [25, str. 244] (oziroma dualne
Hahnove polinome):

k—jifd—J\[d—z\[n—d+j—=z
semd =0 () (5) ()
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na mnozici {z; = i(n+1—1) | i =0,...,n} za utez w(z) = (7) — (*71).
Seveda lahko s Stevilnimi orodji, ki jih uporabljamo pri delu z ortogonalnimi
polinomi (npr. Sturmovo zaporedje), dobimo veliko nadaljnjih informacij o
razdaljno regularnih grafih. Na primer, ¢e so 8y > 61 > --- > 6 lastne

vrednosti razdaljno regularnega grafa I', potem velja
0'0(91) > 0‘1(91) > > O'd(el) in (—l)ia,-(()d) > 0. (9)

Prva izmed zgornjih dveh lastnosti nam pove, da je 1-skelet konveksne
ogrinjace evklidske reprezentacije grafa I' glede na lastno vrednost 6; ravno
graf T, glej Godsil [9, lema 13.3.3]. Lepa posledica tega rezultata pa je, da
je razdaljno regularen graf I' ravninski, brz ko ima njegova druga najvecja
lastna vrednost 6; veckratnost 3. Ce pa je veckratnost lastne vrednosti
01 enaka 4, potem je ravninski graf, ki je induciran na sosedih poljubnega
vozlis€a x grafa I'. Iz lastnosti (9) in (8) pa se da izpeljati parametrizacijo
presecnih Stevil s pomoéjo kosinusov, ki pripadajo lastnima vrednostma 6;
in 64, glej Jurisi¢, Koolen in Terwilliger {18, lema 10.1].

Za konec omenimo Se, da se da precej teorije o simetri¢nih asociativnih
shemah posplositi tudi na nesimetri¢ne asociativne sheme, ki jih dobimo,
¢e v definiciji asociativne sheme A = {Ay,..., A4} nadomestimo pogoj,
da so matrike iz A simetri¢ne, s pogojem, da je AT € A za vsak i in da
poljubni matriki iz A komutirata. V tem primeru so lahko nekatere lastne
vrednosti sheme kompleksne. Konjugiranke konéne grupe so v tem primeru
razredi asociativne sheme, tabela karakterjev pa je v bistvu matrika lastnih
vrednosti sheme (zvezi PQ = nI in PTA,, = A,Q sta zvezi za pravokotnost
karakterjev).
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O ELEKTRONIH V ATOMU
JANEZ STRNAD

PACS 01.40.Ej

V evropskih revijah, namenjenih pouéevanju fizike se tu in tam pojavijo predlogi, ki
so skregani z zakoni fizike. Uredniki le neradi objavijo kriti¢ne odzive na take predloge.
Navadno so pripravljeni objaviti le zelo skrajSano pismo uredniku. Potezo je mogoce
vsaj delno razumeti. Predlog je ,ustvarjalen” in poln navduSenja nad novim, medtem
ko sklicevanje na zakone fizike nosi pecat ustaljenosti. Toda s tem uredniki fiziki in
poucevanju fizike delajo slabo uslugo in preprecujejo revijam, da bi opravljale svoje
poslanstvo. Na napakah se je namrel mogoce uspeSno uéiti. ZgreSenim pouéevalskim
predlogom je treba nasprotovati. Samo tako lahko upamo, da predlogi ne bodo prizadeli
dijakov in poucevanja fizike odtujili fiziki. Prispevek obdela zgled, ki zadeva elektrone v
atomu.

ON ELECTRONS IN ATOM

In European journals devoted to physics education occasionally teaching models are
proposed which are at odds with the laws of physics. Editors only reluctantly accept
critical responses to such proposals. At most they are willing to accept only a very
shortened Letter-to-the-Editor. This trait can be understood, at least partially. The
proposal is ) creative” and full of enthusiasm for the novelty whereas references to the
laws of physics appear to be rather traditional. However, therewith editors are doing
a disservice to physics and physics education and prevent journals to perform their
mission since mistakes are a powerfull vehicle of instruction. One should object against
unfounded teaching models. Only in this way they we can prevent that such models would
harm students and separate physics education from physics. An example is considered
concerning electrons in an atom.

Fizika iz Karlsruheja za nizjo srednjo Solo je sprozila nekaj odzivov
tudi pri nas [1], [2]. Razprava se je nadaljevala v mednarodnih revijah [3].
Ucbenik je uvedel pojem , elektronija”: , Verjetno si Ze slisal, da je ovoj
atoma iz tockastih elektronov, ki se gibljejo okrog jedra. To je podoba
atoma, ki so si jo ljudje ustvarili na zacetku 20. stoletja. Ta podoba pa se
ne sklada ve¢ z umevanjem atoma v sodobni fiziki. Namesto tega si lahko
predstavljas, da je ovoj atoma iz neke snovi, ki je zvezno porazdeljena okrog
jedra. To snov bomo imenovali ‘elektronij’.” [4]

V resnici je ,elektronij” popolnoma tuj sodobni fiziki. Elektroni in
vrzeli v kristalih so kvazi delci in jih ne moremo opisati kot zgos¢ine in
razredCine ,elektronija” [2]. Medtem so predlog, da bi z ,elektronijem”
opisali elektrone v atomih, razvili dalje [5]. Pri tem so nastali nadaljnji
spodrsljaji, a vseeno predlog hvalijo kot , kvantni poucevalski model atoma”
in , uspesno orodje za poucevanje”.
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O elektronih v atomu

R. U. Sexl je imel navado trditi, da mora uéitelj razmisljati o snovi na
naslednji visji stopnji, ¢e naj uspesno poucuje. V tem duhu utegne biti
poucno obdelati , elektronij” s stalis¢a Studenta fizike v drugem letniku.

Zaénimo z vodikovimi atomi v osnovnem stanju. , Elektronij nima
deléne narave, ampak je kontinuum s spremenljivo gostoto”, ki je ,, konstanten
v Casu, ni nobenega gibanja” [5]. , Elektronij” naj bi se vedel kot nega-
tivno naelektrena , kapljevina”. V Bohrovem modelu stare kvantne meha-
nike spocetka proton z nabojem eg in maso m, in elektron z nabojem —
—eg in maso m obravnavamo na enaki osnovi. Potem zaradi veliko veéje
mase protona (mp/m = 1800) v tezis¢nem koordinatnem sistemu spregle-
damo njegovo gibanje. , Elektronij” je od vsega zacetka odlikovan, o kakem
,protoniju” ni ne duha ne sluha. Vendar bi se , elektronij” razbezal, ce ga ne
bi vezal pozitivni naboj, ki torej obdrzi deléne lastnosti. Ob tem se pokaze,
da ime ni domisljeno, ker spominja na pozitronij in druge vezane sisteme
delca in antidelca. F. Pflug, ki je resno obdelal gibanje elektronov v kovini
s klasi¢nega stalis¢a, je predlagal za elektronsko tekocino ime elektrolej. ki
spominja na petrolej, kapljevino z zapleteno sestavo [6].

Privla¢na sila pozitivnega naboja pospesi dele negativne , kapljevine”
proti sredis¢u. Ce bi obstajalo dudenje kot sevanje v klasi¢nem primeru,
bi negativni naboj naposled padel na pozitivnega. V kvantnem primeru
ni sevanja, dokler je na voljo manj energije od energije prvega vzbujenega
stanja, 10,2 eV. Tako ,kapljevina” mora radialno nihati. , Elektronij” bi
miroval samo, ¢e bi bil tog. V tem primeru pa bi se vrnili k nekak$nemu
Thomson-Kelvinovemu modelu atoma z negativnim nabojem, velikim kot
atom, a z veliko manjso maso. Ce bi bil togi oblak neprepusten, bi se nekateri
delci o pri sipanju na atomih ne mogli odkloniti za velik kot in bi se sipali
nekako tako, kot so pricakovali, pred poskusi H. Geigerja in E. Marsdena
ter Rutherfordovo vpeljavo atomskega jedra.

V klasiéni fiziki je kinetiéna energija delca, ki ga na drug delec veze

sila, obratno sorazmerna s kvadratom razdalje, enaka polovici negativne
-potencialne energije. To je mogoce hitro ugotoviti pri kroZenju elektrona
v vodikovem atomu. V kvantni mehaniki velja to za povpretni vrednosti.
Bolj splosno zagotavlja to virialni izrek, ki velja tudi v kvantni mehaniki za
povprecne vrednosti.

,, Elektronij” onemogoci dijakom, da bi razvili predstavo o tem, kako
potrebujemo poleg mocne privlacne sile Se hitro gibanje, da ostane elektron
vezan na majhen del prostora. Polno energijo vodikovega atoma sestavljata
potencialna in kineti¢na energija: W = —e}/4weor + 1p?/m. V Heisenber-
govi neenacbi 6rép 2 h nedoloCenost razdalje 7 ocenimo z razdaljo r in
nedolocenost gibalne koli¢ine §p z gibalno koli¢ino p, pa z zvezo rp = A do-
bimo najmanjso polno energijo v osnovnem stanju Wi = —me§/(32n2e3h?)
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Janez Strnad

AN AN
NA(z/rp) NA(rpps/h)
1 x -2 -1 1 TBPz
rB h

Slika 1. Obravnavajmo mnozico N atomov vodika v osnovnem stanju v enorazseznem
modelu. V koordinatnem prostoru je gostota elektronov AN/NAz = (z)*¢(z) =
= r];lez“”/TB za —oo < z < 0 in rEle_zm/rB za 0 < z < oo z Bohrovim radijem
rp. Fourierova transformacija pripelje do ustrezne gostote v prostoru gibalne kolic¢ine
AN/NAps = ¢(pz)*d(pz) = (2rp/nh)(1 + r5p2/h?) 72 za —00 < pz < co. Ce ,ne bi
bilo gibanja”, bi bi imela porazdelitev v prostoru gibalne koli¢ine zelo ozek in visok vrh
v izhodis¢u in bi porazdelitev v koordinatnem prostoru bila konstantna, se pravi, da bi
segla do zelo velikih razdalj.

in ustrezno znaéilno razseznost rp = 4meph?/(med). Sklepanje te vrste pri-
pelje do ugotovitve, da Coulombova sila ne more vezati elektronov v jedru,
kot so predlagali pred odkritjem nevtrona.

V zvezi z ,elektronijem” nekajkrat omenijo ,razsezni elektron”. Toda
pri poskusih s trki elektronov in pozitronov v trkalniku LEP v CERN pri
energiji ustreza de Broglieva valovna dolzina Ap/2m = h/p = ch/W =
10718 m, &e v skrajno relativistiénem priblizku gibalno koli¢ino izrazimo z
energijo: p = W/c.

Z zvezno porazdeljenim ,elektronijem” bi dobili premajhen presek za
neprozno sipanje elektronov na atomih vodika pri velikih sipalnih kotih, ¢e
bi privzeli, da je togi elektronij prepusten za elektrone. Po tej poti so z
merjenjem globokega neproznega sipanja elektronov z energijo 20 GeV na
vodiku in devteriju zasledili tri tockaste kvarke v protonu in nevtronu.

Trdijo, da je mogoce z , elektronijem” pojasniti vecelektronske atome in
kemijske vezi. Kako to uspe z elektroni, ki nimajo , deléne narave”? Kako
je mogoce naboj Z-tega elektrona v atomu z Z elektroni v enodelénem pri-
blizku lo¢iti od krogelno simetri¢nega naboja Z — 1 preostalih elektronov?
Elektroni v vecelektronskem atomu imajo v osnovnem stanju obhodno vr-
tilno koli¢ino in ustrezni magnetni moment. Kako je mogoce to uskladiti s
trditvijo, da ,ni nobenega gibanja”? Kako naj potem pojasnimo lupinsko
zgradbo atomov vsaj za atome na zacetku periodne preglednice in magi¢na
vrstna Stevila Zlahtnih plinov?
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Kar zadeva zgodovino, je E. Schrodinger leta 1926 predlagal —egy™*y
za gostoto naboja v vodikovem atomu. Predstavo pa so kmalu opustili, ko
so uvideli, da pri poskusih vselej naletimo na ves naboj elektrona in nikoli
na njegov del. Vrh tega je v atomu z Z elektroni valovna funkcija dolo¢ena
v 3Z-razseznem konfiguracijskem prostoru Z elektronov in ne v navadnem
trirazseZznem prostoru. Istega leta je E. Madelung razvil hidrodinamicni
model kvantne mehanike z ,zvezno porazdeljenim elektricnim nabojem z
gostoto mase, ki je sorazmena z gostoto naboja” [6]. Vendar je bil to
stacionaren, ne staticni model. Pa Se tega so zaradi slabosti kmalu opustili.

,, Elektronij” z navedenimi lastnostmi neposredno nasprotuje fizikalnim
dejstvom. Tako je popolnoma neuporaben v Soli. Pripelje do zgresenih
predstav, ki dajo zgreSeno sliko kvantne mehanike. Dijaki, ki bi se o njem
ucili in ki bi v nadaljevaanju §tudija prisli v stik s fiziko, bi morali nauceno
¢im prej pozabiti.

Zagovorniki modela se pritozujejo, da je , predstava s planetnimi tirni-
cami” pri dijakih dokaj zasidrana. Zakaj ne bi na njej zaceli graditi in jo z
opisom poskusov in razglabljanjem prevedli v opis, ki bi se skladal s kvan-
tno mehaniko? Zakaj naj bi dijaki ne obdrzali predstave, da se elektroni v
atomu gibljejo, a je to gibanje treba opisati drugace kot v klasié¢ni mehaniki.
Zares je dijakom vcasih tezko loéiti spekter svetlobe, ki jo sevajo atomi, od
podrobnejSega pojasnila tega spektra z gibanjem elektronov. Ob tem imajo
Se tezavo z verjetnostno porazdelitvijo. Zakaj ne bi lo¢ili korakov? Najprej
bi opisali diskretna energijska stanja atoma. Nato bi vsaj okvirno stanja po-
jasnili z gibanjem elektrona, ¢e bi se to zdelo potrebno. Pritem se je mogoce
omejiti na poskuse z elektroni v mnozici enako pripravljenih atomov in na-
vesti frekvencéne porazdelitve (kot na primer na sliki 1). V lo¢enem koraku
lahko nazadnje vpeljemo verjetnostno gostoto, s katero opisemo posamiéni
elektron iz mnozice, ¢e se to zdi potrebno.
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NOVE KNJIGE

Janko Braci¢, Uvod v analiti¢no teorijo stevil, Podiplomski semi-
nar iz matematike 26, DMFAS — zaloZnistvo, Ljubljana 2003, 209
strani.

Z najnovejsim zvezkom podiplomskega seminarja iz matematike smo
slovenski bralci po nekaj letih spet dobili v roke besedilo iz teorije stevil.
V ne preveé obsezni knjizici je avtor zbral in obdelal dostopnejsa poglavja
analitiCne teorije Stevil. Predstavil je zlasti tiste metode in postopke, ki vo-
dijo do dokazov dveh dobro znanih klasi¢nih izrekov: prastevilskega (o tem,
kako so prastevila asimptoti¢no porazdeljena med vsemi naravnimi stevili)
in Dirichletovega (o prastevilih v aritmeti¢nih zaporedjih). Kljub svoji sta-
rosti, saj so oba izreka na tak na¢in dokazali Ze v 19. stoletju, je obravna-
vana tematika Se vedno eden najlepsih primerov sodelovanja razlicnih ma-
temati¢nih disciplin (teorije Stevil, algebre in analize) v odkrivanju mate-
maticne resnice.

Na kratko si oglejmo vsebino knjizice. Prvo poglavje je uvodnega
znacaja in vsebuje preproste primere uporabe analize pri raziskovanju stevil.
V drugem poglavju spoznamo, kaj so aritmeti¢ne funkcije in njihove vsote,
za katere so izpeljane razlicne asimptoti¢ne ocene. Tretje poglavje nas nauci
dolocati karakterje konéne Abelove grupe, posebej Dirichletove karakterje,
seznanimo se s periodi¢nimi aritmeti¢nimi funkcijami, njihovim Fouriero-
vim razvojem in z Gaussovimi vsotami, prirejenimi Dirichletovim karakter-
jem. V &etrtem poglavju se spet pojavi analiza v podobi Dirichletovih vrst,
njihove konvergence in analiticnih lastnosti njihovih vsot. Peto poglavje je
posveceno Riemannovi funkeiji ¢ in njenim sorodnikom, Hurwitzovi funkciji
¢ in Dirichletovim L-funkcijam. Te funkcije s polravnine razsirimo na ce-
lotno kompleksno ravnino (z izjemo tocke 1) in pokazemo, da Riemannova
funkcija ¢ nima nicel na navpiéni premici skozi tocko 1. (Kot je znano, je s
toéno lokacijo netrivialnih nicel te funkcije povezan eden od najbolj slavnih
in Se vedno neresenih matematicnih problemov: Riemannova domneva.) V
Sestem poglavju nas avtor najprej seznani s funkcijami CebiSeva in z ekviva-
lentno formulacijo prastevilskega izreka, nato pa poveze vse niti dosedanje
izpeljave v dokaz obeh glavnih izrekov, prastevilskega in Dirichletovega, ter
tako zaokrozi zgodbo.

Ce je bil avtorjev namen prikazati, kako analiticne metode pomagajo pri
proucevanju diskretnega sveta naravnih Stevil, mu je to po mojem mnenju
dobro uspelo, saj je ustvaril povezano celoto z eno centralno temo. Od prve
strani dalje bralca motivira in usposablja za razumevanje kasnejsih dokazov.
Pripravlja si razli¢na algebrska in analiti¢na orodja ter postopoma stopnjuje
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zahtevnost, tako da bralcu kar se da olajsa pot do cilja. V tem pogledu
je delo lep pedagoski dosezek. Seveda pa se brez osnovnega poprejSnjega
znanja o integralih, vrstah in holomorfnih funkcijah bralec ne bo mogel
prebiti do konca. Kraljevskih poti v matematiko pa¢ e vedno ni.

V nacelu je knjizica dostopna vsem diplomiranim matematikom oziroma
vsem, ki dovolj dobro obvladajo osnove visokoSolske matematike. Ker
je pisana kot ucbenik in opremljena s precejsnjim Stevilom (skupaj 97)
zanimivih in ne prav lahkih nalog na koncu vsakega poglavja, je gotovo
najbolj primerna za Studente visjih letnikov ali za podiplomske Studente
matematike, zlasti za tiste, ki se nameravajo ukvarjati s teorijo Stevil.
Morda pa jo bo z zanimanjem vzel v roke $e kdo od nespecialistov, ki bi
zelel spoznati osnove analiti¢nega pristopa k tej lepi in pomembni teoriji.
Ne nazadnje je bila teorija Stevil od nekdaj ena glavnih povezovalnih in
zdruZevalnih tem celotne matematike in, kot kaze, bo tako ostalo tudi v
21. stoletju.

Milan Hladnik

~~~~~

DMFA zaloZniStvo, Ljubljana 2002, 117 strani, (cena za Studente
in ¢lane DMFA 1600 SIT).

Knjiga Tekoci kristali poskusa v slovenskem knjiznem prostoru zapol-
niti splosno vrzel v u¢beniski in strokovni literaturi, ki se opisu tekoéih kri-
stalov kljub njihovemu $irokemu tehnoloskemu pomenu e vedno v glavnem
izogiba. Besedilo nas v 13 poglavjih popelje v svet teh, po mnenju Nobe-
lovega nagrajenca P. G. de Gennesa, , lepih in hkrati skrivnostnih” mate-
rialov in nam na poljudno-strokovnem nivoju pojasni njihove posebnosti v
primerjavi z obi¢ajnimi snovmi in razlozi principe delovanja nekaterih naj-
bolj znanih naprav na osnovi tekocih kristalov (zasloni LCD, varilska ocala,
termometri, itd.).

V zaletnih poglavjih bralec izve, kaj so tekoci kristali, v ¢em se raz-
likujejo od obicajnih kristalov in kapljevin ter kaksne so osnovne lastno-
sti razlicnih tekocekristalnih faz. Podrobneje so obdelane predvsem raz-
lage nematicne faze in nekatere smekticne faze, ki jih najpogosteje sreéamo
v termotropnih tekocih kristalih. Cetrto poglavje najprej obravnava po-
jav dvojnega loma na splosno, nato pa nekoliko podrobneje opise e eks-
perimentalno metodo za njegovo opazovanje v tekocem kristalu. V petem
poglavju sta opisana Freederickszov prehod in elektroopticni pojav, ki ju
uporabljamo v prikazovalnikih s tekoimi kristali. Sesto in sedmo poglavie
podajata osnove delovanja tekocekristalnih naprav. Izvemo denimo, kasna
Jje razlika med preprostimi segmentnimi prikazovalniki, ki jih najdemo na
ro¢nih urah in kalkulatorjih, ter velikimi matri¢nimi LCD zasloni, kot je na
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primer barvni racunalniski zaslon. Seznanimo se tudi z osnovami krmiljenja
in najpomembnejsimi tehnoloskimi problemi, povezanimi z izdelavo velikih
zaslonov. Naslednja tri poglavja obravnavajo vija¢ne tekoCe kristale, katerih
periodi¢na struktura vodi do znacilnega selektivnega odboja svetlobe, ki ga
izkoris¢éamo v razli¢cnih temperaturnih senzorjih in za izdelavo neobicajnih
opti¢nih premazov. V vijaéni smekti¢ni C* fazi se poleg tega pojavlja Se
feroelektri¢nost, ki omogoca izdelavo prikazovalnikov z zelo hitrim odzivom
in velikim kontrastom. Delo koncujejo poglavja o tekoCekristalnih disper-
zijah v polimerih, o liotropnih tekoéih kristalih (S8koda, da jim v knjigi ni
namenjenega vec prostora) in kratka zgodovina tekocih kristalov.

Tekst je vseskozi popestren s Stevilnimi ilustracijami in dvema barvnima
prilogama, pri ¢emer so zlasti barvne slike zelo skrbno izbrane, tako da
zbujajo radovednost in Zeljo po §irSem razumevanju ozadja. Knjiga, Ceprav
je napisana precej poljudno, predstavlja koristno dopolnilo srednjesolskim
in tudi univerzitetnim ucbenikom fizike in kemije. Po besedah avtorjev je
v osnovi namenjena vsem, ki bi radi izvedeli, kaj so tekoci kristali, odkod
izvirajo njihove izjemne opticne lastnosti in kako delujejo prikazovalniki.
Besedilo se z eno samo izjemo dosledno izogiba rabi fizikalnih enacb, kar bo
zagotovo deleZzno odobravanja pri mlajsih bralcih in mnogih radovednezih
zunaj podrocja fizikalne stroke. Zanimiva popestritev besedila so dodatna
vprasanja oz. naloge in predlogi za poskuse, ki jih najdemo na koncu vsakega
poglavja. Namenjena so v prvi vrsti uCiteljem fizike, saj lahko z njimi
uencu priblizajo in utrdijo marsikatero standardno poglavje pri pouku
fizike. Vsakogar s kanckom naravoslovne zilice bo ob branju zagotovo
zamikalo, da bi se opisanih oz. predlaganih poskusov lotil tudi sam. V ta
namen so v knjigi navedeni nekateri komercialni viri, pri katerih je mozno
nabaviti ustrezne kemikalije in drugo demonstracijsko opremo, ki skupaj s
knjigo lahko rabijo kot pripravna osnova za popestritev pouka, za delo v
razliénih interesnih krozkih in za raziskovalne naloge mladih naravoslovnih
navdusSencev.

VESTI

Irena Drevensek-Olenik

NAGRADE IN PRIZNANJA DMFA SLOVENIJE
ZA LETO 2002

Novi ¢astni ¢lanici druStva sta postali Marija Vencelj in Agata Tiegl.

Mag. Marija Vencelj je v zadnji Cetrtini 20. stoletja mo¢no zaznamo-
vala dogajanje na dveh pomembnih podrocjih slovenskega matemati¢nega
Zivljenja. To sta izobraZevanje in vzgoja novih srednjeSolskih uéiteljev ma-
tematike ter delo na podrocju popularizacije matematike in fizike med mla-
dimi.
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Vrsto let je najprej kot (takrat edina) asistentka in kasneje visja preda-
vateljica uvajala Studente razlicnih studijskih smeri, od matematikov in fizi-
kov do agronomov, psihologov, farmacevtov in tekstilcev, v skrivnosti mate-
matike in jih pri tem poleg nudenja strokovne pomoci tudi vzgajala v ureje-
nosti in oblikovanju izdelkov ter postenem odnosu do dela in soljudi. Sode-
lovala je pri pisanju Visje matematike, pred tridesetimi in vec leti osnovne
matematicne knjige Stevilnim generacijam Studentov. Po letu 1975 se je
predvsem posvetila pedagoskemu izobrazevanju. Kar 25 let je studentom
pedagoske matematike, bodo¢im srednjesolskim uciteljem, predavala Ele-
mentarno matematiko z metodiko in zanje v 3. in 4. letniku vodila pose-
ben seminar. Pri njej je diplomiralo veé kot 20 studentov. Bila je njihova
strokovna mentorica in neredko tudi prijateljica in svetovalka v Zivljenjskih
teZavah. Organizirala je hospitacije in nastope svojih Studentov po srednjih
in osnovnih Solah. Zaradi stevilnih osebnih stikov s srednjeSolskimi profe-
sorji matematike je bila v krogih slovenskih Solnikov ena najbolj znanih pre-
davateljic matematike na ljubljanski univerzi.

Njeno delo na podrocju popularizacije matematike je Se bolj raznovr-
stno. Ze od studentskih let je delovala v okviru drustva. SrednjeSolcem je
predavala na matematiénih krozkih, uéiteljem na drustvenih seminarjih (kar
se vedno rada pocne). Ogromno je objavljala v slovenskih matemati¢nih
casopisih: v Obzorniku, Matematiki v Soli in zadnjih 20 let zlasti v Pre-
seku, od kratkih prispevkov, nalog in ugank, do daljsih ¢lankov. V njih
je posebno rada obravnavala topologijo, geometrijo in teorijo Stevil, v¢asih
kombinatoriko, pisala pa je tudi o matemati¢nih osnovah glasbe, o fiziki in
o bolj splosnih temah. Stevilne prispevke je posvetila obletnicam velikih
matematikov, kot so Lobacevski, Descartes, Laplace, Hilbert, Abel, Galois
in drugi. S svojo razgledanostjo na razli¢nik (tudi nematemati¢nih) po-
droéjih je bralcem vztrajno Sirila obzorja. Z natancno in jasno razlago jim
je priblizala svet matematike. S smislom za lepo slovensko besedo je bralce
vzgajala v kulturi izrazanja, ne samo s svojimi ¢lanki, ampak tudi s prevodi
Sporerjevega Matemati¢nega leksikona, recenzijami knjig drugih avtorjev in
ne nazadnje tudi z vzorno sestavljenimi novimi u¢beniki za triletne poklicne
Sole.

Po letu 1991 je v vlogi odgovorne urednice Preseka za vse naStete na-
loge lahko Se bolje skrbela. Nenehno je, kljub obcasnim kritikam, ce§ da je
mesecnik prezahteven in namenjen bolj srednjeSolcem kot osnovnosolcem,
vzdrzevala njegovo pisano, interdisciplinarno in veCnamensko vsebinsko po-
dobo. Tudi v pokoju si Se naprej neutrudno prizadeva za njegovo kvali-
teto in dostopnost. Pri uredniskem delu uveljavlja Se svoje druge odlike:
prakti¢nost (kot le malo kateri drug urednik se je vZzivela v ¢isto tehni¢na
vpraSanja urejanja ¢asopisa) in komunikativnost (odli¢no sodeluje z avtorji
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in tehni¢nimi sodelavci).

Obema podrocjema, na katerih se je s svojim delom izkazala mag. Mari-
ja Vencelj, posveca Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
posebno skrb, zato je prav, da se ji ¢lani drustva za njen veliki prispevek,
poleg priznanja, ki ga je prejela pred leti, oddolzimo tudi z imenovanjem za
Castno c¢lanico drustva.

Agata Tiegl je diplomirala na Pedagoski smeri studija matematike na
univerzi v Ljubljani. Zaposlila se je na Gimnaziji Moste, kjer je poucgevala
matematiko 13 let. Nato je 14 let poucevala matematiko in véasih tudi fi-
ziko na Srednji elektrotehniski Soli v Ljubljani. V teh 27 letih se je inten-
zivno posvecala pedagoSkemu delu. Poleg rednega dela v $oli je poucdevala
tudi na tecajih studija ob delu. Ves Cas je vodila matemati¢ne krozke, pri-
pravljala dijake za srednjesolska tekmovanja iz znanja matematike in budila
zanimanje za matematiko in §tudij matematike. Njeni ucenci so se uvrscéali
tudi na takratno drzavno tekmovanje. Ceprav je studirala matematiko $e v
predracunalniski dobi, se je nauéila ra¢unalniskih vescin.

Dolga leta je bila vodja aktiva uciteljev matematike in fizike. Vodila
je organizacijo in izvedbo 33. republiskega tekmovanja srednjesolcev iz ma-
tematike in aktivno sodelovala v komisijah $tevilnih drugih tekmovanj na
razli¢nih nivojih.

Leta 1991 se je prijavila na razpis za bibliotekarja Matematiéne knjiznice
Oddelka za matematiko na Fakulteti za matematiko in fiziko v Ljubljani.
Kmalu je opravila bibliotekarski izpit in zacela intenzivno delati pri prenosu
katalogov na racunalnik, predvsem v okviru informacijskega sistema CO-
BISS. Zaradi njene izjemne vztrajnosti in delavnosti je prehod na ra¢unalni-
Sko obdelavo kljub nasprotovanju uspel. Po sedmih letih dela v Matemati¢ni
knjiZnici se je upokojila, e vedno pa pomaga pri vnosu starih knjig v CO-
BISS.

Pedagosko delo kandidatke se kaze tudi v soavtorstvu zbirke nalog za
srednje Sole Elementarne funkcije, kompleksna stevila. Doslej je izslo ze
najmanj 15 ponatisov. Sodelovanje pri pripravi dijakov na tekmovanja in pri
organizaciji tekmovanj se potrjuje tudi v soavtorstvu knjige Resene naloge
iz matematike s Solskih in izbirnih tekmovanj.

Profesorica Tieglova se je zlasti v Casu, ko je bila bibliotekarka, ukvarjala
tudi z zgodovino pouka matematike v nasih krajih. Zbirala je matemati¢no
ucno literaturo od 19. stoletja naprej in temeljito obdelala doslej manj
znanega pedagoga Blaza Matka. Prispevek o njem je izsel tudi v reviji
Matematika v Soli.

V devetdesetih letih so se blizale obletnice: 200-letnica izdaje Vegovih
logaritmov in drugih del. Kandidatka je zbrala mnogo Vegovih del, o Vegi
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in o logaritmih je spisala veé prispevkov: v soavtorstvu z dr. Gerlinde
Faustmann ¢lanek Jurij Vega in njegovi sodobniki, dva prispevka leta 1997
in 1998 in Zgodovino logaritmov (vsi prispevki so izsli v Matematiki v $oli),
za revijo Spika pa je pripravila clanek Nastanek logaritmov. V reviji Presek
je leta 1994 objavila prispevek Popolna zakladnica logaritmov.

Kot rezultat studija matematika Blaza Matka je ob 48. obénem zboru
DMFA Slovenije v Postojni pripravila razstavo Ob stoletnici ucbenikov
Blaza Matka 1896-1996. Hkrati je izsla tudi njena publikacija o Blazu
Matku. V njej je podala natancen pregled vseh ucbenikov, ki jih je Matek
spisal, opis vsebin in ponatise nekaj strani nekaterih u¢benikov, nadalje je
v publikaciji podala kratek Zivljenjepis in okolis¢ine, v katerih je Matek de-
loval. V okviru I. kongresa matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
oktobra 1994 je prispevala referat 200-letnica Thesaurusa Jurija Vege, Zgo-
dovinski pregled nastajanja logaritmov. V prostorih Cankarjevega doma,
kjer je kongres potekal, je pripravila izredno bogato in lepo razstavo o Ju-
riju Vegi in njegovih delih. S tem je bistveno pripomogla, da so uéitelji ma-
tematike, pa tudi $irSa javnost, bolje spoznali Jurija Vego, tega enkratnega
matematika slovenskega rodu.

Konéno naj omenimo $e delovanje profesorice Tieglove v okviru nasega
drustva. V letih od 1974-1976 ter 1991-1992 je opravljala v splosno zado-
voljstvo dela blagajnika drustva, v letih 1978-1980 pa je bila ¢lanica nad-
zornega odbora.

Iz zgora] zapisanega povzemamo, da je bila profesorica Agata Tiegl za-
vzeta pedagoginja, aktivna sodelavka drustva, oseba, najbolj zasluzna za
modernizacijo Matemati¢ne knjiznice, raziskovalka zgodovine pouka mate-
matike na Slovenskem in oseba, ki je znatno prispevala k osvetlitvi lika in
dela Jurija Vege in Blaza Matka.

Drustvena priznanja so prejeli Marjeta Kosak, Dragica Kurillo, Alojz
Robnik, Milena Stuklek in Diomira Tkaléic.

Marjeta KosSak je profesorica matematike na Gimnaziji Center Ce-
lje in ima naziv svetovalke. V letih od 1994 do 1996 je vodila celjsko po-
druznico DMFA Slovenije. Bila je odgovorna za izvedbo drzavnega tekmo-
vanja iz matematike za zlato Vegovo priznanje v celjski regiji. Kot ¢lanica
drzavne komisije za tekmovanje iz matematike je sodelovala tudi pri sesta-
vljanju nalog. Kot zunanja sodelavka Zavoda RS za Solstvo je kot samo-
stojna svetovalka organizirala $tudijske skupine za matematiko na osnov-
nih in srednjih Solah in na njihovih srecanjih tudi predavala, med drugim
o uporabi Zepnega racunalnika pri pouku matematike. S svojim delom je
pripomogla k izdaji zbirke Naloge za intenzivno utrjevanje v srednjih Solah.
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Vodila je skupino za vrednotenje nalog zunanjega preverjanja znanja iz ma-
tematike za osnovno 3olo na Zavodu RS za Solstvo na podroéju organiza-
cijske enote Celje. Sodelovala je tudi pri uvajanju devetletne osnovne Sole.
Osem let sodeluje z drzavnim izpitnim centrom kot zunanja ocenjevalka za
matematiko na maturi. Kot regijski vodja zunanjih ocenjevalcev za celjsko
regijo vodi ocenjevanje in menjavo maturitetnih nalog.

Profesorica Marjeta Kosak zna navdusiti uence za matematiko, zato
ni ¢udno, da njeni dijaki na tekmovanjih dosegajo nadpovprecne rezultate.
Hkrati pa zna svoje znanje in izkudnje o pouéevanju prenasati tudi na druge
poklicne kolegice in kolege.

Dragica Kurillo je predmetna uciteljica matematike na OS Orehek
Kranj. Ima izjemen smisel za oblikovanje izvirnih didakti¢nih igric, pla-
katov, prosojnic in raznih ucnih sredstev, kar je prikazala tudi na izo-
brazevalnih seminarjih. Sproti se seznanja z novimi metodami poucevanja
in v pouk vpleta tudi drobce iz zgodovine matematike. Na Soli vodi dopol-
nilni in dodatni pouk, zato njeni uéenci dosegajo vidne rezultate na tekmo-
vanjih za Vegova priznanja in tekmovanjih iz logike.

Njena vsestranskost se kaze tudi pri drugih dejavnostih, saj je na OS Lu-
cijana Seljaka v Kranju (kjer je prej poucevala) vodila fotografski in lutkovni
krozek ter krozek ro¢nih del, sedaj pa pod njenim vodstvom ucenci priprav-
ljajo in izdajajo Solski matematiéni Casopis. Kot mentorica Studentom
Pedagoske fakultete pomaga tudi bodo¢im profesorjem matematike, saj pri
njej Studenti hospitirajo in imajo nastope. Sodeluje tudi z regijskim aktivom
matematikov. Napisla je zbirko matemati¢nih nalog, priro¢nik in brosuro Z
Jurijem Vego na pot v svet matematike z nalogami za ponavljanje za 8. ra-
zred. V mednarodnem letu matematike je sodelovala s plakati in prejela na-
grado, plakat je bil natisnjen tudi na naslovnici Preseka. Bila je tudi recen-
zentka matemati¢nih u¢benikov za osnovno $olo in zanje naredila tudi letno
razporeditev snovi. S tremi soavtoricami je pripravila komplet didakti¢nih
pripomockov za 5. in 6. razred.

S svojim delom pomaga ucencem osvojiti matematicno znanje, jih
navduSuje za matematiko, hkrati pa svoje bogate izkuSnje prenasa tudi na
druge profesorje.

Mag. Alojz Robnik je profesor matematike na I. Gimnaziji v Celju.
Po koncanem magistrskem studiju pedagoSke matematike je bil nekaj casa
tudi asistent za Analizo I na Pedagoski fakulteti v Mariboru, po izvolitvi v

maturitetno predmetno komisijo pa je to delo opustil. Poucuje Ze vec kot
20 let.
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Sodelavci, ucenci in starsi ga spostujejo in cenijo predvsem zaradi nje-
govih jasnih, razumljivih ter skrbno nac¢rtovanih in izvedenih ur pouka. Nje-
gove priprave na pouk obsegajo vsak korak razlage in utrjevanja ucne snovi
ter postopno in metodi¢no dognano razlago nalog, kar kaze na njegovo za-
vzeto in strokovno delo v Soli. Pri svojem delu je dosleden in natancen, a se
zna priblizati dijakom, zato se njegovim ucencem matematika ne zdi nedo-
stopna in dosegajo dobre rezultate tudi na maturi. Nekaj njegovih dijakov
se vsako leto vpiSe na $tudij matematike.

Dijake navaja na branje matematicne literature (Presek, Logika in raz-
vedrilna matematika) in jih spodbuja k udelezbi na matemati¢nih tekmova-
njih.

S svojimi recenzijami ucbenikov prispeva k njihovim izboljsavam, so-
deluje pa tudi kot soavtor pri pisanju zbirk matemati¢nih nalog, naj med
njimi omenimo le zbirko Priprava na maturo, ki je izsla lani.

Milena Stuklek je predmetna uéiteljica matematike in fizike. Poucuje
na OS Ludvika Pliberska v Mariboru. Ima naziv svetovalke in poleg
poucevanja opravlja tudi naloge pomoénice ravnatelja.

S svojim delom v 3oli spodbuja k delu tudi tiste ufence, ki jim mate-
matika dela tezave, a hkrati ne pozabi na tiste, ki jim matematika dobro
gre, zato se vsako leto njeni ucenci uspesno udelezujejo tekmovanj za Ve-
gova priznanja. Sodeluje tudi pri organizaciji in izvedbi regijskih tekmovanj
iz matematike. Nekaj let je vodila tudi podroc¢no studijsko skupino za ma-
tematiko ter za uspesno in zavzeto delo v vzgoji in izobraZevanju prejela
Silihovo plaketo. Od leta 2001 sodeluje v predmetni komisiji za pripravo
nacionalnih preizkusov iz matematike za devetletke. Sodelovala je tudi pri
pripravi Katalogov uénih ciljev za 6. razred ter pri preucevanju nevralgi¢nih
u¢nih mest pri pouku matematike. Sodelovala je pri poskusnem uvajanju
alternativnega ucbenika za matematiko (Presecis¢ée 5). Njene kriticne in
tehtne pripombe so pripomogle k izboljsavi kompleta ucbenikov Preseéisce
in ustreznih gradiv, ki so spremljala u¢benike. Kot soavtorica je sodelovala
tudi pri pripravi enega od didaktiénih gradiv pri tem kompletu.

Kot mentorica studentom Pedagoske fakultete pomaga pri prvih korakih
v razredu in svoje znanje prenaSa na mladi rod uciteljev. Svoje znanje in
izkusnje rada prenasa na svoje kolegice in kolege na Stevilnih seminarjih po
vsej Sloveniji, a se hkrati tudi sama udeleZuje razlicnih seminarjev in si tako
dopolnjuje svoje znanje.

Diomira Tkal€i¢ je profesorica matematike in fizike na osnovni Soli
Vojke Smuc v Izoli, kjer je zadnjih sedem let tudi ravnateljica. Ima naziv
svetnik.
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Pri pouku matematike je posvecala veliko pozornost nadarjenim ucen-
cem, zato so njeni ucenci dosegali prva mesta na mednarodnem tekmovanju
matematicni izziv (Disfida matematica) v Palmanovi ter najvisja mesta na
tekmovanjih za Vegova priznanja. Kot ravnateljica skrbi tako za temeljito
izobrazbo svojih ucencev kot za pravilno vzgojo, zato je kot mentorica
spodbudila ucence k izdelavi raziskovalne naloge Razsirjenost drog med
osnovnosSolci na izolskem podrocju.

Je ¢lanica organizacijskega odbora tekmovanja Matematicni izziv, ki
poteka izmeniéno v treh drzavah: Italiji, Avstriji in Sloveniji. Med prvimi
se je vkljucila v postopno uvajanje devetletke in pripravila seminarje in
predavanja za ravnatelje osnovnih Sol. Sodeluje tudi pri drugih seminarjih,
ki jih organizira Zavod RS za Solstvo. Napisala je tudi stiri knjige o
diferenciaciji pouka matematika od 5. do 8. razreda. Eno leto je vodila tudi
podruznico DMFA Koper.

Diomira Tkalci¢ je pri svojem delu uspesna ne le zato, ker se neprestano
1zobrazuje in sprejema nove izzive, ampak tudi zato, ker s svojo vedrino
in zagnanostjo pritegne k delu tudi druge ravnatelje, profesorje, u¢ence in
starse.

Na podlagi predlogov zapisali:
Anton Suhadolc, Janez Krusié, Milan Hladnik,
Maga Manohin in Nada Razpet

PROFESORJA ZVONIMIR BOHTE IN ANTON SUHADOLC
POSTALA ZASLUZNA PROFESORJA

V okviru tedna Univerze v Ljubljani (UL) so bila 3. 12. 2002 podeljena
priznanja UL za leto 2002. Naziv zasluzni profesor Univerze v Lju-
bljani sta prejela tudi upokojena redna profesorja matematike Zvonimir
Bohte in Anton Suhadolc. Povzemimo utemeljitvi, ki sta bili predstavljeni
na podelitvi.

Profesor Zvonimir Bohte je kot prvi s podro¢ja matematike zacel
svoje znanstveno in pedagosko delo na UL na novih podroéjih matemati-
ke — uporabni in ra¢unalniski matematiki, s poudarkom na numeriéni ana-
lizi, matemati¢nem modeliranju in programiranju. Kot izredno dobremu
pedagogu in sposobnemu organizatorju mu je uspelo okoli sebe zbrati sku-
pino mladih in navduSenih kolegov in postaviti temelje ljubljanski Soli za
uporabno matematiko. Velina matematikov, uciteljev, ki poucujejo pred-
mete te vrste na UL, je njegovih Studentov. Bil je tudi ustanovitelj in vodja
seminarja iz numericne analize na InStitutu za matematiko, fiziko in meha-
niko.
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Prof. Bohteta Stejemo tudi med oCete programerskega dela ra¢unalnistva
pri nas. Leta 1964 je izdelal elaborat: $tudij numeri¢nih metod in izdelava
osnovnih podprogramov za rac¢unalnik Z-23 in bil s tem pobudnik ustano-
vitve prvega rac¢unalniskega centra na UL. Ko je raCunalnik Z-23 prispel v
Ljubljano, je bil dan v uporabo tudi novoustanovljenemu Rac¢unskemu cen-
tru Instituta za matematiko, fiziko in mehaniko. Prof. Bohte je kot eden
prvih vodij tega centra zacrtal smernice njegovega delovanja. Ob tem je
imel velik posluh za probleme, ki so nastajali v gospodarstvu, pa naj je
slo za razne optimizacijske naloge, kot npr. linearno programiranje, bodisi
za reSevanje povsem tehniéno obarvanih problemov, kot je npr. na¢rtovanje
turbin.

Po doktoratu je svoje pedagosko delo opravljal ne samo na vrsti fakultet
UL, ampak je sodeloval na vecini podiplomskih studijev s podro¢ja numerike
na raznih univerzah takratne Jugoslavije. Prav njemu gre zasluga, da je
dobila solidno poznavanje numeri¢nih metod vrsta podiplomskih studentov
tehniskih fakultet. Kot mentor in ¢lovek je bil izredno priljubljen. Bil je
mentor kar 87 dodiplomskim §tudentom, enajstim magistrantom in Sestim
doktorandom. K pedagoskemu delu sodijo tudi Stevilni objavljeni u¢beniki,
ki so Studentom omogo¢ili preprost vpogled v numeri¢no matematiko. Tudi
zato ga imamo za ustanovitelja (nestorja) slovenske numeri¢ne matematike.

Prof. Bohte je bil ploden tudi na raziskovalnem podro¢ju. Izpopolnje-
val se je veckrat v tujini, najraje je obiskoval National Physical Laboratory
v Angliji, kjer je bil dobrodogel gost. V sirSem (svetovnem) merilu so po-
membni njegovi prispevki predvsem na podro¢ju numeri¢ne analize. Nje-
gova dela so bila tudi velikokrat citirana.

Prof. Bohte je tudi izredno mnogo prispeval k razvoju matematike na
Slovenskem. Pri DMFA je sodeloval v komisiji za popularizacijo matema-
tike, prispeval vrsto poljudnejsih sestavkov v Preseku in Obzorniku za ma-
tematiko in fiziko. Tudi odgovornih funkcij se ni branil. Tako je bil npr.
direktor Instituta za matematiko, fiziko in mehaniko v letih 1982-1990, ko
je moral prebroditi tudi tezke case najhujse inflacije.

Profesor Anton Suhadolc je 39 let, od 1960 do 1998, pouéeval na UL,
od tega 18 let kot redni profesor. Vec¢inoma je predaval studentom matema-
tike, in sicer je stalno pouceval najmanj en predmet, ki je bil med kljuénimi
v Studijskem programu matematikov, vseh njegovih dodiplomskih predme-
tov skupaj pa je bilo kar 13. Predaval je tudi na podiplomskem $tudiju in
dolga leta je bil vodja tedaj enotnega podiplomskega seminarja. Tako je
bistveno zaznamoval vzgojo matematikov na UL v drugi polovici 20. stole-
tja. Poleg tega je pouceval skupaj kakih 10 dodiplomskih in podiplomskih
predmetov na drugih, nematemati¢nih studijskih smereh. Njegova predava-
nja so bila na visoki strokovni ravni, vedno pa se je zelo potrudil, da so bila
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Mednarodno priznanje Boru Plestenjaku

kolikor mogoce dostopna. Pri ustnih izpitih je bil strog izprasevalec, vendar
skrajno korekten in prijazen in ocenjeval je pravi¢no.

Prof. Suhadolc je bil mentor pri 66 diplomskih in 6 magistrskih delih.
Dobesedno neizmerna pa je koliéina neformalnega mentorskega dela, ki ga
je opravil v svojem Zzivljenju. Tako matematiki kot univerzitetni delavci
drugih strok so pogosto prihajali k njemu na pogovor o svojih matematic¢nih
problemih. To zaupanje si je pridobil s svojo Siroko matematic¢no kulturo in
izobrazbo, izjemno sposobnostjo in voljo za vZzivljanje v tuje probleme in z
zelo korektnim odnosom do sogovornikov.

Svoje raziskovalno delo je prof. Suhadolc posvetil predvsem matemati¢ni
analizi. Med njegovimi najpomembnejsimi deli je 11 znanstvenih élankov, ki
so iz8li v mednarodnih znanstvenih revijah zgornjega kakovostnega razreda.
Poleg znanstvenih del je objavil Se 18 ¢lankov v domaci strokovni literaturi,
sest dodiplomskih uébenikov manjsega obsega, dva podiplomska uc¢benika in
veliko stevilo recenzij. Za svoje znanstveno delo je leta 1974 dobil Kidriéevo
nagrado, za svojo mnogostransko aktivnost pri DMFA Slovenije pa leta 1983
posebno priznanje in leta 2001 ¢astno clanstvo v tem drustvu.

Prof. Suhadolc je bil dve leti predsednik DMFA Slovenije, dvakrat po
dve leti predstojnik Oddelka za matematiko in mehaniko na Fakulteti za
naravoslovje in tehnologijo in na koncu svoje aktivne dobe dekan novousta-
novljene Fakultete za matematiko in fiziko.

Jernej Kozak in JoZe Vrabec

MEDNARODNO PRIZNANJE BORU PLESTENJAKU

Na XV. Householderjevem simpoziju v kraju Peebles na Skotskem so
lansko leto junija podelili 11. Householderjevo nagrado za najboljSo di-
sertacijo v zadnjih treh letih s podro¢ja numericne linearne algebre. Nagrado
je dobila Jing-Rebecca Li (MIT, Boston). Zirija pa je podelila tudi tri
druge nagrade (honorable mentions). To priznanje so dobili Bor Plestenjak
(Univerza v Ljubljani), Andrea Tosselli (Courant Institute, New York) in
Hao-Min Zhou (UCLA, Los Angeles). Vsi imenovani so bili povabljeni na
simpozij. Lijeva in Plestenjak sta tam tudi porocala o svojih rezultatih.

Nastejmo nekaj podatkov iz Plestenjakovega Zivljenjepisa. Rojen je bil
leta 1970 v Ljubljani. V letih 1990-1993 je Studiral matematiko na upo-
rabni smeri visokoSolskega studija na FMF. Leta 1993 je za delo Optimaln:
cirkulantski operatoryi prejel PreSernovo nagrado Univerze v Ljubljani. Is-
tega leta je diplomiral pri prof. dr. Matjazu Omladicu. Leta 1997 je ma-
gistriral na raziskovalni smeri Oddelka za matematiko in mehaniko. Magi-
strsko nalogo O numeriénem resevanju veéparametricnega problema lastnih
vrednosti je izdelal pod vodstvom prof. dr. Zvonimirja Bohteta. Doktoriral
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je leta 1999 z uspesnim zagovorom disertacije Metode zveznega nadaljevanja
za vecparametricne probleme lastnih vrednosti. Njegov mentor je bil prof.
dr. Tomaz Kosir. To Plestenjakovo delo je bilo nominirano za Householder-
jevo nagrado. Od leta 1994 do leta 1999 je bil kot mladi raziskovalec za-
poslen na Institutu za matematiko, fiziko in mehaniko, potem pa je postal
asistent za matematiko na FMF. V naziv asistenta je bil prvi¢ izvoljen leta
1994, ponovno pa leta 1997. Leta 2000 je postal docent in na FMF pre-
dava razne numeri¢ne predmete. Ob numericni linearni algebri se uspesno
ukvarja tudi s teorijo grafov. Doslej je objavil Ze 11 znanstvenih ¢lankov v
priznanih mednarodnih matemati¢nih revijah.

Pomembnost Plestenjakovega priznanja je razvidna iz kratkega opisa
zgodovine teh simpozijev. Organizator srecanj, ki so se sprva imenovala
Gatlinburski simpoziji, je bil Alston S. Householder (1904-1993). Vsem,
ki so se kdaj srecali z numeri¢no linearno algebro, je poznan po svojih —
Householderjevih transformacijah ali zrcaljenjih. Njegovi knjigi Principles
of Numerical Analysis in The Theory of Matrices in Numerical Analysis
sta monografiji, ki sta dali numeri¢ni analizi status znanosti. Gatlinburski
simpoziji so bili organizirani vsaka tri leta od 1961 dalje. Na njih je
vsakokrat sodelovalo le omejeno stevilo povabljenih specialistov s podroéja
numericéne linearne algebre. Leta 1987, ko se je Householder upokojil, so
simpozij poimenovali po njem. Od leta 1972 dalje so na vsakem simpoziju
podelili t. i. Householderjevo nagrado. Med prej$njimi dobitniki so najbolj
znani: Paul van Dooren, James M. Demmel, Nicholas J. Higham in Alan
Edelman. Zadnjo mednarodno komisijo za podelitev nagrade so sestavljali:
James Demmel, Ludwig Elsner, Volker Mehrman, Charles Van Loan in Olof
Widlund.

Za odmevno priznanje, s katerim si je utrl pot med svetovno elito na
podrocju numericne linearne algebre, Boru Plestenjaku iskreno ¢estitamo.

Zvonimir Bohte

VABILO

Cebelarska zveza Slovenije in Apimondia vabita na svetovni éebelarski
kongres APIMONDIA 2003, ki bo v Ljubljani od 24. do 29. avgusta
2003, z veliko mednarodno &ebelarsko razstavo &ebelarskih pridelkov in
opreme ter drugimi spremljajo¢imi dogodki. Vec¢ informacij o tem lahko
preberete na spletni strani kongresa na internetu v Sestih tujih jezikih —
http://www.apimondia2003.com, ali pa vam jih lahko posreduje g. Peter
Kozmus, Cankarjev dom, tel. (01) 2417 364.

Janez Grad
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