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EMIDEFINITNO PROGR

JANEZ POVH

Math. Subj. Class. (2000): 90C22

Semidefinitno programiranje je razred optimizacijskih problemov, pri katerih iščemo

optimum linearne funkcije pri linearnih pogojih in dodatni zahtevi, da so vse nastopajoče

spremenljivke elementi pozitivno semidefinitne matrike. V članku predstavimo osnovne

definicije, nekaj posebnih primerov ter najpomembnejše rezultate dualne teorije.

SEMIDEFINITE PROGRAMMING

Semidefinite programming is a class of optimization problems, where one optimizes

a linear function subject to linear constrains with additional constraint that all variables

are taken from a positive semidefinite matrix. Basic definitions, some special examples

and the most important results from duality theory are presented.

1. Motivacija in zgodovinski pregled

Problem barvanja točk grafa je eden standardnih NP-težkih problemov.

Pri njem iščemo takšno barvanje točk, pri katerem sta poljubni sosednji

točki različne barve, porabimo pa minimalno število barv. Tudi izračun

minimalnega števila barv, s katerim lahko pravilno obarvamo točke nekega

grafa G (to število imenujemo kromatično število grafa in ga označimo s

x(G)), je NP-težak problem.

Za nekatere družine grafov je izračun kromatičnega števila lažji. Pri

praznih grafih (grafih brez povezav) je to število 1, pri polnih grafih (tj. pri

tistih, kjer sta poljubni točki povezani) je x(G) kar število točk grafa itd.

Ti zadnji dve družini sta poddružini družine popolnih grafov, v katero

spadajo še dvodelni grafi, povezavni grafi itd. L. Lovasz je leta 1979 pokazal,

da lahko za te grafe izračunamo kromatično število v polinomskem času,

saj je enako vrednosti funkcije V, ki pa je ravno optimalna vrednost nekega

semidefinitnega programa. Več o tem lahko bralec najde v |1,4,5].

Ta rezultat je imel velik vpliv na razvoj semidefinitnega programiranja.

Rezultata s podobnim vplivom sta še polinomska rešljivost linearnih pro-

gramov, kar je z uporabo elipsoidne metode pokazal ruski matematik L. G.

Khachiyan leta 1979, rezultat pa je bil kmalu posplošen na semidefinitno

programiranje, in Karmarkarjeva predstavitev metode notranjih točk za li-

nearno programiranje, čemur je sledila množica podobnih metod za semi-

definitno programiranje.

Oznake: Z R""" bomo označili vektorski prostor realnih m x n matrik,

oznaka A — 0 bo pomenila, da je matrika A pozitivno semidefinitna (torej

simetrična z nenegativnimi lastnimi vrednostmi), z A > 0 pa bomo povedali,

da je A pozitivno definitna (simetrična s pozitivnimi lastnimi vrednostmi).

Podobno bo A <— B pomenilo, da je A— B <— 0. V vektorskem prostoru

Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 6 161



t
R" bo (.,-) klasični skalarni produkt (tj. (z,y) < 4'y), v R"%" pa nas bo

zanimal naslednji skalarni produkt:

AeB — (A, B) — sled(A'B) < > AjjBij.

Množico pozitivno semidefinitnih matrik dimenzije n xn bomo označili s S",

množico pozitivno definitnih matrik dimenzije nxn s S", vektorski prostor

simetričnih matrik dimenzije n x n pas 5". Z oznako Diag(a) bomo označili

diagonalno matriko, katere diagonala je enaka vektorju a, podobno pa z

Diagi( A;,..., A,) bločno diagonalno matriko, ki ima na diagonali matrike

A;. Oznaka (A); bo pomenila i-to vrstico matrike A, (A)' pa :-ti stolpec

matrike A. Za vsako matriko iz S" lahko njenih n lastnih vrednosti (ki so

vedno realne) uredimo po velikosti. Z A;(:) bomo označili š-to najmanjšo

lastno vrednost. 'Torej je A1(:) < Amin(') in An(') < Amax(').

Nadaljnja vsebina članka je razporejena takole: v drugem poglavju

predstavimo definicijo semidefinitnega programa, v tretjem definicijo du-

alnega semidefinitnega programa ter pomembnejše primere, v četrtem po-

glavju pa najpomembnejše rezultate iz dualne teorije. V dodatku so nave-

deni trije rezultati, na katere smo se sklicevali v poprejšnjih poglavjih.

2. Definicija semidefinitnega programa

Semidefinitni program je problem, pri katerem iščemo optimum linearne

funkcije pri linearnih pogojih in dodatni zahtevi, da so vse nastopajoče

spremenljivke vzete iz pozitivno semidefinitne matrike.

Vzemimo matrike Aj;,..., A/,,C € 8" in vektor b c R". Semidefint-

tni program v standardni primarni obliki (v nadaljevanju bomo takšen se-

midefinitni program imenovali (PSDP)) je naslednji optimizacijski problem

(kratica p. p. pomeni: pri pogojih):

min CexX

Pp. P. A;e X — b;, 15 1I,...,m, (PSDP)

X — 0

Pri semidefinitnem programiranju je ciljna funkcija, katere optimum iščemo,

vedno linearna funkcija elementov pozitivno semidefinitne matrike. Druge

omejitve poleg zahteve po pozitivni semidefinitnosti pa se nanašajo na

strukturo te matrike.

Opomba. Z zahtevo, da so A; in ČC simetrične, ne izgubimo na

splošnosti, saj za vsako matriko B ec R""" in vsako simetrično matriko X

velja:

1
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Če katera od matrik A;, C, ki nastopajo v (PSDP), ni simetrična, jo torej

preprosto zamenjamo z njenim simetričnim delom. s

Če so matrike A; linearno odvisne, lahko eno od njih (npr. Am) izrazimo

kot Am — pake ORA. Ce tudi za vektor b velja bm — Name Okbk, potem je
pogoj A,, e X — b,, linearno odvisen od predhodnih in ga lahko izpustimo.

Kadar pa velja b,, JE ci Opb;,, je problem (PSDP) nedopusten. Ker
nas zanimajo samo dopustni problemi, bomo v nadaljevanju vedno privzeli

naslednjo predpostavko:

Predpostavka 1 (predpostavka o linearni neodvisnosti). Matrike

Aj,..., Am, kt nastopajo v definiciji (PSDP), so linearno neodvisne.

Opomba. Iz te predpostavke sledi, da je m < n(n - 1)/2, kar upora-

bimo pri pretvarjanju dualnega semidefinitnega programa v primarno obliko

(stran 165). m

Semidefinitno programiranje je posebna oblika konveksnega programi-

ranja, saj sta ciljna funkcija in množica dopustnih rešitev konveksni. Kon-

veksnost množice dopustnih rešitev sledi iz konveksnosti množice S" in li-

nearnosti pogojev A; e X — b;.

Kot je razvidno iz prvega razdelka, se je semidefinitno programiranje

razvijalo v tesni povezavi z linearnim programiranjem, ki je poseben primer

semidefinitnega programiranja, kot sledi iz naslednjega primera.

Primer 1 (linearno programiranje). Naj bo Ac R""" be R" in ce

IR". Oglejmo si linearni program, podan v eni od ekvivalentnih standardnih

oblik (v nadaljevanju ga bomo imenovali (PLP)):

[a
min cz

p.p. Ar > b, (PLP)

x > 0.

Zahteva x > 0 pomeni, da morajo biti vse komponente vektorja z nenega-

tivne. Omejitev Ar > b je ekvivalentna paru omejitev Ar —s<bins>O0.

Definirajmo diagonalne matrike A; in C s predpisom A; <— Diag((A);, —e;)

in C < Diagi(c,0,,), kjer je e; i-ti standardni enotski vektor iz R", (A); pa

i-ta vrstica matrike A. Oglejmo si naslednji semidefinitni program v stan-

dardni primarni obliki:

min CexX

p.p. AjeX < b, 1<1,...,m, (SLP)

X >— 0.

Naj bo X dopustna rešitev za (SLP) in x < (u,v) diagonala matrike X.

Zaradi X <O0jeu>O0inv> 0. Iz A;e X < b; sledi (A)tu— v; < b;, za vsak

1 —1,...,m, kar pa je ekvivalentno Au > b. Torej je u dopustna rešitev za
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(PLP) in velja Ce X < c'u. Predpostavimo sedaj, da je u dopustna rešitev

za (PLP). Potem obstaja tak v e R", v > 0, da velja Au — v < b. Tedaj

je X < Diag(u,v) dopustna rešitev za (SLP) in velja C e X < c'u. Ker za

vsako dopustno rešitev (PLP) enostavno najdemo dopustno rešitev (SLP) z

enako vrednostjo ciljne funkcije in obratno, je (SLP) ekvivalenten (PLP).

3. Dualni semidefinitni program

Konstrukcijo duala za semidefinitni program (PSDP) bomo izpeljali z

uporabo Lagrangeovih množiteljev. Problemu (PSDP) priredimo najprej

Lagrangeovo funkcijo

(X,1y) < Ce X 4 Y(bi— Are X)yi.

Vektor y ce R" sestavljajo ravno Lagrangeovi množitelji. Problem (PSDP)

je ekvivalenten iskanju naslednje optimalne vrednosti

ini sup L(X,w). (1)

To sledi iz dejstva, da je sup, pm >,;(b; — A; e X)y; — oo, razen kadar za

vsak z < 1,...,m velja A;e X < b;.

Dualni semidefinitni program za (PSDPJ, ki ga bomo v nadaljevanju

označili z (DSDP), dobimo po standardnem postopku tako, da v izrazu (1)

formalno zamenjamo inf in sup (glej npr. [6]). Torej je (DSDP) semidefinitni

program, ki je ekvivalenten problemu iskanja naslednjega optimuma

Via DO NAsup inf L(X,y) — sup inf (b'y4 (X,C— SO y,A,)).vekm X-O (X, 9) vem xxo V " | Mai i))

Zgornji izraz bo večji od —oo, kadar bo obstajal tak y ec IR", da bo

infxxo (X,$) > —oo. Ta infimum pa bo večji od —co natanko takrat,

kadar bo C — $,,1;A; — 0, kar sledi iz trditve 10. V tem primeru je

infxes (X,C —$),1j;4;) — 0. Z uvedbo dopolnilne matrike S c S? lahko

zahtevo C — 9), y;A; <— 0 zapišemo kot >);y;4; - S < C. Problem (2) je

torej ekvivalenten semidefinitnemu programu:

max. b'y

P.P. >; Yihi£ S<C, (DSDP)
yeEMR", 520.

Ta program imenujemo dualni semidefinitni program od (PSDP) in ga

označimo z (DSDP). Vsak semidefinitni program, zapisan na način kot

(DSDP), imenujemo semidefinitni program v standardni dualna oblaka.
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V (DSDP) nastopa vektor prostih spremenljivk yy € R", zato na prvi

pogled ni očitno, da je (DSDP) problem iste vrste kot (PSDP). Pokazali

bomo, da je mogoče (DSDP) enostavno pretvoriti v semidefinitni program

v standardni primarni obliki. Zaradi linearne neodvisnosti je množica

afini podprostor prostora 5" dimenzije m. Zato obstajajo takšne matrike

G, € S",i—1,...,n(n 4 1)/2— m, in vektor d e REtW/2-m.' da velja

V—-IXe S". G;e X —di,i—l,...,n(n41)/2—-m).

Matrike G,; so baza podprostora 4$),4;4;;y € R"Y c 8", torej

linearno neodvisne matrike, ki so rešitve homogenega sistema linearnih

enačb A;eY < 0, zi < 1,...,m. 'Takšnih rešitev je n(n 4 1)/2 — m.

Komponente vektorja d pa so produkti G; e C.

Izračunamo lahko tudi matriko Gg, za katero bo veljalo A;e (ro — b;, saj

je rešitev sistema m linearno neodvisnih enačb z n(n - 1)/2 neznankami.

Za X < C-—).,yjA; potem velja

b'y < vih; o Go < (Go, > ,yi4i) < (Go, C —- X) < GoeCl—Gje X.
z 2

Ker je Go e C konstanta, je problem (DSDP) ekvivalenten problemu

max —GgeX

p.p. G;eX — d;, i5l,...,n(n41)/2—m

X z 00,

kar pa je ob upoštevanju, da je iskanje maksimuma —(o e C ekvivalentno

iskanju minimuma Go, e C, ravno semidefinitni program v standardni pri-

marni obliki.

Oba programa, (PSDP) in (DSDP), sta torej problema istega tipa. Si-

metričnost duala, se pravi, da je dualni semidefinitni program programa

(DSDP) ravno (PSDP), sledi iz konstrukcije, kajti če v (2) še enkrat for-

malno zamenjamo sup in inf, dobimo spet (1).

Opomba. Zaradi privzete linearne neodvisnosti matrik A; vsakemu

dopustnemu y € II" pripada točno ena dopustna matrika 5 € 8) in

obratno. Torej lahko vsako dopustno rešitev (DSDP) oblike (y, S) podamo

tako, da navedemo ali y ali 5. s

Primer 1 (linearno programiranje — nadaljevanje). Dualni linearni

program za linearni program, definiran v primeru 1, ima obliko

max b'y

p.p. A'y < c, (DLP)

y Z 0
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Naj bodo C in A; matrike, definirane v prvem delu tega primera. Dualni

semidefinitni program za linearni program v semidefinitni obliki (SLP) ima

obliko

max b'y

P.P. Ži Mi tS EC,
yeR", S—0.

Zaradi diagonalnosti C in A; je tudi vsaka dopustna matrika S diagonalna,

torej oblike S < Diag(s,v), kjer s ce R", v ec IR". Iz strukture A; sledi,

da je zahteva >)", y;A; -- S < C ekvivalentna paru zahtev A"y -- s < cin

—y -- v — 0. Ker velja s,v > 0, je zgornji problem ekvivalenten (DLP). m

Primer 2 (konveksno kvadratno programiranje s kvadratnimi omeji-

tvami). Konveksen kvadratni program s kvadratnimi omejitvami (v nada-

ljevanju (KPKO)) je optimizacijski problem naslednjega tipa:

min fo(r)

p.p. fil) < 0, i<5l1,...,m. (KPKO)
V tem problemu so vse f;: IR" — IR konveksne kvadratne funkcije. Vsaka

taka funkcija se lahko izrazi kot f;(£) < 4'U;x — vix — z;, kjer je U; € S?,

v; € R" in z; € R. Z uporabo Schurovega komplementa (trditev 9) vidimo,

da je omejitev f;(4) < 0 ekvivalentna zahtevi

1/2
1 U:' x

A; — — 0.an viz s zi
Naj bo v; < (vj1,Vi2,..., Vin). Matriko A; lahko zapišemo tudi kot

1/2,1 1/2,n| 0 |

Zi (UI, Vi] (U;)n Vin

Iskanje minimuma funkcije fo(x) pri danih pogojih je ekvivalentno iska-

nju minimuma spremenljivke % pri istih pogojih, ki jim dodamo zahtevo

fo(z) < t. Torej je (KPKO) ekvivalenten problemu:

min %

kjer je

1/2 1/2

Ao — > jo z in A; — V t v: i
(Ur)? vir Azott (U/'x)". vja z;

za 1 <— 1,...,m. Zgornji problem je semidefinitni program, za katerega

je lažje pokazati, da je v standardni dualni obliki. Ce označimo 5 <

— Diag( Ag, Ai,..., Am), potem z uporabo (3) dobimo >,;.; 2;Bi -tBr,ji-t

- S — Bo za primerno izbrane simetrične matrike B;. m
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4. Dualna teorija

Čeprav dualna teorija pri semidefinitnem programiranju ne premore

tako močnih rezultatov kot pri lhlnearnem programiranju, pa jo lahko pogosto

s pridom uporabimo, še posebej pri načrtovanju in analizi metod za reševanje

semidefinitnih programov.

4.1 Šibka dualnost

Označimo z OPTp optimalno vrednost (PSDP) in z OPTp optimalno

vrednost (DSDP). Torej je

OPTp <inf4/CeX; AX —<b,X — 0! in

OPTp —sup (b'y; Ay4S<C,S —0,y € R"I. (4)

Pri tem privzamemo, da je

sup( < —oo, inf < oo. (5)

Tedaj velja naslednja trditev.

Izrek 2 (šibka dualnost).

OPTp > OPTp.

Dokaz. Če kateri od programov ni dopusten, potem trditev velja zaradi

(5). Sicer pa naj bosta X in (y, S) dopustni rešitvi za (PSDP) oz. (DSDP).

Iz trditve 10 sledi 5 e X > 0. Torej lahko zapišemo

CeX-—by<CeX- v

—S5eX IV O

Ker je OPTp — OPTp infimum razlik (6), narejen po vseh parih dopustnih

primarnih in dualnih rešitev, je trditev dokazana. m

Razlika OPTp — OPTp je v literaturi poimenovana kot dualn? razmik.

Za primarni in dualni linearni program, od katerih je vsaj eden dopusten,

vedno velja, da je dualni razmik enak 0. Pri semidefinitnem programiranju

pa to ni vedno res, kar sledi iz naslednjega primera.

Primer 3. Obravnavajmo naslednji semidefinitni program v standardni

primarni obliki:

O 0 0

minj0O 0 O0OjexX

0 0 1

— [F1 0 0 E 1 0

p-p.|0 0 0/eX<—O, 1 0 0|eX <2 m Xz—0.

0 0 0 lo 0 2
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Pripadajoči dualni semidefinitni program je

max 22

10 0 O 1 0 0 0 0

p.p. y |0 0 O| -yw |1 O O| s< J0 0 0

O 0 OJ. O 0 2 O O 1

Množico dopustnih rešitev za primarni semidefinitni program sestavljajo

tiste matrike oblike
on

O 0 0

X z [0 4, T)2]|,

0 L2 1 J

ki so pozitivno semidefinitne (takšne obstajajo npr. pri z; > 0 in ga < 0).

Na vsaki od teh matrik je vrednost primarne ciljne funkcije enaka 1, to-

rej so vse te matrike tudi optimalne. Zato je OPIp < 1. Množico dopu-

stnih rešitev za dualni semidefinitni program tvorijo vektorji 4(y1,y2); yi <

0, ya — 0%. Ker je vrednost dualne ciljne funkcije na vsakem od teh vektor-

jev enaka 0, so vsi ti vektorji tudi optimalni in velja OPTp < 0. Dualni

razmik za ta par semidefinitnih programov je tako enak 1. m

4.2 Krepka dualnost

V tem razdelku bomo pokazali, da je dualni razmik za semidefinitni

program (PSDP) in njemu pripadajoči dualni program (DSDP) enak 0, če

je vsaj eden od (PSDP) ali (DSDP) strogo dopusten.

Definicija 3. Semidefinitni program (PSDP) je strogo dopusten, če

obstaja taka matrika X ce S",, ki je dopustna za (PSDP). Podobno je

dualni program (DSDP) strogo dopusten, če obstaja kaka dopustna rešitev

(1,S) € R" x S".

Opomba. Zahteva, da je semidefinitni program strogo dopusten, se v

literaturi pojavlja tudi pod imenom Slaterjev pogoj. a

Za dokaz krepke dualnosti potrebujemo naslednji lemi.

Lema 4. Naj bo B: S" — R" linearen operator in B' : R" — S"

njegov adjungirani operator (tj. tak, da za vsaka X € S" in y ec IR" velja

(BX,y) — (X,B'%y)). Predpostavimo, da obstaja tak ij € R", da je Z <

— B'ij > 0. Potem je množica 4BX; X ec S") zaprta.

Dokaz. Naj bo be R" in X;, Xo),... zaporedje matrik iz $', za katero

velja

lim BX; < b.
1—00

Dovolj je pokazati, da obstaja X € S", za katerega velja BX — L. Naj-

prej pokažimo omejenost zaporedja X;. Matriko Z lahko izrazimo z orto-

gonalnim razcepom: Z <— PAP?', kjer je A diagonalna matrika z lastnimi
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vrednostmi Z na diagonali, in P ec R"%" taka matrika, da velja P'P — 7.

Tedaj velja:

(ij, BX,) —(B'ij,X;) — ZeX; — sled(PAP'X;)

—gled(AP"'X;P) > Anin(Z) sled(X;)

> Anin(Z) : Amax( X;).

Ker velja lim;.,,.(y, BX;) <— (wy,b) in je zaradi pozitivne definitnosti

Amin( Z) > 0, lahko sklepamo, da so največje lastne vrednosti matrik X;

enakomerno omejene navzgor, se pravi, da obstaja taka konstanta BR, da za

vsak z velja Amax(X;) < MR. Ker so X; pozitivno semidefinitne matrike, je

| Xi] < v/sled(X2)—-VRAMX 2 < VR Amax( Xi) < VAR,

kar pomeni, da je norma teh matrik enakomerno omejena. Zaporedje X,;
se tako nahaja v neki kompaktni podmnožici 5. Zato obstaja vsaj eno

stekališče tega zaporedja. Označimo ga z X. Ker je B linearen in s tem

zvezen operator, velja BX; — BX < b. Tako smo našli X < 0, za katerega

velja 5X < b, kar dokazuje lemo. s

V teoriji linearnega programiranja je znana Farkaseva lema, ki je ekvi-

valentna izreku o krepki dualnosti. Pravi, da je za A e R"%" in b e R"

sistem Ax <— b, z > 0 rešljiv natanko takrat, ko ne obstaja y e IR", za ka-

terega bi veljalo A"y < 0 in b"y > 0. Podobno lemo lahko dokažemo tudi

v teoriji semidefinitnega programiranja, z njeno pomočjo pa izrek o krepki

dualnosti.

Lema 5 (posplošena Farkaseva lema). Naj bo be R", B: S" — R"

linearen operator in B" njegov adjungirani operator. Predpostavimo, da je

1BX; X — 0) zaprta množica. Potem bodisi obstaja X <— 0, da velja BX <

— b, bodisi obstaja tak y € R", da je By — 0 in b'y <0.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da obstaja taka matrika X »— 0, za

katero velja BX < b. Iz b'y < 0 lahko sklepamo, da je

(b,y) — (BX,y) —< (X,B'y) <0,

torej iz trditve 10 sledi B'y 7 0.

Predpostavimo sedaj, da ne obstaja taka matrika X e ne za katero bi

veljalo 8X<— b. Torej je 418X; X — 0) konveksna zaprta množica v IR", ki

ne vsebuje vektorja b. Po trditvi 11 obstaja tak vektor c € IN", da velja

B inf (ee; Ee (BX; X — 01 >c'b

Torej za vsak X > 0 velja (c,BX) < (B'c,X) > Bin c'h < 8. Naj bo A

poljubno pozitivno število. Ker je za vsak X — 0 tudi AX <— 0 (množica
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S! je stožec), sledi, da za vsak X x 0 velja A: (B'c,X) > B. Za X < 0 je

A - (B'c,X) — 0, torej je 8 < 0. Če bi veljalo 8 < 0, potem bi lahko našli

takšno pozitivno semidefinitno matriko X, da bi veljalo (B'c, X) < 0. Za

vsak A > 0 bi torej držalo B < A(B'c,X) < 0, iz česar bi sledilo 8 <— —oo.

To pa ni mogoče, saj je 8 > c'b. Torej je 8 <— 0 in za vsak X > 0 velja

(B'c, X) > 0. Po trditvi 10 je zato B'c — 0, vektor c pa iskani vektor. m

Izrek 6 (krepka dualnost). Naj bo (DSDP) strogo dopusten tn (ij, S) €

IN" x S, neka strogo dopustna rešitev. Naj bosta OPIp m OPTp defi-

nirana kot v (4). Tedaj velja OPTp < OPTp. Če je OPTp < oo, potem
obstaja tak X — 0, da zanj velja AX < b in Ce X < OPTp.

Dokaz. Zaradi obstoja strogo dopustne rešitve (ij,S) sledi iz šibke

dualnosti, da je OPTp > —oo. Definirajmo operator B: S" — R""l ki

slika po predpisu

t

B:X—- (Ce X,A; eX,...,AmeX) |

Njegov adjungirani operator B" slika po predpisu y > yiC >)", Viai Ai.

Po lemi 4 je množica P — (BX; X » 0; zaprta, saj je B'(1,—5;)"' < C—

>, ij; A; < 8 > 0. Predpostavimo, da izrek ne drži, da torej velja OPTp >

> OPTp. Tedaj je sistem linearnih enačb

Ce X <OPIp,

A;e X —b;, 151,...,m

nerešljiv v S", zato po lemi 5 obstaja vektor (yo,$)' c R""!, za katerega

velja

OPTpyo kb'j <0 — in yol A diA; —0. (7)
2

Ločimo naslednje možnosti:

(a) Če je yo — 0, je bi; < 0 in $,1;A; — 0. Točke fij — aj; a > 0% so
dopustne za (DSDP), saj za vsak a > 0 velja S < C—),,(ij; — adj;)A; <

— S 4 a$,1j;A; — 0. Ker vrednost dualne ciljne funkcije na teh točkah

z rastočim a narašča, mora biti OPI) < oo, kar pa je v protislovju s

predpostavko OPTp < OPTp.

(b) Če je yo > 0, potem lahko (7) delimo z yo ter dobimo OPTy 4 b'gj/yo <

OmC- m >, 0,4; — 0. V tem primeru predstavlja vektor y < —/yo

dualno dopustno rešitev, za katero velja —b'gj/yo > OPThp, kar pa je v

protislovju z definicijo OPTp.

(c) Zadnja možnost je yo < 0. V tem primeru deljenje neenakosti (7) z —yo

pripelje do

1
—-OPTp — b"ii/yo < —e in C ŽA, — 0 (8)

yo 7
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za dovolj majhen e > 0. Izberimo sedaj neko dopustno rešitev 4 za

(DSDP), tako da bo veljalo

OPTp — b"ij < e/2, in

[To lahko naredimo, saj po definiciji supremuma obstajajo dopustne

rešitve y, za katere je by poljubno blizu OPTp. Seštejmo neenakosti

iz (8) in (9), ki vsebujeta izraz b'. Dobimo b'(—i — dj/yo) < 0. S se-

števanjem desnih izrazov pa dobimo — >,(ij; -- $;/y0)A; < 0. Kot

v primeru (a) dobimo množico dopustnih rešitev 4; -- a($ -- $/yo);

a > 0! za (DSDP), na kateri vrednost dualne ciljne funkcije z rastočim

a narašča prek vseh meja.

Ker smo izčrpali vse možnosti, sledi OPIp < OPIp.

Za dokaz drugega dela izreka predpostavimo, da je OPTp < co. Pri-

marni program za (DSDP), torej (PSDPJ, je zato dopusten, kar pomeni, da

je množica

S<IX >0;Aje X —b;,i5l,...,m)

neprazna. Po definiciji infimuma obstaja zaporedje 4X;,X4,...] C S,

za katero velja lim; ,,, C e X;, <— OPTp. Ker je P zaprta množica, Je

(OPTp,b)" € P, torej obstaja matrika X > 0, za katero za vsaki — 1,...,m

velja A;je X —b;in CeX —< OPTp.a

Z upoštevanjem simetričnosti duala in dejstva, da ima strogo dopustni

semidefinitni program končno optimalno vrednost natanko takrat, ko ima

njegov dual končno optimalno vrednost, dobimo iz tega izreka naslednjo

posledico.

Posledica 7. Naj bosta OPTp mn OPTp definirana kot v (4).

(a) Če je (PSDP) strogo dopusten in OPTp končen, potem je OPTrp

— OPTp tn ta vrednost je dosežena pri (DSDP).

(b) Če je (DSDP) strogo dopusten in OPTr končen, potem je OPTp

— OPTp in ta vrednost je dosežena pri (PSDP).

(c) Če sta (PSDP) in (DSDP) strogo dopustna, potem je OPTp < OPThp
in ta vrednost je dosežena pri obeh programih.

|

j

Vsebino izreka 6 nazorno prikaže tudi naslednji primer, povzet po

(7, str. 64).

Primer 4. Poglejmo naslednji semidefinitni program v primarni oblaka:

e Xmin

ORaOO 11

e X — 2, X >0.p. Pp.
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Njegov dualni semidefinitni program je oblike:

max 2yj

O 1 10
P.P. |1, pl HM 5 [o ogl:

Množico dopustnih rešitev za (PSDP) sestavljajo matrike X — [Sa h H
22

za katere velja zsa > 0 tin zxjjraa Z 1. Od tod sledi omejitev

xjj > l/za3. Torej ima lahko x,, poljubno majhno pozitivno vrednost, zato

[
je OPTp <— 0. Vendar ta vrednost na nikoli dosežena, saj matrika h h

22

na pozitivno semidefinatna. Edina dopustna rešitev za (DSDP) je vy; < 0.

Torej je OPTp < 0 tn je dosežen. Primer potrjuje izrek 6, saj je (PSDP)

strogo dopusten (vsaka dopustna rešitev z x;, > 0 in x,,z42 > l je strogo

dopustna), medtem ko (DSDP) nima nobene strogo dopustne rešitve (edina

1 00 d , ki pa ni pozitivno definatna). mdopustna rešitev je |

Primer 3 (nadaljevanje). V tem primeru niti primarni niti dualni

program nista strogo dopustna, torej zadostni pogoj za krepko dualnost ni

izpolnjen. Ne glede na to sta oba optimuma dosežena. s

A.3 Šibka komplementarnost

Podobno kot pri linearnem programiranju velja šibka komplementarnost

tudi pri semidefinitnem programiranju.

Šibko komplementarnost srečamo že pri linearnem programiranju. Če je
a dopustna rešitev linearnega programa (PLP), predstavljenega v primeru

1, y pa dopustna rešitev njegovega duala, potem velja: x in y sta optimalni

rešitvi natanko takrat, kadar velja y'(Ax — b) < 0 in x'(A'y — c) < 0.

Podobna lastnost velja tudi pri semidefinitnem programiranju.

Izrek 8 (šibka komplementarnost). Naj bosta X € S" in (y, S) € R" x

S" dopustni rešitvi za (PSDP) oziroma za (DSDP). Ti dve rešitvi sta

optimalni z ničelnim dualnum razmikom natanko takrat, kadar velja

XS-O. (10)

Dokaz. Če je XS — 0, potem je tudi X e S — 0 in zadostnost pogoja

je z uporabo šibke dualnosti dokazana. Za dokaz v drugo smer moramo

pokazati, da iz X e 5 — 0 sledi XS <— 0. Z upoštevanjem lastnosti funkcije

sled dobimo: 0 — X e S — sled(XS) — sled(X1/?,5X1/?), Slednja matrika
je pozitivno semidefinitna, zato je njena sled enaka 0 natanko takrat, kadar

je matrika enaka 0. Trditev tako sledi. m
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5. Dodatek

Naslednji trditvi sta standardna rezultata iz linearne algebre. Dokaza

lahko bralec najde v |3, podpoglavji 7.5 in 7.7| ali v |5, podpoglavje 1.1.

Trditev 9 (Schurov komplement). Naj bo A € SW, C € 8" in B €

R"%"? Potem velja

E: Č > 0 natanko takrat, ko je C-— B'A"!B> O

in

A MB 5

Bit glč 0 natanko takrat, koje C— BA B>0O.

Trditev 10 (Fejerjev izrek o sledi). Simetrična matrika A je pozitivno

semidefinitna natanko takrat, ko velja Ae B > 0 za vsako pozitwvno semide-

fimatno matriko B.

Trditev 11. Naj bosta K, n Ks neprazna konveksni množici v IR",

za kateri velja, da je presek njunih zaprtij prazna množica. Če je katera

od njiju omejena, potem obstaja haperravnana v IR", k, strogo loči ti dve

množici, ty. obstaja tak vektor b e IR", da velja

inf (b,z) > sup (b,).mf (b,z) sup | H

Dokaz. Glej (6, posledica 11.4.2.|. m
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MEHANIKA KONTINUOV NA VIŠJIH ŠTUDIJIH V
LJUBLJANI V 18. STOLETJU

STANISLAV JUŽNIČ

PACS5 01.65.4-g 46.05.--h 46.15 -x

Obravnavamo preučevanje tekočin na višjih študijih v Ljubljani v drugi polovici

18. stoletja. Posebno pozornost posvečamo prodoru Boškovičevih idej, s katerimi so se
UUROLIKI

monarhiji. Prvič opisujemo fizikalna dela obeh najpomembnejših ljubljanskih fizikov iz

18. stoletja, Ambschila in Gruberja.

CONTINUUM MECHANICS AT HIGHER STUDIES OF LJUBLJANA IN

18'"" CENTURY

We described the hydrodynamics as researched at the higher studies of Ljubljana in

the second part of the 18'" century. A special concern was put on reception of Boscovich's

physics at the higher studies of Ljubljana that enabled them for a comparably guick

development in Habsburg monarchy of their time. The works of both the most important

Ljubljana physicists of that era, Ambschell and Gruber, were discussed for the first time.

Uvod

Mehaniko kontinuov so razvili po 17. stoletju z uporabo prijemov, sprva

preverjenih v hidrodinamiki. Izkazalo se je, da so uporabni v številnih

panogah, kjer je mogoče zanemariti vpliv delcev v snovi. Po sprejemu fizike

Rudjerja Boškoviča (1711-1787) v Ljubljano v šestdesetih letih 18. stoletja

smo dobili tudi pri nas nekaj resnih obravnav mehanike kapljevin, ki so

odmevale tudi v širšem evropskem prostoru.

Prve Boškovičeve vplive zasledimo leta 1760 pri Inocencu 'Tauffererju

(1722—1794), profesorju splošne in posebne fizike na višjih študijih v Lju-

bljani. 'Tauftererjeve izpitne teze so izdali vezane v knjigo Boškovičevega

prijatelja in dopisnika, tajnika Pariške akademije Jeana Jacguesa Dorothe-

usa de Mairana (Dortoux, 1678-1771). Po njem je Taufferer povzel opis

vakuuma, kapljevin in meteorologije |1|.

Taufferer je v Ljubljani zagovarjal Kopernikov sistem kmalu po posebni

kongregaciji, na kateri je sodeloval tudi Boškovic. 'Tam so 16. 4. 1757 od-

pravili prepoved knjig, ki opisujejo mirovanje Sonca in gibanje Zemlje kot

fizikalno realnost.

Tauflerer je svoje študente še vedno učil o , antičnih" elementih, ognju,

zraku, vodi in zemlji. Ogenj so obravnavali kot , orodje narave", ne da bi ga

ločevali od etra. Zrak so opisali kot prozorno, prožno, stisljivo snov z lastno

težo. Delce zemlje so opisali kot trdne, oglatih oblik, raznolike in težko

gibljive. Vodo sestavljajo drobni, homogeni in trdni delci. 'FTaufterer je še

verjel, da vode ni mogoče stisniti, čeprav je osemnajst let pozneje Ambschell

v Ljubljani prevedel knjigo, ki je s poskusi dokazovala nasprotno. Podobo

idealne tekočine sta uporabljala tudi tedaj vodilna raziskovalca Leonhard

Euler (1707-1783) in Daniel Bernoulli (1700-1782).
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Korošec Janez Krstnik Pogrietschnig (1722—po 1773) je bil profesor

splošne in posebne fizike v Ljubljani med letoma 1764 in 1768. Učil je, da

so lastnosti snovi določene z lastnostmi njihovih gradnikov. Izviri dobivajo

vodo od dežja in snega ter iz morskih hlapov, zajetih v votlinah. Elektriko

je Imel za zelo drobno elastično snov, podobno svetlobi, ki se nahaja prav v

vseh telesih. Iz telesa, kjer je več elektrike, teče v telo, kjer jo primanjkuje.

Sprejel je Franklinovo teorijo o enem fluidu in po njej povzel tudi opis bliska

kot razelektritve.

Delce vode je opisal kot drobne, trdne in gladke molekule, ki povzročajo

enak tlak v vseh smereh. Opisal je vezne posode, vzgon v tekočini, kapi-

larnost, barometer in vremenske pojave. Zrak je opisal kot poseben prožen

plin, ki s svojo težo povzroča tlak. Zvok je pravilno povezoval z nihanjem

majhnih prožnih delcev zraka. Frekvenca nihanja določa višino zvoka.

Dež, sneg in toča nastanejo z zgostitvijo vodnih hlapov, katerih molekule

se združijo zaradi delovanja sil. Vodne hlape je opisal kot lahek plin, ki se

dviga zaradi zračnega tlaka, pogosto tudi zaradi električnih sil.

Avgusta 1768 je dal Pogrietschnigov študent vezati izpitne teze v

beneško izdajo Boškovicča iz leta 1763. Boškovičeva teorija je bila tedaj že

osnovni tekst pri pouku fizike v Ljubljani. Septembra 1768 sta druga dva

Pogrietschnigova študenta enake teze vstavila v astronomsko delo, ki ga je

leta 1765 objavil Giuseppe Maria Asclepi (1706-1776), Boškovičev nasle-

dnik na kolegiju v Rimu |2|. Nekdanji ljubljanski profesor Leopold Gottlieb

Biwald (1731-1805) je svoje izpitne teze v Gradcu prav tako dal privezati

v knjigi Boškoviča in Asclepija. Leta 1765 so Boškovičevo delo na podoben

način uporabili v Parizu.

Leta 1771 so imeli štirje kranjski študentje drugega letnika filozofije

izpit pri Gregorju Šchottlu (1732—1777). Schottl je bil profesor splošne

in posebne fizike v Ljubljani od 22.10. 1768 do leta 1775, s presledkom v

šolskem letu 1769/70. Izpit je temeljil na štiridesetih tezah, ki jih lahko

razdelimo v naslednje skupine: uvod (tezi 1 in 2), spreminjanje viskoznosti

s temperaturo (3), sile med delci vode (4, 5), hidrostatika in hidrodinamika

(6—31), led (32, 33), para (34, 35) in meteorološki pojavi s padavinami (36—

—40 [3]).

V tretji tezi so študentje pojasnjevali pojemanje viskoznosti vode z

naraščajočo temperaturo. Pojav so eksperimentalno raziskali komaj stoletje

pozneje in pojasnili s kinetično teorijo toplote.

V naslednjih tezah so opisovali mehaniko kapljevin po Bernoulliju.

Dvajseta teza je terjala od študentov navedbo poskusov, ki potrjujejo Ber-

noullijeve ugotovitve o razmerju med tlakom, širino odprtine in hitrostjo

iztekanja vode. V tezah 28—31 so obravnavali kapilarnost. Pred Schottlom

sta o kapilarnosti razpravljala Francoz Alexis Claude Clairaut (1713-1765)

leta 1743 in dvanajst let pozneje na Madžarskem rojeni zdravnik Johann

Andreas von Segner (1704-1777), profesor fizike in matematike na univerzi

v Gottingenu.
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Clairaut ni zapisal pravila o obratni sorazmernosti dviga kapljevine v

ozki cevi z njenim premerom, ki je bilo znano že sredi 18. stoletja. Pravilo

so gotovo morali poznati Schottlovi študentje pri obravnavi enaintridesete

teze: ,, V kakšnem razmerju sta višina in količina kapljevine v kapilari?".

Segner je vpeljal pojem ,,tenacitas" za silo, odvisno od prostornine

kaplje, ki stiska kapljo v njeno prvotno okroglo obliko. Podobno silo je

ochottl obravnaval v četrti in peti izpitni tezi.

Segner ni opisal pojma površinske napetosti. To mu je kljub temu pri-

pisal markiz Pierre Simon Laplace (1749-1827) leta 1816 zaradi osebnih na-

sprotij do rojaka Gasparja Mongea (1746-1818), ki je leta 1787 prvi upo-

rabil pojem površinske napetosti v sodobnem pomenu. Monge je sveto-

val uporabo infinitezimalnega računa pri obravnavi konstantne napetosti na

površini kapljevine. Schottl in njegovi sodobniki so kapilarnost še opisovali

s silami med molekulami. Schottl je po Robertu Boylu (1627-1691) poznal

različno obliko gladin vode in živega srebra v steklenih kapilarah.

Stisljivost vode in Anton Ambschell

Anton Ambschell (Ambschel, 1751-1821) je bil rojen v mestu Gyor

(Raab, Rab, J aurinum) na severozahodu Madžarske, kjer je obiskoval višje
razrede gimnazije. Na Dunajuje v letih od 1771 do 1773 študiral fizikoin
matematiko ter doktoriral iz umetnosti in filozofije.

Eksperimentalno fiziko ga je poučeval Joseph pl. Herbert (1725-1794)

iz Celovca, eden najpomembnejših raziskovalcev luminiscence. Herbert se

je kot predstojnik 'Terezijanišča na Dunaju pridružil zagovornikom Boško-

vičevega nauka. Eno leto je poučeval logiko in metafiziko na dunajski

univerzi, med letoma 1760 in 1784 pa je tam predaval posebno in splošno

fiziko. V ljubljanski licejski knjižnici so si priskrbeli številna Herbertova

dela. Ambschell je ostal v stiku s svojim profesorjem tudi po končanem

študiju in prevedel njegovo knjigo o prožnosti kapljevin [6|.

Prvi raziskovalci stisljivosti vode so bili Francis Bacon baron Verulam

(1561—1626), Boyle Pieter van Musschenbroek (1692-1761) in akademiki v

Firencah. Polnili so kovinske posode z vodo in jih stiskali ali po njih tolkli.

Iz spremenjene oblike posode so lahko ocenili morebitno zmanjšanje pro-

stornine. Musschenbroek je v Leydnu preizkušal elastičnost snovi in rezul-

tate objavil v številnih knjigah, ki so jih sredi 18. stoletja kupovali v kole-

gijih Habsburške monarhije in eno ponatisnili tudi v Ljubljani. V Ljubljani

so leta 1678 prodajali Boylova dela, knjižnica ljubljanskega kolegija pa si je

priskrbela Musschenbroekov prevod poskusov florentinskih akademikov.

Jean Antoine Abbee Nollet (1700-1770) in Georg Erhard Hamberger

1656?—1743) sta stiskala vodo v podobni napravi, kot jo je Edme Mariotte

1620-1684) leta 1679 uporabljal za stiskanje zraka. Vendar je bil tlak

prenizek za natančnejše raziskovanje stisljivosti vode. Dovolj visoke tlake je

preizkušal šele dunajski zdravnik Johann August Natterer (1821—1901), ki je

po letu 1844 dosegal 3000 do 4000 barov in uspešno prodajal svoje naprave.

176 Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 6



Slika 1. Poskusi s kapljevinami in plini v Ambscehlilovi knjigi. 5kica naprave za stiskanje

vode na fig. 7 iz leta 1807 [7] je bila podobna fig. 23 iz leta 1793 [8], ki je ponatisnjena

na naši naslovnici. Med osnakami na merilni napravi je Amschell leta 1807 zapisal črko |

namesto črke J, ki se v latinščini ni uporabljala. Leta 1793 ni narisal opore za navpično

cev NG, čeprav je bila za varno izvedbo poskusa nujna. Leta 180/7 zaradi tiskarskega

škrata niso natisnili črke S pri označbi zbiralnika RI()5. Za stiskanje vode je uporabil

31 cm dolgo vodoravno železno cev AD (fig. 7). Levo polovico cevi je napolnil z živim

srebrom, desno pa z vodo. Kapljevini sta se dotikali v točki B. Voda se je na desni

iztekala v stekleno kroglo A z notranjim premerom 5 cm. Zaklopka L je ločevala živo

srebro v vodoravni cevi od navpične cevi NG. Navpično cev dolžine 1,24 m in preseka

0,9 cm? je napolnil s približno 1,5 kg živega srebra. Ko je odprl zaklopko L, je živo srebro
iz navpične cevi NG pritisnilo na vsebino vodoravne cevi. Meja med živim srebrom in

vodo se je premaknila od točke B do točke K. Dodatni tlak je povečal prostornino krogle

A v zaprtem kvadratnem steklenem zbiralniku RI()5, povezanim z navpično cevjo Al.

Gladina vode v cevi se je dvignila od točke P do točke I. Razlika med prostorninama vode

v odsekih cevi BK in PI je bila 4354-krat manjša od prostornine vode v krogli A |6, 7:

(Vpr — Vpr)/Va < 4354.

Pri tem smo prostornino vode v ceveh zanemarili v primerjavi s prostornino krogle A.

Glede na skico je bila stranica zbiralnika R'UG)S dolga okoli 8 cm. Razdalja PI ni presegala

1 cm. Presek odprtine cevi PI je bil potem večji od:

m: (5 cm)?/(6 - 4354 -1 cm) < 1,5 mm?.

Notranji premer cevi Pl ni bil ožji od poldrugega milimetra. Če je imela podoben premer
tudi vodoravna železna cev AD, je bila prostornina vode v njej več kot dvatisočkrat manjša

od prostornine krogle A. Zato smo jo upravičeno zanemarili. Izdelava takšnih cevi ni bila

prezahtevna za zvonarno Jakoba Samasse (1744-1808). Podjetje je bilo ustanovljeno leta

1767 in je opravljalo mehanska in vzdrževalna dela za fizikalni kabinet v Ljubljani, ki so

ga upravljali Pogrietschnig, Schottl in Ambschell.

Njegovo delo sta v Habsburški monarhiji nadaljevala Karol Olszewski (1846—

—1915) in Szygmunt Florenty Wroblevski (1845—1888) na univerzi v Krakovu

med prizadevanji za kondenzacijo ,permanentnih" plinov.
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Prve dokaze za stisljivost vode je objavil sin angleškega krojača John

Canton (1718-1772), pomožni učitelj na privatni šoli v Londonu in član

londonske kraljeve družbe. Pokazal je, da Aorentinski poskusi s stiskanjem

votle zlate krogle niso dali pravilnih rezultatov. Pri sobni temperaturi je cev

z Živim srebrom napolnil do označene višine. Napravo je toliko segrel, da

je živo srebro doseglo vrh cevi, ki ga je nepredušno zaprl. Ko se je naprava

ohladila, se je gladina živega srebra postavila za 0,8 mm nad označeno višino.

V podobnem poskusu z vodo se je gladina postavila 11 mm nad označeno

višino.

V drugačnem poskusu je odprto cev termometra napolnil z vodo do

znaka in nad njo izčrpal zrak. Po Cantonu se je stolp vode v vakuumu dvignil

za 10.870-ti del prvotne prostornine |4j, medtem ko je Hans Christian Orsted

(17777—1851) pozneje nameril več kot dvakrat višji dvig. Ko je Canton spustil

zrak nad termometer, se je gladina vode znova znižala do znaka. Stekleno

posodo je držal pod vodo, da bi se izognil toplotnemu toku. Pri poskusih z

alkoholorn in olivnim oljem je ugotovil, da stisljivost ni obratno sorazmerna

z gostoto. Stisljivost, vode je naraščala s temperaturo, stisljivost alkohola in

olivnega olja pa ravno obratno. Izračunal je, da je voda v 3,2 km globokem

morju stisnjena za 1,3 % |5;. Njegovih rezultatov niso vsi priznali, saj se je

voda v poskusu razširila le za majhen del začetne prostornine. Prav tako ni

mogel odstraniti vplivov temperaturnih sprememb na vodo in na stekleno

posodo. Kljub temu je bil postopek dovolj prepričljiv, saj je tlak meril

neposredno in je lahko določil zelo majhne spremembe prostornine.

Cantonovo delo je dopolnil Herbert, ki je veliko bolje izločil vpliv toplote

pri poskusu. Herbert je pri 17,5?C stisnil vodo za 4354-ti del začetne

prostornine, alkohol za 5161-, olje za 7287- in živo srebro za 10.529-ti del.

Ker je v Herbertovem poskusu 1,5 kg živega srebra pritiskalo na
o. bp; a . . s a se

površino 0,9 cm", je po sodobnem zapisu izmeril stisljivost vode [6, 7]:

—(1/V) (dV/dp) — (1/4354) - (0,9 cm?/15 N) x 107"(N/m?)7!

Iz Cantonove meritve izračunamo podobno vrednost za stisljivost vode

(10870-10')-'(N/m')-?. S sodobnimi piezometri dobimo enak red velikosti

za stisljivost kapljevin.

Herbert ni naredil vseh poskusov z enako merilno napravo. To je pol

stoletja pozneje jezilo Orsteda, ker ni mogel izračunati napake Herbertovih

meritev. Ugotovil je, da je Herbert neupravičeno zanemaril tlak vode na

stenah zbiralnika.

Herbert je svoje delo objavil v latinskem jeziku, ki je v znanstvenem

svetu že izgubljal nekdanjo vlogo, čeprav je leta 1819 (Orsted v latinščini

poročal o svojem odkritju odklona magnetne igle pod vplivom električnega

toka. Ambschllov nemški prevod Herbertovega dela je imel zato velik

pomen. Ponosni smo, da je bil natisnjen prav v Ljubljani.

Eberhard August Wilhelm von Zimmermann (1743-1815), profesor ma-

tematike na Carolinumu v Braunschweigu, je leta 1779 opisal poskuse Ru-

dolfa Adama Abbicha (u. 1809), ne da bi poznal Herbertovo in Ambschllovo
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delo. Abbich je uporabljal zelo trdno posodo iz medenine. 'Iri močne osebe

so z batom stiskale kapljevino v posodi. Ni upošteval povečanja prostornine

posode zaradi višjega tlaka med poskusom.

Pozneje so Laplace, Jacob Perkins (1766-1849), Orsted, Jean Daniel

Colladon (1802-1893) in Jacob Karl Franz Sturm (1803-1855) objavili bolj

natančne, vendar še vedno predvsem kvalitativne meritve. Laplace je leta

1816 dognal, da je zvočni val adiabaten in ne izotermen. Zapisal je pravilno

enačbo za hitrost zvoka, vendar je uporabil nenatančne Cantonove meritve

stisljivosti vode. Perkins se je iz Philadelphie preselil v Loridon, kjer se je

preživljal kot inženir. 29. 6. 1820 je opisal, kako je s tlakom 326 barov vodo

stisnil za 3,5 %. Orsted je leta 1827 meril tudi stisljivost živega srebra |9|.

Sturm in ČColladon sta eksperimentirala v Ženevi. Prvi je bil domači učitelj,

drugi pa profesor mehanike na akademiji. Ko sta za poskuse iz leta 1834

dobila nagrado akademije v Parizu, sta se preselila tja.

Sedem let po prevodu Herbertovih meritev stisljivosti je bil Ambscheli

20. 10. 1785 odstavljen s položaja rektorja Liceja v Ljubljani, kjer so filozof-

ske študije začasno (za tri leta) opustili. Naslednji dve desetletji je bil profe-

sor fizike in mehanike na dunajski univerzi, kjer je objavil številne fizikalne

knjige. Fiziko je delil v naslednja poglavja: Najsplošnejše lastnosti teles,

njihovi neposredni učinki in razmerja; Gibanje; Zakoni ravnotežja trdnih in

tekočih teles; Toplota, svetloba in elektrika; Zrak in voda |8|; Zemlja v zvezi

z drugimi nebesnimi telesi. 'To so bili obenem tudi naslovi šestih knjig v

njegovem učbeniku: O splošnih lastnostih teles; O gibanju; O ravnotežju

teles; O ognju in električni materiji; O zraku in vodi; O vidnem svetu.

V latinski priredbi učbenika iz leta 1807 je naslove poglavij nekoliko

spremenil. Prva knjiga je dobila daljši naslov ,,O splošnih lastnostih teles,

učinkih, vzrokih in razmerjih", ki so mu bile v kazalu dodano še besede

, Vzajemni in enostavni vplivi". Prvi del prve knjige je obravnaval fiziko,

drugi pa kemijo. Drugi knjigi je dal leta 1807 povsem nov naslov ,,O sve-

tlobi". V kazalu je pod vplivom tedanje teorije etra naslov spremenil in za-

pisal ,,O svetlobni snovi". V prvotni nemški izdaji je bila optika leta 1792

vključena kot drugi del četrte knjige po obravnavi toplote in pred obravnavo

elektrike. Nova odkritja so zahtevala podrobnejšo obravnavo svetlobnih po-

javov, čeprav Ambschllov učbenik še ni poročal o izumu akromatskega te-

leskopa, ki je nasprotoval Newtonovi teoriji. Prav tako ni omenil novih po-

skusov Bulerja ali celo Thomasa Younga (1773—1829) z valovno teorijo sve-

tlobe, temveč je opisal , svetlobno materijo, sestavljeno iz trdnih delcev".

Naslov pete knjige je Ambschell leta 1807 spremenil v ,O zrakih raznih

vrst" [7|..' Vode ni več izrecno omenil v naslovu, čeprav ji je v celoti

posvetil zadnje peto poglavje. Sprememba naslova je hila posledica napredka

pnevmatske kemije in raziskovanja parnih strojev. Načrtovanje kanalov

in vodometov v Versaillesu, Sankt Peterburgu in drugje ni bilo več tako

pomembno po koncu 18. stoletja. Gabrijel Gruber (1740-1805) je v duhu

tedanjega časa še praktično raziskoval hidrodinamiko, Ambscehell pa je njeno
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obravnavo glede na obseg iz prejšnjih dveh let skrajšal že v izpitnih tezah

iz leta 1780.

Gruberjev prekop

Gruberji so bili Dunajčani slovenskega rodu. (s. Gruber je bil v jezu-

itskem noviciatu na Dunaju leta 1756 in 1757, v času, ko je tudi Boškovič

gostoval pri dunajskih jezuitih od 5.4. 1757 do 4. 3. 1758. Leta 1757/58 je

Gruber obiskoval višje razrede gimnazije v Leobnu. Od leta leta 1758 do

1760 je študiral filozofijo v Gradcu, kjer je po letu 1763 fiziko poučeval nek-

danji ljubljanski jezuit Biwald. Leta 1760/61 je G. Gruber študiral jezike

na Dunaju.

Njegov polbrat Tobija Gruber (1744-1806) je prehodil povsem enako

učno pot pet let pozneje. Nadaljeval je nekoliko drugače, saj je leta 1767

poučeval v nižjih razredih gimnazije v Passauu, nato pa je med letoma 1768

in 1773 študiral matematiko in teologijo na Dunaju.

Med študijem jezikov je G. Gruber obenem poučeval latinščino na

dunajski Orientalski akademiji. Leta 1761/62 je študiral matematiko v

Trnavi. Tam je poučeval zagovornik Boškovičevih idej Franz Xaver Weiss

(1717—1785), poznejši direktor observatorija v Budi. Na univerzi v Trnavi

sta do njene prestavitve v Budo poučevala tudi astronom Maximilian Hell

(1720—1792) in gradiščanski Hrvat Ivan Horvat (1732-1799), ki je objavil

številne učbenike fizike in matematike po Boškovičevem nauku. Leto pred

Gruberjevim prihodom je v 'Irnavi poučeval nekdanji ljubljanski profesor

fizike Franc Tricarico (1717-1788), pred njim pa Andrea Jaslinszky (1715—

—po 1773) in Joseph Apponyi (1718—1757). Weissove in Apponyieve izpitne

teze iz leta 1754 so si istega leta priskrbeli tudi v Ljubljani.

G. Gruber je študiral teologijo leta 1763 na Dunaju, ko je bil med 15. 1.

1763 in majem 1/63 Boškovič ponovno gost dunajskega jezuitskega kolegija.

Profesor matematike na dunajski univerzi je bil Joseph Walcher (1719-

—1803) iz Linza, ki je objavil devet knjig o matematiki, mehaniki in plovbi

po Donavi in je kasneje poučeval Ambschlla. Gruber je pozneje nadaljeval

Walcherjevo raziskovanje plovbe na kranjskih rekah. Dunajski tečaj za

utrjevanje znanja matematike je vodil Boškovičev prijatelj in sodelavec Karl

Scherfier (1716—1783), ki je močno vplival na Gruberja.

Gruberje 4. 6. 1768je prišel v Ljubljano in postal naslednjega leta pred-

stojnik katedre za risanje, geometrijo, mehanikoin hidravliko na Jezuitskem

kolegiju, ki jo je ustanovila Kranjska kmetijska družba. Službo je obdržal
do leta 1784, medtem ko je Ambschell ostal še nekaj mesecev dlje. Gruber je

vodil | adjedelniški oddelek, ki so ga obiskovali tudi Benečani. Obenemje bil
od leta 1772 do 1781 ravnatelj plovbe po Ljubljaniciin Savi. Enako službo
je v letih 1774 do 1777 opravljal njegov polbrat 'T. Gruber v 'Temišvarju.

Tobija je leta 1780 postal stavbni ravnatelj državnih posestev na Češkem

in je hkrati predsedoval Češki znanstveni družbi v Pragi, katere član je leta
1800 postal tudi G. Gruberja nekdanji učenec Vega. V družbinem glasilu je
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[T. Gruber objavil številne razprave pod vplivom polbrata Gabrijela, čeprav

je njuno znanstveno sodelovanje mogoče izrecno dokazati predvsem pri dva-

najstih pismih s fizikalno vsebino leta 1781 in poznejših nadaljevanjih. Pi-

sina so bila datirana v Ljubljani, Cerknici in Postojni leta 1779 in naslo-

vljena na dvornega svetnika Ignaca barona Borna (1742-1791), ki je bil v

prvem pismu imenovan , najdražji prijatelj". Pozneje je Born na Dunaju

dal natisniti še druga Gruberjeva pisma.

Pred pismi iz leta 1781 so natisnili tudi 29 vinjet, ki jih je tudi risal

sam Gruber. Na vinjetah je s črkami označeval važnejše točke in tokove,

na katere se je potem skliceval med tekstom. Prve tri so bile posvečene

ljubljanskim rekam, druge pa so prikazovale kraške jame in vodne tokove,

posebno v zvezi s Cerkniškim jezerom. Narisal je presek gorovja za razlago

podzemnih tokov Cerkniškega jezera. Kranjske vode so začeli raziskovati že

Nemec Athanasius Kircher (1602-1680) leta 1650, Anglež Edward Brown

(1642—1708) leta 1669 in 1674, baron Janez Vajkard Valvasor (1641—1693

in Franc Anton pl. Steinberg (1684—1765). Valvasor je 17. 11. 1687 objavil

skice podzemlja Cerkniškega jezera, označene s črkami. Na osnovi teh

skic in razlag je postal član londonske kraljeve družbe. (Gruber je povzel

Valvasorjev in Steinbergov opis Cerkniškega jezera.

G. Gruber se je vseskozi ukvarjal s pedagoškim delom. Od 1769 do 1784

je poučeval mehaniko v Ljubljani in nato v Mogilevu (Mohylew, Mohileff).

V letih 1786 do 1800 je učil matematiko, fiziko in arhitekturo v Polocku

(Potock, Polotsk) v današnji Belorusiji in po februarju 1801 eksperimentalno

fiziko na kolegiju v Sankt Peterburgu. Kljub maloštevilnim objavam je

mogoče dokazati, da je Boškovič vplival na njegovo gradnjo prekopa v

Ljubljani. Boškovič je med letoma 1764 in 1781 dal objaviti 5 strokovnih

mnenj o hidrodinamskih posegih. Leta 1764 je po treh mesecih raziskav

na terenu objavil načrt za izsušitev Pontinskih močvirij v Papeški državi

ob predlogih Romualda Berataglia in Gabriela Manfredija (1681—1761),

profesorja matematike na univerzi v Bologni. (Obenem je zasnoval tudi

ureditev pristanišča Terracine 100 km jugovzhodno od Rima. Istega leta je

temeljito raziskal pristanišče Rimini, leta 1/71 Savono in leta 1774 Jakini

pod obalo Capo di Monte. Raziskoval je poplave reke 'Tibere in možnosti

za plovbo v Rimu. Ukvarjal se je z močvirji ob deltah rek Pad in Adiže v

Beneški republiki ter s hudourniki v Perugiui. Leta 1781 je ocenil raziskavo

jezuita Leonarda Ximenesa (1716-1786) glede možnosti za razbremenitev

kanala Nuovo (zzeri v mestu Lucca v ltaliji. Ximenez je bil matematik

in astronom toskanskega vojvode v bližnjih Firencah ter član Peterburške

akademije. Ukvarjal se je z vodami v Bologni, Ferrari, Lucci in Genovi

ter tudi z izsuševanjem Pontinskih močvirij. Z Boškovičem sta občasno

sodelovala od leta 1756.

Leta 1765 je jezuit Giovanni Antonio Lecchi (1702—1776) objavil Boško-

vičevo pismo ,,0 načelih za praktična pravila meritev voda, ki tečejo v

koritih" s postopkom za izračunavanje povprečne hitrosti kapljevine. Lecchi

je bil leta 1734 in 1735 profesor matematike v Pavti, od leta 1738 do
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prepovedi Jezuitske družbe pa je poučeval na univerzi v Milanu. Nato je

bil matematik in hidravlik na dvoru Marije 'Terezlje, za papeža Klementa

XIH. pa je urejeval rečne tokove v pokrajini Emilia-Romana. Vendar je

Boškovic že 27.5.1766 ugotavljal, da Lecchijeva knjiga vsebuje , napačne

predpostavke" pariškega akademika Jeana Le Ronda d'Alamberta (1717—

—1783).. V začetku leta 1774 je Boškovič v pismu učencu in sodelavcu

Francescu Puccineliju (1741-1809) še priporočal Lecchijevo delo, 25. 10.

1780 pa ne več.

Inženirja Ernest Wenzel Durchlasser in Friedrich Conrad Renner sta

začela dela za gradnjo prekopa in ureditev plovne poti skozi Ljubljano leta

1735. Njun načrt je v bakrorezu izšel 4 leta pozneje, porabila pa sta 200.000

goldinarjev. Renner je predvidel promet 13 do 14 ladij na dan. Vendar je

Gruber pozneje menil, da Rennerjevo delo ni bilo strokovno izpeljano.

Pet let starejši projekt izsuševanja Pontinskih močvirij jezuitov Xime-

neza in Boškoviča je bil Gruberju znan, ko je na poziv deželnih stanov leta

1769 predstavil dva predloga za varovanje Ljubljane pred poplavami in za

izsuševanje Barja. Leta 1770 je Lecchi obiskal Ljubljano in z Gruberjem so-

deloval v komisiji za izsuševanje ljubljanskega barja. Pozneje so mu v Milano

poslali načrte za gradnjo prekopa, vendar jih je zavrnil in s tem povzročil

Gruberju veliko preglavic. Lecchiju se je zdela poglobitev in razširitev struge

Ljubljanice boljša rešitev. Gruber je naštel predloge Maximiliana Frema-

uta, ,,P. Lechija, milanskega jezuita In znanega matematika" ter inženirja

Sigmunda Huberta. Vsi so zagovarjali poglobitev, ki po Gruberju ne bi bila

cenejša, saj bi ogrozila hiše ob Ljubljanici. Sam se je navduševal za pre-

kope z zapornicami, podobnimi nizozemskim. Prednosti prekopa je pred-

stavil z računi pretokov in padcev vode. Podpiral ga je tudi major Vincenc

Jurij Strupi (Struppi, 1733—1810) iz Ljubljane. Zaradi ovinkov skozi mesto

je bila Ljubljanica daljša od prekopa za gradom v razmerju 77:40. Prekop

je imel na razdalji skoraj 2 km padec 4,725 m, medtem ko je Ljubljanica

na razdalji nad 12 km od Vrhnike padla le za 36 cm. Gruber je izračunal,

da bosta cena in hitrost prevoza z ladjo enaka kot pri potovanju po deželni

cesti skozi Ljubljano. Pri ocenah pretoka je uporabljal enoto ,klaftra" ali

seženj (1,89 m).

Leta 1772 je Gruber začel voditi dela pri gradnji prekopa, ki ga še danes

imenujemo po njem. Močvirno zemljišče je povzročalo veliko težav. 'Tako

Je nekega jutra služabnik pritekel v njegovo sobo in vpil: , Gospod, gospod,

most, ki ste ga zgradili včeraj, se je ponoči podrl!" (Gruber ga je hladno

zavrnil: , "To ni mogoče. Saj sem lastnoročno opravil vse potrebne račune."

Vendar je imel služabnik žal prav in je bilo treba most znova postaviti.

Gruberja tudi osebna intervencija pri cesarici ni obvarovala pred sumom

za slabo gospodarjenje pri gradnji prekopa, zato je bil dne 10.12. 1777

odstavljen. Delo je do 25. 11. 1780 končal Strupi, ki je pred tem napredoval

v barona in pionirskega podpolkovnika. Leta 17/71 je postal dvorni svetnik,

podobno kot Gruber 8. 4. 1775.

Gruber ni izgubil volje do prekopov, saj je še leta 1779 pisal mineralogu
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Bornu o plovbi med Ljubljano in Trstom prek Vrhnike, o 1,5 milje dolgem

prekopu med Ljubljanico in Savo ter o preskrbi Ljubljane z vodo 10].

Ceprav mu je bilo prepovedano vmešavanje v gradnjo ljubljanskega prekopa,

je do leta 1781 še obdržal položaj ravnatelja plovbe po Ljubljanici in Savi.

Do pomladi 1780 mu je pomagal tudi mladi notranjeavstrijski navigacijski

inženir Jurij Vega (1754-1802), ki je leta 1775 končal licej v Ljubljani.

Gruber je pozneje razmišljal tudi o prekopavanju Save za boljšo plovbo:

, Ker ima Sava na Kranjskem močan padec, je mestoma tudi do 20 sežnjev

globoka. Drugod odlaga gramoz v jarke, izgublja padec, poplavlja, se zvija

in spreminja tok na Madžarskem in na Hrvaškem. Do Krškega lahko nosi

po 150 do 180 centov, od Krškega do Beograda pa od 300 do 400 centov

tovora [11]. Vendar je plovba nevarna. Zato bi bilo treba staro rečno korito

poravnati. [Fo je gotovo Heraklejevo delo, vendar potrebno in koristno kot

čiščenje Avgijevih hlevov". Gruber je računal z velikimi globinami in tovori,

saj je 20 sežnjev 37,8 m, 400 centov pa 22,4 tone.

Recenzent Gruberjeve razprave je predlogu zaželel , naklonjen sprejem".

Vendar do izvedbe v Gruberjevih razsežnostih ni prišlo. Beograd je bil sicer

septembra 1789 zaseden v bojih, pri katerih je ognjeni krst doživel tudi

Vega. V habsburški posesti pa je ostal le dve leti.

Sklep

olovenska visokošolska fizika ima svoje začetke v 18. stoletju. Tedanji

profesorji niso zaostajali za razvojem v drugih središčih Habsburške monar-

hije, saj je Ambschilovo in Gruberjevo delo sodilo v vrh tedanje fizike.
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VESTI

UMRL JE PROF. DR. EGON ZAKRAJŠEK

V letu 2002 je smrt ostro zarezala v vrste slovenskih matematikov. Po-

sebej kruto je posegla med učitelje Oddelka za matematiko Fakultete za ma-

tematiko in fiziko ljubljanske univerze. Najprej je januarja umrl upokojeni

profesor dr. France Križanič, konec marca docentka dr. Andreja Prijatelj,

sredi septembra pa smo se za vedno poslovili od dr. Egona Zakrajška, izre-

dnega profesorja za numerično in računalniško matematiko.

Prezgodnja smrt je pretrgala življenjsko pot profesorja Zakrajška tako

rekoč sredi dela, izpitov, mentorstev, pisanja. Ena od dveh njegovih nedo-

končanih knjig, Matematično modeliranje, ima datum zadnje spremembe

15. julij 2002, ko je profesor Zakrajšek že umiral, čeprav tega ni vedel nihče,

tudi on sam ne. V bolnišnico je odšel konec julija, sredi opravljanja zahtevne

recenzije nove monografije iz klasične mehanike in diferencialnih enačb. Do-

mov se ni več vrnil. Z njegovo smrtjo je v slovenski uporabni matematiki in

računalništvu nastala vrzel, ki jo bo težko zapolniti. Ce je to sploh mogoče.

Prof. Egon Zakrajšek se je rodil 11. 7. 1941 v Ljubljani. Se preden je

začel hoditi v šolo, je osirotel. Osnovno šolo in gimnazijo je obiskoval na

Jesenicah, kjer je tudi maturiral. Bil je odličen dijak, ki je s svojo bistrostjo

in sposobnostmi že v srednji šoli opozoril nase, ne nazadnje tudi z zmagami

na matematičnih tekmovanjih. Na Oddelku za matematiko in fiziko tedanje

Fakultete za naravoslovje in tehnologijo Univerze v Ljubljani je diplomiral iz

tehniške matematike, magistriral v Zagrebu z nalogo ,Numerična realizacija

Ritzovega procesa' in doktoriral leta 1978 v Ljubljani z disertacijo ,O in-

varliantni vložitvi pri reševanju diferencialnih enačb'. V tretjem letniku

je prejel skupinsko univerzitetno Prešernovo nagrado za izdelavo osnovnih

podprogramov za naš prvi računalnik ZUSE Z-23, že kar na začetku svoje

raziskovalne in znanstvene poti pa skupaj s fizikom Andrejem Ažmanom

tudi tedanjo državno Kidričevo nagrado za dela s področja fizikalne kemije.

Od diplome dalje je bil na Oddelku za matematiko Fakultete za nara-

voslovje in tehnologijo najprej asistent, nato pa od 1969 dalje predavatelj.

Docent ni bil nikoli, saj je takoj po doktoratu zaradi številnih strokovnih

in znanstvenih del postal kar izredni profesor za numerično matematiko in

računalništvo.

Seznam njegove osebne bibliografije, ki ga je predložil ob zadnji obno-

vitvi naziva visokošolskega učitelja, obsega med drugim 10 izvirnih znan-

stvenih člankov s področja uporabne matematike in uporabe matematičnih

metod v kemiji, šest strokovnih člankov, pet objavljenih predavanj na znan-

stvenih konferencah, 20 objavljenih predavanj na domačih strokovnih kon-

ferencah, pet objavljenih recenzij, tri univerzitetne učbenike, 22 drugih

učbenikov, šest študijskih gradiv in mentorstvo pri 21 diplomah, magisteriju
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in doktoratu. Še obširnejši je seznam v COBISS-u. S ponatisi vred šteje

191 enot.

Dr. Egon Zakrajšek je bil eden od pionirjev računalništva pri nas. Prvi

računalnik ljubljanske univerze Z-23 in freiburški kod je poznal do obi-

sti ter je za oboje postal velik strokovnjak. Leta 1968 je prevzel vode-

nje Računskega centra Inštituta za matematiko, fiziko in mehaniko in ob

računalniku IBM 1130, nasledniku Z-23, skrbel tako za vodenje centra kot

za sistemsko programsko opremo, hkrati pa se je ukvarjal tudi z reševanjem

različnih problemov iz gospodarstva in iz drugih strok. Pri tem delu je

do popolnosti razvil svoj talent za reševanje problemov. Sposoben je bil

izkoristiti poznavanje fizikalnih zakonov, probleme matematično modelira-

ti, analitično obdelati dobljene enačbe do oblike, primerne za uporabo nu-

meričnih metod, in izdelati ustrezne algoritme za računalnik, Praviloma je

vse delo opravil v enem zamahu, programi so bili skoraj vedno brez napake,

numerični rezultati natančni.

Kasneje je sodeloval pri naglem razvoju programskih jezikov, orodij in

operacijskih sistemov. Sproti je pisal učbenike in priročnike zanje: za sim-

bolični jezik računalnika Z-23, za algol, fortran, algol 68, pascal, za domači

structran. Potem so tu CCL, MANUAL, MINI, Update itd. Mojstrsko ob-

vladovanje tedanjih operacijskih sistemov je dr. Zakrajšku odprlo vrata v

svet Silicijeve doline. 'Tako je leta 1982 odšel v ZDA in postal direktor od-

delka za programsko opremo pri tvrdki Cromemco. Kar dvanajst let je de-

loval v vrtincu računalniške industrije. Vendar je obdržal stik s slovensko

matematiko in matematiki. Skoraj vsako leto se je vračal na dopust v Slo-

venijo, računalniški sredin seminar je pogosto popestril s svojimi predava-

nji. Kogarkoli od slovenskih matematikov je pot zanesla na ameriški zahod,

se je oglasil pri njem in bil deležen gostoljubnosti vse njegove družine. Še

več, v njegovem domu so bili vedno dobrodošli tudi drugi Slovenci, živeči v

Kaliforniji.

Leta 1992 je obnovil naziv izrednega profesorja in se 1994 vrnil v

domovino, kjer se je ponovno zaposlil na Oddelku za matematiko. Po vrnitvi

je z zagovarjanjem jezika C in odprtih operacijskih sistemov, to je unixa

oziroma linuxa, pomagal posodobiti pouk računalništva pri nas. Kot za

šalo se je naučil IpXa in IATpXa ter Matlaba. Tudi te je obvladal skoraj do

popolnosti.

Profesor Zakrajšek pa ni bil le računalniški strokovnjak, ampak tudi

odličen matematik širokega profila. Mislim, da prav kot uporabni mate-

matik ostaja nedosegljiv in nenadomestljiv. Proučeval in nadvse uspešno

je reševal probleme z različnih področij. Sem sodijo uporaba matematike

v naravoslovnih in družboslovnih vedah, pa statistika, mehanika, klasična

uporabna matematika, diskretna matematika, teorija grafov in omrežij, li-

nearno programiranje, operacijske raziskave, numerična analiza.

Na njegovo matematično širino opozarja tudi širok spekter predmetov,

ki jih je predaval. Na oddelku za matematiko in drugje je predaval različne
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predmete s področij računalništva, numerične matematike, matematičnega

modeliranja, diferencialnih enačb in analize.

Bil je odličen profesor, ki je svoja predavanja tako skrbno pripravljal,

da jih je lahko tako rekoč sproti objavljal, tudi na internetu. Imel je

izjemen predavateljski dar, pri čemer je znal svoja predavanja začiniti s

prepričljivo spontano duhovitostjo. Veljal je za strogega, a pravičnega

profesorja. Nesebično je s študenti delil svoja najnovejša spoznanja. Tako

Je prav pred kratkim prevedel, delno priredil in sam tudi za tisk pripravil

obsežen sodobni učbenik Jamesa Demmela ,,Uporabna numerična linearna

algebra".

Profesor Zakrajšek je aktivno deloval tudi pri Društvu matematikov,

fizikov in astronomov Slovenije. Se pred odhodom v ZDA je vodil komisijo

za republiška tekmovanja iz matematike. 5 Petrom Legišo sta bila pred

dvajsetimi leti začetnika nove ,Legiševe' generacije srednješolskih učbenikov.

Takoj po vrnitvi v domovino se je spet vključil v delo društva in bil eno

mandatno obdobje tudi njegov predsednik, pri čemer si je prav posebej

prizadeval za posodobitev društvenega statuta.

Kolega Egon je bil eden naybistrejših in najsposobnejših ljudi, kar sem

jih srečala v življenju. Njegova delavnost in sposobnosti so bile tako visoke,

da nihče ni mogel biti ljubosumen ob njegovih uspehih. Vsakomur, ki je

potrkal na njegova vrata, je bil pripravljen pomagati. Pogrešali ga bomo.

Ne le na strokovnem, znanstvenem in pedagoškem področju, manjkali nam

bodo njegov mirni korak, družabnost in duhovitost, njegova neposrednost in

velikodušnost, visoka moralna načela, poštenost in pravičnost. Ostal nam

bo v spominu kot veder in ljubezniv sodelavec in prijatelj, v čigar družbi

smo se prijetno počutili. |

Marija Vencelj

Seznam diplomantov višješolskega, univerzitetnega in podiplomskega

študija ter doktorandov iz matematike in fizike v letu 2001"

Pedagoška fakulteta — Maribor

Univerzitetni študij

Matematika

59. Ajda Fošner Avtomorfizmi in odvajanja na Banachovih algebrah

60. Melita Gorše Posplošene kocke in tetraedri v IR"

61. Nataša Granda Analitične in konformne preslikave

62. Franc Jaklič Paradoks Banacha in 'Tarskega

63. Karmen Kete Končne enostavne grupe A(1,g)

64. Sonja Kristovič Uporaba kvaternionov v Jacobijevi metodi

65. Polonca Križanič Galoisova teorija

66. Jerneja Matjašič Končnorazsežni vektorski prostori

67. Andrej Podlogar Brunov izrek

" Seznam diplomantov za leto 2000 je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz 48 (2001) 5.
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. Nina Prikeržnik

. Tatjana Ravničar
n

. Tanja Rupnik

. Maja Stanek

Alenka Šuman

. Jasna Vigec

Fizika

14. Boris Komljenovič

Matematika in fizika

116.

IL7.

118.

119.

120.

121.

Lidija Fideršek

Danica Gobec

Ljudmila Pušnik

Zdenko Temlin

Simon Ulen

Marija Žigart

Numerični zaklad matrik

Algebrska števila

Plemljeva geometrijska konstrukcija

Lupianezovi verižni ulomki in Sorgenfireyjeva premica

Konstrukcije Malfattijevih krogov

Funkcijski račun

Modeliranja transporta vode v zobnih cementih

Barvanje povezav produktivnih grafov

Pravilna telesa

Koreni nelinearnih enačb in DERIVE

Krožnice

Lega defekta v nematičnem tekočem kristalu ograjenem v

cilindru

Kako vpeljati Lennard-Jonesov potencial

Matematika — proizvodno tehnična vzgoja

20.

26.

21.

28.

Andrej Huber

Helena Jordan

Anton Perat

Jože Rožman

Nekaj grafovskih lastnosti matrik

Načrtovanje, izvajanje in vrednotenje rezultatov in dosežkov

tehnično inovativnega dela pri pouku in dejavnostih na pri-

meru delovnega kotička

Metoda sidranja lestvic na primeru raziskave TIMMS5 1999

Sestavljanje za elektrotehniko

Proizvodno tehnična vzgoja — fizika

18.

19.

20.

21.

Mitja Ambruš

Igor Kaučič

Aleš Končan

Damjan Osrajnik

Filozofija in fizika

%)

dlo Matija Arko

Michelsonov in Tyman-Greenov interferometer

dila med dvema naelektrenima prevodnima kroglama

Simulacija lastnosti gradiv

Kolo z motorjem pri pouku v osnovni šoli

Kakšna lastnost je eksistenca!

Geografija in matematika

1. Nikolaj Lipič

Podiplomski študij

Razvoj turistične dejavnosti v zdravilišču Radenci in njeni

učinki na družbeno-geografskeo podobo kraja

Magistrski študij — matematika

6.

(£

8.

9.

10.

11.

12.

Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 6

Dominik Benkovič

Vojko Brantuša

Daniel Hremita

Iztok Peterin

Simona Šavora

Petra Šparl

Sonja Rajh

Polinomske in funkcijske identitete

Teorija JB" -ternarnih sistemov

Posplošene polinomske in posplošene funkcijske identitete

Hellyjeve lastnosti na grafih

Zmačaji nekaterih končnih grup

Uporaba teorije grafov za naloge dodeljevanja frekvenc

V izingova domneva



Doktorati — matematika

5. Petra Žigert Metrična teorija grafov in kemijske strukture

Pedagoška fakulteta — Ljubljana

Univerzitetni študij

Matematika in fizika

If.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

Edina Bajramovič

Maja Bizjak

Borut Grošičar

Mateja Leskovec

Mojca Lužnik

Irena Marolt

Klavdija Mlinšek

Mateja Peršolja

Tanja Šalamon

Andrej Šalamun

Bernarda 'Tušar

Mojca Vrečer

Irena Žnidarič

Timotej Žohar

Eliptične funkcije

Uporaba logike 1. reda v programu Tarskijev svet

Demonstracijski prikaz delovanja tekočekristalnega prikazal-

nika

Teorija iger 2 x 2

Fresnelova in Fraunhoferjeva obravnava uklona svetlobe

Raziskovanje s Leonardom

Določitev oddaljenosti asteroida 3Juno

Učna pomoč pri matematiki

Separacija konveksnih množic

Vpliv električnega polja na strukturo polarnih smektikov

Konveksne množice in konveksne funkcije

Simetrije posplošenih Petersenovih grafov

Konstrukcije s prepogibanjem papirja

Tretjinjenje kota

Matematika in računalništvo

1.

2.

Matematika in tehnika

78.

79.

80.

89.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

188

Janez Šinkovec

Selma Štular

Nermin Bajramovič

Biserka Bavdek

Matjaž Frjavec

. Milan Gaberšek

. Uroš Joras

. Vesna Kralj

. Izidor Ličer

Tanja Lošdorfer

Tomaž Pavlakovič

Špela Pipan

Nataša Rejc

Andrejka Rutar

Rok Štemberger

Andreja Tušar

Petra Veber

Računalniško podprto časovno usklajevanje aktivnosti

Krivulje in dinamična geometrija

Numerično raziskovanje v dinamičnih sistemih

Odnos učencev do matematike

Poučevanje algebre na srednjih tehniških šolah s programom

za simbolno računanje DERIVE

Analiza kaotičnih dinamičnih sistemov

Navzdol polzvezne funkcije in minimizacija

Matematika in koledar

Projektni tehnični dnevi v devetletki. Izdelava ljudskih glas-

bil: , od ideje do izdelka"

Uporaba izreka o ostankih

Konfiguracije in grafi

Fareyevi ulomki in Maldenbrotova množica

Gravitacijski biljard

Mandelbrotova množica

Klasični fraktali

Neskončni produkt

Projektni tehniški dnevi v devetletki. Intarzija in ostale

vstavljalne tehnike: ,,od ideje do izdelka"

Barbara Vetrih BolčinaAfine in konveksne množice

Katarina Zadravec Limitni cikli nelinearnih sistemov
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95. Mojca Zupan Diferencialni račun pri Juriju Vegi

96. Nataša Zupančič Deformacije poliedrov, ki zmanjšajo prostornino

Fizika in tehnika

23. Sonja Cenčič Projektni tehnični dnevi v devetletki. Ulitki iz različnih

materialov: ,,od ideje do izdelka"

Kemija in fizika

26. Tanja Jamnik Projektno delo v šoli. Izolacija učinkovin iz Taxus baccata

Fakulteta za matematiko in fiziko

Višješolski študij

Matematika — uporabna smer

333. Matej Kranjc Programski paket Microsoft Systems Management Server 2.0

334. Vinko Zbačnik Reševanje nelinearnih enačb z eno neznanko

335. Marina Zanne Fox-Rombergova metoda pri numeričnem integriranju

Visokošolski strokovni študij

Praktična matematika

3. Tatjana Ahčin Dinamično iskanje drevesa najkrajših poti

4. Simona Perčič Problem usmerjanja vozil

Fizikalna merilna tehnika

1. Radislav Marhold Vzpostavitev sistema kalibracije zračnega tlaka na Hidrome-

teorološkem zavodu Republike Slovenije

Univerzitetni študij

Matematika — pedagoška smer

533. Nataša Šuligoj Fleksibilni poliedri in posplošitev Heronovega obrazca

534. Mojca Zupančič Posplošitve izreka Minkowskega v ravnini

535. Mojca Štor Dimetrične rešitve matrične enačbe AX < B

536. Klavdija Konjedic Pokritje evklidske ravnine s trikotniki

537. Melita Hajdinjak Zgornje meje za povezovalno konstanto v zs

538. 'Tina Novak Simplektična geometrija, simplektična delovanja torusa

539. Anica Hočevar Konvergenca rekurzivno podanih zaporedij

540. Bernardka Uratnik Geometrija končnih projektivnih ravnin

Matematika — uporabna smer

583. Robert Petek RSA kriptosistem

584. Primož Plantarič Parametrično in neparametrično ocenjevanje gostot

585. Mojca Mikac Evidenca poštnih plačil v digitalni dobi

586. Slavica Krečič Problem trdnih zakonov

587. Marko Vogrin Algoritmi za iskanje oprijema robotske roke

588. Živa Pogačnik Minimum funkcionala navzdol polzveznega za šibko konver-
gentna zaporedja

589. Helena 'Irdan Varen dostop do SOL baze z uporabo interneta

590. Baša Bletweis Elasto-plastična torzija

591. Rudi Valenčič Kritični grafi in hipergrafi

592. Peter Kocan ElGamalov kriptosistem in eliptične krivulje

593. Matjaž Praprotnik Kriptoanaliza urno-kontroliranega pomičnega registra
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594. Miha Vuk Digitalni denar in omejeni slepi podpisi

595. Mojca Hysz Predpogojevanje z matriko lastnih vektorjev

596. Žiga Mlinar Poliedrska kombinatorika benzenoidnih sistemov

597. Maja Pohar Točkasti procesi

Matematika — teoretična smer

71. Tomaž Cedilnik Delno urejeni Banachovi prostori

712. Igor Klep Homogeni izrek o pozitivnosti

73. Polona Grešak Varietete invariantnih podprostorov

74. Boštjan Kuzman Karakterizacija operatorskih algeber

15. Goran Andrašec Geometrija pravokotnih matrik

76. Gorazd Brumen IKako vrednotiti opcije?

77. Drago Bokal Grafi, kritični za barvanje povezav

78. Matjaž Konvalinka Polinomsko kompaktni operatorji

79. Jernej Tonejc Uporaba 0-enačbe v kompleksni ravnini

Matematika — smer računalništvo z matematiko

10. Matej Francetič Mere tveganja v investicijskem bančništvu

Fizika — pedagoška smer

145. Jure Žalohar Analiza in ločevanje tektonskih paleonapetosti

146. Samo Lasič Didaktična obravnava obteženega torzijskega nihala s preho-

dom v kaos

147. Samo Božič Meritve uklonske porazdelitve s štetjem posameznih fotonov

148. Ivo Kurnjek Sončni kolektor: šolski projekt pri pri pouku fizike in tehnike

v osnovni šoli

Fizika

796. Dejvi Kadivnik Neravnovesna plazma v visokotemperaturnem superprevo-

dniku YBaslu30;7.g

797. Domen Cukjati Površinske raziskave domenske strukture Nb'Tes

798. Andrej Brglez Meritve transportnih pojavov in optičnih lastnosti v dopira-

nih volframatih Nax WOs5. 5

199. Rok Bojanc Merjenje temperature površine vzorcev med upepeljevanjem

s kisikovimi atomi

800. Boštjan Markun Casimirjev pojav v kiralnih smektikih

801. Danijel Levičar Produkcija in diagnostika plazme z negativnimi ioni

802. Andrej Mihelič Večelektronske vzbuditve v rentgenski absorbcijski spektro-

metriji

803. Samir El Shawish Polaron in Bipolaron v Jahn-Tellerjevem modelu

804. Andrija Lebar Merjenje difuzije v statičnem stresnem polju superprevo-

dnega magneta z NMR

805. Mitja Uršič Vpliv okolice atoma na spekter rentgenske karakteristične

crte KB, ,3

806. Matej Horvat Merjenje optične prepustnosti atmosfere s sistemom LIDAR,

807. Tadej Kokalj Spremljanje prodiranja vode v porozne materiale s slikanjem

z magnetno resonanco

808. Gašper Tkačik Študij temne energije z gravitacijskim lečjem
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809.

810.

811.

812.

813.

814.

815.

810.

817.

818.

819.

820.

821.

822.

823.

824.

825.

Egon Pavlica

Andrej Prša

Ilija Bizjak

Gregor Bavdek

Martin Horvat

David Eržen

Matija Avsec

Aleksej Majkič

Marko Jakšič

Matej Špindler

Matija Milanič

Aleksander Grm

Marko Glažar

Tomaž Kodrič

Gorazd Cah

Klemen Koselj

Janez Zabkar

Meteorologija

16.

17.

Miha Razinger

Klemen Šavs

718. Kay Sušelj

79. Peter Lenarčič

Podiplomski študij

na

Casovna odvisnost tokov fotovzbujenih nosilcev naboja v or-

ganskih polprevodniških plasteh

Določanje fizikalnih parametrov prekrivalnih dvojnih zvezd

na podlagi spektroskopskih in fotometričnih meritev

Izkoristek detektorja svetlobe Čerenkova s sevalcem iz aero-
gela

Študij tankega filma Pb/Ge(001) s sipanjem atomov helija

Nelinearni dinamični model sklopitve med delcem in poljem

Uporaba sond z visoko časovno ločljivostjo

Študij magnetnega kvazikristala Al-Pd-Mn z jedrsko magne-

tno resonanco

Podvojevanje frekvence svetlobe znotraj laserskega resona-

torja

Električno prevajanje v debeloplastnih uporih

Struktura holografskih polimerno dispergiranih tekočih kri-

stalov

Merjenje optidinamskih pomikov s kompenziranim Michelso-

novim interferometrom

Primerjava upora plovil v viskozni tekočini

Računanje težišča človeka z metodo biomehanskega modeli-

ranja

Modeliranje spektrov pri rentgenski fluorescenci

Določanje strukture Zemljine skorje z analizo površinskih po-

tresnih valov

Študij občutljivosti integriranega vezja VA1 na lokalno depo-

zicijo naboja

Formiranje potenciala v plazmi z negativnimi ioni

Napovedovanje sunkov vetra

Točkovno napovedovanje konvektivnih oblakov in pojavov

Vpliv statične stabilnosti in vetrovnosti na razvoj obalnih

vetov

Analiza prehoda fronte čez zahodno Slovenijo med MAP

IOP 5

Specialistični študij — matematično izobraževanje

10. Gregor Mohorčič

11. Mojca Pregelj

12. Andreja Šmid

Magistrski študij matematike — izobraževalna smer

25. Mateja Kapš

Magistrski študij matematike — raziskovalna smer

104. Damjan Škulj

105. Mitja Mastnak

106. Martin Vuk

Od klasične do linearne logike

Neaditivne mere v družbeno ekonomskih merah

O razširitvah Hopfovih algeber

O integrabilnosti nelinearnih dinamičnih sistemov
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107. Marko Boben

108. Dragan Lukman

109.

Magistrski študij fizike

Oliver Dragičevič

185. Ana Gostinčar

Blagotinšek!

186. Eda Okretič Salmič

Magistrski študij fizike — jedrska tehnika

30.

31.

32.

Doktorati — matematika

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Igor Lengar

Samo Hrvatin

Aljaž Škerlavaj

Jasna Prezelj

Aleksej Turnšek

Matjaž Željko

Gregor Dolinar

Primož Potočnik

Aleš Vavpetič

Mitja Lakner

Doktorati — fizika

224.

225.

226.

boobDD DOtOobO Co>]ND tO

231.

bo Čo ne)

Borut Paul Kerševan

Rok Prešeren

Vid Bobnar

. Janez Štrancar

. Jure Dobnikar

. Matej Komelj

. Aleš Mohorič

Gorazd Poberaj

. Gregor Mali

. Boštjan Jug

Konfiguracije

Seiberg- Wittenova invarianta

Natančnost ocene za vektorski Carlesonov vložitveni izrek ter

za vektorske paraprodukte

Barva kot indikator dvolomnosti tekočih kristalov

Izbrani primeri nestacionarnih plinskih tokov

Merjenje nevtronov s parom detektorjev jedrskih sledi CR-39

Analiza natančnosti simulacij prehodnih pojavov s termohi-

dravličnim računalniškim programom RELAP 5

Razslojevanje ozračja v zadrževalnem hramu integralne eks-

perimentalne naprave jedrske elektrarne

Homotopski princip za summerzije s sprayem nad Šteinovimi

prostori

Geometrijske lastnosti operatorjev

Vložitve Cantorjevih množic v evklidske prostore

Stabilnost izometrij in homomorfizmov

Delovanje grup in simetrije grafov

Homotopska karakterizacija klasifikacijskih prostorov kom-

paktnih Liejevih grup

Kvaternionske Juliajeve množice

Meritev trilinearnih sklopitvenih parametrov šibkih usmeri-

tvenih bozonov W"W7Z/y s spektrometrom Delphi

Globoke dvojne fotoeksitacije v temi

Raziskave faznih prehodov v relaksorjih z dielektrično spek-

troskopijo

EPR spektroskopija površinskih plasti celičnih membran

Psevdo-Casimirjeve sile v anizotropnih polielektrolitih

Ab initio modeling of nonlinear magnetoelastic couplin in

epitaxlal films

Odmev spinov v moduliranem nehomogenem magnetnem po-

lju za študij molekularnih gibanj

Airborne differential absorption lidar for vapour measure-

ments in the upper troposphere and lower stratosphere in the

spectral region around 940 nm

Določanje zgradbe aluminofosfatnih molekulskih sit z jedrsko

magnetno resonanco in uklonom rentgenskih žarkov

Hlajenje pri prehodu električnega toka skozi stik prevodnik —

izolator — superprevodnik

Magistrirala leta 2000
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234. Rok Pestotnik Identifikacija pionov, kaonov in protonov v spektrometru

HERA-B

235. Marko Bračko Meritev asimetrije naprej-nazaj pri razpadih Z 9 v kvarkovski
par bb

236. Mojca Jazbinšek New mechanisms of optical nonlinearities

237. Gregor Kramberger Razvoj signala iz obsevanih silicijevih detektorjev

238. Matevž Tadel Electron track reconstruction in the ATLAS experiment

239. Darko Veberič Strongly correlated electrons in a, magnetic field

Doktorati — jedrska tehnika

240. Romana Jordan Cizelj Ocena stanja komponent jedrskih sistemov z uporabo teorije

verjetnosti in teorije mehkih množic

241. Iztok Parzer Model pregrevanja sredice reaktorja med izlivno nezgodo

242. Saleh Ashrafi Monte-Carlo simulation of y-ray and charged particle detec-

tors used in In-beam spectroscopy of nuclei

243. Gregor Cerne Sklopitev modela volumskih deležev in dvofiuidnega modela

za opis toka dveh tekočin

Doktorati — meteorologija

244. Damijana Kastelec Objektivna prostorska interpolacija meteoroloških spremen-

ljivk in njihovo kartiranje

Janez Krušič

Letno kazalo
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