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Math. Subj. Class. (2000): 90C22

Semidefinitno programiranje je razred optimizacijskih problemov, pri katerih id¢emo
optimum linearne funkcije pri linearnih pogojih in dodatni zahtevi, da so vse nastopajoce
spremenljivke elementi pozitivno semidefinitne matrike. V élanku predstavimo osnovne
definicije, nekaj posebnih primerov ter najpomembnejse rezultate dualne teorije.

Semidefinite programming is a class of optimization problems, where one optimizes
a linear function subject to linear constrains with additional constraint that all variables
are taken from a positive semidefinite matrix. Basic definitions, some special examples
and the most important results from duality theory are presented.

Problem barvanja tock grafa je eden standardnih NP

Pri1 njem 1scemo taksno barvanje tock, pﬂ katerem sta pdjum SOS@nﬁ

%codﬁ razlicne barve, porabimo pa mins 1lo | Tudi

imalnega stevila bamv 3 kmemm Eahke pravilno obarva no tocke nekega

{‘to stevilo 1menujemo kromaticno stevilo grafa in ga oznacim
NP-tezak problem.

Za nekatere druzine grafov je izracun kromaticnega stevila lazji.
praznih grafih (grafih brez povezav) je to stevilo 1, pri polnih grafih (tj.
tistih, kj@z‘ sta poljubni tocki povezani) je x(G) kar stevilo tock grafa itd.
zanﬁ dve druzimi sta poddruzini druzm@ p@pdmh erafov, v katero
spadajo se dvodelni grafi, povezavni grafi itd. L. Lovasz je E@ta 1979 pokazal,
da lahko za te grafe izracunamo kromaticno stevilo v polinomskem casu,
Sa] j@ enako vrednosti ﬁmkcge v, ki pa je ravno optimalna vrednost n@kega
midefinitnega programa. Vec¢ o tem lahko bralec najde v [1,4,5].

Ta rezultat je imel velik vpliv na razvoj semidefinitnega programiranja.
Rezultata s podobnim vplivom sta Se polinomska resljivost linearnih pro-
eramov, kar je z uporabo elipsoidne metode pokazal ruski maﬁemaﬁk L. G
[K{hachiyan leta 1979, rezultat pa je bil kmalu posplosen na semidefinitno
programiranje, in Karmarkarjeva predstavitev metode notranjih tock za li-
nearno programiranje, cemur je sledila mnozica podobnih metod za semi-
definitno programiranje.

Oznake: 7 R™*™ bomo oznacili vektorski prostor realnith m x n matrik,
oznaka A > 0 bo pomenila, da je matrika A pozitivno semidefinitna (torej
S}_metmgna 7z nenegativnimi Eastm mi vrednostmi), z A > 0 pa bomo povedali,
da je A pozitivno definitna (simetricna s pozitivnimi lastnimi vrednostn 11).
Podobno bo A > B pomenilo, da je A — B V vektorskem prostoru
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R™ bo {-,-) klasi¢ni skalarni produkt (tj. (z,y) = z'y), v R™*" pa nas bo
zanimal naslednji skalarni produkt:

AeB = (A, B) = sled(4'B) =

Mnozico pozitivno semidefinitnih matrik dimenzije nxn bomo oznacili s %,
mnozico pozitivno definitnih matrik dimenzije nxn s 8, , vektorski prostor
simetriénih matrik dimenzije n xn pa s S™. Z oznako Diag(a) bomo oznacili
diagonalno matriko, katere diagonala je enaka vektorju a, podobno pa z
Diag(Aq,...,A,) blotno diagonalno matriko, ki ima na diagonali matrike
A;. Oznaka (A); bo pomenila i-to vrstico matrike A, (A4)* pa i-ti stolpec
matrike A. Za vsako matriko 1z §™ lahko njenih n lastnih vrednosti (ki so
vedno realne) uredimo po velikosti. Z X;(+) bomo oznacili i-to najmanjso
lastno vrednost. Torej je A1(*) = Amin() 10 An(c) = Amax(*).

Nadaljnja vsebina clanka je razporejena takole: v drugem poglavju
predstavimo definicijo semidefinitnega programa, v tretjem definicijo du-
alnega semidefinitnega programa ter pomembnejse primere, v cetrtem po-
glavju pa najpomembnejse rezultate 1z dualne teorije. V dodatku so nave-
deni trije rezultati, na katere smo se sklicevali v poprejsnjih poglavjih.

Definicija semidefinitnega programa

Semidefinitni program je problem, pri katerem 1scemo optimum linearne
funkcije pri linearnih pogojih in dodatni zahtevi, da so vse nastopajoce
spremenljivke vzete 1z pozitivno semidefinitne matrike.

Vzemimo matrike A4,...,A,,,C € 8" 1 vektor b € R™. Semadefini-
tni program v standardnt primarni obliki (v nadaljevanju bomo taksen se-
midefinitni program imenovali (PSDP)) je naslednji optimizacijski problem
(kratica p. p. pomeni: pri pogojih):

b;, 1=1,...,m, (PSDP)

Yl
-

Pri semidefinitnem programiranju je ciljna funkcija, katere optimum isc¢emo,
vedno linearna funkcija elementov pozitivno semidefinitne matrike. Druge
omejitve poleg zahteve po pozitivni semidefinitnosti pa se nanasajo na
strukturo te matrike.

Opomba. 7 zahtevo, da so A; i C simetricne, ne izgubimo na
splosnosti, saj za vsako matriko B € R**™ in vsako simetricno matriko X
velja:
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A, e X = by, Emeaz'ﬂo odwsen pmdhodmh In ga lahko 1zpustim
pa vd a by #£ S ayby, je problem (PSDP) nedopusten.
] 7 2ak=1 KOk, je p aop

nas zanimajo samo dopustni problemi, bomo v nadaljevanju vedno privzeli

naslednjo predpostavko:

[z te predpostavke sledi, da je m < n(n + 1)/2, kar upora-
imo pri pretvarjanju dualnega semidefinitnega programa v primarno obliko

(stran 165).

Semidefinitno programiranje je posebna oblika konveksnega programi-
ranja, saj sta ciljna funkcija in mnozica dopustnih resitev konveksni. Kon-
veksnost mnozice dopustnih resitev sledi 1z konveksnosti mnozice & 1 li-
nearnosti pogojev A; e X = b;.

Kot je razvidno iz prvega razdelka, se je semidefinitno progran
razvijalo v tesni povezavi z linearnim programiranjem, ki je poseben prin
midefinitnega programiranja, kot sledi 1z naslednjega primera.

iran j e). Najbo A e R b e R™ in ¢ €
podan v enit @d ekvwaiemmh standardnih
ienovali (PLP

iranje
leT

(linearno progran
Oglejmo s1 linearni program
oblik (v nadaljevanju ga bomo in

min c'x

p. p. Ax
x

VIV

/iahteva o > 0 pomeni, da morajo biti vse komponente vektorja x nenega-
tivne. Omejitev Az > b je ekvivalentna paru omejntev Az — s =056 m s > 0.
eﬁmm,jm@ diagonalne matrike A; in C s predpisom A; = Diag((A4);, —e;)
in C' = Diag(e¢,0,,), kjer je e; i-ti standardni enotski V@ktor iz R™ (A); pa
1-ta vrstica matrike A. Oglejmo si naslednji semidefinitni program v stan-
dardni primarni oblikai:

min (elX
p.p. A;eX

dopustna resitev za (S

> 0jeu>0muv >0 1z A;je 2

" — b sledi (A)tu — v; = b;, za vsak

a je ekvivalentno Au > b. Torej] je u dopustna resitev za

Zaradi X
1 =1,...,m, kar i
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(PLP) in velja C' e X = ctu. Predpostavimo sedaj, da je u dopustna resitev
za (PLP). Potem obstaja tak v € R™ v > 0, da velja Au — v = b. Tedaj]
je X = Diag(u,v) dopustna resitev za (SLP) in velja C e X = ctu. Ker za
vsako dopustno resitev (PLP) enostavno najdemo dopustno resitev (SLP) z
enako vrednostjo ciljne funkcije in obratno, je (SLP) ekvivalenten (PLP). =

3. Dualni semidefinitni program

Konstrukecijo duala za semidefinitni program (PSDP) bomo izpeljali z
uporabo Lagrangeovih mnoziteljev. Problemu (PSDP) priredimo najprej
Lagrangeovo funkcijo

L(X,y)=CoX+3

?

Vektor y € R™ sestavljajo ravno Lagrangeovi mnozitelji. Problem (PSDP)
je ekvivalenten iskanju naslednje optimalne vrednost:

inf L(X,y).
B, sap (X, v) (1)

To sledi iz dejstva, da je sup,cpm 2 ;(b; — A; @ X)y; = oo, razen kadar za
vsak 2 =1,...,m velja A; e X = b;.

Dualni semidefinitni program za (PSDP), ki ga bomo v nadaljevanju
oznacili z (DSDP), dobimo po standardnem postopku tako, da v izrazu (1)
formalno zamenjamo inf in sup (glej npr. |6]). Torej je (DSDP) semidefinitni
program, ki je ekvivalenten problemu iskanja naslednjega optimuma

sup 1inf L(X , Y ) = sup 1nf (/ bty + (_X’ - N

%ﬂi))- (2)

1

Zgornji 1zraz bo vecji od —oo, kadar bo obstajal tak ¢ € R™, da bo
infxwo L(X,y) > —oco. Ta infimum pa bo ve¢ji od —co natanko takrat,
kadar bo C — Yooy Ay > 0, kar sledi 1z trditve 10. V tem primeru je
iﬂerSjﬁ (X,C =3, 0;A;) = 0. Z uvedbo dopolnilne matrike S € S lahko
zahtevo C — Y . y; A; > 0 zapiSemo kot > . y;A; + .S = C. Problem (2) je
tore] ekvivalenten semidefinithemu programu:

max by
p.- P > ¥idi+S=C, (DSDP)
y € R™, S5 > 0.

Ta program imenujemo dualni semidefinitni program od (PSDP) in ga
oznacimo z (DSDP). Vsak semidefinitni program, zapisan na nacin kot
(DSDP), imenujemo semidefinitnt program v standardni dualni oblik.

164 Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 6




V (DSDP) nastopa vektor prostih spremenljivk y € R™, zato na prvi
pogled ni ocitno, da je (DSDP) problem iste vrste kot (PSDP). Pokazali
bomo, da je mogoce (DSDP) enostavno pretvoriti v semidefinitni program

v standardni primarni obliki. Zaradi linearne neodvisnosti je mnozica

afini podprostor prostora &™ dimenziyje m. Zato obstajajo taksSne matrike
GieS™ i=1,...,n(n+1)/2 —m, in vektor d € R*(»tD/2=m {4 velja

Matrike G; so baza podprostora {> . y;A;;y € Rm}“t , torej

linearno neodvisne matrike, ki so resitve homogenega sistema linearnih
enacb A; Y = 0, + = 1,...,m. Taksnih resitev je n(n +1)/2 — m.
Komponente vektorja d pa so produkti G; e C.

Izracunamo lahko tudi matriko Gy, za katero bo veljalo A;e Gy = b;, saj
je resitev sistema m linearno neodvisnih enacb z n (n + 1)/2 neznankami.
Za X =C — ) . y;A; potem velja

Ker je Gy » C' konstanta, je problem (DSDP) ekvivalenten problemu

max —Gg e

p.p. G;e nin+1)/2 —m

kar pa je ob upostevanju, da je iskanje maksimuma —Gg e C' ekvivalentno
1skanju mintimuma Gg e (', ravno semidefinitni program v standardni pri-
marni obliki.

Oba programa, (PSDP) in (DSDP), sta torej problema istega tipa. Si-
metricnost duala, se pravi, da je dualni semidefinitni program programa
(DSDP) ravno (PSDP), sledi iz konstrukcije, kajti ¢e v (2) Se enkrat for-
malno zamenjamo sup in inf, dobimo spet (1).

Opomba. Zaradi privzete linearne neodvisnosti matrik A; vsakemu
d@pustnemu y € R™ pripada tocno ena dopustna matrika S € &Y 1n
obratno. Torej lahko vsako dopustno resitev (DSDP) oblike (y,.5) podamo

tako, da navedemo ali y al1 5. =

imer 1 (linearno programiranje — nadaljevanje). Dualni linearni

program za linearni program, definiran v primeru 1, ima obliko

Max bty
t

p.p. Aty
Y

AVARVA\
-
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Naj bodo C' in A; matrike, definirane v prvem delu tega primera. Dualni
semidefinitni program za linearni program v semidefinitni obliki (SLP) ima

obliko

max b'y

P. P e YiAi +S =C,

ye R™, §>0.

Zaradi diagonalnosti C' in A; je tudi vsaka dopustna matrika S diagonalna,
torej oblike S = Diag(s,v), kjer s € R*, v € R™. Iz strukture A; sledi,
da je zahteva > . y; A; + S = C ekvivalentna paru zahtev A’y + s = ¢ in
—y +v = 0. Ker velja s,v > 0, je zgornji problem ekvivalenten (DLP). =

Primer 2 (konveksno kvadratno programiranje s kvadratnimi omeji-
tvami). Konveksen kvadratni program s kvadratnimi omejitvami (v nada-
jevanju (KPKO)) je optimizacijski problem naslednjega tipa:

min fo(x)

p.p. file) < 0, ¢e=1,...,m. (KPKO)
V tem problemu so vse f;:[R" — R konveksne kvadratne funkcije. Vsaka
taka funkcija se lahko izrazi kot f;(z) = z'U;z — viz — z;, kjer je U; € S,
v; € R" in z € R. Z uporabo Schurovega komplementa (trditev 9) vidimo,
da je omejitev f;(z) < 0 ekvivalentna zahtevi

. 12 -
I U’ "x
A, = ¢ > 0.
(U P2)t vzt oz

Naj bo v; = (v;1,v49, ..., ). Matriko A; lahko zapiSemo tudi kot

...I 0 - ) 0 (Uil/,'z)l_ ) 0 (Uil/Z)n.,
A; = 0 =z T 1/2 T Ty 1/2
X [ _(U )1 Uil A E__(Uz )n Uin

(

(3)

Iskanje minimuma funkcije fo(x) pri danih pogojih je ekvivalentno iska-
nju minimuma spremenljivke ¢ pri istih pogojih, ki jjm dodamo zahtevo
fo(z) < t. Torej je (KPKO) ekvivalenten problemu:

min t

p. p. Diag(Ag, A1,...,Am) =0,

kjer je
I 1/2 7 g 2
AO _ 1/12 UO L in Aq, _ 1/2 t t ; &L
(U "z)t vhz 4z + 1. (U ""x) vix 4z
za © = 1,...,m. Zgornji problem je semidefinitn1 program, za katerega

je lazje pokazati, da je v standardni dualni obliki. Ce oznacimo S =
— Diag(Ag, 41, ..., A, ), potem z uporabo (3) dobimo » }* ; z;B; +tBn41 +
+ S = By za primerno izbrane simetricne matrike 5;. B
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Ceprav dualna teorija pri semidefinitnem programiranju ne premore
talkko mocnih rezultatov kot pri linearnem programiranju, pa jo lahko pogosto
s pridom uporabimo, Se posebej pri nacrtovanju in analizi metod za resevanje
semidefinitnih programov.

vrednost IsDP).

OPTp =inf {C e X ;
OF1p = sup {bt (TR

Pri tem privzamemo, da je

supf) = —oo, infl = co. (5)

Tedaj velja naslednja trditev

ka dualnost).

S, ~ &5
At S E. B

Dokaz. Ce kateri od programov ni dopusten, potem t o zt@‘v ’veha zaradi
(5). Sicer pa naj bosta X in (y,.5) dopustni resitvi za (PSDP
Iz trditve 10 sledi S e X > 0. Torej lahko zapiSemo

—by=CeX )

> 0.

— § o
N 2

Ker je O PTp infimum razlik (6), narejen po vseh parih dopustnih
priunarnih in dualnih resitev, je trditev dokazana.

Razlika OP1Tp — OPTp je v literaturi poin
/ia primarni in dualni linearni program, od kat@m
vedno velja, da je dualm razmik enak 0. Pri semidefinitnem progran

pa to ni vedno res, kar sled1 1z naslednjega primera.

renovana kot dualni: razmak.
je vsa] eden dopusten,
liranju

midefinitni program v standardni

min

P. P
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Pripadajoci dualni semidefinitni program je

max 21
1 0 0 0 1 0 0 0 0°
p.p. y1 |0 0O O} 4y |1 O 0O} = {0 0 O
0 0 0] 0 0 2 0 0 1

Mnozico dopustnih resSitev za primarni semidefinitni program sestavljajo
tiste matrike oblike

0 0 0]
X =10 L1 L2 |,
0 =z 1

ki so pozitivno semidefinitne (taksne obstajajo npr. pri 1 > 0 in @y = 0).
Na wvsaki od teh matrik je vrednost primarne ciljne funkcije enaka 1, to-
rej so vse te matrike tudi optimalne. Zato je OFTp = 1. MnozZico dopu-
stnih resitev za dualni semidefinitni program tvorijo vektorji {(y1,y2); y1 <
0,92 = 0}. Ker je vrednost dualne ciljne funkcije na vsakem od teh vektor-
jev enaka 0, so vsi t1 vektorji tudi optimalni in velja OPTp = 0. Dualni
razmik za ta par semidefinitnih programov je tako enak 1. m

4.2

V tem razdelku bomo pokazali, da je dualni razmik za semidefinitni
program (PSDP) in njemu pripadajoci dualni program (DSDP) enak 0, ce
je vsaj eden od (PSDP) ali (DSDP) strogo dopusten.

Krepka dualnost

Definicija 3. Semidefinitni program (PSDP) je strogo dopusten, Ce
obstaja taka matrika X € &%, ki je dopustna za (PSDP). Podobno je
dualnm program (DSDP) strogo dopusten, ce obstaja kaka dopustna resitev

(y,5) e R™ x 8.

Opomba. Zahteva, da je semidefinitni program strogo dopusten, se v
literatur: pojavlja tudi pod imenom Slaterjev pogo). =

Za dokaz krepke dualnosti potrebujemo naslednji lemai.

Lema 4. Naj bo B : 8™ — R™ linearen operator in B* : R — S"
njegov adjungirant operator (ty. tak, da za vsaka X € 8™ mny € R™ wvelja
(BX,y) = (X,B%)). Predpostavimo, da obstaja tak §j € R™, da je Z =
= B'y = 0. Potem je mnozica {BX ; X € S} zaprta.

Dokaz. Naj bo b€ R™ in X, Xo,...

velja

zaporedje matrik iz 8, za katero

lim BX; = 0b.
1— 00
Dovolj je pokazati, da obstaja X € S, za katerega velja BX = b. Naj-

prej pokazimo omejenost zaporedja X;. Matriko Z lahko izrazimo z orto-
gonalnim razcepom: Z = PAP?! kjer je A diagonalna matrika z lastnimi
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vrednostmi Z na diagonali, in P € R™ " taka matrika, da velja P
Tedaj velja:

B, Xi) = ZeX; = sded(PAP
—sled(AP'X;P) > Anin(Z2) sled(X;

Zf’\mm(Z) “ )‘maX(X'é>°

Ker velja lim; .(y,BX;) = (y,b) in je zaradi pozitivne definitnosti
Amin(Z) > 0, lahko sklepamo, da so najvecje lastne vrednosti matrik X;
enakomerno omejene navzgor, se pravi, da obstaja taka konstanta R, da za

vsak ¢ velja Amax(X;) < R. Ker so X; pozitivno semidefinitne matrike, je

1] = \/sled(X2) = /3

J
kar pomeni, da je norma teh matrik enakomerno omejena. Zaporedje X;
se tako nahaja v neki kompaktni podmnozici &, Zato obstaja vsaj eno
stekalisée tega zaporedja. Oznacéimo ga z X. Ker je B linearen in s tem
zvezen operator, velja BX; — BX = b. Tako smo nasgli X = 0, za katerega
velja BX = b, kar dokazuje lemo. &

(X2 < v/ Amax(X5) < /R

V teorijl linearnega programiranja je znana Farkaseva lema, ki je ekvi-
valentna izreku o krepki dualnosti. Pravi, da je za A € R™*" m b € R™
sistem Ax = b, x > 0 resljiv natanko takrat, ko ne obstaja y € R, za ka-
terega bi veljalo A'y < 0 in b'y > 0. Podobno lemo lahko dokazemo tudi
v teoriji semidefinitnega programiranja, z njeno pomocjo pa izrek o krepki
dualnosti.

Lema 5 (posplosena Farkaseva lema). Naj bo b € R™, B : 8" — R™
linearen operator in B njegov adjungirani operator. Predpostavimo, da je
{BX ; X =0} zaprta mnozica. Potem bodist obstaja X = 0, da velja BX =
— b, bodisi obstaja tak y € R™, da je Bty = 0 in b'y < 0.

Dokaz. Predpostavimo najprej, da obstaja taka matrika X > 0, za
katero velja BX = b. Iz b'y < 0 lahko sklepamo, da je

torej iz trditve 10 sledi B*y % 0.

Predpostavimo sedaj, da ne obstaja taka matrika X € &1, za katero bi
veljalo BX =b. Torej je {BX ; X = 0} konveksna zaprta mnozica v R™, ki
ne vsebuje vektorja b. Po trditvi 11 obstaja tak vektor ¢ € R, da velja

ket

X, y) = (X, Bly) <0,

B=inf {cfz;zc {BX; X = 0}} > .

Torej za vsak X = 0 velja (¢, BX) = (B‘c,X) > [ in c'b < . Naj bo A
poljubno pozitivno stevilo. Ker je za vsak X > 0 tudi AX > 0 (mnozica
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" je stozec), sledi, da za vsak X = 0 velja A - (B'¢, X) > 3. Za X =0 je
A (Bte, X) =0, torej je § < 0. Ce bi veljalo 3 < 0, potem bi lahko nasli
taksno pozitivno semidefinitno matriko X, da bi veljalo (B¢, X) < 0. Za
vsak A > 0 hi torej drzalo 5 < A(B'c, X) < 0, iz cesar bi sledilo 3 = —oo.
To pa ni mogoce, saj je 8 > c'b. Torej je B = 0 in za vsak X > 0 velja
(Btc, X)) > 0. Po trditvi 10 je zato B'c = 0, vektor ¢ pa iskani vektor. m

[zrek 6 (krepka dualnost). Naj bo (DSDP) strogo dopusten in (4, S) €
R™ x &%, neka strogo dopustna resitev. Naj bosta OFPTp wn OPIp defi-

nirana kot v (4). Tedaj velja OPTp = OPTp. Ce je OPTp < oo, potem
obstaja tak X = 0, da zang velja AX =b in Ce X = OPIp.

Dokaz. Zaradi obstoja strogo dopustne resitve (7,S) sledi iz sibke
dualnosti, da je OPTp > —oo. Definirajmo operator B : 8™ — R™T i
slika po predpisu

Njegov adjungirani operator B slika po predpisu y — y1C + >0 1.4,
Po lemi 4 je mnozica P = {BX ; X > 0} zaprta, saj je B*(1,—y)" = C —
S ;. A; = S = 0. Predpostavimo, da izrek ne drzi, da torej velja OPTp >
> OPTp. Tedaj je sistem linearnih enach

Ce X mOPTD,
Ao X :bi7 — 1, cee g 1T

neresljiv v 87, zato po lemi 5 obstaja vektor (yg,7)! € R™"!, za katerega
velja

OPTpyo +b'9<0 in  yC+ ) 9;4; =0, (7)

Loc¢imo naslednje moznosti:

(a) Ce je yog = 0, je b < 0in >, 9;4; = 0. Tocke {§ — af; a > 0} so
dopustne za (DSDP), saj za vsak oo > 0 velja .S = C' = >, (¥; — ay;)A; =
=S+ a) . y;A; = 0. Ker vrednost dualne ciljne funkcije na teh tockah
z rastoCim « narasca, mora biti OPTp = oo, kar pa je v protislovju s
predpostavko OPTp < OFP1p.

(b) Ce je yg > 0, potem lahko (7) delimo z yg ter dobimo OPTp +b')/yy <
01n C+ 515- > Ui Ay = 0.V tem primeru predstavlja vektor y = —4/yq
dualno dopustno resitev, za katero velja —b'(/yy > OPTp, kar pa je v
protislovju z definicijo OFP1p.

(¢) Zadnja moznost je yp < 0. V tem primeru deljenje neenakosti (7) z —yqg
pripelje do

—0OFP1Tp — bt’g/yo < —€ 1n
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7.2, d@V@h majhen ¢ > 0. Izberimo sedaj neko dopustno resitev ¢y za
DSDP), tako da bo veljalo

/\

g o8

To lahko naredimo, saj po definiciji supremuma obstajajo dopustne
reditve vy, za katere je b'y poljubno blizu OPTp. Sestejmo neenalkosti
iz (8) in (9), ki vsebujeta izraz b’ J@bmm bt (— g} —g/yp) < 0. S se-
stevanjem desnih izrazov pa dobimo — > (9 + ¥:/yo)4; = 0. Kot
v primeru (a) dobimo mnozico dopustnih resitev {y + aly + 9/yo);
« > 0} za (DSDP), na kateri vrednost dualne ciljne funkcije z rasto¢im

« narasca prek vseh meja.

Ker smo 1z¢rpali vse mozZnosti, sledi

)P1'p.

/a dokaz dﬂzgega dda 1zreka pmdp@@mwm@ da je

o program 7a (DSDP), torej (PSDP), je zato dopusten, kar pomenit,
Jg@ Mnozica
= {X = 0; 4

Xy,...} C S,

neprazna. Po definiciji mmuma Qbsmﬁ zap@red}e { X1, X
za ka;é;@r@ vdja limy oo C e X OFP1p. Ker je PP zaprta mnozica, je
(OPTp,b) € P, wr@j absmja maﬁﬂ X »~ 0, zakaterozavsak:=1,...,m

velja . ‘ @ X = é n (e X

/; upostevanjem simetricnosti duala in dejstva, da ima strogo dopustni
semidefinitni program koncéno optimalno vrednost natanko takrat, ko ima
njegov dual konc¢no optimalno vrednost, dobimo 1z tega izreka naslednjo
posledico.

Naj bosta OPTp n ( definirana kot v (4).

e je (PSDP) strogo dopusten wn OPTp Am@;cen potem ge O -
in ta vrednost je dosezena pri (DSDP).
( DSDP) strogo dopusten wn OPTp koncen, potem j7e OP —

OPTp wn ta vrednost je dosezena pri (PSDP).
(c) Ce sta (PSDP ) i (DSD OFTp = 0F

)P ) strogo dopustna, potem je (
1n ta vrednost je dosezena pri obeh programah.

Vsebino 1zreka 6 nazorno prikaze tudi naslednji primer, povzet po

7, str. 64].

rizers

min

P
Pt O OO bl

(2002) 6 171

Obzornik mat. fiz. 49



Nyjegov dualni semidefinitnt program je oblike:

max 2Yyj
9 1
PP “1 O__ Y1 =

O O

OO

Mmnozico dopustnih resitev za (PSDP) sestavljajo matrike X = 33’;1 331 ;
22

za katere wvelja x99 > 0 wn xy1x92 > L. Od tod sledi omejitev

w11 > 1/x99. Torej vma lahko x11 poljubno majshno pozitivno vrednost, zato

0 1

je OPTp = 0. Vendar ta vrednost nt nikoli dosezena, saj matrika |

L2929

nt pozitivno semidefinitna. Edina dopustna resitev za (DSDFP) je y; = 0.

Torey j7e OPTp = 0 wn je dosezen. Primer potrjuje izrek 6, saj je (PSDP)

strogo dopusten (vsaka dopustna resitev z x11 > 0 wn x11x990 > 1 je strogo

dopustna), medtem ko (DSDP) nima nobene strogo dopustne resitve (edina
DI

....O O.ﬁ

dopustna resitev je , ki pa ni pozitivno definitna). =

Primer 3 (nadaljevanje). V tem primeru niti primarni niti dualni
program nista strogo dopustna, torej zadostni pogoj za krepko dualnost ni
1zpolnjen. Ne glede na to sta oba optimuma dosezena. =

“~*

Podobno kot prilinearnem programiranju velja sibka komplementarnost
tudi pri semidefinitnem programiranju.

Sibko komplementarnost srecamo Ze pri linearnem programiranju. Ce je
r dopustna resitev linearnega programa (PLP), predstavljenega v primeru
1, y pa dopustna resitev njegovega duala, potem velja: x in y sta optimaln:
resitvi natanko takrat, kadar velja y*(Axz — b) = 0 in z'(A%y — ¢) = 0.
Podobna lastnost velja tudi pri semidefinitnem programiranju.

plementarnost

 (Sibka komplementarnost). Naj bosta X € S wn (y,S) € R™ x

lzrek 8

optvmalnt z nicelnvm dualnim razmikom natanko takrat, kadar velja

XS = 0. (10)

Dokaz. Ce je XS = 0, potem je tudi X e S = 0 in zadostnost pogoja
je 7z uporabo sibke dualnosti dokazana. Za dokaz v drugo smer moramo
pokazati, da1z X ¢ 5 = 0 sledi X5 = 0. Z upostevanjem lastnosti funkcije
sled dobimo: 0 = X ¢ S = sled(XS) = sled(XY25X1/?). Slednja matrika
je pozitivno semidefinitna, zato je njena sled enaka 0 natanko takrat, kadar
je matrika enaka 0. Trditev tako sledi. =
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Naslednj trditvi sta standardna rezultata 1z linearne algebre. Dokaza
lahko bralec najde v |3, podpoglavji 7.5 in 7.7] ali v |5, podpoglavje 1.1].

Trditev 9 (Schurov komplement). Naj bo A € &', C € 8" 1 B ¢
R™*™ - Potem wvelja '

t g ~ 0 natanko takrat, ko ¢ C — BiAlR ~ 0
ke ] m

A B | o

Bt C — 0 mnatanko takrat, ko ¢ C — B A "B > 0.

Trditev 10 (Fejerjev izrek o sledi). Simetricna matrika A je pozitivno
semuidefiniina natanko takrat, ko velja Ae 5 > 0 za vsako pozitivno semaide-
finttno matriko B.

Trditev 11. Naj bosta K1 wn Ko neprazni konveksni mnozict v R,
za kateri velja, da je presek njunih zaprtij prazna mnozica. Ce je katera
od nyyu omejena, potem obstaja hiperravnina v R™, ki strogo loct t1 dve
mmnozict, t3. obstaja tak vektor b € R™, da velja

inf (b,z) > sup (b, ).
inf (b, z) Sup )

Dokaz. Glej |6, posledica 11.4.2.].
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STANISLAV JUZNIC

PACS 01.65.4-g 46.05.+b 46.15 -x

Obravnavamo preucevanje tekocin na visjih studijih v Ljubljani v drugi polovici
18. stoletja. Posebno pozornost posvecamo prodoru Boskovicevih idej, s katerimi so se

4 o 88

monarhiji. Prvic opisujemo fizikalna dela obeh najpomembnejsih jubljanskih fizikov 1z
18. stoletja, Ambschlla in Gruberja.

CONTINUUM MECHANICS AT HIGHER STUDIES OF LIUBLJANA IN
187" CENTURY

We described the hydrodynamics as researched at the higher studies of Ljubljana in
the second part of the 18" century. A special concern was put on reception of Boscovich’s
physics at the higher studies of Ljubljana that enabled them for a comparably quick
development in Habsburg monarchy of their time. The works of both the most important
Ljubljana physicists of that era, Ambschell and Gruber, were discussed for the first time.

Uvod

Mehaniko kontinuov so razvili po 17. stoletju z uporabo prijemov, sprva
preverjenih v hidrodmamiki. Izkazalo se je, da so uporabni v sStevilnih
panogah, kjer je mogoce zanemariti vpliv delcev v snovi. Po sprejemu fizike
Rudjerja Boskovic¢a (1711-1787) v Ljubljano v Sestdesetih letih 18. stoletja
smo dobili tudi pri nas nekaj resnih obravnav mehanike kapljevin, ki so
odmevale tudi v sirSem evropskem prostoru.

Prve Boskoviceve vplive zasledimo leta 1760 pri Inocencu Tauffererju
(1722-1794), profesorju splosne in posebne fizike na visjih studijih v Lju-
bljani. Tauffererjeve i1zpitne teze so izdali vezane v knjigo Boskovicevega
prijatelja in dopisnika, tajnmika Pariske akademije Jeana Jacquesa Dorothe-
usa de Mairana (Dortoux, 1678-1771). Po njem je Taufferer povzel opis
vakuuma, kapljevin in meteorologije [1].

Taufterer je v Ljubljani zagovarjal IKopernikov sistem kmalu po posebni
kongregaciji, na kateri je sodeloval tudi Boskovic. Tam so 16.4. 1757 od-
pravili prepoved knjig, ki opisujejo mirovanje Sonca m gibanje Zemlje kot
fizikalno realnost.

Taufferer je svoje studente se vedno ucil o, anticnih” elementih, ognju,
zraku, vodi in zemlji. Ogenj so obravnavali kot | orodje narave”, ne da b1 ga
locevali od etra. Zrak so opisali kot prozorno, prozno, stisljivo snov z lastno
tezo. Delce zemlje so opisali kot trdne, oglatih oblik, raznolike in tezko
gibljive. Vodo sestavljajo drobni, homogeni in trdni delci. Taufferer je Se
verjel, da vode ni mogoce stisniti, ceprav je osemna]jst let pozneje Ambschell
v Ljubljani prevedel knjigo, ki je s poskusi dokazovala nasprotno. Podobo
1dealne tekocine sta uporabljala tudi tedaj vodilna raziskovalca Leonhard

FKuler (1707-1783) in Daniel Bernoulli (1700-1782).
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[Korosec Janez Krstnik Pogrietschnig (1722-po E??B} je bil profesor

splosne in posebne fizike v Ljubljani med letoma 1764 1n 1768. Ucil je, da
so lastnosti snovi dolocene z lastnostmi njihovih gradnikov. hwm dobivajo
vodo od dezja 1 snega ter 1z morskih hlapov, zajetih v votlinah. Elektriko
je imel za zelo drobno elasticno snov, podobno svetlobi, ki se nahaja prav v
vseh telesih. Iz telesa, kjer je vec elektrike, tece v telo, kjer jo primanjkuje.
Sprejel je Franklinovo teorijo o enem fluidu in po njej povzel tudi opis bliska
kot razelektritve.
Delce vode je opisal kot drobne, trdne in gladke molekule, ki povzrocajo
enak tlak v vseh smereh. Opisal 3@@ vezne posode, vzgon v tekocini, kapi-
larnost, barometer in vremenske po ga,VQ /Zrak je opisal kot poseben prozen
plin, M s svojo tezo povzroca tlak. Zvok je pravilno povezoval z nihanjem
majhnih proznih delcev zraka. Frekvenca nihanja doloca visino zvoka.

sTeg 1in toca nastanejo z zgostitvijo vodnih hlapov, katerih molekule
se zdruzijo zaradi delovanja sil. Vodne hlape je opisal kot lahek plin, ki se
dviga zaradi zracnega tlaka, pogosto tudi zaradi elektricnih sil.

Avgusta 1768 je dal Pogrietschnigov student vezati izpitne teze v
benesko 1zdajo Boskovica 1z leta 1763. Boskoviceva teoriya je bila tedaj Ze
osnovni tekst pri pouku fizike v Ljubljani. Septembra 1768 sta druga dva
Pogrietschnigova Studenta enake teze vstavila v astronomsko delo, ki ga je
leta 1765 objavil Giuseppe Maria Asclepi (1706-1776), Boskovi¢ev nasle-
dnik na kolegiju v Rimu |2|. Nekdanji ljubljanski profesor Leopold Gottlieb
Biwald (1731-1805) je svoje izpitne teze v Gradcu prav tako dal privezati
v knjigi Boskovica i Asclepija. Leta 1765 so Boskovicevo delo na podoben
nacin uporabili v Parizu.

Leta 1771 so imeli stirje kranjski studentje drugega letnika filozofije
1zpit pri Gregorju Schottlu (1732-1777). Schottl je bil profesor splosne
in posebne fizike v Ljubljani od 22. 10. 1768 do leta 1775, s presledkom v
Solskem letu 1769/70. Izpit je temeljil na stiridesetih tezah, ki jih lahko
razdelimo v naslednje skupine: uvod (tezi 1 in 2), spreminjanje viskoznosti
s temperaturo (3), sile med delci vode (4, 5), hidrostatika in hidrodinamika
(6-31), led (32, 33), para (34, 35) in meteoroloski pojavi s padavinami (36—
-40 |3]).

V tretji tezi so studentje pojasnjevali pojemanje viskoznosti vode z
narascajoco temperaturo. Pojav so eksperimentalno raziskali komaj stoletje

pozneje 1n pojasnili s kineticno teorijo toplote.

/ naslednjih tezah so opisovali mehaniko kapljevin po Bernoulliju.
Dvajseta teza je terjala od studentov navedbo poskusov, ki potrjujejo Ber-
noullijeve ugotovitve o razmerju med tlakom, Sirino odprtine in hitrostjo
1iztekanja vode. V tezah 28-31 so obravnavali kapilarnost. Pred Schottlom
sta o kapilarnosti razpravljala Francoz Alexis Claude Clairaut (1713-1765)
leta 1743 1 dvanajst let pozneje na Madzarskem rojeni zdravnik Johann
Andreas von Segner (1704-1777), profesor fizike in matematike na univerzi
v Gottingenu.
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Clairaut ni zapisal pravila o obratni sorazmernosti dviga kapljevine v
ozkl cevl z njenim premerom, ki je bilo znano Ze sredi 18. stoletja. Pravilo
so gotovo muorali poznati Schottlovi studentje pri obravnavi enaintridesete
teze: |V kaksnem razmerju sta visina in koli¢ina kapljevine v kapilari?”.

Segner je vpeljal pojem | tenacitas” za silo, odvisno od prostornine
kaplje, ki stiska kapljo v njeno prvotno okroglo obliko. Podobno silo je
Schottl obravnaval v cetrti in peti 1zpitni tezi.

Segner ni opisal pojma povrsinske napetosti. To mu je kljub temu pri-
pisal markiz Pierre Simon Laplace (1749-1827) leta 1816 zaradi osebnih na-
sprotij do rojaka Gasparja Mongea (1746-1818), ki je leta 1787 prvi upo-
rabil pojem povrsinske napetosti v sodobnem pomenu. Monge je sveto-
val uporabo infinitezimalnega racuna pri obravnavi konstantne napetosti na
povrsinl kapljevine. Schottl in njegovi sodobniki so kapilarnost se opisovali
s silami med molekulami. Schottl je po Robertu Boylu (1627-1691) poznal

razlicno obliko gladin vode 1n zivega srebra v steklenih kapilarah.

Stisljivost vode in Anton Ambschell

~ Anton Ambschell (Ambschel, 1751-1821) je bil rojen v mestu Gyor
(Raab, Rab, Jaurinum) na severozahodu Madzarske, kjer je obiskoval visje
razrede gimnazije. Na Dunaju je v letih od 1771 do 1773 studiral fiziko in
matematiko ter doktoriral 1z umetnosti in filozofije.

Eksperimentalno fiziko ga je pouceval Joseph pl. Herbert (1725-1794)
1z Celovca, eden najpomembnejsih raziskovalcev luminiscence. Herbert se
je kot predstojnik Terezijanisca na Dunaju pridruzil zagovornikom Bosko-
vicevega nauka. Emno leto je pouceval logiko in metafiziko na dunajski
univerzi, med letoma 1760 1n 1784 pa je tam predaval posebno m splosno
fiziko. 'V ljubljanski licejski knjiznici so si1 priskrbeli stevilna Herbertova
dela. Ambschell je ostal v stiku s svojim profesorjem tudi po koncanem
studiju in prevedel njegovo knjigo o proznosti kapljevin [6].

Prvi raziskovalci stisljivost: vode so bili Francis Bacon baron Verulam
(1561-1626), Boyle Pieter van Musschenbroek (1692-1761) in akademiki v
Firencah. Polnili so kovinske posode z vodo in jih stiskali ali po njih tolkl:.
Iz spremenjene oblike posode so lahko ocenili morebitno zmanjsanje pro-
stornine. Musschenbroek je v Leydnu preizkusal elasticnost snovi in rezul-
tate objavil v stevilnih knjigah, ki so jih sredi 18. stoletja kupovali v kole-
e131th Habsburske monarhije in eno ponatisnili tudi v Ljubljani. V Ljubljani
so leta 1678 prodajali Boylova dela, knjiznica ljubljanskega kolegija pa si je
priskrbela Musschenbroekov prevod poskusov florentinskih akademikov.

Jean Antoine Abbée Nollet (1700-1770) in Georg Erhard Hamberger
(16567—1743) sta stiskala vodo v podobni napravi, kot jo je Edmé Mariotte
(1620-1684) leta 1679 uporabljal za stiskanje zraka. Vendar je bil tlak
prenizek za natancnejse raziskovanje stisljivost: vode. Dovolj visoke tlake je
preizkusal sele dunajski zdravnik Johann August Natterer (1821-1901), ki je
po letu 1844 dosegal 3000 do 4000 barov in uspesno prodajal svoje naprave.
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lika 1. Poskusi s kapljevinami in plini v Ambschllovi knjigi. Skica naprave za stiskanje
vode na fig. 7 iz leta 1807 je bila podobna fig. 23 iz leta 1793 [8], ki je ponatisnjena
na nasi naslovnici. Med osnakami na merilni napravi je Amschell leta 1807 zapisal érko I
namesto c¢rke J, ki se v latinscini ni uporabljala. Leta 1793 ni narisal opore za navpicno
cev NG, ceprav je bila za varno izvedbo poskusa nujna. Leta 1807 zaradi tiskarskega
skrata niso natisnili ¢rke S pri oznacbi zbiralnika RTQS. Za stiskanje vode je uporabil
31 cm dolgo vodoravno zelezno cev AD (fig. 7). Levo polovico cevi je napolnil z Zivim
srebrom, desno pa z vodo. Kapljevini sta se dotikali v tocki B. Voda se je na desni
iztekala v stekleno kroglo A z notranjim premerom 5 cm. Zaklopka L je locevala zivo
srebro v vodoravni cevi od navpiéne cevi NG. Navpicno cev dolzine 1,24 m in preseka

9 cm? je napolnil s priblizno 1,5 kg zivega srebra. Ko je odprl zaklopko L, je zivo srebro
iz navpicne cevi NG pritisnilo na vsebino vodoravne cevi. Meja med zZivim srebrom in
vodo se je premaknila od tocke B do tocke K. Dodatni tlak je povecal prostornino krogle
A v zaprtem kvadratnem steklenem zbiralniku RTQ5, povezanim z navpicno cevjo Al

Gladina vode v cevi se je dvignila od tocke P do tocke I. Razlika med prostorninama vode
v odsekih cevi BK in PI je bila 4354-krat manjsa od prostornine vode v krogli A [6, 7]:

Vprx — Vpr)/Va = 4354.

Pri tem smo prostornino vode v ceveh zanemarili v primerjavi s prostornino krogle A.
(zlede na skico je bila stranica zbiralnika RTQS dolga okoli 8 cm. Razdalja PI ni presegala
1 cm. Presek odprtine cevi Pl je bil potem vecj od:

m- (5 cm)?/(6-4354 -1 cm) = 1,5 mm” .

e & B

Notranji premer cevi PI ni bil 0Zji od poldrugega milimetra. Ce je imela podoben premer
tudi vodoravna zelezna cev AD), je bila prostornina vode v njej vec¢ kot dvatisockrat manjsa
od prostornine krogle A. Zato smo jo upraviceno zanemarili. Izdelava taksnih cevi ni bila

rezahtevna za zvonarno Jakoba Samasse (1744-1808). Podjetje je bilo ustanovljeno leta
1767 in je opravljalo mehanska in vzdrzevalna dela za fizikalni kabinet v Ljubljani, ki1 so

a upravljali Pogrietschnig, Schottl in Ambschell.

& @

Njegovo delo sta v Habsbursk: monarhiji nadaljevala IKarol Olszewski (1846
-1915) in Szygmunt Florenty Wroblevski (1845-1888) na univerzi v Krakovu
ed prizadevanji za kondenzacijo ,permanentnih” plinov.
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Prve dokaze za stisljivost vode je objavil sin angleskega krojaca John
Canton (1718-1772), pomoZni uéitelj na privatni soli v Londonu in ¢lan
londonske kraljeve druzbe. Pokazal je, da florentinski poskusi s stiskanjem
votle zlate krogle niso dali pravilnih rezultatov. Prisobni temperaturi je cev
7z 7ivim srebrom napolnil do oznacene visine. Napravo je toliko segrel, da
je zivo srebro doseglo vrh cevi, ki ga je nepredusno zaprl. Ko se je naprava
ohladila, se je gladina Zivega srebra postavila za 0,8 mm nad oznaceno visino.
V podobnem poskusu z vodo se je gladina postavila 11 mm nad oznaceno
V1SINo.

V drugacnem poskusu je odprto cev termometra napolnil z vodo do
znaka i nad njo 1zcrpal zrak. Po Cantonu se je stolp vode v vakuumu dvignil
za 10.870-t1 del prvotne prostornine [4], medtem ko je Hans Christian Orsted
(1777-1851) pozneje nameril ve€ kot dvakrat visji dvig. Ko je Canton spustil
zrak nad termometer, se je gladina vode znova znizala do znaka. Stekleno
posodo je drzal pod vodo, da bi se 1zognil toplotnemu toku. Pri poskusih z
alkoholom in olivnim oljem je ugotovil, da stisljivost ni obratno sorazmerna
z gostoto. Stisljivost vode je narascala s temperaturo, stisljivost alkohola in
olivnega olja pa ravno obratno. Izracunal je, da je voda v 3,2 km globokem
morju stisnjena za 1,3 % [5]. Njegovih rezultatov niso vsi priznali, saj se je
voda v poskusu razsirila le za majhen del zacetne prostornine. Prav tako ni
mogel odstraniti vplivov temperaturnih sprememb na vodo in na stekleno
posodo. Kljub temu je bil postopek dovolj prepricljiv, saj je tlak meril
neposredno in je lahko doloc¢il zelo majhne spremembe prostornine.

Cantonovo delo je dopolnil Herbert, ki je veliko bolje 1zlocil vpliv toplote
pri poskusu. Herbert je pr1 17.,5°C stisnil vodo za 4354-t1 del zacetne
prostornine, alkohol za 5161-, olje za 7287- 1n Zivo srebro za 10.529-t1 del.

Ker je v Herbertovem poskusu 1,5 kg zZivega srebra pritiskalo na
povréino 0,9 cm?, je po sodobnem zapisu izmeril stisljivost vode [6, 7]:

—(1/V) - (dV/dp) = (1/4354) - (0,9 cm?/15 N) ~ 10~ (N/m?)~*

Iz Cantonove meritve izracunamo podobno vrednost za stisljivost vode
(10870-10°)"Y(N/m?)~!. S sodobnimi piezometri dobimo enak red velikosti
za, stisljivost kapljevin.

Herbert ni naredil vseh poskusov z enako merilno napravo. To je pol
stoletja pozneje jezilo Yrsteda, ker n1 mogel izracunati napake Herbertovih
meritev. Ugotovil je, da je Herbert neupraviceno zanemaril tlak vode na
stenah zbiralnika.

Herbert je svoje delo objavil v latinskem jeziku, ki je v znanstvenem
svetu Ze izgubljal nekdanjo vlogo, ceprav je leta 1819 Orsted v latinscini
porocal o svojem odkritju odklona magnetne igle pod vplivom elektricnega
toka. Ambschllov nemsk: prevod Herbertovega dela je mmel zato wvelik
pomen. Ponosnl smo, da je bil natisnjen prav v Ljubljani.

Eberhard August Wilhelm von Zimmermann (1743-1815), profesor ma-
tematike na Carolinumu v Braunschweigu, je leta 1779 opisal poskuse Ru-

dolfa Adama Abbicha (u. 1809), ne da bi poznal Herbertovo in Ambschllovo
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delo. Abbich je uporabljal zelo trdno posodo 1z medenine. Tr1 mocne osebe
so z batom stiskale kapljevino v posodi. Ni uposteval povecanja prostornine
posode zaradi visjega tlaka med poskusom.

Pozneje so Laplace, Jacob Perkins (1766—-1849), Orsted, Jean Daniel
Colladon (1802-1893) in Jacob Karl Franz Sturm (1803-1855) objavili bolj
natancne, vendar Se vedno predvsem kvalitativne meritve. Laplace je leta
1816 dognal, da je zvocni val adiabaten in ne 1zotermen. Zapisal je pravilno
enacbo za hitrost zvoka, vendar je uporabil nenatancne Cantonove meritve
stisljivosti vode. Perkins se je 1z Philadelphie preselil v London, kjer se je
prezivljal kot inZenir. 29. 6. 1820 je opisal, kako je s tlakom 326 barov vodo
stisnil za 3,5 %. Orsted je leta 1827 meril tudi stisljivost Zivega srebra |9].
Sturm in Colladon sta eksperimentirala v Zenevi. Prvi je bil domaéi uéitel;,
drugi pa profesor mehanike na akademij. Ko sta za poskuse 1z leta 1834

dobila nagrado akademije v Parizu, sta se preselila tja.

Sedem let po prevodu Herbertovih meritev stisljivosti je bil Ambschell
20. 10. 1785 odstavljen s polozaja rektorja Liceja v Ljubljani, kjer so filozof-
ske Studije zacasno (za trileta) opustili. Naslednji dve desetlet]i je bil profe-
sor fizike in mehanike na dunajski univerzi, kjer je objavil stevilne fizikaine
knjige. Fiziko je delil v naslednja p@ghvja° Najsplosnejse lastnost: teles,
njihovi neposredni ucinki in razmerja; Gib ame /akoni ravnotezja trdnih n
tekocih teles; Toplota, svetloba in dd&mka Zrak in voda |8]; Zemlja v zvezi
7 drugimi nebesmmi telesi. To so bili obenem tudi naslovi sestih knjig v
njegovem ucheniku: O splosnih lastnostih teles; O gibanju; O ravnotezju

teles; O ognju in elektricni materiji; O zraku in vodi; O vidnem svetu.

latinski priredbi ucbenika 1z leta 1807 je naslove poglavij) nekoliko
sprementl. Prva knjiga je dobila daljsi naslov |, O splosnih lastnostih teles,
ucinkih, vzrokih in razmerjh”, ki so mu bile v kazalu dodano se besede
,vzajemni in enostavni vplivi”. Prvi del prve knjige je obravnaval fiziko,
drugi pa kemijo. Drugi knjigi je dal leta 1807 povsem nov naslov | O sve-
tlob1”. V kazalu je pod vplivom tedanje teorije etra naslov spremenil in za-
pisal | O svetlobni snovi”. V prvotni nemski 1zdaji je bila optika leta 1792
vkljucena kot drugi del cetrte knjige po obravnavi toplote in pred obravnavo
elektrike. Nova odkritja so zahtevala podrobnejso obravnavo svetlobnih po-
javov, ceprav Ambschllov ucbenik Se ni porocal o 1zumu akromatskega te-
leskopa, ki je nasprotoval Newtonovi teoriji. Prav tako ni omenil novih po-
skusov Eulerja ali celo Thomasa Younga (1773-1829) z valovno teorijo sve-
tlobe, temvec je opisal | svetlobno materijo, sestavljeno 1z trdnih delcev”

Naslov pete Lnﬁge je Ambschell leta 1807 spremenil v O zrakih raznih
vrst” |7]. Vode ni vec izrecno omenil v naslovu, Cep);ew j1 je v celoti
posvetil zadnje peto poglawe Sprememba naslova je bila posledica napredka
pnevmatske kemije in raziskovanja parnih strojev. Nacrtovanje kanalov
in vodometov v Versaillesu, Sankt Peterburgu in drugje ni bilo ve¢ tako
pomembno po koncu 18. stoletja. Gabrijel Gruber (1740-1805) je v duhu
tedanjega casa Se prakticno raziskoval hidrodinamiko, Ambschell pa je njeno

Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 6 179



obravnavo glede na obseg 1z prejsnjih dveh let skrajsal Ze v izpitnih tezah
1z leta 1780.

Gruberjev prekop

Gruberji so bili Dunajcani slovenskega rodu. G. Gruber je bil v jezu-
1tskem noviciatu na Dunaju leta 1756 1n 1757, v casu, ko je tudi Boskovié
gostoval pri dunajskih jezuitih od 5.4.1757 do 4. 3. 1758. Leta 1757/58 je
Gruber obiskoval visje razrede gimnazije v Leobnu. Od leta leta 1758 do
1760 je studiral filozofijo v Gradcu, kjer je po letu 1763 fiziko pouceval nek-

danji ljubljanski jezuit Biwald. Leta 1760/61 je G. Gruber studiral jezike
na Dunaju.

Njegov polbrat Tobija Gruber (1744-1806) je prehodil povsem enako
ucno pot pet let pozneje. Nadaljeval je nekoliko drugace, saj je leta 1767
pouceval v nizjih razredih gimnazije v Passauu, nato pa je med letoma 1768
in 1773 studiral matematiko in teologijo na Dunaju.

Med studiyjem jezikov je G. Gruber obenem pouceval latinséino na
dunajski Orientalski akademiji. Leta 1761/62 je Studiral matematiko v
Trnavi. Tam je pouceval zagovornik Boskovicevih idej Franz Xaver Weiss
(1717-1785), poznejsi direktor observatorija v Budi. Na univerzi v Trnavi
sta do njene prestavitve v Budo poucevala tudi astronom Maximilian Hell
(1720-1792) in gradiscanski Hrvat Ivan Horvat (1732-1799), ki je objavil
Stevilne ucbenike fizike 1n matematike po Boskovicevem nauku. Leto pred
Gruberjevim prihodom je v Trnavi pouceval nekdanji ljubljanski profesor
fizike Franc Tricarico (1717-1788), pred njim pa Andrea Jaslinszky (1715-
—po 1773) in Joseph Apponyi (1718-1757). Weissove in Apponyieve izpitne
teze 1z leta 1754 so si istega leta priskrbeli tudi v Ljubljana.

G. Gruber je studiral teologijo leta 1763 na Dunaju, ko je bil med 15. 1.
1763 in majem 1763 Boskovi¢ ponovno gost dunajskega jezuitskega kolegija.
Profesor matematike na dunajski univerzi je bil Joseph Walcher (1719-
—1803) 1z Linza, ki je objavil devet knjig o matematiki, mehaniki in plovbi
po Donavi 1 je kasneje pouceval Ambschlla. Gruber je pozneje nadaljeval
Walcherjevo raziskovanje plovbe na kranjskih rekah. Dunajsk: tecaj za
utrjevanje znanja matematike je vodil Boskovicev prijatelj in sodelavec Karl
Scherffer (1716-1783), ki je mocno vplival na Gruberja.

Gruber je 4. 6. 1768 je prisel v Ljubljano in postal naslednjega leta pred-
stojnik katedre za risanje, geometrijo, mehaniko in hidravliko na jezuitskem
kolegiju, ki jo je ustanovila Kranjska kmetijska druzba. Sluzbo je obdrzal
do leta 1784, medtem ko je Ambschell ostal se nekaj mesecev dlje. Gruber je
vodil ladjedelniski oddelek, ki so ga obiskovali tudi Benecani. Obenem je bil
od leta 1772 do 1781 ravnatelj plovbe po Ljubljanici in Savi. Enako sluzbo
je v letih 1774 do 1777 opravljal njegov polbrat T. Gruber v Temisvarju.
Tobija je leta 1780 postal stavbni ravnatelj drzavnih posestev na Ceskem
in je hkrati predsedoval Ceski znanstveni druzbi v Prag:i, katere clan je leta
1800 postal tudi G. Gruberja nekdanj ucenec Vega. V druzbinem glasilu je
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Gruber objavil stevilne razprave pod vplivom polbrata Gabrijela, ceprav
je njuno znanstveno sodelovanje mogoce izrecno dokazati predvsem pri dva-
najstibh pismih s fizikalno vsebino leta 1781 in poznejsih nadaljevanjh. Pi-
sma so bila datirana v Ljubljani, Cerknici in Postoini leta 1779 i naslo-
vljena na dvornega svetnika Ignaca barona Borna (1742-1791), ki je bil v
prvem pismu imenovan  najdrazji prijatel]”. Pozneje je Born na Dunaju
dal natisniti se druga Gruberjeva pisma.

1 17 leta 1781 so natisnili tudi 29 vinjet, ki jih je tudi risal
sam Gruber. Na vinjetah je s ¢crkami oznaceval vaznejse tocke in tokove,
na katere se je potem skliceval med tekstom. Prve tri so bile posvecene
lyubljanskim rekam, druge pa so prikazovale kraske jame in vodne tokove,
posebno v zvezl s Cerkniskim jezerom. Narisal je pm%k g@mma 7.3, Eazhg@
podzemnih tokov Cerkniskega jezera. Kranjske vode so zaceli raziskovati Ze
Athanasius Kircher (1602-1680) leta 1650, AngleZz Edward Brown
08) leta 1669 in 1674, baron Janez Vajkard Valvasor (1641-1693)
Anton pl. Steinberg (1684-1765). Valvasor je 17. 11. 1687 objavil

skice podzemlja Cerkniskega jezera, oznacCene s crkami. N

T

Pred pisn

-

i

Na osnovi teh
skic in razlag je postal ¢lan londonske kraljeve druzbe. Gruber je povzel
Valvasorjev 1 Steinbergov opis Cerkniskega jezera.

. Gruber se je vseskozi ukvarjal s pedagoskim delom. ¢
je pouceval mehaniko v Ljubljani in nato v Mogilevu (Mohylew, ]
V letih 1786 do 1800 je ucil matematiko, fiziko 1 arhitekturo v Polocku
(Potock, Polotsk) v danasnji Belorusiji in po februarju 1801 eksperimentalno
fiziko na kolegiju v eterburgu. Kljub malostevilnim objavam je

Od 1769 do 1784

Mohilefl]

Sankt P
mogoce dokazati, da je Boskovi¢ vplival na njegovo gradnjo prekopa v
Ljubljani. Boskovi¢ je med letoma 1764 in 1781 dal objaviti 5 strokovnih
mnenj o hidrodinamskih posegih. Leta 1764 je po treh mesecih raziskav
na terenu O}j&vﬂ nacrt za izsusitev Pontinskih mocviryy v Papesk: drzavi
ob predlogih Romualda @m,tagh& in Gabriela Manfredija (1681-1761),
profesorja matematike na univerzi v Bologni. Obenem je zasnoval tudi
ureditev pristanisca Terracine 100 kim jugovzhodno od Rima. Istega leta je
temeljito raziskal pristanisce Rimini, leta 1771 Savono in leta 1774 Jakimi
pod obalo C&po di Monte. Raziskoval je pophve reke Tibere i moZnost:
za plovbo v Rimu. Ukvarjal se je z }EHGCVHﬁ ob deltah rek Pad i Adize v
Beneski republiki ter s hudourniki v Perugii. Leta 1781 je ocenil raziskavo
jezuita Leonarda Ximenesa (1716-1786) glede moznostl za razbremenitev

Lucca v Italiji. Ximenez je bil matematik

kanala Nuovo Ozzer:i v mestu |
in astronom toskanskega vojvode v bhznﬁh Firencah ter ¢lan Peterburske
Ferrari, Lucci in Genovi

akademije. Ukvarjal se je z vodami v obgm
ter tudi z 1zsusevanjem Pontinskih mocéviryy. 7Z Boskovicem sta obcasno
sodelovala od leta 1756.

Leta 1765 je jezuit Giovanni Antonio Lecchi (1702—-1776) objavil Bosko-
vicevo pismo ,, O nacelith za prakticna pravila meritev voda, ki tecejo v
koritih” s postopkom za 1zracunavanje povprecne hitrosti kapljevine. Lecchi
je bil leta 1734 in 1735 profesor matematike v Pavii, od leta 1738 do
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prepovedi Jezuitske druzbe pa je pouceval na univerzi v Milanu. Nato je
bil matematik i hidravlik na dvoru Marije Terezije, za papeza Klementa
XIlI. pa je urejeval recne tokove v pokrajini Emilia-Romana. Vendar je
Boskovi¢c Ze 27.5. 1766 ugotavljal, da Lecchijeva, knjiga vsebuje , napacne
predpostavke pariskega akademika Jeana Le Ronda d’ Alamberta (1717-
—-1783). 'V zacetku leta 1774 je Boskovi¢ v pismu uCencu in sodelavcu
Francescu Puccineliju (1741-1809) Se priporocal Lecchijevo delo, 25. 10.
1780 pa ne vec.

Inzenirja Ernest Wenzel Durchlasser in Friedrich Conrad Renner sta
zacela dela za gradnjo prekopa in ureditev plovne poti skozi Ljubljano leta
1735. Njun nacrt je v bakrorezu izsel 4 leta pozneje, porabila pa sta 200.000
goldinarjev. Renner je predvidel promet 13 do 14 ladij na dan. Vendar je
Gruber pozneje menil, da Rennerjevo delo ni bilo strokovno izpeljano.

Pet let starejsi projekt izsusevanja Pontinskih mocviriy jezuitov Xime-
neza in Boskovica je bil Gruberju znan, ko je na poziv dezelnih stanov leta
1769 predstavil dva predloga za varovanje Ljubljane pred poplavami in za
1zsusevanje Barja. Leta 1770 je Lecchi obiskal Ljubljano in 2 Gruberjem so-
deloval v komisiji za 1zsusevanje ljubljanskega barja. Pozneje so mu v Milano
poslali nacrte za gradnjo prekopa, vendar jih je zavrnil in s temn povzrocil
Gruberju veliko preglavic. Lecchiju se je zdela poglobitev in razsiritev struge
Ljubljanice boljsa resitev. Gruber je nastel predloge Maximiliana Frema-
uta, ,,P. Lechija, milanskega jezuita in znanega matematika” ter inzenirja
Sigmunda Huberta. Vsi so zagovarjali poglobitev, ki1 po Gruberju ne bi bila
cenejsSa, saj bi ogrozila hise ob Ljubljanici. Sam se je navduseval za pre-
kope z zapornicami, podobnimi nizozemskim. Prednosti prekopa je pred-
stavil z racum pretokov in padcev vode. Podpiral ga je tudi major Vincenc
Jurij Strupi (Struppi, 1733-1810) 1z Ljubljane. Zaradi ovinkov skozi mesto
je bila Ljubljamica daljsa od prekopa za gradom v razmerju 77:40. Prekop
je 1mel na razdalj skoraj 2 km padec 4,725 m, medtem ko je Ljubljanica
na razdalji nad 12 km od Vrhnike padla le za 36 cm. Gruber je izracunal,
da bosta cena 1n hitrost prevoza z ladjo enaka kot pri potovanju po dezelm
cestil skozi Ljubljano. Pri ocenah pretoka je uporabljal enoto | klaftra” ali
sezenj (1,89 m).

Leta 1772 je Gruber zacel voditi dela pm eradnji prekopa, ki ga se danes
m}enujemo po njem. Mocvirno zemljisce je povzrocah veliko tezav. Tako
je nekega jutra sluzabmnik pritekel v njegovo sobo 1 vpil: |, Gospod, gospod,
most, ki ste ga zgradili véeraj, se je ponoéi podrl!” Gruber ga je hladno
zavrnil: | To ni mogoce. Saj sem lastnorocno opravil vse potrebne racune.”
Vendar je 1mel sluzabnik zal prav in je bilo treba most znova postaviti.

Gruberja tudi osebna intervencija pri cesarici n1 obvarovala pred sumom
za slabo gospodarjenje pri gradnji prekopa, zato je bil dne 10.12. 1777
odstavljen. Delo je do 25. 11. 1780 koncal Strupi, ki je pred tem napredoval
v barona in pionirskega podpolkovnika. Leta 1771 je postal dvorni svetnik,

podobno kot Gruber 8. 4. 1775.

Gruber ni 1zgubil volje do prekopov, saj je se leta 1779 pisal mineralogu
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Bornu o plovbi med Ljubljano in Trstom prek Vrhnike, o 1,5 milje dolgem
prekopu med Ljubljanico in Savo ter o preskrbi Ljubljane z vodo [10].
Ceprav mu je bilo prepovedano vmesavanje v gradnjo ljubljanskega prekopa,
je do leta 1781 se obdrzal poloZaj ravnatelja plovbe po Ljubljanici in Savi.
Do pomladi 1780 mu je pomagal tudi mladi notranjeavstrijski navigacijski
inZenir Jurijy Vega (1754-1802), ki je leta 1775 koncal licej v Ljubljani.

Gruber je pozneje razmisljal tudi o prekopavanju Save za boljso plovbo:
,Ker ima Sava na Kranjskem mocan padec, je mestoma tudi do 20 seznjev
ghb@ka Odhga cramoz v jarke, izgublja padec, poplavlja, se zvija
in spreminja tok na Madzarskem in na Hrvaskem. Do Krskega lahko nos:
po 150 do 180 centov, od Krskega do Beograda pa od 300 do 400 centov
tovora |11]. Veﬂdar je p}ovba, nevarna. Zato bi bilo treba staro recno korito
poravnati. Heraklejevo delo, vendar potrebno in koristno kot

1o je gotovo H

ciscenje Avgijevih hlevov”. Gruber je racunal z velikimi globinami in tovori,
sa] je 20 seznjev 37,8 m, 400 centov pa 22,4 tone.

Recenzent Grubemeve razprave je predlogu zazelel n&khmeﬂ SPT qem
Vendar do 1zvedbe v Gruberjevih razseznostih ni pr ESEG Beograd je bil sicer
septembra 1789 zaseden v bojih, pri katerth je ognjeni krst dozivel tudi

Vega. V habsburski posesti pa je ostal le dve leti.

Slovenska visokosolska fizika 1ma svoje zacetke v 18. stoletju. Tedanji
pr ofﬁgorﬂ Nniso zaostajali za razvojem v drugih sredis¢ih Habsburske monar-

h}ge saj je Ambschllovo in Gruberjevo delo sodilo v vrh tedanje fizike.
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ten Naturlehre, Schmidt, Dunaj 1793, 5. del, str. 453.
9] Selected works of Hans Christian Orsted. K. Jelved, A. D. Jackson in O. Knudsen:
uredniki in prevajalci, Princeton University Press, New Jersey 1998, str. 457, 503-504.
110] T. Gruber, Briefe hydrographischen wund physikalischen Inhalts aus Krain, Krauss,
Dunaj 1781, str. 4, 5, 8, 15, 16, 17-19.
11] G. Gruber, Annalen der ésterreichischen Literatur, §t. 28. 27 (april 1802) 217.
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V letu 2002 je smrt ostro zarezala v vrste slovenskih matematikov. Po-
sebej kruto je posegla med ucitelje Oddelka za matematiko Fakultete za ma-
tematiko in fiziko ljubljanske univerze. Najprej je januarja umrl upokojeni
profesor dr. France Krizani¢, konec marca docentka dr. Andreja Prijatel;,
sredi septembra pa smo se za vedno poslovili od dr. Egona Zakrajska, 1zre-
dnega profesorja za numericno in racunalnisko matematiko.

Prezgodnja smrt je pretrgala zivljenjsko pot profesorja Zakrajska tako
rekoC sredi dela, 1zpitov, mentorstev, pisanja. Ena od dveh njegovih nedo-
koncanih knjig, Matematicno modeliranje, ima datum zadnje spremembe
15. yuliy 2002, ko je profesor Zakrajsek Zze umiral, ceprav tega ni vedel nihce,
tudi on sam ne. V bolnisnico je odsel konec julija, sredi opravljanja zahtevne
recenzije nove monografije iz klasicne mehanike in diferencialnih enach. Do-
mov se ni veC vrnil. 7 njegovo smrtjo je v slovenski uporabni matematiki in
racunalnistvu nastala vrzel, ki jo bo tezko zapolniti. Ce je to sploh mogoce.

Prof. Egon Zakrajsek se je rodil 11.7.1941 v Ljubljani. Se preden je
zacel hoditi v Solo, je osirotel. Usnovno Solo in gimnazijo je obiskoval na
Jesenicah, kjer je tudi maturiral. Bil je odlicen dijak, ki je s svojo bistrostjo
in sposobnostmi ze v srednji Soli opozoril nase, ne nazadnje tudi z zmagami
na matematiénih tekmovanjih. Na Oddelku za matematiko in fiziko tedanje
Fakultete za naravoslovje in tehnologijo Univerze v Lijubljani je diplomiral 1z
tehniske matematike, magistriral v Zagrebu z nalogo ,Numeri¢na realizacija
Ritzovega procesa’ in doktoriral leta 1978 v Ljubljani z disertacijo ,O in-
variantni vlozitvi pri resevanju diferencialnih enachb’. V tretjem letniku
je prejel skupmsko univerzitetno Presernovo nagrado za 1zdelavo osnovnih
podprogramov za nas prvi racunalnik ZUSE Z-23, ze kar na zacetku svoje
raziskovalne in znanstvene poti pa skupaj s fizikom Andrejem AzZzmanom
tudi tedanjo drzavno Kidricevo nagrado za dela s podrocja fizikalne kemuije.

Od diplome dalje je bil na Oddelku za matematiko Fakultete za nara-
voslovje in tehnologijo najprej asistent, nato pa od 1969 dalje predavatel;j.
Docent ni bil nikoli, saj je takoj po doktoratu zaradi stevilnih strokovnih
in znanstvenih del postal kar izredn1 profesor za numericno matematiko in
racunalnistvo.

Seznam njegove osebne bibliografije, ki ga je predlozil ob zadnji obno-
vitvi naziva visokosolskega ucitelja, obsega med drugim 16 izvirnih znan-
stvenih clankov s podrocja uporabne matematike in uporabe matematicnih
metod v kemiji, Sest strokovnih ¢lankov, pet objavljenih predavanj na znan-
stvemih konferencah, 20 objavljenih predavanj na domacih strokovnih kon-
ferencah, pet objavljenih recenzij, tri1 univerzitetne ucbenike, 22 drugih
uchenikov, sest studijskih gradiv in mentorstvo pri 21 diplomah, magisteriju
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in doktoratu. Se obgirnejdi je seznam v COBISS-u. S ponatisi vred Steje
wa @mm

Dr. Egon Zakrajsek je bil eden od pionirjev racunalnistva pri nas. Prvi
mcunaimk ljubljanske umiverze Z-23 m freiburski kod je poznal do obi-
st1 ter je za oboje postal velik strokovnjak. Leta 1968 je prevzel vode-
ammsk@ga, centra Instituta za matematiko, fiziko imn mehaniko 1 ob
1130, nasledniku Z-23, skrbel tako za vodenje centra kot
za sistemsko pz‘ogramsko opremo, | Mm pa se je ukvarjal tudi z resevanjem
razlicnih problemov 1z gospodarstva in iz drugih strok. Pri tem delu je
do popolnosti razvil svoj talent za resevanje problemov. Sposoben je bil
1zkoristiti poznavanje fizikalnih zakonov, probleme matematicno modelira-
t1, analiticno obdelati dobljene enache do oblike, primerne za uporabo nu-
mericnih metod, in izdelati ustrezne algoritme za rac¢unalnik. Praviloma je
vse delo opravil v enem zamahu, programi so bili skoraj vedno brez napake,

numericni rezultat: natancni.

nje
racunalniku IBM

IKasneje je sodeloval pri naglem razvoju programskih jezikov, orodij in
operaci]skih sistemov. Sproti je pisal ucbenike m prirocnike zanje: za sim-
bolicni jezik racunalnika Z-23, za aigoi fommn algol 68, pascal, za domaci
structran. Potem so tu CCL, MANUAL, MINI, Update 1itd. Mojstrsko ob-
vladovanje tedanjih operacijskih Szgécemov je dr. Zakrajsku odprlo vrata v
svet Silicijeve doline. Tako je leta 1982 odsel v ZDA 1in postal direktor od-
delka za programsko opremo pri tvrdki Cromemco. Kar dvanajst let je de-
loval v vrtincu racunalniske industrije. Vendar je obdrzal stik s slovensko
matematiko in matematiki. Skoraj vsako leto se je vracal na dopust v Slo-
venijo, racunalniski sredin seminar je pogosto popestril s svojimi predava-
nji. Kogarkoli od slovenskih matematikov je pot zanesla na ameriski zahod
se je oglasil pri njem in bil delezen gostoljubnosti vse njegove druzine. S
veC, v njegovem domu so bili vedno dobrodosh tudi drugi Slovenci, ziveci v
Kaliforniji.

Leta 1992 je obnovil naziv izrednega profesorja in se 1994 vrnil v

domovino, kjer se je ponovno zaposlil na Oddelku za matematiko. Po vrnitvi
je 7z zagovarjanjem jezika C in odprtih operacijskih sistemov, to je unixa
oziroma linuxa, pomagal posodobiti pouk racunalnistva pri nas. Kot za
Salo se je naucil TpXa in IATEpXa ter Matlaba. Tudi te je obvladal skoraj do
popolnosti.
Profesor Zakrajsek pa ni bil le racunalniski strokovnjak, ampak tud:
odlicen matematik sirokega profila. Mishim, da prav kot uporabni mate-
matik ostaja nedosegljiv in nenadomestljiv. Prouceval in nadvse uspesno
je reseval probleme 7z razlicnih podrocij. Sem sodijo uporaba matematike
v naravoslovnih in druzboslovnih vedah, pa statistika, mehanika, klasicna
uporabna matematika, diskretna matematika, teorya grafov in omrezij, li-
nearno programiranje, operacijske raziskave, numericna analiza.

Na njegovo matematicno Sirino opozarja tudi sirok spekter predmetov,

k1 jih je predaval. Na oddelku za matematiko in drugje je predaval razlicne
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predmete s podrocij racunalnistva, numericne matematike, matematicnega
modeliranja, diferencialnih enach in analize.

Bil je odlicen profesor, ki je svoja predavanja tako skrbno pripravljal,
da jih je lahko tako reko¢ sproti objavljal, tudi na internetu. Imel je
17zjemen predavateljski dar, pri cemer je znal svoja predavanja zacinitl s
prepricljivo spontano duhovitostjo. Veljal je za strogega, a pravicnega
profesorja. Nesebitno je s studenti delil svoja najnovejsa spoznanja. Tako
je prav pred kratkim prevedel, delno priredil in sam tudi za tisk pripravil
obsezen sodobni ucbenik Jamesa Demmela |, Uporabna numeri¢na linearna
algebra”.

Protesor Zakrajsek je aktivno deloval tudi pri Drustvu matematikov,
fizikov 1n astronomov Slovenije. Se pred odhodom v ZDA je vodil komisijo
za republiska tekmovanja 1z matematike. S Petrom Legiso sta bila pred
dvajsetimi leti zacetnika nove \Legiseve’ generacije srednjesolskih ucbenikov.
Takoj po vrnmitvi v domovino se je spet vkljucil v delo drustva in bil eno
mandatno obdobje tudi njegov predsednik, pri ¢emer si je prav posebe;
prizadeval za posodobitev drustvenega statuta.

Kolega Egon je bil eden najbistrejsih in najsposobnejsih ljudi, kar sem
11h srecala v zivljenju. Njegova délavnost in sposobnosti so bile tako visoke,
da nihce ni mogel biti jubosumen ob njegovih uspehih. Vsakomur, ki je
potrkal na njegova vrata, je bil pripravljen pomagati. Pogresali ga bomo.
Ne le na strokovnem, znanstvenem in pedagoskem podrocju, manjkali nam
bodo njegov mirni korak, druzabnost in duhovitost, njegova neposrednost in
velikodusnost, visoka moralna nacela, postenost in pravicnost. Ostal nam
bo v spominu kot veder in ljubezniv sodelavec in prijately, v cigar druzbi
smo se prijetno pocutili. |

Mariya Vencely

Seznam diplomantov viSjeSolskega, univerzitetnega in podiplomskega
studija ter doktorandov iz matematike in fizike v letu 2001*

Pedagoska fakulteta — Maribor

Univerzitetni studij

Miatematika

59. Ajda Fosner Avtomorfizimmi in odvajanja na Banachovih algebrah
60. Melita Gorse Posplosene kocke in tetraedri v R"

61. Natasa Granda Analiticne in konformne preslikave

62. Franc Jaklic Paradoks Banacha in Tarskega

63. Karmen Kete Konéne enostavne grupe A(1,q)

64. Sonja Kristovic Uporaba kvaternionov v Jacobijevi metoda

65. Polonca Krizanic (Galoisova teorija

66. Jerneja Matjasic Konénorazsezni vektorski prostori

67. Andrej Podlogar Brunov 1zrek

* Seznam diplomantov za leto 2000 je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz 48 (2001) 5.

186 Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 6



683. Nina Prikerznik Numericni zaklad matrik

69. Tatjana Ravnicar Algebrska stevila

70. Tanja Rupnik Plemljeva geometrijska konstrukcija

71. Maja stanek Lupianezovi verizni ulomki in Sorgenfreyjeva premica
792. Alenka Suman Konstrukcije Malfattijevih krogov

73. Jasna Vigec Funkcijski racun

14. Boris Komljenovic Modeliranja transporta vode v zobnih cementih

Matematika in fi

116. Lidija Fidersek Barvanje povezav produktivnih grafov
117. Danica Gobec Pravilna telesa
118. Ljudmila Pusnik Koreni nelinearnih enach in DERIVE
119. Zdenko Temlin Kroznice
120. Simon Ulen Lega defekta v nematicnem tekocem kristalu ograjenem v
cilindru
121. Marija Zigart Kako vpeljati Lennard-Jonesov potencial
Matematika — proizvodno tehni¢na vzgoja
25. Andrej] Huber Nekaj grafovskih lastnosti matrik
26. Helena Jordan Nacrtovanje, izvajanje in vrednotenje rezultatov in dosezkov

tehnicno inovativnega dela pri pouku in dejavnostih na pri-
meru delovnega koticka

27. Anton Perat Metoda sidranja lestvic na primeru raziskave TIMMS 1999
28. Joze Rozman Sestavljanje za elektrotehniko
Proizvodno tehni¢na vzgoja — fizika
18. Mitja Ambrus Michelsonov in Tyman-Greenov interferometer
19. Igor Kaucic Sila med dvema naelektrenima prevodnima kroglama
20. Ales Koncan Simulacija lastnosti gradiv
21. Damjan Osrajnik Kolo z motorjem pri pouku v osnovni soli

Filozofija in fizika

2. Matya Arko Kaksna lastnost je eksistenca?

Geografija in matematika

1. Nikolaj Lipic Razvoj turisticne dejavnosti v zdravilis¢u Radenci in njeni
ucinki na druzbeno-geografskeo podobo kraja

Podiplomski stud
Magistrski studij — matematika
6. Dominik Benkovic Polinomske in funkcijske identitete
7. Vojko Brantusa Teorija JB™-ternarnih sistemov
8. Daniel BEremita Posplosene polinomske in posplosene funkcijske identitete
9. Iztok Peterin Hellyjeve lastnosti na grafih
10. Simona Savora Zmacaji nekaterih konc¢nih grup
11. Petra Sparl Uporaba teorije grafov za naloge dodeljevanja frekvenc
12. Sonja Rajh Vizingova domneva
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Doktorati — matematika
5.

Petra Zigert

Metricna teorija grafov in kemijske strukture

Pedagoska fakulteta — Ljubljana

Univerzitetni Studij

Matematika in fizika

1r7.
178.
179.

180.
151.
182.
183.
184.
189.
136.
187.
188.
189.
190.

Edina Bajramovié
Maja Bizjak

Borut Grosicar

Mateja Leskovec
Mojca Luznik
Irena Marolt
Klavdija Mlinsek
Mateja Persolja
Tanja Salamon
Andrej Salamun
Bernarda Tusar
Mojca Vrecer
[rena Znidarié

Timote] Zohar

Elipticne funkcije
Uporaba logike 1. reda v programu Tarskijev svet

Demonstracijski prikaz delovanja tekocekristalnega prikazal-
nika

Teorija iger 2 X 2
Fresnelova in Fraunhoferjeva obravnava uklona svetlobe

Raziskovanje s Leonardom

Dolocitev oddaljenosti asteroida 3Juno

Ucna pomoc pri matematiki

- Separacija konveksnih mnozic

Vpliv elektricnega polja na strukturo polarnih smektikov
Konveksne mnozice in konveksne funkcije

Simetrije posplosenih Petersenovih grafov

Konstrukcije s prepogibanjem papirja

Tretjinjenje kota

Matematika 1in racunalnistvo

1.
2.

Matematika in tehnika

3.
79.
30.

89.
86.
57,
88.
89.
90.
91.
92.

93.
94.

188

Janez Sinkovec

Selma Stular

Nermin Bajramovié

Biserka Bavdek
Matjaz Erjavec

. Milan Gabersek
. Uros Joras

. Vesna Kralj

Izidor Licer

Tanja Losdorfer
Tomaz Pavlakovic
Spela Pipan
Natasa Rejc
Andrejka Rutar
Rok Stemberger

Andreja Tusar

Petra Veber

Racunalnisko podprto casovno usklajevanje aktivnosti

Krivulje in dinamicna geometrija

Numericno raziskovanje v dinamicnih sistemih
Odnos ucencev do matematike

Poucevanje algebre na srednjih tehniskih solah s programom
za simbolno racunanje DERIVE

Analiza kaoti¢énih dinamic¢nih sistemov
Navzdol polzvezne funkcije in minimizacija
Matematika in koledar

Projektni tehni¢ni dnevi v devetletki. Izdelava ljudskih glas-

bil: ,od ideje do 1zdelka”

Uporaba 1zreka o ostankih

Konfiguracije in grafi

Fareyevi ulomki in Maldenbrotova mnozica
Gravitacijski biljard

Mandelbrotova mnozica

Klasi¢ni fraktali

Neskoncni produkt

Projektni tehniski dnevi v devetletki. Intarzija in ostale

vstavljalne tehnike: | od ideje do izdelka”

Barbara Vetrih Bol¢inaAfine in konveksne mnozice

Katarina Zadravec

Limitni cikli nelinearnih sistemov
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95. Mojca Zupan Diferencialni racun pri Juriju Vegi

96. Natasa Zupancic ‘Deformacije poliedrov, ki zmanjsajo prostornino

Fizika 1n tehnika

23. Sonja Cendic Projektni tehniéni dnevi v devetletki. Ulitki 1z razlicnih
materialov: | od ideje do izdelka”

mija in fi
26. Tanja Jamnik Projektno delo v soli. Izolacija ucinkovin iz Taxus baccata

Fakulteta za matematiko in fiziko

Ler

Programski paket Microsoft Systems Management Server 2.0

334. Vinko Zbacnik Resevanje nelinearnih enach z eno neznanko
335. Marina Zanne Fox-Rombergova metoda pri numericnem integriranju
Visokosolski strokovni studij
Prakticna matematika
3. Tatjana Ahcin Dinamicno iskanje drevesa najkrajsih poti
4. Simona Percic Problem usmerjanja vozil

Fizikalna n

1. Radislav Marhold Vzpostavitev sistema kalibracije zracnega tlaka na Hidrome-
teoroloskem zavodu Republike Slovenije

Univerzitetni studij

Matematika — pedagoska smer

533. Natasa Suligoj Fleksibilni poliedri in posplositev Heronovega obrazca

534. Mojca Zupancic Posplositve 1zreka Minkowskega v ravnini

535. Mojca Stor Simetricéne resitve matricne enacbe AX = B

536. Klavdija Konjedic Pokritje evklidske ravnine s trikotniki

h37. Melita Hajdinjak Zgornje meje za povezovalno konstanto v 2 d

538. Tina Novak Simplekticna geometrija, simplekticna delovanja torusa

539. Anica Hocevar Konvergenca rekurzivno podanih zaporedi]

540. Bernardka Uratnik Geometrija koncénih projektivnih ravnin

Matematika — uporabna smer

583. Robert Petek RSA kriptosistem

584. Primoz Plantaric Parametricno in neparametricno ocenjevanje gostot

585. Mojca Mikac Evidenca postnih placil v digitalni dobi

586. Slavica Krecic | Problem trdnih zakonov

587. Marko Vogrin Algoritmi za iskanje oprijema robotske roke

588. Ziva Pogaénik Minimum funkcionala navzdol polzveznega za Sibko konver-
gentna zaporedja

589. Helena Trdan Varen dostop do SQL baze z uporabo interneta

590. basa Bleiweis Flasto-plasticna torzija

591. Rudi Valencic Kritiéni grafi in hipergrafi

592. Peter Kocan ElGamalov kriptosistem in elipticne krivulje

593. Matjaz Praprotnik Kriptoanaliza urno-kontroliranega pomicnega registra
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594. Miha Vuk Digitalni denar in omejeni slepi podpisi

595. Mojca Hysz Predpogojevanje z matriko lastnih vektorjev
596. Ziga Mlinar Poliedrska kombinatorika benzenoidnih sistemov
597. Maja Pohar Tockasti procesi

Matematika — teoreti¢na smer

71. Tomaz Cedilnik Delno urejeni Banachovi prostori

72. Igor Klep Homogeni izrek o pozitivnosti

73. Polona Gresak Varietete mmvariantnih podprostorov

74. Bostjan Kuzman Karakterizacija operatorskih algeber

75. Goran Andrasec Geometrija pravokotnih matrik

76. Gorazd Brumen Kako vrednotiti opcije?

77. Drago Bokal Grafi, kriticni za barvanje povezav

78. Matjaz Konvalinka Polinomsko kompaktni operatorji

79. Jernej Tonejc Uporaba O-enacbe v kompleksni ravnini

Matematika — smer racunalnistvo z matematiko

10. Matej Francetic Mere tveganja v investicijskem bancnistvu

Fizika — pedagoska simher

145. Jure Zalohar Analiza in locevanje tektonskih paleonapetosti

146. Samo Lasic Didaktiéna obravnava obtezenega torzijskega nihala s preho-
dom v kaos

147. Samo Bozic Meritve uklonske porazdelitve s stetjem posameznih fotonov

148. Ivo Kurnjek Soncni kolektor: solski projekt pri pri pouku fizike in tehnike

v osnovni soli

Fizika

796. Dejvi Kadivnik Neravnovesna plazma v visokotemperaturnem superprevo-
dniku YBasCuzO7_g

797. Domen Cukjati Povrsinske raziskave domenske strukture Nb'Tes

798. Andre] Brglez Meritve transportnih pojavov in opticnih lastnosti v dopira-
nih volframatih Nayx WO3_g

799. Rok Bojanc Merjenje temperature povrsine vzorcev med upepeljevanjem
s kisikovimi atomi

800. Bostjan Markun Casimirjev pojav v kiralnih smektikih

801. Danijel Levicar Produkcija in diagnostika plazme z negativnimi 1omi

802. Andrej Mihelic Vecelektronske vzbuditve v rentgenski absorbcijski spektro-
metriji

803. bamir Kl Shawish Polaron in Bipolaron v Jahn-Tellerjevem modelu

804. Andrija Lebar Merjenje difuzije v staticnem stresnem polju superprevo-
dnega magneta z NMR

805. Mitja Ursic Vpliv okolice atoma na spekter rentgenske karakteristicne
crte f{ﬁljg

806. Matej Horvat Merjenje opticne prepustnosti atmostere s sistemom LIDAR

807. Tadej Kokal; Spremljanje prodiranja vode v porozne materiale s slikanjem
Z magnetno resonanco

808. Gasper Tkacik Studij temne energije z gravitacijskim le¢jem
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809.
810.
311.
312.
813.

814.
515.

316.

817.
818.

819.

820.
821.

822.
823.

824.

820.

Fgon Pavlica
Andrej Prsa
[lija Bizjak

Gfeggr Bavdek
Martin H

lorvat

David Erzen

Matija Avsec

Aleksej Majkié

Marko Jaksic
Matej Spindler

Matija Milanic

Aleksander Grm
Marko Glazar

Tomaz Kodric

(Gorazd Cah
Klemen Koselj

Janez Zabkar

Meteorologij

76. Miha Razinger
77. Klemen Savs
78. Kay Susel;

79. Peter Lenarcic

Podiplomski studij

Specialisti¢ni studij
10. Gregor Mohorcic

11. Mojca Pregel;
12. Andreja Smid

Magistrski studij n

25. Mateja Kaps

Magistrski studij m
104. Damjan Skul;

105. Mitja Mastnak
106. Martin Vuk

Obzornik mat. fiz.

Tl

Casovna odvisnost tokov fotovzbujenih nosilcev naboja v or-
ganskih polprevodniskih plasteh

Dolocanje fizikalnih parametrov prekrivalnih dvojnih zvezd
na podlagi spektroskopskih in fotometricnih meritev
Izkoristek detektorja svetlobe Cerenkova s sevalcem iz aero-
gela

Studij tankega filma Pb/Ge(001) s sipanjem atomov helija
Nelinearni dinamic¢ni model sklopitve med delcem in poljem
Uporaba sond z visoko ¢asovno locljivostjo

Studij magnetnega kvazikristala Al-Pd-Mn z jedrsko magne-
tno resonanco

Podvojevanje frekvence svetlobe znotraj laserskega resona-
torja

Elektricno prevajanje v debeloplastnih uporih

Struktura holografskih polimerno dispergiranih tekocih kri-
stalov

Merjenje optidinamskih pomikov s kompenziranim Michelso-
novim interferometrom

Primerjava upora plovil v viskozni tekocini

Racunanje tezisca cloveka z metodo biomehanskega modeli-
ranja

Modeliranje spektrov pri rentgenski fluorescenci

Dolocanje strukture Zemljine skorje z analizo povrsinskih po-
tresnih valov

Studij obéutljivosti integriranega vezja VA1 na lokalno depo-
zicijo naboja

Formiranje potenciala v plazmi z negativnimi ioni

Napovedovanje sunkov vetra
Tockovno napovedovanje konvektivnih oblakov in pojavov
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