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Aritmeticne funkcije imajo pomembno vlogo pri studiju deljivosti naravnih stevil
in porazdelitvi prastevil. V ¢lanku na popolnoma elementaren nacin dokaZzemo nekatere
izreke, ki se nanasajo na Dirichletovo konvolucijo. V zadnjem razdelku obravnavamo
aditivne preslikave na Dirichletovem kolobarju. Na koncu zastavimo tud:i nekaj vprasanj,

ki so verjetno se odprta.

Arithmetical functions play an important role in the study of divisibility properties
of positive integers and the distribution of primes. In this article we prove some theorems
which are related to the Dirichlet convolution. In the last section we consider additive
mappings on the Dirichlet ring. At the end a few (probably still open) questions are given.

Aritmeticna funkcija je preslikava iz mnozice naravnih stevil N v obseg
kompleksnih tevil C. Ceprav lahko primere taksnih funkcij definiramo na
popolnoma poljuben nacin, so najbolj zanimive tiste aritmeticne funkcije, ki
nam nekaj povedo o naravnih Stevilih. Za zgled navedimo naslednje dobro
znane funkcije.

Fulerjeva funkcija @, ki pri vsakem naravnem
stevil v mnozici {1,...,n} je tujih n.

funkcija 7, ki nam pove stevilo razlicnih deliteljev danega naravnega
stevila 7.

‘Vsota vseh deliteljev naravnega stevila — funkcija o. Tudi ta funkcija je
dobro znana. Z njo je povezan zelo star Se neresen problem o lihih popolnih
stevilih, ki sprasuje, ali obstaja taksno liho naravno stevilo n, za katero velja
Mobiusova funkcyja . Kot bomo videli v drugem razdelku, 1mma ta
funkcija eno od klju¢nih vlog v teoriji aritmeticnih funkcij. Definirana je
takole: w(1) =1, pu(n) = 0, e kvadrat kaksnega prastevila deli n, in p(n) =
= (—1)%, e je n = p1 - pi, kjer so p; razliéna prastevila. '

stevilu n presteje, koliko

Zanimive so tudi razne posplositve omenjenih funkcij. Na primer, naj
bo r poljubno celo stevilo. Oznacimo s o, funkcijo, ki naravnemu stevilu
n priredi vsoto r-tih potenc vseh deliteljev sStevila n. V posebnem je torej
V nadaljevanju bomo srecali se nekaj aritmetiénih funkcij in zanimivih
zvez med njimi, a nase zanimanje ne bo veljalo le njim. V prvem razdelku
bomo pokazali, da lahko v mnozico vseh aritmeticnih funkcij s pomocjo
Dirichletove konvolucyye vpeljemo strukturo komutativnega kolobarja. Del
tega clanka je namenjen obravnavi tega kolobarja.

|
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Nas namen je dvojen. Prvic: podati zelimo popolnoma elementarne
dokaze nekaterih osrednjih 1zrekov iz teorije aritmeticnih funkecij, ki se na-
nasajo na Dirichletovo konvolucijo. In drugic: upamo, da bosta elementaren
pristop 1n nabor vprasanj na koncu, ki so verjetno se odprta, spodbudila
bralca k samostojnemu razmisljanju in raziskovanju.

Dirichletov kolobar

Obicajno mnozico vseh preslikav iz neprazne mnozice A v neprazno
mnozico B oznatimo z B?. Se pravi, CV je mnozica vseh aritmetiénih funk-
cij. Ta mmnozica je na naraven nacin kompleksen vektorski prostor: vsoto
dveh aritmeticnih funkcij in produkt aritmeticne funkcije s kompleksnim
Stevilom definiramo po tockah. To pomeni, da za poljubne aritmeticne funk-
cije f, g, h in poljubno kompleksno stevilo o velja

(F+9)(n) = f(n)+g(n) ter  (ah)(n)=ah(n) (neN)

Aritmeticne funkcije lahko tudi mnozZimo po tockah: produkt poljubnih
dveh funkcij f in g iz CV je funkcija f - g, za katero velja

(f-g)(n)=Ff(n)g(n) (neN).

Zlahka se prepricamo, da je CV, opremljena s seStevanjem in mnozenjem po
tockah, komutativna kompleksna algebra z enoto — enota za mnozenje je
konstantna funkcija 1, ki vsakemu naravnemu stevilu n priredi vrednost 1.

Za teorijo §tevil omenjena algebrska struktura na C' nima velikega po-
mena. Rekl b1 lahko, da vsebuje mnoZenje po tockah le malo informacije
o notranji zgradbi naravnih Stevil. Bolj uporabno mnozenje aritmeticnih
tunkciy je Dirichletova konvolucija.

Naj bosta f i g poljubni aritmeticni funkciji. Njuna konvolucija je
aritmeticna funkcija f x g, ki naravnemu stevilu n priredi vrednost

kjer Zd]n pomeni, da je vsota vzeta po vseh deliteljih stevila n. Ce d | n,
potem je jasno, da tudi stevilo d = n/d deli n in da je produkt Stevil d in
d" enak n. Se pravi, da lahko (1) zapiSemo v bolj simetri¢ni obliki

frgn):= F(d)g(d), (2)

d “

kjer >, _, oznacuje, da je vsota vzeta po vseh parih (d, d’) naravnih stevil,
za katere velja d |n, d' | nin dd’ = n. V posebnem primeru, ko je, recimo,

n prastevilo p, je
fxgp)=f(1)glp)+ flp)g(l).
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Iz zap&sa (2) je tudi razvidno, da je Dirichletova konvolucija komutativna.

mimo mnozico vseh aritmeti¢nih funkcij CV z operacijama + in ,
t]. s Seétevanje po tockah, ter Dirichletovo konvoiucuo in nastalo &Egebmkﬂ
strukturo — Dirichletu na cast — oznacimo z D.

. D ge komutatwen kolobar z enoto.

Dokaz. Da je za sestevanje po tockah D komutativna grupa, ni tezko
videti. Ocitno j@ nevtralni element za sestevanje ﬁmkdja 0, ki je enaka O pri
vsakem naravnel Stevﬂu n. Kot smo Ze omenili, je komutatwnost Dirichle-
tove komfamdje razvidna iz (2). 1 reverjame amcmﬁwnesm in distributiv-
nosti je standardno, zato ga izpustimo. Trdimo, da je funkcyja § : N — C,
ki je dana z

Res! 6 x f

enota za mnozenje.

Kolobar D — odslej ga bomo imenovali Dirichletov kolobar — ima enoto,
zato se je smiselno vprasati po obrnljivih elementih.

D 7e obrnlpiwa natanko tedaj, ko je f

fobrnlpiva, je njen mnwverz

rekurzivno podan s formulo

D obrnljiva.
.V posebnem, prin = 1, imamo f

“Okazg
da velja f

MImno zda j, da je

aritmeti¢na funkcija £ 1. 1

(1) # 0. Potem j@ ( dobro definirana

Prin =1 je

Preverimo enakost f

Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 4 99



Oznacimo z Dy podmnozico vseh neobrnljivih funkcij v Dirichletovem
kolobarju. O¢itno je vsota dveh funkcij iz Dy spet v Dy. Ce je f funkcija iz
Dy, g pa je poljubna aritmeti¢na funkcija, potem iz f(1) = 0 sledi f*g(1) =
= f(1)g(1) = 0, kar nam da f xg € Dy. To pomeni, da je Dy ideal v D.
Jasno je tudi, da je poljuben pravi ideal Z v D podmnozica i1deala Dy, saj
v nobenem kolobarju pravi ideal ne vsebuje obrnljivih elementov.

Naj bo K poljuben komutativen kolobar. Element a € K\ {0} je delitely
nica, e obstaja taksen element b € K \ {0}, da velja a - b = 0. Kolobar, v
katerem ni1 deliteljev nica, imenujemo celostna domena.

Izrek 3. Dirichletov kolobar D je celostna domena.

Dokaz. Naj bosta f,g € D poljubni nenicelm aritmeticni funkciji.
Pokazali bomo, da je tedaj tudi f * g nenicelna.

Naj bo m najmanjse naravno stevilo, za katero velja f(m) £ 0, z n pa
oznacimo najmanjse naravno Stevilo, pri katerem je g(n) # 0. Trdimo, da
je mn najmanjse naravno stevilo, pri katerem je funkciyja f * g od 0 razlicna.

Ce je f(1) # 0 in g(1) # 0, potem je tudi f % g(1) = Ff(1)g(1) # 0.

Vzemimo, da je mn > 1, in naj bo kK < mn naravno Stevilo. Potem je

dd/ =k

Ce v zgornji vsoti za d velja d < m, potem je f(d) = 0. Kadar pa je m <
< d, imamo md' < dd' = k < mn, od koder sledi d < n in zato g(d') = 0.
Se pravi, da pri vsakem paru deliteljev d in d', za katera je dd' = k, velja

f(d)g(d") =0. Od tod seveda sledi f * g(k) = 0.

Naj bo k = mn. Podoben razmislek kot prej nas pripelje do zakljucka,

da je f(d)g(d') =0, ce velja dd' = k in d £ m. Ce je d = m, je d' = n, zato

Frgk)= > f(d)g(d)= f(m)g(n)#0.
k

dd'=

Ker v D n1 deliteljev nica, tudi nenicelnih nilpotentov ni. Spomnimo, da
je nenicelni element a iz kolobarja K nilpotent, ¢e obstaja takSno naravno
Stevilo n > 2, da je a™ = 0 in a™ ! # 0. Iz izreka 3 prav tako sledi, da
razen funkcy 0 mm 6 ni drugih idempotentov. ldempotent v kolobarju je
taksen element, ki je enak svojemu kvadratu. Da sta funkciji 0 in 6 edina
idempotenta v D, sledi 1z naslednjega razmisleka. Ce je e € D idempotent,
potem iz e x e = e izhaja e x (e — 6) = 0. Ker je D celostna domena, mora

veljati bodisi e = 0 bodisi e = 6.
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Navedimo se nekaj zgledov aritmeticnih funkcij. Poleg zelo znanih
funkciy, ki1 smo jih navedli v uvodu, smo srecali ze enoto za Dirichletovo
konvolucijo 6 ter konstantni funkciji 1 in 0, ki vsakemu naravnemu stevilu
n priredita vrednost 1 oziroma 0. Pomembna aritmeti¢na funkcija je tudi
identiteta na N, ki jo bomo oznacili z 2. Se pravi, @ je funkcya, za katero
velja 1(n) = n pri vseh n € N. Definirajmo Se funkcije 2., kjer je v celo
stevilo, s predpisom 2.(n) = n" (n € N). V posebnem je torej 21 = 2 in
0 = 1.

Da bi lahko definirali se druge aritmeticne funkcije, ki so zanimive s
stalisca teorije stevil, potrebujemo 1zrek o enolicnem razcepu na prafaktorje
(za dokaz glejte, na primer |2; str. 33]).

Naj bo p € N prastevilo. Pri vsakem naravnem stevilu n definirajmo
v,y(n) kot najvecje celo stevilo 7, za katero velja p” | n. Ce prastevilo p
naravnega stevila n ne deli, je ’Up<n\) = 0. V posebnem torej velja v,(1) = 0
za vsako prastevilo p. Z enostavno uporabg 1zreka o enolicnem razcepu na
prafaktorje se lahko prepricamo, da imajo funkcije v, naslednjo lastnost:

vp(mn) =v,(m) + v,y(n) (m,n € N).

Definicija 4. Aritmeticna funkcija f je aditivna, ce za poljubni naravni
Stewh m in n, katemh najvecji skupni delitelj (m,n) je 1, velja

(4)

Ce za aritmeti¢no funkcijo f velja (4) brez predpostavke (m,n) = 1,
pravimo, da je popolnoma aditivna.

Funkcije v, so tore] popolnoma aditivne. Nadaljnj zgled popolnoma
aditivne funkcije je zozitev logaritemske funkcije na N. Zgled popolnoma
aditivne funkcije je tudi {2. Ta funkcija je definirana takole: ce je n > 2
Q(n) = r1 +

. . 7. ew o - . - . .
in je n = p;' - pf enolitni razcep Stevila n na prastevila, je (2
-+ . (1) = 0. Ocitno nam funkcija £ pove celotno

Postavimo se {}
stevilo prastevil, ki delijo dano naravno stevilo. Funkcija, ki je aditivna, ni
pa popolnoma aditivna, je

n

kjer teCe vsota po vseh razlicnih prastevilih, ki delijo naravno stevilo n.
Funkcija w nam pove, koliko razhicnih pmétevﬂ deli dano naravno stevilo.

Brez veliko truda lahko vidimo, da je vsaka aditivna aritmeticna funk-
cija v idealu Dy in da je vsota dveh (popolnoma) aditivnih funkcij spet (po-
polnoma) aditivna. Izpustimo torej dokaz in nadaljujmo z naslednjo defini-

C1]o:
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Definicija 5. Aritmeticna funkcija f # 0 je multiplikationa, ce je

f(mn) = f(m)f(n), (5)

kakor hitro sta m in n naravni stevili z (m,n) = 1. Popolnoma multiplika-
tivna je vsaka tista funkcija, za katero velja (5) tudi brez pogoja (m,n) = 1.

Oznacimo z M mnozZico vseh multiplikativnih funkciy v D. Preden na-
vedemo nekaj zgledov, dokazimo naslednji izrek — v resnici bomo dokazali
le tocki (1) in (iv), saj sta prvi dve trditvi dokaj enostavni.

Izrek 6.

(1) Za vsako multiplikativno funkcigjo f velja f(1) = 1, kar pomeni, da je
MNDy=10. |

(1) Ce sta f in g (popolnoma) multiplikationi, je tudi njun produkt po
tockah f - g (popolnoma) multiplikativna funkcyja.

(11) Naj bosta f in g taksni aritmeticni funkciji, da sta g in f x g multipli-
kativnt. Potem je tudi f multiplikativna.

(1ww) M je podgrupa v grupt vseh obrnljivih elementov kolobarja D.

Dokaz. (ii1) Predpostavili bomo, da f ni multiplikativna, in potem
pokazali, da tudi f * g ni multiplikativna. Oznacimo h = f x g. IKer f
ni1 multiplikativna, obstajata taksni naravni stevili m in n, za kateri velja
(m,n) =1, da je f(mn) # f(m)f(n). Izberimo takSen par Stevil m in n,
da bo produkt m n najmanjsi.

Ce je mn =1, potem iz F(1) # £(1)f(1) sledi £(1) # 1. Ker je g(1) =
=1, velja h(1) = f(1)g(1) = f(1) # 1, kar po tocki (1) tega izreka pomeni,
da h ni multiplikativna.

Naj bomn > 1. Potem za naravni stevili d in e, ki zadoscata pogojema

(d,e) =1terde < mn, velja f(de) = f(d)f(e). Se pravi, da velja

h(mmn)

e|ln

de<mmn

|

e|n

de<mn

=3 F(d)g(5)

dlm eln

—h(m)h(n) — F(m)f(n) + f(mn).

Zaradi f(mn) # f(m)f(n) je tudi h(mn) # h(m)h(n).
(iv) Naj bo f € M ter £~ ! njen inverz. Funkciji £+ % f = § in f sta
multiplikativni, zato je po prejsnji tocki tudi £~ multiplikativna.
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Pokazati moramo se, da za poljubni f,g E

[ velja h = f |
Spet uporabimo tocko (iii): ker sta g ' in h*xg ' = f mu];t:i;phka‘twm je h
multiplikativna. =

Tocka (iv) v prejSnjem izreku nam omogoca, da iz znanih multiplika-
tivnih funkcij tvorimo nove funkcije s to lastnostjo, oziroma da poiscemo
povezave med ze znanimi funkcijami. Na primer, ni tezko videti, da pri vsa-
kem celem stevilu r velja o = 2, * 1. Ker sta 2, in 1 (o¢itno) popohmma
ulmphkatwm je funkcya o, muihphka‘twna druglm to pomeni, da
Sta o = o1 In T = og multiplikativni. Funkciji 7 in o nista popolnoma
multiplikativni. Torej tocki (ii1) in (iv) v izreku 6 ne veljata za popolnoma
multiplikativne funkcije: Dirichletova konvolucija dveh popolnoma multi-
plikativnih funkcij ni nujno popolnoma multiplikativna.
Naslednji 1zrek nam ponuja Se nekaj zanimivih zvez med znanimi arit-
meti¢nimi funkcijamai.

Izrek 7. Veljajo naslednje enakosts

= p*1r tler o =@=xT,.

?

Dokaz. Da bi dokazali zvezo u = 17!, poglejmo, kaj nam o naravnem
stevilu pove 171, Uporabimo (3). Jasno, 171(1) = 1, zato vzemimo, da je
n > 2. Ker je, po izreku 6, 17! multiplikativna, je dovolj, da poznamo njeno
delovanje na potencah prastevil. Naj bo torej n = p”, kjer je p prastevilo in
r € N. Ce je r =1, potem nam (3) da

7)== X174 p/d) = -17 1) = -1

d;ﬁl

Za r = 2 dobimmo

17 (p?) = = Y 17 p/d) = ~17(p) — 17 (1) = 0.

d|p?
d#1

7, enostavno indukcijo glede na r lahko pokaZemo, da je 171(p”) = 0 za vse
r > 2. Iz vsega povedanega sledi, da se 17! res povsod ujema s funkcijo u.

/ia, dokaz enakosti (o = % ¢ bomo uporabili formulo

katere dokaz je recimo v [2; str. 52]. Zapisana z Dirichletovo konvolucijo
se (6) giaa @ * 1 = 1. Ce pomnozimo to enakost z p 1n upostevamo, da je

= 17", dobimo
(p * 1) * (L p) =

Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 4 103




Da b1 dokazali zadnjo identiteto, pomnozimo enakost 7 = 1% 1 2z u 1n
upostevajmo, da je p inverz funkcije 1. Dobimo pu* 7 = 1. Upostevajmo Se
ZVeZO W = (L * %, Pa 1Imamo

PrxT=(pu*xt)xT=1%x(ux7T)=1%x1=o0.

Zdaj, ko vemo, da je u = 171, lahko brez teZav dokaZemo naslednji
znamenitl 1zrek:

Izrek 8 (Mdbiusova inverzna formula). Ce za aritmeticni funkeiji f in
g velja

(n € N), (7)

potem zanju velja tud:

g(n) = S F(u(n/d)  (neN). (8)

dln

Obratno, c¢e za f in g velja (8), potem zanju velja tuds (7).

Dokaz. Enakost (7) pravi, da je f = g * 1. Pomnozimo to enakost z u
in upostevajmo, da je u = 17!, pa imamo g = f * i, kar ni ni¢ drugega kot
(8). Drugi del izreka dokazemo podobno: enakost g = f * pu pomnozimo z
1, da dobimo f = (g X 1,

Preslikave na D

V tem razdelku nas bodo zanimale nekatere aditivne preslikave na
Dirichletovem kolobarju D. Zacnimo z definicijo.

Definicija 9.
(1) Preslikava T : D — D je aditivna, Ce velja

T(f +g9)=T(f)+T(g) (f,g€D)

(2) Homomorfizem kolobarja D je vsaka taksna aditivna preslikava © # 0
na D, za katero velja

O(f xg)=0(f)+©(g) (f,g€D).

(3) Odvagange na kolobarju D je vsaka taksna aditivna preslikava D na D,
za katero velja

D(f+g)=Ff+D(g)+D(f)xg (f,g€D).
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Naj bo h aritmeticna funkcija. Definirajmo preslikavo My @ D — D s
predpisom Mp(f) = hx f (f € D). Zaradi distributivnosti, ki velja v D,
', aditivna. Ce je h #% 0 in h # 6, potem My, ni homomorfizem niti

odvajanje na D, ocCitno pa zanjo velja

Mp(f*xg)=Mp(f)xg=Ff+Mp(lg) (f,g€D). (9)

Preslikavi M na D, ki zadosca (9), pravimo muiﬁip%k&ior [Ker 1ima D enoto
za, mnozenje, razen preslikav oblike My (h € D), drugih muihphkaﬁom@v
na tem kolobarju ni. Namrec, naj bo M mukzphkamr na . Oznacimo s h
funkcijo M (6). Potem pri Vs&m funkciji f € D velja

kar nam d

Jasno je, da je identicna preshkava 1 homomorfizem
kolobarja D. Prav tako je ocitno, da je 0 : ; D) odvajanje. Iz
nasledmega 1zreka 1zhaja, da poleg teh dveh tnwa}mh primerov obstajajo
tud: drugr homomorfizmi in odvajanja na D. Spomnimo se, da smo v prvem
razdelku z f - g oznacili produkt po tockah. Za vsak h € D definirajmo
preslikavo Ty na D s predpisom f— h - f

lzrek 10.

(1) Funkcya h € D je pOpOZnoma multiplikativna natanko tedaj, ko je T
homomorfizem kolobarja D.

(i1) Funkcija h € D je popolnoma aditivna natanko teday, ko je Ty odvajanje
na kolobarju D.
Dokaz. (i) Naj bo h popolnoma multiplikativna funkcija,

poljubni. Potem pri vsakem n € N velja

f(d)g(d) =

sd=n

|

kar dokazuje, da je T} homomorfizem.

Da bi dokazali obrat, definirajmo pri vsakem naravnem stevilu k funk-
cijo 63 z zahtevo 6p(k) =1 in dp(n) =0, e je k # n. V posebnem je torej
61 = 6. Za poljubni naravni stevilh m m n velja 6, * 6, = 0.
Predpostavimo, da je h taksna funkcija, da je T, homomorfizem. Naj
bosta m 1 n poljubni naravni stevili. Potem je

dd'—mmn

(di ) On (df) —

I

dd' —mn
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(ii) Dokaz tega dela izreka je zelo podoben prvemu delu. Ce je h
popolnoma aditivna funkcija, ni tezko videti, da je Tp odvajanje na D. Za
dokaz obrata pa spet uporabimo funkcije 6. m

Ali poleg homomorfizmov in odvajanj na D, ki jih dolocajo popolnoma
multiplikativne oziroma popolnoma aditivne funkcije z mnozenjem po toc-
kah, obstajajo homomorfizmi in odvajanja, ki jith ni mogoce predstaviti na
taksen nacin? Obstajajo. Poglejmo na primer odvajanja.

Naj bo p € N prastevilo. Definirajmo preshikavo D, : D — D s
predpisom

Dpf(n) = vplpn)f(pn)  (neN, feD).

Izrek 11. Za vsako prastevilo p € N je D, surjektivno odvajanje na D.

Dokaz. Naj bo p poljubno prastevilo, m & N stevilo, ki n1 deljivo s
p, ter k nenegativno celo stevilo. O¢itno so delitelji stevila p*m natanko
vsa Stevila oblike p?d, kijer je d delitelj Stevila m, Stevilo § pa je iz mnoZice
{0,1,...,k}. Za poljubni dve aritmeti¢ni funkciji f in g torej velja

Frg'm)=>" Y f'd)gp*7d).

7=0 dd'=m

To dejstvo nam bo nekoliko olajsalo delo, saj je ideja nasega dokaza, da pri
danih funkciyjah f in g 1z D 1n danem stevilu n € N pokazemo, da sta stevili

D,(f*g)(n)in (f*D,g+ D,f *g)(n) enaki.
Zapisimo stevilo n kot n = p®m, kjer je k takSno nenegativno celo
stevilo, da prastevilo p ne deli naravnega stevila m. Potem je

Dp(f * g)(n) =Dyp(f = g)(p"m) = vp(p"'m) f + g(p" " m)
k+1

=(k+1) )

i=0 dd=m

fFd)gp*t—7d").

Velja pa tudi

f+Dyg( pk m) =3

- d’m
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Se pravi, da je

(f * Dpg + Dpf + g) (p*m) =3

Zdruzimo na desni strani drugi ¢len iz prve vsote s prvim c¢lenom iz druge
vsote, tretji ¢len 1z prve vsote z drugim ¢lenom i1z druge vsote i1td., pa dobimo

Dokazimo se surjektivnost. Naj bo g € D poljubna aritmeticna funkcija.
Vzemimo taksno funkcijo f € D, za katero velja

m) = g(m/p)

vp(m) |

ce p|m, medtem ko so vrednosti funkcije f pri tistth m € N, ki niso
veckratniki p, lahko poljubne. Potem velja

Dpfcn)wpw)f(pn)wﬂpn)vj((;},L) —g(n) (nEN).  m

Ker mnozenje po tockah s popolno aditivno funkcijo preslika vsako

aritmeticno funkcijo v ideal Dy — in torej ni surjektivno — lahko sklepamo,
da odvajanja D, niso dobljena kot mnozenje s kaksno popolnoma aditivno

funkcijo.
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Ce sta p in ¢ prastevili, potem za poljubni funkciji f in g iz D velja

DypDqf(n) = Dp(vg - f)(gn) = (vp v F)pgn) = DeDpf(n) (n€N),

‘kar pomeni, da D, in D, komutirata. Prav tako komutirata dve odvajanji, ki
ju z mnozenjem po tockah dolocata dve popolnoma aditivni funkciji. Toda
ce je p prastevilo in h popolnoma aditivna funkcija, je

(DpTh = TrDp) fl(n) =[Dp(Trhf)|(n) = [Th(Dpf)|(n)
=vp(pn)(Trf)(pn) — h(n)(Dpf)(n)
=v,(pn)h(pn)f(pn) — h(n)vp(pn)f(pn)
=vp(pn)fpn)lh(p) + h(n) — h(n)]
=h(p)Dpf(n) (neN,feD),

kar nam da D, Tp, — Tp D, = h(p)D,. Torej D, in Ty komutirata natanko
tedaj, ko je h(p) = 0.

Na koncu navedimo nekaj problemov.
1. Al poleg odvajanj D,, p prastevilo, in tistih, ki smo jih opisali v izreku
10 (ii), obstajajo Se kaksna druga odvajanja na D7
2. Opisite vse homomorfizme kolobarja D.

3. Kaj so multiplikatorji na idealu Dy? Z drugimi besedamai, poiscite vse
aditivne preslikave M : Dy — Dy, za katere velja (9) pri vseh f,g € Dy.

4. Al 1ima mnozica vseh popolnoma aditivnih aritmeticnih funkcij poleg
tega, da je zaprta za seStevanje, se kaksno drugo algebrsko strukturo?

5. Raziscite podkolobarje v D, ki jih generirajo konéni ali neskoncni nabori
funkcij 8, n € N (za definicijo glejte dokaz izreka 10).
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V c¢lanku navajamo nekaj osnovnih rezultatov o kolobarju zveznih realnih funk-
cij C(X,IR). Pois¢emo povezavo med spektrom in realnim spektrom tega kolobarja in
nakazemo, kako lahko s pomocjo realne algebre izpeljemo Stone-Cechovo kompaktifika-
cijo popolnoma regularnega topoloskega prostora.

E S]

ECTRUM AND THE REAL

In this paper we will mention some results about the ring of the real-valued con-
tinuous functions C(X,R). We will find a relationship between the prime and the real
spectrum of this ring. Moreover, we also indicate how to deduce the Stone-Cech compac-
tification of a completely regular topological space with the help of real algebra.

Kolobar zveznih realnih funkciy na topoloskem prostoru X, ki ga po-
navadi oznacimo s C(X,R), je podroc¢je aktivnega raziskovanja. Zanimiv je
za, matematike razlicnih podrociy: od tistih, ki se ukvarjajo s topologijo, al-
cebro, geometrijo, funkcionalno analizo, pa vse do tistih, ki se ukvarjajo s
teorijo mnozic. Pionirja na tem podroéju sta Cech in Stone, ki sta s svojimi
raziskavami zacela pod vplivom doktorske disertacije Tihonova. Pospeseno
raziskovanje kolobarja C(X, R) je vzpodbudil ¢lanek Hewitta |5] iz leta 1948.
Bil je nadaljevanje del Cecha in Stona in je postavil temelje za §tudij po-
vezave med topoloskimi lastnostmi prostora X in algebrai¢cnimi lastnostmi
kolobarja C(X,R). Izsledke do leta 1960 sta v knjigi |4]| objavila Gillman in

Jerison. Ta tekst je 3e vedno osnova za studij kolobarja C(X, R).

Tudi s staliséa realne algebre je kolobar zveznih realnih funkciy zani-
Realna algebra med drugim preucuje Loiobam@ in njihove ureditve.
Kot zacetnika reaine algebre Stejemo Hilberta in Artina. Na znamenitem
matematicnem kongresu leta 1900 v Parizu je Hilbert objavil seznam 23
neresenih problemov, ki so ogromno pripomogli k razvoju matematike v
dvajsetem stoletju. Sedemmnajsti Hilbertov problem sprasuje, ali je vsak re-
alen polinom v vec spremenljivkah p € R[ Xy, ... . X,], ki je povgod nenega-
tiven, vsota kvadratov realnih racionalnih funkcij iz IR( X, X,.). Ze Hil-
bert sam je vedel, da taksen polinom ni nujno vsota kvadratov pohnomov 17
R X1,....X,]. Pritrdilen odgovor na Hilbertov sedemnajsti problem je po-
dal Artin leta 1927. S tem datumom se je zacel razvoj realne algebre, ki je
v zadnjih 75 letih prinesla mnogo lepih in zanimivih rezultatov. Literatura
na tem podrocju je zelo obsirna, glej npr. [1], [10], [11] in [12] ter reference,

podane v teh knjigah.

]EV«
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1. Nekaj dejstev iz realne algebre

Osnovne pojme realne algebre je v slovenski matematicni svet prinesel
Boris Lavric [8] in [9]. Eden izmed osrednjih predmetov studija realne
algebre so ureditve na kolobarjih in obsegih. Vec¢ o ureditvah na obsegih
lahko bralec najde v [1] in |7], o ureditvah na kolobarjih pa je pred kratkim
za, Obzornik pisal Jakob Cimpric |2].

Za zacetek nekaj besed o privzetkih in oznakah. Vsi kolobarj bodo
komutativni z enico. Za kolobar A bomo z A? oznaéili mnozico vseh
kvadratov elementov 1z A, za podmnoZico S € A bomo s > S zaznamovali
aditivno polgrupo, generirano s 5.

Mnozica P C A je ureditev, ¢ce veja P+-P C P P PC P PU-P=A
in je P N — P praideal kolobarja A. Nosilec ureditve P je praideal P N —P,
ki ga oznacimo s PY. MnoZico strogo pozitivnih elementov P\ — P ureditve
P zaznamujemo s PV. Ureditve na kolobarjih lahko definiramo Se na en
ekvivalenten nacin. Par (p, <) imenujemo ureditev kolobarja A, ¢e je p C A
praideal in < linearna ureditev (usklajena z algebrai¢nimi operacijami) na
obsegu ulomkov celostnega polja A/p.

Poglejmo si, zakaj sta ti definiciji ekvivalentni. Iz para (p, <) tvorimo
P:={z € A|z+p > p}, kiotitno 1zpolnjuje pogoje prve definicije.
Obratno, ¢e imamo podano ureditev P C A, tvorimo p := PY in postavimo
a+p < b+p natanko tedaj, kob—a € P (a,b € A). Kratek racun pokaze, da

lahko < enoli¢no razsirimo do linearne ureditve na obsegu ulomkov kolobarja
Alp.

Zgled. Naj bo A := R|X]| kolobar realnih polinomov v eni spremen-
vkl Mnozia

P ={a, X"+ +ay € RX||a, >0} U{0}
Py :={p(X) € RI.X] [ p(0) = 0}

sta ureditvi kolobarja A. Ureditev P; ima nosilec {0}, nosilec ureditve P
pa je (X). Klasifikacijo vseh ureditev kolobarja A si lahko bralec ogleda v

7] in [10].

Kot tehnicen pripomocek vpeljemo Se en pojem. Podmnozico T° C A
imenujemo predureditev, ¢e velja T+T CT,T-T CTin A* CT. Ce velja
se —1 €T, potem je T prava predurediteu.

V vsakem kolobarju A obstaja predureditev S A%. Nima pa vsak
kolobar prave predureditve. V kolobarju Z[1] velja t* = —1, zato ta kolobar
nima prave predureditve. Ocitno je vsaka ureditev kolobarja tudi prava
predureditev. Obrat te trditve ne velja. Ce vzamemo A = C(X,R), potem
je T = Y A? prava predureditev, ki vsebuje natanko vse nenegativne

funkcije. Vendar 71" ni ureditev, saj je T'U —=1T' C A. Obstajajo pa tudi
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kolobarji, ki imajo natanko eno pravo predureditev (ki je tudi ureditev),
npr. kolobar celith stevil. Naslednji i1zrek je posplositev znanega Artin-
Schreierjevega izreka o realnih obsegih. Osnovni izrek sta dokazala Artin in
Scdreier leta 1926 in je ena izmed dveh temeljnih sestavin Artinove resitve
Hilbertovega sedemnajstega problema. Med drugim nam izrek pove, da
obsega kompleksnih stevil ne moremo urediti.

[zrek 1. Ce —1 & 5" A?, potem tma kolobar A wreditev.

Ideja dokaza tega izreka je preprosta. Ker —1 € 5 A%, po Zornovi lemi
obstaja maksimalna prava predureditev P C A. 7 nekoliko truda je mozno
pokazati, da je P ureditev. Podroben dokaz izreka 1 je najdemo v |2] in
10].

Definicija 2. Spekter Spec A kolobarja A je mnozica vseh praidea-
lov kolobarja A. Mnozico maksimalnih idealov kolobarja A oznadimo s
Specmax A. Realen spekter Sper A kolobarja A je mmnozica vseh ureditev
kolobarja A. Podmnozico vseh maksimalnih ureditev (glede na inkluzijo)
oznacimo s Spermax A.

Kolobar vseh zveznih funkcij, ki slikajo 1z topoloskega prostora X v
R, bomo oznacili s C(X,R). V tem razdelku bo X poljuben topoloski
prostor. Pokazali bomo, da vsakemu praidealu kolobarja C(X,IR) pripada
natanko ena ureditev tega kolobarja, ki ima dan praideal za svoj nosilec.
Omenimo, da velja SpecC(X,R) # § (vsak kolobar ima maksimalen ideal,
ki je praideal), iz posplosenega Artin-Schreierjevega izreka 1 pa sledi, da je

Sper C(X,IR) = (.

Lema 3. Naj bo p C C(X,R) poljuben praideal in n € N. Ce za
elemente f1,..., fn € C(X,R) velja fi + -+ f2 € p, potem je f1,..., fn €

Dokaz. Za 1l <1 <n definiramo funkcijo

(¢ f‘i(m)z 2 9
hi(x) = < filz) fi(@)?+ -+ fn(z)?? fl(x) + fulz)® # 0
Y, fl(m)Q “‘“"'—!_fn(w)g = ()

Ce za = € X velja fl(aﬁ)z 4+ - fo(2)? £ 0, potem za vsak 1 € {1,...,n}

fg(iﬁ) , R n : e 2
velja 0 < f1(:ﬂ)2‘~i~ Sy e < 1. Ker so funkcije fy,..., fn realne, iz fi(x)” +

4 fu(2)? = 0 sledi fi(z) = = fn( ) = 0. Ta premislek pokaze, da
Je h,, c C(X R) in velja f7 = h; ( 4+ f2) € p. Ker je p praideal, sledi
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[zrek 4. Obstaja naravna bijekcija @ : Sper C(X,R) — SpecC(X,IR), ki
ureditvi P € Sper C(X,R) priredi njen nosilec P°. Njena zoZitev ]6 bijekciia
med SpermaxC(X,R) in SpecmaxC(X,R).

Dokaz. Preslikava ® je definirana s predpisom P — PY. Ocitno je ta
preslikava dobro definirana, pokazati pa moramo, da je bijektivna. V prvem
koraku bomo pokazali surjektivnost, v drugem pa injektivnost te preslikave.
Korak 1. Za praideal p € SpecC(X,R) je P, := C(X,R)? + p ureditev z
nosilcem p.

Ocitno velja P, + P, € F, in P, - B, € F,. Za poljubno funkcijo f &

C(X,R) velja (f — [f)(f +[f]) =0 € p, torej je f —[fl €pali f+][f|]€p.
- Ker je vsaka nenegativna funkcija v C(X,R) kvadrat kaksne zvezne funkcije,
smo s tem dokazali f € P, U —F,. Vzemimo poljuben f = 0’ 4+p=—b>—
—q € P,N=P,, kjer a,b € C(X,R) in p,q € p. Tedaj je a® + b* = —p —
— ¢ € p 1 po prejsnjl lemi a,b € p. Sledi £, N —F, € p. Obratna inkluzija
je trivialna.

Korak 2. Za poljubno ureditev P kolobarja C(X,R) obstaja natanko en
praideal p C C(X,R), da velja P = F,.

Naj bo p := PY nosilec ureditve P. Trdimo, da je P = F, (= C(X, R)? +
). Ker je C(X,R)* CPinp =P’ C P, je P, C P. Denimo, da je B, C P.
Tedaj obstaja element f € P\F,. Iz definicije ureditve sledi —f € P, C P.
orej je f € PV =p C P, kar je ocitno protislovje.

S tem smo dokazali, da je preslikava & bijektivna. Dostavek o maksi-
malnih spektrih je ociten. =

3. Spektralni prostori in spektra kolobarja C(X,R)

Realna algebra in (realna) algebraicna geometrija si pogosto pomagata s
splosno topologijo. Prostori, ki jih tukaj srecujemo, so s1 zelo podobni. Zato
vpeljemo posebno kategorijo topoloskih prostorov in preslikav med njimi.

Definicija 5. Topoloski prostor X imenujemo spektralen, ce velja:
. X je kompakten Tj prostor!.

. Presek dveh odprtih kompaktnih mnozic je kompaktna mnozica.

. Odprte kompaktne mnozice so baza topologije.

s GO DY

. Vsaka neprazna zaprta nerazcepna podmnozica ima genericno tocko.

Zvezna preslikava f : X — Y med dvema spektralnima prostoroma je
spektralna, Ce je praslika poljubne odprte kompaktne mnozice kompalktna.

Na vsakem spektralnem prostoru lahko uvedemo se eno topologijo, ki
nam pogosto rabi kot tehnicen pripomocek.

! Topoloski prostor X je Ty, ¢e za poljubni razliéni tocki z,y € X velja z ¢ {y} ali

y ¢ {z}
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Definicija 6. Naj bo X spektralni prostor.

(a) S IC(X) oznacimo druzino mnozic, ki jih dobimo iz odprtih kompaktnih
podmnozic prostora X z naslednjimi operacijami: konénimi unijami,
konénimi preseki in komplementi. Elemente IC(X ) imenujemo konstruk-
tibilne mnozice. S K°(X) oznacimo mnozico odprtih konstruktibilnih
mnozic, IC(X) pa je mno#ica zaprtih konstruktibilnih mnoZic.

(b) K(X) je baza konstruktibilne topologije na X. Ta topologija ima za
podbazo zaprtih mnozic natanko zaprte mnozice in kompaktne odprte
mnozice v osnovnl topologiji prostora X.

Kadar spektralni prostor X opremimo s konstruktibilno topologijo, ga

0 S Xyopn, 0Snovno topologijo pa imenujemo spektralna.

O711aCIn

Literatura o spektralnih prostorih je zelo obgirna, glej npr. [6], [10] in
11|, Zato bomo daljse in zahtevnejSe dokaze v tem poglavju izpuscali.
Nekaj osnovnih lastnosti spektralnih prostorov smo strnili v naslednji izrek.

Naj bo X spektralni prostor. Potem je Xiyo, kompakien,
Hausdorffov wn pouvsem mnepovezan. Identicna preshikava Xy,, — X je
spektralna 1 (Xion Jkon = Xkon. Mnozica odprtih kompaktnih podmnozic v

X je ravno JC°(X).

Iz zadnjega izreka lahko 1zpeljemo, da je preslikava f : X — Y spek-

tralna natanko tedaj, ko sta preslikavi f : X — Y in f : Xyon — Yion Zve-
Zni. |

Kot smo Ze prej omenili, si algebraicna geometrija pogosto pomaga s
’mpoi@guoa Na oba prej definirana spektra bomo vpeljali topologijo in si
ogledali lastnosti teh topologij.

Definicija 8. Vsakemu elementu f kolobarja A priredimo tri mnozice:
(f) ={p €SpecA | f &p}, U(f):={P €SperA| f e P"}in Z(f) :=
= {P € Sper A | f € PY}. Mnozica {D(f) | f € A} je podbaza spektralne
topologije na Spec A, mmnozica {U(f) | f € A} je podbaza spektralne
topologije na Sper A, {U(f),Z(g) | f,g9 € A} pa je podbaza konstruktibilne
topologije na Sper A.
Naslednji 1zrek nakazuje, zakaj so spektralni prostori tako pomembni
v (realni) algebrai¢ni geometriji. Dokaz prve trditve (o spektru) izreka 9

lahko najdemo v [6], dokaz trditve o realnem spektru pa v [1], [10] in [11].

Za polyuben kolobar A sta SpecA i Sper A spektralna pro-

zrek 9.
stora.

V svojem clanku |6] je Hochster dokazal, da so spektri kolobarjev
natanko vsi spektralni prostori; za vsak spektralni prostor X obstaja kolobar
A, da velja X =~ Spec A. Analogna trditev za realni spekter ne velja, kot je

dokazano v |10].
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Definicija 10. V poljuben T topolosk: prostor X lahko vpeljemo delno
urejenost < s predpisom x <y < y € {x}.

Trditev 11. Za kolobar A wvelja:
(a) ce je X = Spec A, potem za tocki p,q € X veljap < g« p Cq.
(b) ce je X = Sper A, potem za tocki P,Q € X velja P < Q < P C Q.

Dokaz. Dokaza sta povsem analogna; kot zgled bomo dokazali tocko
(b). Velja: P < @ natanko tedaj, ko () € {P}, natanko tedaj, ko za vsak
feAizQelU(f)sledi Pe U(f). To je ekvivalentno zahtevi, da za vsak
g € A 7z lastnostjo g € P velja g € () oziroma P C (). m

Naslednja trditev nam pogosto pomaga pri dokazovanju homeomorfno-
st1 dveh spektralnih prostorov. V dokazu trditve bomo potrebovali pomozen
rezultat.

Lema 12. Naj bo X spektralen prostor in Y zaprta podmnozica v Xyey.
Potem je zaprije Y mnozice Y v spektralne topologigi enako Uycy{y}.

e ]

Dokaz. Netrivialna je le mkluziyja €. Vzemimo poljuben z € Y. Ker
ima spektralni prostor bazo i1z kompaktnih odprtih mnozic, 1ima z bazo
kompaktnih odprtih okolic {Uy | A € A}. Vsaka okolica tocke z ima
neprazen presek z mnozico Y. Ce je NMaea(Ux NY) = 0, potem je presek
zaprtih mnozic (v konstruktibilni topologiji), ki so vsebovane v kompaktnem
prostoru Y, prazna mnozica. To pomeni, da je ze presek koncne poddruzine
prazen: (UyNUsN---NU,) NY = 0. Prisli smo v protislovje, saj je
Uy N -+ NU, okolica tocke z € Y. Za poljubno tocko y € NMyep(Ux NY)

Trditev 13. Ce je f : X — Y spektralna preslikava, ki je urejenostni
1zomorfizem, potem je f homeomorfizem.

Dokaz. lz predpostavk sledi, da je preslikava f : Xyion — Yion zvezna
bijekcija, ki slika iz kompaktnega prostora Xy, v Hausdortiov prostor Yy,
Zato je [ Xyon — Yikon homeomorfizem (in v posebnem zaprta preslikava).
Mnozica Z C X je zaprta v spektralni topologiji natanko takrat, ko je
zaprta v konstruktibilni topologiji in velja z € Z = {z} C Z (implikacija
v desno je trivialna, implikacija v levo pa sledi 1z prejsnje leme). Vzemimo
poljubno zaprto mnozico Z C X. Potem je f(Z) zaprta podmnozica v Yign.

4

Pokazimo Se, da vsebuje zaprtja svojih tock. Ce to ni res, potem obstaja
tocka vy = f(z) € f(Z), za katero je presek {y}N(Y'\ f(Z)) neprazen. Naj bo
w poljubna tocka 1z tega preseka. Potem je y < w 1n 1z 1zotonosti preslikave
f~lsledi # = f~Hy) < f~(w), oziroma f~(w) € {z} € Z. Dobimo
w € f(Z) kar je protislovje. S tem smo dokazali, da je f : X — Y zvezna

114 Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 4



V spektralnem prostoru X je zanimiv tud: podprostor X™** njegovih

zaprtih tock. Za X = Spec A pisemo X™** = Specmax A, za X = Sper A
(8% = Spermax A (ta zapis je upravicen po trditvi 11).

Vzemimo poljuben kompakten Ty topoloski prostor X in
At Lompakten wn za vsak

Trditev 14.
'megov podprostor zaprtih tock X", Potem je X
X wvelja {x} N X™max £ (),

Dokaz. ZadosCa dokazati {x} N X™* £ () za vsak =z € X (tedaj je X
edina odprta okolica mnozice X™®*). Za poljuben z € X naj bo YV := {«}.
V Y imamo naravno delno urejenost z; < z9 & z9 € {z1}. Ker je ¥V .

-

kompakten, za vsako linearno urejeno podmnoéico M vY velja Nyep{y} #
— (). Po Zornovi lemi ima Y maksimalen element. |

Posledica Za polyuben kolobar A je prostor maksvmalnih 1dealov
Specmax A kompakten.

Za polyuben kolobar A je prostor maksimalnih ureditev
Spermax A kompakten in Hausdorffov.

Dokaz. Kompaktnost sledi 1z prejsnje trditve, torej moramo dokazati
le se, da je 1zpolnjen 75 aksiom. VZGHHmO dve razlicni ureditvi P,(Q) €
Spermax A. Potem je P € @ in @ € P. Obstajata elementa a € P\(Q) in
b e Q\P. Tvorimo f :=a—0b. Kerje —a € Qin —b € P, je f € P in
—fe Q. Sledi PeU(f) inQ € U(— f) To sta iskani disjunktni okolici
tock Pin Q,sajje U(f)NU(—f)=10. =

Tukaj opazimo prvo pomembno razliko med spektrom in realnim spek-
trom kolobarja. V primeri s Spermax A maksimalni spekter Specmax A ni
nujno Hausdorffov topologki prostor (je pa vselej T, saj je sestavljen le iz

zaprtih tock).

Ponovno se vrnimo k studiju kolobarja C(X,[R). V drugem razdelku smo
nasli naravno bijekcijo med spektrom in realnim spektrom tega kolobarja.
N1 presenetljivo, da je ta preslikava celo homeomorfizem.

[zrek 17. Preslikava & . SperC(X,R) — SpecC(X,R), ki ureditev
P ¢ SperC(X,R) poslje v ngen nosilec P, je homeomorfizem. ZoZitev te
preslikave je homeomorfizem med SpermaxC(X,R) i SpecmaxC(X, R).

Dokaz. Za poljuben f € C(X,R) je @ 1(D(f)) = U(f?), torej je @
zvezna preslikava. Kompaktne mnozice v Spec C(X,R) so natanko mnozice
oblike D(f1)U---UD(f.) zar € Nin f; € C(X,R). Ker so mnozice oblike
U(f) kompaktne v SperC(X,IR), je preslikava ® spektralna. Pokazimo
Se, da je urejenostni izomorfizem. Ce je Py, C© Fy, potem je p = Pg C

A —-

qu = (, kar pomeni, da je ¢ izotona preshkava. Oc¢itno je tudi @1
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2

izotona preslikava, saj praideal p poshe v C(X,R)* + . Po trditvi 13 je
® homeomorfizem. Dostavek o zozitvi je trivialen, saj zvezna preslikava
(I)Wlls]_:)ecma,XC( x r) slika kompakten prostor SpecmaxC (X,R) injektivno na
Hausdorffov prostor SpermaxC(X,R). =

4. Stone-Cechova kompaktifikacija

Kolobar zveznih realnih funkciy C(X,R) je lahko zelo majhen, ce to-
poloski prostor X ni dovolj | lep”. Ce ima X npr. trivialno topologijo, so
edine funkcije v C(X,R) konstante. Ce pa X opremimo z diskretno topolo-
gijo, je C(X,R) kar mnozica vseh funkcij iz X v R. Obstajajo pa tudi raz-
meroma zapleteni regularni topoloski prostori, kjer so edine zvezne realne
funkcije konstantne. Bralec si lahko primer taksnega prostora ogleda v |3].

Definicija 18. Topoloski prostor X je popolnoma regularen (vcasih
tudi prostor Tihonova ali Th1), ¢e je Iy in za vsako tocko = € X in nje]
2

disjunktno zaprto mnozico F' C X obstaja taka zvezna funkcya f : X —

0,1], daje f(z)=01in f(F)={1}.

Iz definicije 1n Urysohnove leme sledi, da je vsak normalen prostor
popolnoma regularen. Zaradi prej opisanih tezav se pri studiju kolobarja
zveznih realnih funkcij pogosto omejimo na popolnoma regularne topoloske
prostore X. Vendar to ni zelo huda omejitev. Kot sta dokazala Gillman in
Jerison v 4], za vsak topoloski prostor X obstajata popolnoma regularen
topoloski prostor Y in taksSna zvezna surjekcija ¢ : X — Y, da je preslikava
gr—gow:C(Y,R) — C(X,R) izomorfizem kolobarjev.

Preprosta uporaba Urysohnove leme nam pokaze, da je vsak podpro-
stor kompaktnega Hausdorffovega prostora popolnoma regularen. Velja pa
tudi obrat. Vsakemu popolnoma regularnemu prostoru X lahko pripisemo
kompakten Hausdorffov prostor 8X, v katerem je X gost podprostor. Pro-
storu X pravimo Stone-Cechova kompaktifikacija prostora X. V literaturi
obstaja mnogo konstrukcij te kompaktifikacije; glej npr. [3] in [4]. Naslednji
izrek je karakterizacija Stone-Cechove kompaktifikacije.

Izrek 19. Naj bo X popolnoma reqularen wn Y poljuben kompakten
Hausdorffov topoloski prostor.

(a) Vsako zvezno funkcijo f : X — Y je mozZno razsirite do zvezne funkcije
F.pX =Y.

(b) Ce je cX takina Hausdorffova kompaktifikacija prostora X, da je vsako
zvezno funkcyyo X — Y mozno razsiritr do zvezne funkcye cX — Y,
potem je ¢X ekvivalentna Stone-Cechovi kompaktifikaciji 3X .

V nadaljevanju bomo nakazali povezavo med Stone-Cechovo kompalkti-
fikacijo popolnoma regularnega prostora X in realno algebro.
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Zia vsak x € X definiramo mnozico M, = {f € C(X

= 0}. Ocitno je M, ideal v kolobarju C(X,R) in C(X,R)/ M,
posebnem je M, € SpecmaxC(X,R). Tako dobimo preslikavo 5 : X —
SpermaxC(X,IR), ki tocki = priredi ureditev Py, = C(X,R)? + M. Velja
Py, = {f € C(X,R) | f(z) > 0}, Pj%{m = M., in zato P/’\t{” = {f €

C(X,R) | f(z) > 0}, )

Izrek 20. Naj bo X
(a) Preslikava 7: X — SpermaxC(X,R) je vloZitev.
(b) Slika 3(X) je gosta podmnozica v SpermaxC(X,R).

(c) SpermaxC(X,R) je Stone-Cechova kompaktifikacija prostora X.

popolnoma regularen topolosk: prostor.

Dokaz tega izreka je razmeroma zapleten in ga bomo 1zpustili. Za konec
le se omenimo, da kot posledico izrekov 17 1 20 dobimo znan rezultat 1z

topologije in zanimivo karakterizacijo kompaktnih Hausdorffovih prostorov.

Posledica 21. Za polyuben popolnoma regularen topoloskr prostor X je
spekter maksimalnih idealov SpecmaxC (X, R) homeomorfen Stone-Cechoui

kompaktifikacip BX.

Posledica 22. Za topoloskr prostor X so naslednje trditve ekvivalentne:

1. X j7e kompakten i Hausdorffov.

X je homeomorfen SpecmaxC(X,R).

3. X je homeomorfen SpermaxC(X,R).
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POREDNIH STEVIL V D
OMBINACIJI LOTA*

STANLEY P. GUDDER, JAMES N. HAGLER,
prev. in prir. MARJAN JERMAN

Math. Subj. Class. (2000): 60C05

Dobitna kombinacija pri lotu precej pogosto vsebuje dve zaporedni stevilki. V ¢lanku
1zracunamo verjetnost tega dogodka in jo primerjamo z empiricnimi podatki. Poleg tega
obravnavamo nekatera vprasanja, ki se pojavijo pri tem.

PROBABILITIES OF CONSECUTIVE INTEGERS IN LOTTO

We observe that, quite often, the winning numbers in a lotto game of the form “pick
m numbers between 1 and n” contain two consecutive integers. Probabilities of this and
related events are computed and compared with empirical results. Further, we show the
following using only calculus: for a given n, the smallest n which gives probability greater

than or equal to 1/2 that at least two of the numbers are consecutive is about \/ n/ln2.

1. Uvod

Pri slovenskem lotu so v bobnu kroglice, ki so oznacene s stevili od 1 do
39. Med stalnim mesanjem iz bobna nakljuéno odpihne sedem kroglic in Se
€NO rezervino za primer, ce ni glavnega dobitka —  sedmice”. V nasem c¢lanku
se bomo ukvarjali Zgoh S prv1m1 sedmimi kroghcaml Zrebanje poteka vsak
teden. Glavni dobitek je vecji v primeru, ¢e v prejsnjih kolih ni bilo glavnega
dobitka. Kadar dobitno kombinacijo ugane vec igralcev, se nagrada razdel
med njimi. Verjetnost glavnega dobitka je zelo majhna, enaka je

39
1/ (7) — 1/15380937.

Statisticni podatki za pretekla leta (po viru |7]) kazejo, da je zelo velika
verjetnost, da se v dobitni kombinaciji pojavita dve zaporedni stevili, npr.

31.12. 2000 je bila dobitna kombinacija 5, 7, 14, 15, 19, 30, 37. Podatki za
leta 1998-2001 kazejo, da je bilo v 208 zrebanjih kar 143 (69 %) kombinacij
7z vsaj dvema zaporednima steviloma. Natancneje: bilo je 91 (43 %) kombi-
nacij z natanko enim parom, 45 (22 %) z dvema paroma, Sest (3 %) s tremi
pari in ena (0,5 %) kombinacija s stirimi pari zaporednih stevil.

Za primer navedimo se enega od ameriskih lotov, loterijo v zvezni drzavi
Colorado. Tam 1zmed 42 kroglic 1zvlecejo dobitno kombinacijo sestih stevil.
Vsak teden sta dve koli. Verjetnost glavnega dobitka je

42
1/ (6) — 1/5 245 786.

* Prispevek je prevod clanka Probabilities of Consecutive Integers in Lotto, Mathema-
tics Magazine T4, junij 2001, str. 216-222. Prevedel ga je Marjan Jerman, ki ga je
tudi dopolnil s podatki 1z slovenskega lota.
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Stamsmka za leta 1996-1998 pove, da so v 312 zZrebanjih izvlekli 164 (53 %)
kombinacij z vsaj enim parom zaporednih Stevil. V 121 (39 %) primerih sta
bila v dobitni kombinaciji po dva para, v preostalih 14 % pa vec kot dva
para zaporednih Stevil.

Ker tore] loterije nimajo enakih pravil, si bomo ogledali 1gro lota tipa

(n,m), kjer je dobitna kombinacija podmnozica z m elementi mnoZice
{1,...,n}. Najprej bomo teoreticno izracunali, koliksna je verjetnost dveh
zaporednih stevil v dobitni kombinaciji (trditev 1). Potem bomo ugotovili,
da je pri loteriji tipov (39,m) in (42, m) Sestica najkrajsa dolzina kombi-
nacije, pri kateri je verjetnost, da se pojavita zaporedni stevili, Se vecja od
polovice. Ce bi §li opazovat Se druge tipe loterij, bi lahko domnevali, da
ta dolzina pribliZno raste s v/n. V izreku 5 bomo pokazali, da ta domneva
,skoraj drz1”.
Nas problem je soroden problemu razporeditve rojstnih dnevov, ki sta
ga obravnavala Abrahamson in Moser (|1|). Izracunala sta, koliksna je
verjetnost, da nobena dva rojstna datuma skupine n ljudi nista za £ dm
narazen. Zelo zanmimiva knjiga, ki sta jo napisala Henze in Riedwyl (|4])
pa opisuje strategijo, kako se izogniti delitvi glavnega dobitka (¢e ga seveda
zadanemo). V knjigi je tudi veliko statisticnih analiz preteklih iger lota.
Nase delo se pokriva s Henzejevim (|3]), kjer je obravnavano pojavljanje
vrzell med Stevili v dobitnih kombinacijah lota.

Igra lota tipa (n, m) je igra, kjer je zmagovalna kombinacija podmnozica
A v {l,...,n}, ki ima m elementov. V tem primeru pravimo, da je A
m-podmnozica in piSemo A = {aj,as,...,a, . Hkrati bomo privzeli, da
je kombinacija urejena po velikosti: a; < as < ... < apm- Ce A vsebuje
vsaj dve zaporedni Stevili, bomo rekli, da je A zaporedna (v nasprotnem
primeru nezaporedna) m-podmnozica. Naj K (n,m) in N(n,m) zaporedoma
oznacujeta stevilo zaporednih in nezaporednih m-podmnozic. Verjetnost
P(n,m), da je nakljuéno izbrana m-podmnozica zaporedna, je

P(n,m) = K(n,m) /

Pri1 koloradskem lotu je na primer
P(42,6) = K(42,6) / |

pri nas pa

P(39,7) = K(39,7) /
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Verjetnost P(n,m) bomo torej nasli, ce bomo poznali stevilo K (n,m). To
sploh ni tako enostavno, kot je videti na prvi pogled. DBralca vabimo,
da poskusa stevilo K(n,m) izracunati, preden prebere resitev. Rezultat
(trditev 1) je znan (glej recimo [2, str. 30| ali |5, primer 4c, str. 7]). To je
tudi zaCetni rezultat v Henzejevi knjigi |3|, v kateri Studira vrzeli v dobitnih
kombinacijah lota.

Kot je pogosto pri kombinatoricnih problemih, je lazje najti sStevilo
N(n,m) in nato uporabiti zvezo

K(n,m) = (n) — N(n,m).

T

Seveda v primerum > (n+1)/2 velja N(n, m) = 0. Zato lahko privzamemo,
da velja m < (n 4+ 1)/2. Podobno sta trivialna primera, ko je m = 0 ali
m = 1, zato lahko privzamemo, da je m > 2. Dogovorimo se, da je (;) = ()

v primerih, ko je 7 > r ali r < 0.

| - 1
N(n,m) = (’“ o )

T

Trditev 1.

Dokaz. Poiskali bomo bijekcijo med mnozico m-podmnozic mnozice

{1,...,n—m+ 1},

katere moc je (n“:Jrl), in nezaporednimi m-podmnozicamiv {1,...,n}. Ce

je {a1,as,...,am} m-podmnozica v {1,...,n—m+ 1}, je
{al,a,g +1,...,a8, +mMm — 1}

nezaporedna m-podmnozica v {1,...,n}. Ta prireditev je jasno bijektivna.
B

Po trditvi 1 je tako

Pri lotu tipa (42,6) je

37 49
P(42,6) =1 — ~ 0,557,
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pri lotu tipa (39

Statisticni podatki dajo pri lotu tipa (42,6) delez 53 %, pri lotu tipa (39, 7)
pa 69 %. Idejo v zadnjem dokazu lahko posplosimo in tako dobimo formulo
za primer daljsih vrzeli med sStevili v kombinaciji. Rekli bomo, da ima
m-podmnozica A v {1,...,n} vrzelt dolZine vsaj k, Ce je

aj4+1—a;j > k+1 za 3=1,...,m— 1.

Dokaz trditve 1 se da enostavno posplositi (glej [3]). Tako dobimo naslednji

rezultat.

Stevilo m-podmnozic v mnozici {1,...,n}, ki imajo med
part ?;zzm%amh stevil vrzely dolzine vsaj k, je

(n—Fkm+k)

Irditev 1 je zaceten korak prii1zracunu verjetnosti dogodkov, povezanih
s porazdelitvijo stevil v dobitni kombinaciji. Rekli bomo, da sta v m-pod-
munozici A v {1,...,n} natanko dve zaporedni stevili, Ce za neki k < m velja

ar+1=ap; m a; +1<ajp1 za J#k.

Naslednji rezultat nam pove, koliko je takih mnozic.

Trditev 3. Stevilo m-podmnozic v {1,... ,n} z natanko dvema zapore-
dnima steviloma je

Dokaz. 1z vsake nezaporedne (m — 1)-podmnozice A = {a1,...,am—_1}
v {1,...,n — 1} lahko dobimo naslednjih m — 1 m-podmnozic z natanko

dvema zaporednima steviloma:

{&laal_}_l?a?’{_}w”ja’mwl"}_1}5
{ah&Q;aQ'Jf'lja@_{—}?“”aamml+1}7

{a'l? Ay« oy Am—1, Am—1 T }}

(2009) 4 1921
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Lahko je wideti, da se da vsaka m-podmnozica z dvema zaporednima
Steviloma zapisati na natanko enega od zgornjih nacinov. Ker vsaka mnozica
A generira m — 1 takih mnozic, je njihovo skupno stevilo

(m —-1)N(n—1,m—1) m('m-l)((n“wl)*(m—_1)+1> =

m — 1
— 1
:(mml)(n e )
m — 1

Pri lotu tipa (42,6) je verjetnost, da se v dobitni kombinaciji pojavita
natanko dve zaporedni Stevili, enaka

37\ /(42
5 ~ 0,415

pri lotu tipa (39,7) pa je ta verjetnost

33) /(39
6 ~ 0,432.

(V praksi sta bila ustrezna deleza 39 % in 43 %.)

Definicijo in trditev lahko enostavno razsirimo za primer r zaporednih

Stevil. Bralca vabimo, da dokaze naslednji rezultat tako, da oponasa dokaz
trditve 3.

Trditev 4.
(a) Stevilo m-podmnozic v mnozici {1,...,n} z natanko r zaporednims
stevilz je
n—m—+1
m—7r+1 :
( ) (m — 7+ 1)
(b) Stevilo m-podmnozic v mnozici {1,...,n} z natanko dvema lodenima

paroma zaporednih Stevil je

m — 2 n—m-+1
2 m — 2 |

Pri lotu tipa (42,6) je verjetnost treh zaporednih stevil v dobitni kom-

binaciji enaka
37 42
4 / ~ 0,050,
4 §
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kar se zelo dobro ujema z izmerjenim rezultatom 17/312 (5,5 %).
Verjetnost dveh locenih parov zaporednih stevil pa je

Bralca vabimo, da izracuna ustrezne teoreticne i prakticne d
za nas sistem lota.

a stevila

Problem rojstnih dnt (|5, Primer 5j, str. 40|) sprasuje, kako velika mora
biti skupina ljudi, da 1ma dogodek, ko imata vsaj dve osebi v skupini
rojstni dan na isti dan v letu, verjetnost vsaj 1/2. Podobno razmisljanje
lahko naredimo za igro lota tipa (n,m). V tem primeru se vprasamo,
koliksna mora bit1 pri fiksnem stevilu n dolzina dobitne kombinacije m, da
je z verjetnostjo vsaj 1/2 zaporedna. Zanimivo je, da je mozZno potrebno
dolzino napisati skoraj kot zakljucen izraz v spremenljivki n samo s pomocjo
elementarne analize.

V preteklih racunih smo opazili, da je v pri lotu tipa (42, 6) verjetnost,
da je dobitna kombinacija zaporedna, vec kot 1/2. Kaj pa, ¢e bi vzeli krajse
dobitne kombinacije dolzine pet? Vemo, da je

| — 0,41 < 1/2,

P(42, 5)_._..1-(5

zato pravimo da je 6 1/2-mejno stevilo v primeru n = 42. Nasploh bomo
rekli, da je m mejno stemlo za n, ce jJe m najmanjse stevilo, za katero je
P(n,m) > 1/2. To mejno stevilo bomo oznacili s T'(n). V naslednji tabeli
je navedenih nekaj mejnih stevil:

5 10 12 39 42 49 100 116 10° 10* 10° 10°
T(n)|3 3 4 6 6 7 9 10 27 84 264 833

Ce pogledamo tabelo, lahko domnevamo, da so stevila T'(n) reda velikosti
v/n. Al obstaja kaksen zakljuden izraz za T(n)7

Is¢emo najmanjSe taksno Stevilo m, da bo K(m,n)/() > 1/2. Ta
pogoj je po (1) ekvivalenten neenakosti

(2)

Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 4 123



Ko neenakost razpisemo po faktorjih, dobimo

n—m n—m-—1 n—m— (m— 2)

< -%- (3)

n n— 1 n— (m — 2)

Leva stran v izrazu (3) ima m — 1 faktorjev, ki padajo od leve proti desni.
Ziato neenakost (3) zagotovo drZi v primeru, ko je

h—m < 9—1/(m-1) (4)
n - )
kar je ekvivalentno zahtevi
n(zl/(m-——l) . 1) < m21/(m---1)’ (5)
Ker priblizno velja 2V/(m=1) ~ 1 4 12 Jahko neenakost (5) priblizno
prevedemo na
n In 2
In2<mi{1-4 . (6)
m — 1 m — 1

Iz (6) dobimo
nln2 < m?* —m(l —In2) <m?.

Zato je vVnIn2 < m, in ker je m celo stevilo, tudi f\/n In2] < m. Pritem
-] oznacuje zaokrozevanje navzgor.

Glede na zgornji hevristicni izracun lahko domnevamo, da je najkrajsa
mejna dolZzina dobitne kombinacije m = S(n) = [v/nIn2]. Ta domneva je

pravilna za zelo veliko stevil n. Pravilna je recimo za vsa stevila v zgornji
tabeli razen za n = 5,12,49,116. Za te vrednosti je

S(5) =2<3=T(5) S(12)=3<4="T(12);
S(49) =6 < 7="T(49); S(116) =9 < 10 = T(116).

Z.di se, da nasa domneva od pravilnega rezultata odstopa kvecjemu za 1. V
naslednjem i1zreku bomo dokazali tako popravljeno domnevo:

Izrek 5. Za mejno funkcijo T'(n) velja

lT(n) — [\/’nlnﬂ’ < 1.

Opomba 6. Izrek 5 bi lahko izostrili in pokazali, da je T'(n) bodisi

[v/n1n2] bodisi [vnln2] + 1. Tega pa ne bomo storili, ker bi bil ustrezen
dokaz bistveno tezji in daljsi od navedenega.
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Dokaz. Naj bo

=1 ¢1+1:z
a;--mz 4 n 111l 2.

(Taksen a smo izbrali zato, ker je blizu stevilu vnIn 2 in zadoi¢a enostavni
kvadratni enacbi a? — a = nln2.) Posebej velja

In 2 a
— (7)

a— 1 n

Najprej pokazimo, da velja neenakost (4) v primeru, ko je m = |al|. Z
uporabo enakosti (7) dobimo naslednje ekvivalence:

© < gm(el) o o1/(a-]) (1 — 2) <1

T

In 2 a
<€m:;>exp< )(1m-—-)§1<m:>

a— 1 n

a a
< exp (-—-—~> (1 — —-—-) < 1.
n n

Pokazimo, da velja zadnja neenakost. Naj bo f(z) = e*(1 — z). Potem je
f(0)=1in f'(z) <0zax >0 Kerje0< 2 <1, velja f(2) < f(0) =1,

zato je

n

" — A

< 271/(a=1) (8)

T

Ce vzamemo m = [a] > a, iz neenakosti (8) sledi neenakost (4). Zato velja
tudi neenakost (2) in

1 1
T(n) < §+\/Z+nln2

S tem smo dobili zgornjo mejo za 1'(n). Pois¢cimo Se spodnjo. Naj bo

1 1

Podobno kot prej velja b +b=nln2 in

In2  b(b+1)
b—1 n(b-—1) (9)

Ko uporabimo enakost (9), oceno e > 1 + z in dejstvo, da je b* < n + 1,
po krajsem izracunu dobimo

(11’12)(1 b )>1
X .
AP b —1 n—>b4+ 2

Ohzornik mat. fiz. 49 (2002) 4 125




Od tod sledi
T, — Zb ~+ 2 ——-1/(()——-1)

> 2 . 1
n— b+ 2 (10)
V primeru m = |b] < b (kjer |-] oznaCuje zaokroZevanje navzdol) iz
neenakosti (10) dobimo
nZEMAEL S g1/, (11)
n—m -+ 2

Leva stran v neenakosti (11) je najmanjsi izmed faktorjev v neenakosti (3),

zato je
(n":+1) / (;) > 1/2.

Odtod dobimo |—3 + \/—i- +nln2| <T'(n), zato je

1 1 1 1
m§+\/z+nln2 < T(n) < §+\/Z+nln2 . (12)
Enostaven racun nam tedaj pove, da je
1 1 ' 1 1 _
---é—-{—\/z—}-nan < (\/nlnfﬂg §+\/Z+n1n2 . (13)

Ker sta spodnja in zgornja meja za ena narazen, rezultat izreka sledi iz
neenakosti (12) in (13). =

Dalo bi se izracunati tudi mejna Stevila T (n) za verjetnosti o # %—
Tedaj b1 prvo domnevo nadomestili s priblizkom

T, (n) ~ \/nln (1 . a).

V primeru o =1 — e~ ! ~ 0,6321 bi recimo enostavno dobili T, (n) = [/n].
V primery, ko je 0 < a < 1 — e~ !, lahko enostavno priredimo dokaz

1zreka 5 1n dobimo
lTa(n) — _ nln( 1 )— I < 1. (14)
]l — « —

126 Obzornik mat. fiz. 49 (2002) 4




Numeri¢ni poizkusi kazejo, da neenakost (14) velja za dovolj velika Stevila
n tudi v primeru, ko je 1 — e ™ < o < 1, a za to e nismo nasli dokaza.

. Moser, More birthday surprises, Amer. Math. Monthly 77 (1970),

[H M. Abrahamson, W
856—85.

12] C. Berge, Principles of Combinatorics, Academic Press, New York, NY and London,
1971.

3] N. Henze, The distribution of spaces on lottery tickets, The Fibonacci Quarterly 33
(1995), 426-431.

4] N. Henze, H

[. Riedwyl, How to win more: Strategies for Increasing a Lotto Win, A.
K. Peters, Natick, MA, 1998.

5] S. Ross, A First Course in Probability (5. izdaja), Prentice Hall, Upper Saddle River,
NJ, 1998.

6] Internetna stran koloradske loterije: http://www.coloradolottery.com.

7] Internetna stran slovenske loterije: http://www.loterija.si/igre/loto.

matematike

Med 19. 1n 25. julijem 2002 je bilo v Varsavi deveto mednarodno tekmo-
vanje studentov matematike. Tekmovanje pocasi raste in postaja nekaksno
logicno nadaljevanje mednarodnih srednjesolskih matematicnih olimpijad.
Letos se je tekmovanja udelezilo Ze vec kot 200 najboljsih studentov mate-
matike z vsega sveta. Univerzo v Ljubljami so zastopali: Irena Majcen 1z
drugega, Dusan Jan in Jure Kalisnik 1z tretjega ter Tomaz Kosem in Martin
Milani¢ 1z cCetrtega letnika. Tekmovanje je potekalo dva dneva. Vsak dan
so 1mell studenti po pet ur za reSevanje sestih nalog, ki jih je predlagala
mednarodna zZirija. Pomerili so se v naslednjih nalogah:

I.1.

Grafu kvadratnega polinoma, podanega z enacbo v = z° + ax + b;
a,b € R, reCemo standardna parabola. Tri standardne parabole s
temeni V7, V5 1n V3 se paroma secejo v tockah Ay, 49 in As. Naj bo
s : R? — R? zrcaljenje ¢ez abscisno os. |

Pokazi, da se standardne parabole s temeni s(A;), s(As) in s(As)
paroma secejo v tockah s(V71), s(V5) in s(Vs).

[.2. Ali obstaja zvezno odvedljiva funkcija f : IR — R, za katero velja

f(z)>0 in  f'(z)=f(f(x)) zavsak z € R?
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I.3. Naj bo n naravno stevilo in

Pokazi, da velja:

ap —by  ax—by 1a'n_“bn___0
1 2 . n |

I.4. Naj bo f : |a,b] — l|a,b] zvezna funkcija in p € [a,b]. Rekurzivno
definirajmo pg = p in ppo1 = f(pn) zan =0,1,2,... Recimo, da je
mnozica

Ty ={pn;n=0,1,2,...}

zaprta, tj., ce « & T, obstaja tak 6 > 0, da za vse ' € T, velja
|z’ — x| > 6. Pokazi, da ima tedaj mnozica T}, le konéno elementov.

[.5. Dokazi ali ovrzi naslednji 1zjavi:

(a) Obstaja monotona funkcija f : [0,1] — [0,1], za katero ima pri
vsakem y € [0, 1] enacba f(z) = y veé kot Stevno resitev.

(b) Obstaja zvezno odvedljiva funkcija f : [0,1] — [0, 1], za katero ima
pri vsakem y € |0, 1] enacha f(xz) =y vec kot Stevno resitev.

1.6. Za realno matriko M velikosti n X n naj bo

M x
M= sup 1M=l2
I S T

pri cemer ||-||s pomeni evklidsko normo na R"™. Recimo, da za realno
matriko A velikosti n x n velja

1

AR — AR <
| | < 2002k

za vse k & N.

Pokazi, da tedaj velja tudi ||A%|| < 2002 za vse k € N.

IT.1. Izracunaj determinanto matrike A = |a;;]}",_1, ki je podana takole:
- {(-—-—-—1)'2'“3", ce i # J
aij == . e
2, ce 1= 7.

I1.2. Dvesto studentov se je udelezilo matemati¢nega tekmovanja, na ka-
terem je bilo treba resiti Sest nalog. Vsako nalogo je pravilno resilo
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vsa] po 120 studentov. Pokazi, da lahko najdemo dva studenta, za
katera velja: vsako od nalog je resil vsaj eden med njima.

I1.3. Naj bo n naravno stevilo 1n

Pokazi, da je za vsako naravno stevilo n produkt a,b, celo stevilo.

11.4. V tristrani piramidi OABC jea = /BOC, 0 = /COAin~y = LAOB.
Naj bo o kot med ploskvama OAB in OAC ter 7 kot med ploskvama

OBA in OBC'. Pokazi, da velja:

v > [Fcoso 4+ «wcosT.

I1.5. Naj bo A kompleksna matrika velikosti n x n. Pokazi, da velja A4 =
= [ natanko tedaj, ko obstaja obrnljiva matrika S, za katero je A =
SS™1 Pri tem I pomeni identi¢no matriko, precka pa konjugiranje.

I1.6. Naj bo f:R" — R konveksna funkcija, katere gradient
_ (91 Of
Vi=(z5 727
obstaja v vsaki tocki R" m velja
3L > OVae, x99 € R™ - HVf(CCl) — VJ(12>’[ < LH.ZC']_ — .’EQH
Pokazi, da tedaj velja tudai:

Vi, o € RY ||V f(xq) — V(a)|? < LIVF(z) = V(zg),x1 — x3).

5\

Pri tem (-, ) oznacuje skalarni produkt v R™.

Teza nalog priblizno raste z njithovo zaporedno stevilko. Nasi studentje
so se v zelo hudi konkurenci ze tradicionalno dobro odrezali. Jure IKalisnilc,
Tomaz Kosem, Irena Majcen in Martin Milani¢c so dobili tretjo nagrado,
Dusan Jan pa je dobil pohvalo.

Ceprav je eden od glavnih namenov tekmovanja primerjava kvalitete
matematicnih fakultet po vsem svetu, je bil letos se posebej poudarjen ne-
formalni del tekmovanja. Tekmovanje ze vsa leta poteka v zelo sproscenem
ozracju in najboljsi Studentje lahko pri skupnih aktivnostih (izleti, nogome-
tne tekme, kosila, sprejemi) spoznajo svoje kolege z vsega sveta.

Marjan Jerman
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Vabimo vas na seminar 1 BRRRERR | 4 cOE

Elementi vzgoje in 1zobrazevanja

pri diferenciranem Azike.

Seminar bo 11. m 12.10. 2002 v sklopu strokovnega srecanja ob obcnem
zboru DMFA Slovenije v poslovnokonferencnem centru Zdravilisca Lasko.
Namenjen je predvsem predmetnim uciteljem ter profesorjem matematike
in fizike — mentorjem krozkov.

Dr. Gregor Dolinar:  Mednarodne izkusnje pri diferenciranem po- (2 uri)
uku matematike

Mag. Ciril Dominko: Resevanje problemskih nalog 1z fiznke na (3 ure)
' razlicnih niwojih

Mag. Darjo Felda: Delo z nadarjenimi ucenci oziroma dijaks (2 uri)

Dr. Bojan Golli: Bksperimentalni projekts in naloge za na- (3 ure)
| darjene ucence

Mag. Cvetka Rojko: Zakaj i s kom tekmujemo? (2 uri)

Mag. Gregor Sega: Uporaba statisticnih metod pri analizi re- (2 uri)

zultatov tekmovanja

Dr. Matjaz Zeljko: Resevange problemskih nalog iz matema- (2 uri)
tike na razlicnih nwojih

Seminar je objavljen v IKatalogu programov stalnega strokovnega spo-
polnjevanja strokovnih delavcev v vzgoji in izobrazevanju 2002/2003, stran
244, Ovrednoten je z eno tocko. IKer bodo teme i1zvajane tudi v obliki
delavnic, bodo posamezne teme trajale v resnici dlje, kot je zgoraj nave-
deno. Fizikalne in matemati¢ne teme bodo potekale vzporedno, zato bodo
udelezencl seminarja morali izbirati med enimi in drugimi (izbor sporocite
ob prijavi).

Kotizacija za seminar znasa 10.000 S5I'T.

Prosimo, da posljete svoje prijave na predpisanem obrazcu (modri kar-
toncki) najkasneje do 28. 9. 2002 na naslov:

DMFA, Janez Krusic,

Jadranska ul. 19,

1000 Ljubljana.

Lahko se prijavite tudi po elektronski posti na naslov:

Janez .Krusic@fmf.uni-1j.s1.

Koordinatorja seminarja:
Daryo Felda wn Janez Krusic
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