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SCHNYDERJEV IZREK

KRISTIJAN BREZNIK in SANDI KLAVZAR
Math. Subj. Class. (2000): 05C10, 06A06.

Schnyder (Planar graphs and poset dimension, Order 5 (1989) 323-343) je dokazal,
da je graf ravninski natanko tedaj, ko je dimenzija njegove incidenéne ureditve kvecjemu 3.
V prispevku je opisan in dokazan ta pomembni rezultat. Omenjene so tudi nekatere
njegove posledice.

SCHNYDER’S THEOREM

Schnyder (Planar graphs and poset dimension, Order 5 (1989) 323-343) proved that
a graph is planar if and only if the dimension of its incidence order is at most 3. This
important theorem is described and proved. Some consequences are also mentioned.

1. Uvod

Teorija grafov je eno najhitreje razvijajo¢ih se podrocij sodobne mate-
matike, ravninski grafi pa so eden od temeljev te teorije. Graf G je rav-
ninskt, Ce ga lahko nariSemo v ravnini tako, da noben par njegovih povezav
nima skupne tocke, razen kveé¢jemu v tocki, ki je njuno skupno krajisce. O
osnovnih lastnostih ravninskih grafov se lahko poué¢imo v [12].

Problem stirih barv je bil eden glavnih vzrokov za razvoj teorije rav-
ninskih grafov,” barvanja grafov in tudi drugih podrocij teorije grafov.
Vprasanje je, ali je mogoce tocke poljubnega ravninskega grafa pobarvati s
Stirimi barvami tako, da sosednjim totkam priredimo razlicne barve. Pro-
blem je leta 1852 zastavil Francis Guthrie, prva pisna referenca problema
pa je iz leta 1878, ko je A. Cayley v reviji Proceedings of the London Ma-
thematical Society postavil vprasanje, ali je problem Ze resen. O zgodovini
problema lahko vet zvemo na primer v [8]. Leta 1976 sta z zapletenim do-
kazom in obilno pomocjo racunalnika problem resila K. Appel in W. Haken.
Pred kratkim pa so Robertson, Sanders, Seymour in Thomas [7] objavili po-
enostavljen dokaz tega izreka. O posplositvi barvanja grafov — seznamskih
barvanjih — med drugim tudi o ravninskih grafih, lahko preberemo v [4].

Trideseta leta 20. stoletja so bila zelo pomembna za razvoj teorije
ravninskih grafov. Najpomembnejsi dosezek je izrek Kuratowskega iz leta
1930, ki karakterizira ravninske grafe kot tiste grafe, ki ne vsebujejo K5 in
K3 3 kot homeomorfna podgrafa. Wagner je leta 1937 dodal varianto tega
izreka, v kateri K5 in K33 nastopata kot prepovedana minorja. Istega leta
je MacLane dodal tudi algebraic¢no karakterizacijo ravninskih grafov, leta
1933 pa je Whitney pokazal, da je graf ravninski natanko tedaj, ko ima
abstraktni dual. Ve o teh rezultatih lahko najdemo v [3,5]. V slednjem
clanku je med drugim podan tudi kratek dokaz izreka Kuratowskega.

V tem ¢lanku bomo prikazali nov pogled na ravninske grafe, ki ta razred
grafov poveze z delnimi urejenostmi. Opisali in dokazali bomo izredno
eleganten Schnyderjev izrek iz leta 1989. Po mnenju T. Trotterja [11], enega
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vodilnih strokovnjakov za teorijo delno urejenih mnozic, gre za enega petih
najpomembnejsih izrekov te teorije. Na koncu bomo omenili tudi nekatere
posledice izreka.

2. Dimenzija grafa in Schnyderjev izrek

V tem razdelku bomo vpeljali pojem realizatorja, incidencne urejenosti
in dimenzije grafa. To nam bo omogocilo formulacijo Schnyderjevega izreka.
Dokazali bomo tudi laZjo smer njegove ekvivalence.

Mnozica X je z relacijo < delno urejena, ¢e je X tranzitivna, refleksivna
in antisimetriéna na X. Zapis ¢ < y bo pomenil z < y in & # y. Delna
urejenost je linearna, Ce so elementi v X paroma primerljivi, tj., ¢e za vsak
par elementov z,y iz X veljaz <y aliy < z.

Realizator delno urejene mnozice R = (X, <) je mnozica linearnih
urejenosti £ mnozice X, katerih presek je R. Z drugimi besedami, z < y
v R natanko tedaj, ko je z pod y v vsaki linearni urejenosti iz £. Pravimo
tudi, da £ realizira R. Naj bo R = (X, <) konéna delno urejena mnoZica.
NajmanjSe Stevilo linearnih urejenosti nekega realizatorja za R imenujemo
dimenzija R in jo oznadimo z dim R.

Poglejmo si preprost primer. Naj bo R = (X, <) delno urejena mnozica,
kjer je X = {a,b,c,d,e, f} in je urejenost podana s Hassejevim diagramom
na sliki 1. Ker R ni linearna urejenost, je dim R > 1. Po drugi strani pa
linearni urejenosti

a<b<c<d<e<f,

a<b<d<c<e<f
tvorita realizator za R, zato je dim R = 2.

f °f
& e

e

c d ds
% C
b ®b
® a
& a

Slika 1. Hassejev diagram relacije R in njena vlozitev v R?

Dimenzijo delno urejene mnozice pa lahko opisemo tudi na geometrijski
nadin, ki ga bomo kasneje uporabili pri dokazu zadostnosti Schnyderjevega
izreka. Naj bo R = (X,<) delno urejena mnozica in n € IN. Tedaj
injektivno preslikavo f : X — IR™, za katero velja, da je z < y (v R) natanko
tedaj, ko je f(z) < f(y) (v R™), imenujemo vloZitev R v R"™. (Pri tem ima
relacija < v R" obic¢ajen pomen: (z1,z2,...,Zn) < (¥1,¥2,...,Yn) natanko
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tedaj, ko je z; < y;zat1=1,2,... ,‘n.) Dokaz naslednjega rezultata lahko
najdemo v [9)].

Izrek 1. Naj bo R = (X, <) konéna, delno urejena mnozica. Tedaj je
dim R najmanjse naravno Stevilo n, za katero lahko R vloZimo v R™.

Na prlmer, za delno urejenost R s slike 1 smo videli, da je dim R = 2.
Na isti sliki imamo tudi prikazano vlozitev R v R2.

S pomocjo dimenzije delne urejenosti vpeljemo dimenzijo grafa takole.
Naj bo G = (V, E) graf in naj bo P(G) mnozica, katere elementi so vse tocke
in vse povezave grafa G. Mnozico P(G) uredimo z incidencno ureditvijo <
takole: u < e natanko tedaj, ko je tocka v € V incidencna s povezavo e € E.
Dimenzija grafa G, dim(G), je dlmenzua incidencne ureditve < na P(G).

Sedaj imamo vse pripravljeno za:

Izrek 2 (Schnyderjev izrek). Graf G je ravninski natanko tedaj, ko je
dim(G) < 3.

V preostanku tega razdelka bomo pokazali zadostnost pogoja: ce je
dimenzija grafa kve¢jemu 3, je graf ravninski.

Naj bo torej dim(G) < 3. Izberimo poljubno vloZitev incidenéne
ureditve P(G) v R? in naj (uy,uz,u3) € R3 oznaduje vlozitev totke wu.
Tedaj nam ¢-ta (¢ = 1,2, 3) koordinata te vlozitve inducira (strogo) linearno
ureditev <; tock ‘grafa G. Z drugimi besedami, tocke uredimo po velikosti
njihove i-te koordinate, Ce pa imata tocki u in v isto koordinato, brez izgube
za splosnost izberemo na primer u <; v. |

Za tocko u € V(G) naj bo f(u) = (2™ ™) 2m2(“)), kjer je m;(u) mesto,
na katerem se nahaja tocka u glede na urejenost <;, ¢+ = 1,2. Preslikava
f torej injektivno preslika tocke grafa G v ravnino. Za vsako povezavo uv
grafa G potegnimo daljico med f(u) in f(v). Trdimo, da smo tako dobili
ravninsko vlozitev grafa G.

Predpostavimo najprej, da obstajata povezavi zy in ab brez skupnega
krajiséa, tako da se daljica.D; med f(z) in f(y) seka z daljico D2 med f(a).

“in f(b). Brez izgube za splosnost lahko predpostavimo, da velja y,a,b <; z.

Najprej opazimo, da za neki ¢ € {1,2,3} velja a,b <; y, saj bi sicer
v incidenéni ureditvi tocka y # a,b lezala pod povezavo ab.  Analogno
ugotovuno, da za neka ],k € {1,2 3} velja z,y <G a in z,y <p b. Ce bi
imeli ¢ = 1, se daljici Dy in D> ne b1 sekali, torej je 7 > 2. Mak51malnost x
po <1 nam oéitno implicira tudi 7 > 2 in k > 2. Recimo, da je j # k. Tedaj
je i = j (ali pa @ = k), zato bi hkrati imeli a <; y in y <; a. To seveda ni
mozZno, zato je j = k. V primeru 7 =k =2 se daljici Dy in D, zagotovo ne
bi sekah zato sklepamo, da je j = k = 3 in ¢ = 2. Nadalje, ker se dalleI Dy
in Do sekata, mora biti tudi. .z <5 y.

Imamo torej naslednje relacije:

y<iz,a<iz in b<yx
ter

r<sy,a<gy in b<suy.
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Potemtakem f(a) in f(b) lezita levo od f(z) in pod f(y). Sedaj trdimo,
da f(a) in f(b) ne moreta lezati v trikotniku, ki ga dolocajo oglista f(z),
f(y) in (2™ ) 2m2(¥)) Res, vsaka tocka T = (t1,t) iz tega trikotnika
zado3¢a vsaj eni izmed enacb 2’”1(’”)/2 <ty < 2mi(@) Bl 2m2(y)/2 <ty <
< 2m2(¥) | po definiciji preslikave f pa to ne more biti izpolnjeno. Zato lahko
zakljucimo, da lezita tocki f(a) in f(b) pod daljico Dy, to pa je v nasprotju
s predpostavko, da se D; in D sekata.

Obravnavati moramo Se primer dveh povezav, ki imata skupno krajisce,
recimo ab in ac. Naj bo D; daljica med f(a) in f(b) ter Dy daljica med f(a)
in f(c). Pokazati moramo, da Dy ni vsebovana v Dy. Recimo nasprotno.
Tedaj lahko brez izgube za splosnost predpostavimo, da je a <1 b <; c.
Seveda je potem tudi a <9 b <5 c¢. Odtod sledi, da mora biti ¢ <3 b <3
a, saj bi bil v nasprotnem primeru vsaj en par tock v relaciji incidenc¢ne
ureditve. Poglejmo sedaj povezavo ac. V incidencni ureditvi je ac nad a
in nad ¢, ni pa nad b. Odtod takoj vidimo, da v vlozitvi P(G) v IR? ne
moremo najti mesta za povezavo ac. S tem protislovjem je konéan dokaz
zadostnosti pogoja Schnyderjevega izreka.

u e v f z g y

7T e
Py
6 u
57T @ f
4+ ®v
a € o f = g 34 ¢g
VAVAN o
- ¥, ¥ %y
P(Py) 1 2 3 4 5 6 7

Slika 2. Pot P4, njena incidenéna ureditev in vlozitev v IR?

Poclei . . . f(w)
oglejmo si preprost primer, ki 167

bo ilustriral gornjo konstrukcijo. Naj 14+

bo graf G pot na Stirih tockah 194
u,v,x,y in povezavah e = wuwv, 104

f = vz, g = zy. Graf G je sku- f(v)

paj s pripadajoco inciden¢no uredi-
tvo P(G) in vlozitvijo v R? prika-
zan na sliki 2.

(=)

N O

fy)
3 4 6 8 10121416
Slika 3. Vlozitev P4 v ravnino

132 Obzornik mat. fiz. 48 (2001) 5



Iz projekcij vlozitve v IR? dobimo linearni ureditvi

<1: w,v,x,y; in <9 y,z,v,U.
Zato je preslikava f dolotena z f(u) = (21,2%), f(v) = (2%,2%), f(z) =
= (23,2%) in f(y) = (2%,2'). Pripadajoca vlozitev grafa P, v ravnino je
ilustrirana na sliki 3.

3. Dokaz potrebnosti

V tem razdelku bomo dokazali tezji del Schnyderjevega izreka. Dokazati
moramo, da ima vsak ravninski graf G = (V,E) dimenzijo kvedjemu 3.
Najprej opazimo, da zadostuje trditev dokazati za maksimalne ravninske
grafe, saj Ce grafu odvzamemo kaksno povezavo, lahko to le zmanjsa njegovo
dimenzijo. Nadalje lahko predpostavimo, da ima graf vsaj tri tocke in da
imamo podano fiksno ravninsko vlozitev, v kateri so vsa lica trikotniki.

Definicija 3. Trojica delnih ureditev <;, <5, <3 na V ima lastnost Q,
¢e za vsako tocko v in povezavo e, ki ni incidencna z v, obstaja i € {1, 2,3},
tako da se v relaciji <; tocka v pojavi nad obema krajis¢éema povezave e.

Glavna ideja dokaza je p01skat1 trojico delnih ureditev na V z lastnost_]o
Q. Ce nam to uspe, potem najprej vsako izmed njih poljubno razsirimo do
linearne ureditve na V, nato pa vstavljamo povezave grafa G v vsako od
teh linearnih ureditev ravno nad visjega od njenih krajisé. Tako dobimo
linearno ureditev na V U E. Lastnost @ nam zagotavlja, da za poljubno
povezavo e, ki ni incidenéna z v, obstaja taka linearna ureditev med tremi
konstruiranimi, v kateri se v p03av1 nad e. Torej v preseku teh relacij v ne
bo v relaciji z e, kar pa pomeni, da smo konstruirali realizator za P(G) s
tremi elementi.

Konstrukcijo treh delnih urejenosti na V' z lastnostjo @ nam omogoca
Schnyderjeva oznacitev triangulacije, ki je definirana takole: z wvy,vs,vs
oznac¢imo tocke na zunanjem licu vlozitve, in sicer v smeri urinega kazalca.

Definicija 4. Schnyderjeva oznacitev ravninske triangulacije je prire-
ditev Stevil 1, 2 in 3 notranjim kotom trikotnikov, ki zados¢a naslednjim
pogojem:

(a) Vsak kot pri v; je oznacen z i, 4 = 1,2, 3.
(b) Vsi trikotniki imajo kote oznacene 1,2, 3, e jih beremo v smeri urinega
kazalca.

(c) Okoli vsake notranje tocke lahko beremo oznagene kote kot neprazno
zaporedje enic, neprazno zaporedje dvojk in neprazno zaporedje trojk.

Na sliki 4 vidimo primer Schnyderjeve oznacitve.
Lema 5. Vsaka ravninska triangulacija premore Schnyderjevo oznacitev.
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Slika 4. Primer Schnyderjeve oznacitve

Dokaz. Dokazujemo z indukcijo
na Stevilo tock n. Za n = 3 kot pri -
v; oznacimo z i, ¢ = 1,2,3. Imejmo
sedaj triangulacijo z n > 4 tockami.
Naj bo z sosednja tocka tocke v,
razlicna od we in wz. Tocki x in v
v imata natanko dve skupni sosedi,
oznacimo ju z u in v, glej sliko 5. -

Slika 5. Skupni sosedi to¢k vy in =

Naj bo G’ graf, ki ga dobimo iz G z odstranitvijo tocke z. Lice v G’,
na robu katerega so sosede tocke z, oznaimo s F'. Opazimo, da so tocke u,
vy in v zaporedne tocke lica F'. Konstruirajmo triangulacijo grafa G’ tako,
da povezemo v z vsako nesosednjo tocko na robu lica F'. Po indukcijski
predpostavki ta triangulacija premore Schnyderjevo oznacitev. To oznaclitev
lahko raz$irimo na oznacitev triangulacije grafa G, kot je prikazano na

sliki 6.
v

v
V1 v1
Slika 6. Razsiritev Schnyderjeve oznacitve z G’ na G
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S tem smo pokazali, da vsaka ravninska triangulacija premore Schnyder-
jevo oznacitev. m

Vzemimo sedaj Schnyderjevo oznalitev ravninske triangulacije grafa

povezave.

Lema 6. Pri vsaki notranji povezavi se pri enem krajis¢u pojavita dve
enaki oznaki, pri drugem krajiséu pa preostalt dve oznak:.

V nadaljevanju bomo namesto
oznak 1, 2 in 3 uporabljali oznake
1, 1+ 1 in i + 2 ter jih razumeli po
modulu 3. /z' .z+\2 /z‘ \

Dokaz leme 6. Vzemimo po-
ljubno notranjo povezavo in si oglej-
mo notranje §tiri kote. Brez izgube
za splosnost lahko predpostavimo, 1lid +1lit2
da je eden med njimi, recimo levo ’\‘7 z\‘y
zgoraj, oznacen z . Pri tem je ori-
entacija , levo zgoraj” misljena glede
na sliko 7.

Slika 7. Oznake pri krajis¢ih notranje
povezave

Potem imamo v kotu levo spodaj oznako 741, saj gremo v smeri urinega
kazalca in moramo upostevati pogoj (ii) Schnyderjeve oznacitve. Zaradi
pogoja (iii) je desno spodaj lahko le oznaka i+ 1 ali i +2. V prvem primeru
je zaradi (i) oznaka desno zgoraj ¢ + 2, v drugem pa ¢ + 3, kar je enako 4
po modulu 3. =

Zaradi leme 6 je smiselna naslednja definicija. Naj bo e notranja
povezava ravninske triangulacije in u tisto njeno krajisce, pri katerem imata

.....

7 in jo usmerimo proti u.

Lema 7. Za wvsak 1 in vsako notranjo tocko z triangulacije grafa
G obstaja natanko ena incidencéna povezava z x, ki tma oznako © in je
usmerjena stran od x.

Dokaz. Trditev takoj sledi iz zahteve (iii) Schnyderjeve oznacitve, saj
obstaja natanko ena povezava, incidencna z x, pri kateri ima en notranji
kot oznako 7 + 1, sosednji pa i + 2. =

Zaradi leme 7 lahko iz vsake notranje toCke grafa triangulacije opazu-
jemo (usmerjeno) pot, ki sledi oznakam i. Tako pot bomo imenovali i-pot
iz x.

Lema 8. Vsaka i-pot vodi k (zunanji) tockr v;.
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Dokaz. Ce i-pot vodi k zunanji tocki, je zaradi pogoja (i) Schnyderjeve
oznacitve to tocka v;. Poglejmo sedaj moznost, da se to ne zgodi. Tedaj
obstaja cikel, v katerem so vse povezave oznacene z isto oznako. Med vsemi
takimi cikli izberimo cikel, recimo C, ki omejuje najmanjse stevilo lic. Brez
izgube za splosnost naj bodo njegove povezave oznacene z i in usmerjene v
smeri urinega kazalca. Tedaj je iz vsake tocke cikla C povezava, oznacena z
(41), usmerjena v notranjost cikla. Zato nam (:+1)-pot iz katerekoli tocke
cikla C porodi cikel v notranjosti C, kar je v nasprotju z minimalnostjo C.
[

Naj bo x poljubna notranja tocka triangulacije in poglejmo 1-pot iz =z,
2-pot iz & in 3-pot iz . To so poti k trem zunanjim tockam, ki se med
seboj ne sekajo, saj je (i + 1)-pot vedno na desni strani i-poti, (z + 2)-pot
pa na levi strani i-te poti. Tako lahko notranjost triangulacije razbijemo
na tri obmocja. Za ¢ = 1,2,3 naj bo S;(z) zaprto obmocje, razpeto med
(¢ + 1)-potjo iz z, (i + 2)-potjo iz z in zunanjo povezavo med v;y1 in vy,
glej sliko 8.

v2

Sz(a?)

v & ® V3

Slika 8. Obmocja S;(z)

Sedaj je vse pripravljeno, da lahko za ¢ = 1,2,3 definiramo delne
urejenosti (V) <;) takole:

z <; y natanko tedaj, ko je S;(z) C Si(y).

Trdimo, da ima trojica <;, <3, <3 na mnozici V lastnost Q. (Spomnimo se,
da to pomeni, da za vsako tocko z in povezavo e = uv, ¢ # u,v, obstaja
i € {1,2,3}, tako da je u <; z in v <; z.) Naj povezava e lezi v S;(z).
Trdimo, da se & pojavi nad obema krajis¢ema povezave e v relaciji <;. V
ta namen moramo preveriti, ali je obmodcje S;(y) vsebovano v S;(z), ¢e je y
v Si(x). Opazimo, da se (i + 1)-pot iz y ne more krizati z (¢ + 1)-potjo iz
x, saj od prve skupne tocke dalje sovpadata. Vidimo tudi, da (i + 1)-pot iz
y ne seka (7 + 2)-poti iz z, saj je na slednji vsaka povezava z oznako 7 + 1
usmerjena v S;(z). Podobno je (i + 2)-pot iz y v celoti vsebovana v S;(z).
Torej je S;(y) € S;(z) in Schnyderjev izrek je dokazan.
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4. Sklepne opombe

Ce se enkrat pogledamo dokaz zadostnosti izreka, takoj opazimo, da smo
graf vloZili v ravnino s samimi ravnimi ¢rtami. Skupaj z drugo implikacijo
Schnyderjevega izreka je to nov dokaz, da lahko vsak ravninski graf vlozimo
v ravnino s samimi ravnimi ¢rtami. Ta rezultat je sicer prvi dokazal Fary
leta 1948.

Drevesnost grafa G, a(G), je minimalno stevilo po povezavah disjunk-
tnih vpetih gozdov grafa G, ki pokrijejo vse povezave G. Ce e enkrat po-
gledamo dokaz leme 8, lahko opazimo, da povezave, oznagene z i, tvorijo
(usmerjeno) drevo (s ponorom v v;). Ker je vsak ravninski graf podgraf
neke ravninske triangulacije, to pomeni, da lahko povezave vsakega ravnin-
skega grafa razbijemo na tri drevesa. Z drugimi besedami, za ravninski graf
G velja a(G) < 3, kar je klasi¢ni rezultat Nash-Williamsa [6].

Omenimo $e, da so po objavi Schnyderjevega izreka mnogi iskali njegove
posplositve.! Radovednega bralca napotimo na [1,2].

Za konec bi se rada zahvalila enemu izmed anonimnih recenzentov
¢lanka, ki je naSel pomanjkljivost v zadnjem sklepu dokaza zadostnosti,
napravljenem po [1]. Pri¢ujoéi dokaz je zato narejen po originalnem ¢lanku

[10
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LABORATORIJSKI IZVORI IN DETEKTORJI
TERAHERCNIH ELEKTROMAGNETNIH SUNKOV

TOMAYZ MERTELJ
PACS: 07.57.Hm, 07.57.Kp, 42.65.-k, 78.47.+p

V zadnjih desetletjih je silovit razvoj ultrahitrih laserskih sistemov omogotil razvoj
novih laboratorijskih izvorov elektromagnetnega valovanja. V ¢lanku so opisani sunkovni
izvori in detektorji teraherénega elektromagnetnega valovanja na osnovi ultrahitrih sun-
kovnih laserjev s poudarkom na izvorih in detektorjih na osnovi fotoprevodnosti in optiéne
nelinearnosti drugega reda.

LABORATORY-SCALE SOURCES AND DETECTORS OF TERAHERTZ
ELECTROMAGNETIC PULSES

A significant progress in the field of ultrafast-laser systems during recent decades has
enabled development of novel laboratory-scale electromagnetic radiation sources. In the
article sources and detectors of terahertz electromagnetic pulses based on ultrafast pulse
lasers are described with emphasis on the sources and detectors based on photoconducti-
vity and the second order optical nonlinearity.

Uvod

Razvoj ucinkovitih titan-safirnih sunkovnih laserjev konec prejSnjega
stoletja je prinesel nove moZnosti pri razvoju relativno cenenih laborato-
rijskih sunkovnih izvorov elektromagnetnega valovanja. Za laboratorijsko
spektroskopijo je postalo dosegljivo zelo Siroko spektralno podrocje od dalj-
nega infrardecega pa vse do rentgenskega dela spektra, ki je bilo prej bolj
ali manj v domeni sinhrotronskih izvorov. Sunkovna narava novih izvorov
pa poleg prej nastetega omogoca tudi Casovno razlocljivo spektroskopijo z
lo¢ljivostjo na femtosekundni ¢asovni skali.

Osnovne prednosti sunkovnih izvorov na osnovi titan-safirjevih sunkov-
nih laserjev pred sinhrotronskimi izvori so znatno nizja cena, manjSa veli-
kost in kratka dolZina sunkov. S komercialno dosegljivimi titan-safirjevimi
izvori namrec zlahka dosegamo dolzine sunkov pod 50 fs. Terawatne vrine
modi v sunku pri valovnih dolzinah v okolici 800 nm omogocajo konverzijo
valovnih dolzin z uporabo nelinearnih pojavov v snovi. Celoten laserski sis-
tem z izvorom pa lahko postavimo na ve¢jo opti¢no mizo.

V tem sestavku se bom omejil na fiziko izvorov, ki delujejo na fre-
kvenénem obmocju od nekaj 100 GHz pa tja do nekaj THz. Valovne dolzine
valovanja iz teh izvorov merijo v vakuumu od mm pa do nekaj deset um,
energija fotonov pa je primerljiva z energijo termalnih fluktuacij kgT' pri
nekaj 100 K. Klasi¢ni kontinuirani izvori, ki temeljijo na sevanju ¢rnega te-
lesa, so v tem obmocju precej neucinkoviti, podobno pa velja tudi za detek-
torje, ki jih je obvezno treba hladiti, da zmanjSamo termalni Sum. Te tezave
odpadejo pri sunkovnih izvorih, saj nam omogocajo koherentno detekcijo in
veéje vrine modci, kar zelo izboljsa razmerje signal/Sum Zze pri sobni tem-
peraturi. Poleg informacije o intenziteti pa s koherentno detekcijo dobimo
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tudi informacijo o fazi teraherénega elektri¢nega polja. [1]

Teraheréno obmocje valovnih dolZin je za uporabo zanimivo na ve¢ po-
dro¢jih [2]. Omenil bi samo dve, ki sta po mojem mnenju med najpomemb-
nej$imi. Teraheréni fotoni iz sunkovnih izvorov so idealno orodje za merjenje
dinamike nizkoenergijskih kvantnih stanj in procesov v realnem casu. Di-
namika le-teh namreé odlo¢ilno vpliva na dinamiko transporta nosilcev na-
boja v snoveh in s tem na hitrost elektronskih komponent. Hitrost elektron-
skih komponent pa je eden kljuénih parametrov danasnjega tehnoloskega
razvoja.

Drugo mozno podroé¢je uporabe je slikanje, kjer lahko poleg intenzitete
izmerimo Se fazo teraherénega polja. Zaradi relativno dolge valovne dolZine
je Se posebej v bioloskih tkivih sipanje valovanja manjse kot v preostalem
infrarde¢em obmocju, kar pozitivno vpliva na vdorno globino in s tem na
globinski doseg v primeru tridimenzionalnega slikanja.

Sunkovni teraheréni izvori

Pri konstrukciji teraher¢nih izvorov na osnovi ultrahitrih optiénih la-
serskih sunkov uporabljamo predvsem dva postopka: fotomodulacijo elek-
tricnega toka in optiéno usmerjanje.

Pri izvorih s fotomodulacijo elektri¢nega toka s kratkim laserskim sun-
kom v zelo kratkem Casu spremenimo elektricno prevodnost snovi, ki jo v
elektricnem tokokrogu uporabimo kot hitro stikalo [3]. Najpogosteje upora-
bljamo polprevodnik, v katerem s svetlobo vzbudimo elektrone iz valenénega
v prevodni pas. Nastale elektrone in vrzeli zunanje elektri¢no polje pospesi,
kar povzro¢i spremenljiv elektriéni tok, ki seva. Demonstrirali so tudi iz-
vore, ki delujejo na osnovi prekinjanja superprevodnega toka v superprevo-
dnikih.

Pri izvoru na osnovi opti¢nega usmerjanja ne potrebujemo zunanjega
elektricnega polja ali toka. Opti¢ni sunek zaradi nelinearnosti drugega reda
v snovi inducira elektriéni dipol, ki se spreminja na ¢asovni skali dolzine
sunka. Dipol seva teraher¢no polje, ¢e je sunek dovolj kratek [4]. Poglejmo
si oba tipa izvorov nekoliko natancneje.

Izvori s fotoprevodnimi elementi

Prve poskuse z izvori mikrovalov na osnovi fotoprevodnih elementov so
naredili na zacetku osemdesetih let [3]. Shema taksnega izvora je prikazana
na sliki 1. V valovod, ki je prikljucen na enosmerno napetost, namestimo
polprevodnik. Ko na polprevodnik posvetimo s kratkim laserskim sunkom,
se njegova prevodnost za kratek cas poveca in skozenj stece sunek toka.
Pri tem v valovodu nastaneta dva elektromagnetna sunka, ki potujeta v
nasprotnih smereh. En konec valovoda je prikljuen na anteno, ki izseva
elektromagnetni sunek v prostor.

Frekvenéni spekter taksnega sunka je zelo Sirok, maksimalna frekvenca
pa je sorazmerna z obratno vrednostjo dolzine sunka. Na zacetku osem-
desetih let so bile zlahka dosegljive dolzine laserskih sunkov nekaj ps, kar
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Slika 1. Shema sunkovnega mikrovalovnega izvora. Fotoprevodni element ob prihodu
laserskega sunka za kratek cas ,sklene” vodnika v valovodu. Rezultat sta dva elektro-
magnetna sunka, ki potujeta po valovodu v nasprotnih smereh. En konec valovoda je
prikljucen na anteno, ki izseva elektromagnetno motnjo v prostor.

b

je omogocalo maksimalne frekvence v obmocju od nekaj deset do nekaj
sto GHz. Z razvojem sunkovnih laserjev so se razpolozljive dolzine sunkov
skrajSale pod 100 fs, maksimalne frekvence pa s tem narasle do nekaj THz.

Zaradi manjSe valovne dolZine in SirSe pasovne Sirine uporaba valovoda
pri krajs$ih sunkih ni prakti¢na, saj velikost antene postane primerljiva
s precno dimenzijo valovoda. Poleg tega bi se elektromagnetni sunek v
valovodu zaradi disperzije preve¢ razsiril. Dipolno anteno s fotoprevodnikom
na sredini zato napajamo na zunanji strani, kot kaze slika 2 a). Celotna
struktura je izdelana iz kovine neposredno na polprevodniku.
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Slika 2. a) Dipolna antena na planarnem valovodu. Velikost antene D je tipi¢no
nekaj deset pum, velikost osvetljene reze d pa tipi¢no nekaj pm. b) Elektri¢no polje v
teraherénem sunku in c) njegov spekter. Fotoprevodnik so osvetlili s 100-femtosekundimi
laserskimi sunki iz titan-safirnega laserja. Na prikazano obliko teraherénega sunka in
njegovo frekvenéno sirino na sliki vpliva tudi hitrost fotoprevodnega detektorja teraherénih
sunkov, ki je v tem primeru pomemben omejujoci dejavnik.
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Izsevana energija elektromagnetnega sunka izvira pretezno iz elektro-
statske energije zunanjega stati¢nega elektricnega polja v osvetljenem volu-
mnu polprevodnika. Absorbirana energija laserskega sunka pa se uporabi
le za vzbujanje elektronov iz valencnega v prevodni pas in ne prispeva k
izsevani energiji. Za poveCevanje energije izsevanega sunka moramo zato
povecevati zunanje elektriéno polje ali/in volumen fotovzbujenega dela pol-
prevodnika. Maksimalno zunanje elektri¢no polje v polprevodniku je zaradi
energij povecevati volumen fotovzbujenega dela polprevodnika. Ker je ab-
sorpcijska globina svetlobe konstantna, se ve¢anje osvetljenega volumna pre-
vede na vecanje osvetljene povrsine. Pri tem je seveda treba povecati tudi
energijo laserskega sunka, da ostane volumska gostota fotovzbujenih nosil-
cev konstantna. Linearna dimenzija fotovzbujenega volumna polprevodnika
zaradi potrebe po vedjih energijah torej hitro preseze minimalne valovne
dolZine v izsevanem polju, ki so vsega nekaj deset pm. Fotovzbujeni volu-
men polprevodnika zato sam seva teraheréni koherentni snop v prostorski
kot, ki je doloCen z uklonom, in antena ni ve¢ potrebna. S taksnim izvorom
preseka okoli 10 cm? so dosegli energije v teraherénem sunku okoli sJ.

Najkrajso mozno dolzino sunka ter s tem maksimalno mozno frekvenco
doloca Casovna odvisnost fotoprevodnosti polprevodnika, ki jo v priblizku
za en tip nosilcev opiSemo z:

of(t) = epn(t) (1)

kjer je n(t) gostota fotovzbujenih nosilcev naboja, e njihov naboj in pu
njihova gibljivost. V splosnem je tudi gibljivost lahko odvisna od ¢asa.
Gostoto fotovzbujenih nosilcev doloca tekmovanje med fotovzbujanjem in
rekombinacijo,

dn n(t)

-\ t 2

=" g @)

kjer je T zivljenjski Cas fotovzbujenih nosilcev, ¢len ¢(t) pa pomeni fotovzbu-
janje z laserskim sunkom. Iz enacb (1) in (2) sledi,

or(t) = en [ dt gty exp(~51). (3)

Hitrost narascanja fotoprevodnosti je torej omejena z dolzino laserskega
sunka, medtem ko je hitrost upadanja omejena z Zivljenjskim éasom fo-
tovzbujenih nosilcev. Laserski sunki so namre¢ dandanes navadno znatno
krajsi od 500 fs, ki je trenutno spodnja meja za 7. Ker je najvisja frekvenca
v spektru sunka povezana z najhitrejso spremembo fotoprevodnosti, je ma-
ksimalna frekvenca v principu omejena le z dolzino laserskega sunka. Kljub
temu ¢imkrajsi zivljenjski ¢as fotovzbujenih nosilcev pripomore k ve¢ji moéi
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v teraher¢nem sunku in povecanju deleza visokofrekvenénih komponent v
spektru.

Izvori z optiénim usmerjanjem
V kratkem laserskem sunku, ki ga fokusiramo v snovi, je jakost elek-
tricnega polja dovolj velika, da pridejo do izraza vi§ji ¢leni v razvoju po-
larizacije P v odvisnosti od jakosti elektricnega polja. [5] Elektricno polje
kratkega svetlobnega sunka oblike:

Eopt(t,z) o< A(t — z/cg) cos(wepi(t — 2/c)), (4)

kjer je A(t — z/cy) envelopa sunka, wep srednja frekvenca v opticnem spek-
tru, cg skupinska in ¢ fazna hitrost pri opticni frekvenci, povzro¢i v snovi za-
radi nelinearnosti dodatno polarizacijo. Zaradi enostavnosti smo pisali ska-
larje namesto vektorjev. Dodatna polarizacija vsebuje poleg komponente,
ki oscilira z dvojno opti¢no frekvenco, tudi pocasno komponento,

PO(t — z/cy) o [A(t — z/cg)]?, (5)

ki se spreminja na casovni skali dolzine sunka in potuje s skupinsko hitro-
stjo pri opti¢ni frekvenci c;. Dodatna polarizacija seva elektromagnetno
valovanje, katerega frekvence so v teraherénem obmodju, kadar je opti¢ni
sunek dovolj kratek. Pri racunanju izsevanega teraherénega polja lahko va-
lovno enacbo za terahercno elektricno polje E; obravnavamo loCeno od va-
lovne enacCbe za opticno polje, saj sta opticna frekvenca in karakteristi¢na
terahercna frekvenca zelo razlicni. Dodatna polarizacija nastopa v valovni
enacbi za teraheréno polje kot nehomogeni ¢len,

8’E, 10°E,  0*P®

922 o2 oz MV (6)

kjer-je pg indukcijska konstanta, v pa fazna hitrost v teraherénem obmodju
frekvenc, ki je drugacna od tiste pri opticni frekvenci. Resitev enacbe (6) je
v primeru, ko opti¢ni sunek vpada na plast nelinearne snovi, ki se nahaja v
obmod&ju 0 < z < L, znotraj plasti podana z [4],

B t) ¢ g (2= =) — (2 VP2, ()

kjer je vy fazna hitrost v teraherénem obmodcju frekvenc zunaj plasti. Prvi
¢len v oklepaju pomeni partikularno resitev, drugi ¢len pa reSitev homogene
enacbe, ki jo dolo¢ajo robni pogoji pri z = 0. Oba ¢lena imata enako funk-
cijsko odvisnost kot nelinearna polarizacija, razlikujeta pa se v predznaku in
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hitrosti potovanja. Sunek, ki ustreza partikularni resitvi, potuje s skupin-
sko hitrostjo opti¢nega sunka c,4, drugi pa s fazno? hitrostjo v teraherénem
obmodju frekvenc v, kar pri potovanju skozi snov povzroci zakasnitev med
njima, ki naras¢a linearno s prepotovano razdaljo po snovi. Pri dovolj krat-
kih razdaljah se sunka deloma prekrivata, zato se prispevka obeh sunkov
k elektricnem polju deloma odstejeta. - Pri daljSih razdaljah pa zakasnitev
med sunkoma postane daljsa od dolZine sunkov. Sunka sta zato prostorsko
popolnoma lo¢ena in posamezna prispevka k polju se ne odstejeta. Celotna
amplituda elektri¢nega polja zato pri dovolj kratkih razdaljah narasca s pre-
potovano razdaljo, pri daljsih razdaljah pa ne naras¢a ve¢. Enako velja za
energijo v teraherénem polju. Tipi¢ne velikosti zakasnitev na prepotovano
razdaljo so odvisne od snovi in se gibljejo v prakticno najbolj zanimivih sno-
 veh od 15 fs/mm v GaAs do 1100 fs/mm v ZnTe, pa tudi prek 10 ps/mm
v drugih potencialno uporabnih snoveh. Pri dolzinah sunkov okoli 100 fs
so torej prakticno uporabne dolZine poti in s tem debeline plasti ve¢inoma
znatno manjse od milimetra.

a

3 a
(s10u8 “fjod) Ap/p

terahetcno polje (polj. enote)

1 2 30 1 2 3 4
¢as (ps) frekvenca (THz)

o

Slika 3. a) Elektri¢no polje v teraherénem sunku, izsevanem iz 0.9 mm debelega kristala
ZnTe in b) njegov spekter. Dolzina vzbujevalnih laserskih sunkov je bila 130 fs. Zgornja
frekvenéna meja prikazanega spektra je znatno veéja kot pri fotoprevodnem izvoru (slika
2) predvsem zaradi uporabe elektroopti¢ne detekcije terahercnega polja.

Dejanska oblika teraherénih elektromagnetnih sunkov, ki nastanejo pri
optitnem usmerjanju, je zaradi disperzije fazne hitrosti v teraherénem po-
dro¢ju frekvenc precej drugacna, kot jo napove preprost model brez disper-
zije in je prikazana skupaj s spektrom teraherénega sunka na sliki 3. V
primerjavi s teraherénim sunkom iz fotoprevodnega izvora na sliki 2 se zdi
sunek, ki ga dobimo z opti¢nim usmerjanjem na sliki 3, krajsi. Kot bomo

2 Ko upostevamo Se disperzijo fazne hitrosti v teraherénem obmoéju, postane izraz (7
bolj zapleten. V tem primeru ¢len, ki ustreza homogeni resitvi, potuje s skupinsko
hitrostjo v teraherénem obmocju frekvenc.
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videli v naslednjem poglavju, je glavni razlog predvsem v Sirokopasovni ele-
ktroopti¢ni detekciji, katere pasovna Sirina zlahka preseze nekaj THz.

Sunkovni teraheréni detektorji

Detektorji teraherénih elektromagnetnih sunkov delujejo na enakih
principih kot izvori, zato jih ravno tako lofimo na tiste na osnovi fotopre-
vodnosti in tiste, ki delujejo na osnovi opti¢ne nelinearnosti.

Detektorji na osnovi fotoprevodnosti

Kadar na polprevodnik socasno vpadeta opti¢ni sunek, ki vzbudi foto-
prevodnost, in teraheréni elektromagnetni sunek, zaradi elektricnega polja v
teraherénem sunku stece po polprevodniku sunek gostote elektricnega toka,
J(t) = o¢(t)E(t), ki je sorazmeren s teraherénim elektri¢cnim poljem FEy(t)
in fotoprevodnostjo o¢(t). Opti¢ni sunek torej lahko uporabimo kot stikalo,
ki vkljuéi fotoprevodnost in omogoc¢i merjenje jakosti teraherénega polja v
Casu trajanja fotoprevodnosti prek meritve sunka elektricnega toka.

< T m—

elektriéni tok
i A - - - - teraher&no polje -
« el fotoprevodnost

¢as (polj. enote)
Slika 4. Elektri¢ni tok, teraheréno elektri¢no polje in fotoprevodnost v fotoprevodnem
detektorju. Povrsina pod krivuljo, ki pomeni elektriéni tok, je sorazmerna z uteZenim
povprecjem teraherénega polja po Casu trajanja fotoprevodnosti. S spreminjanjem zaka-
snitve med opti¢nim sunkom, ki povzroci fotoprevodnost, in teraherénim elektromagne-
tnim sunkom izmerimo ¢asovno odvisnost jakosti elektri¢nega polja v teraherénem sunku.

S spreminjanjem zakasnitve med opti¢nim sunkom, ki mora biti zna-
tno krajsi od teraherénega, in teraherénim elektromagnetnim sunkom lahko
izmerimo jakost elektri¢nega polja teraherénega sunka kot funkcijo casa.
Casovna lo¢ljivost pri meritvi je delno omejena z dolzino opticnega sunka,
predvsem pa z zivljenjskim casom fotovzbujenih nosilcev naboja, ki je na-
vadno daljsi od 500 fs. Frekvencno Sirino fotoprevodnega detektorja torej,
drugace kakor pri fotoprevodnem izvoru, omejuje predvsem obratna vre-
dnost zivljenjskega ¢asa fotovzbujenih nosilcev, zato je navadno ozja kot pri
ekvivalentnem izvoru.
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Slika 5. Dipolna antena na planarnem valovodu kot fotoprevodni detektor teraherénih
elektromagnetnih sunkov. Terahercni in optiéni snop vpadata pravokotno na ravnino
strukture.

Najpogosteje kot detektor uporabljajo, podobno kot pri izvorih, kar di-
polno anteno na planarnem valovodu. Na sliki 5 je prikazan tak detektor.
Polprevodnik, na katerem je antena, je tipicno GaAs gojen pri nizki tem-
peraturi ali pa z ioni obstreljevan silicijev film na safirju. Gojenje pri nizki
temperaturi oziroma obsevanje z ioni namre¢ povzroca napake v kristalu,
zaradi katerih se Zivljenjski ¢as fotovzbujenih delcev skrajsa tja do 500 fs.

Sunki iz sunkovnega laserja navadno prihajajo v periodi¢nem zaporedju,
zato merimo kar povprecni tok pri dani zakasnitvi med opti¢nim in tera-
herénim sunkom. Za izboljsavo razmerja med signalom in sumom praviloma
intenziteto terahercnih sunkov periodi¢no moduliramo s frekvencami do ne-
kaj sto kHz, za merjenje elektricnega toka pa uporabimo fazno obéutljiv
ojacevalnik, ki ima referencno fazo vklenjeno na fazo modulacije intenzitete.

Detektorji na osnovi optiéne nelinearnosti

Enako kot pri izvoru terahercnih elektromagnetnih sunkov tudi pri de-
tektorjih na osnovi opti¢ne nelinearnosti izkoristimo nelinearnost drugega
reda. Ob upostevanju teraherénega in opti¢nega elektricnega polja se v
nelinearni snovi poleg dodatne polarizacije, ki vsebuje komponente pri te-
raher¢ni frekvenci, pojavi tudi ¢len, ki vsebuje produkt teraherénega in
opticnega elektri¢nega polja,

P2  BiE oy . (8)

Ta ¢len niha z opti¢no frekvenco in je zato sklopljen neposredno z opti¢nim
elektricnim poljem. Ker je linearen v opti¢nem polju, lahko v primeru, ko
se B spreminja pocasi v primerjavi z opti¢no frekvenco, vpliv teraherénega
elektricnega polja na opticno polje v priblizku opiSemo s spremenjenim
lomnim koli¢nikom pri opti¢ni frekvenci,

Nopt = Np — %TngEm (9)

kjer je ng nemoten lomni koli¢nik pri optiéni frekvenci in r elektroopticni
koeficient. Z meritvijo spremembe lomnega koli¢nika s kratkim testnim
opti¢nim sunkom lahko torej posredno izmerimo teraheréno elektri¢no polje
v Casu trajanja opticnega sunka. Tako kot pri fotoprevodnem detektorju s
spreminjanjem zakasnitve med opti¢nim in teraherénim sunkom izmerimo
¢asovno odvisnost elektricnega polja v teraherénem sunku.
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Spremembe lomnega koli¢nika zaradi terahercnega polja so navadno ani-
zotropne in jih zato merimo na standarden nacin prek spremembe polari-
zacije testnega opti¢nega sunka. V prisotnosti terahercnega polja bo sicer
opti¢no izotropen kristal zaradi anizotropije elektroopticnega koeficienta »
postal rahlo dvolomen. Ob ustrezni izbiri koordinatnega sistema lahko lom-
ni koliénik pri opti¢ni frekvenci za ortogonalni polarizaciji svetlobe, ki po-
tuje vzdolZ osi z, zapiSemo:

1
Nng = ng + §rmn8Et, (10)
ny = ng + sr,nSE '
y — "0 T 9TyMot

kjer sta n, in ny lomna koli¢nika za polarizaciji vzdolz osi z in y ter ry in
ry efektivna elektroopticna koeficienta, ki sta odvisna od snovi, orientacije
kristala in smeri teraherénega polja.> V optiénem testnem sunku bo fazna
razlika med komponentama s polarizacijama vzdolz osi = in y po prepotovani
razdalji L sorazmerna z jakostjo teraherénega polja,

3
™g

AD =0 — ) ELL, (11)
Nopt

kjer je Aopt valovna dolzina svetlobe v vakuumu. Testni sunek, ki je na
zacetku linearno polariziran vzdolz smeri x + y, bo pri prehodu skozi snov
elipticno polariziran in bo vseboval tudi komponento polarizacije vzdolz
smeri z — y, ki je ortogonalna na zacetno polarizacijo sunka. Amplituda
te komponente je sorazmerna s /1 — cos(A®). Testni sunek zato spe-
ljemo Se skozi analizator (slika 6), ki prepusca le komponento polarizacije
vzdolZz smeri z — y. Intenziteta prepuicene svetlobe bo torej sorazmerna
z 1 — cos(A®) ~ (A®)%/2. Zveza med teraherénim elektri¢nim poljem in
intenziteto prepusCene svetlobe ni linearna, kar je slabost taksnega nacina
detekcije, vendar pa v odsotnosti terahercnega polja ni prepuscene inten-
zitete, kar ugodno vpliva na razmerje signal sum. Nelinearnost odziva se
da zmanjsati tako, da med nelinearni kristal in analizator dodamo dvolo-
mno ploséico, ki poveéa fazno razliko (11) za 7/2 neodvisno od teraherénega
elektricnega polja. Intenziteta prepuscene svetlobe je sedaj sorazmerna z
1+ sin(A®) =~ 1+ A®. Slabost tega nacina je, da moramo meriti majhne
spremembe intenzitete na velikem ozadju, saj je A® < 1. Zato je nujno
uporabiti fazno obcutljiv ojacevalnik, da se znebimo Suma, ki ga prispeva
ozadje.

Casovna locljivost je, drugale kako pri fotoprevodnem detektorju, tu
omejena ali z dolzino testnega sunka ali, ¢e je le-ta dovolj kratek, z zakasni-
tvijo med teraherénim poljem in opti¢nim sunkom, ki nastane ob prehodu

3 Zaradi enostavnosti smo se omejili na opti¢no izotropne kristale, vendar velja po-
dobno tudi za anizotropne kristale.
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_Slika 6. Elektroopticna detekcija teraherénih elektromagnetnih sunkov. Elektri¢no
polje teraherénega sunka (Ertkana &rta), ki potuje v nelinearnem kristalu s hitrostjo
v, spremeni polarizacijo testnega opti¢nega sunka (polna ¢rta), ki potuje s hitrostjo
¢g. Spremembo polarizacije testnega sunka merimo z analizatorjem, ki je orientiran
pravokotno na polarizacijo vpadnega opti¢nega sunka.

skozi nelinearni kristal. Skupinska hitrost ¢, pri opticnih frekvencah je na-
mre¢ druga¢na od fazne hitrosti v v teraherénem podroéju frekvenc. DolZino
poti skozi kristal moramo zato omejiti, kar neugodno vpliva na obéutljivost,
saj je fazni zamik (11) sorazmeren z dolzino poti. Kljub temu so obéutljivost
in ¢asovna locljivost ter s tem frekvencna Sirina bistveno vecje kot pri fo-
toprevodnih detektorjih. Pasovna Sirina pri elektroopticni detekciji namreé
zlahka preseze nekaj THz.

Elektroopticno detekcijsko shemo s slike 6 zlahka nadgradimo, da po-
stane primerna za slikanje. Namesto ozkega testnega opticnega snopa upo-
rabimo snop, ki je nekoliko $irsi od terahercnega, detektor pa zamenjamo s
prostorsko loé¢ljivim detektorjem CCD [6]. Tako lahko izmerimo prostorsko
in ¢asovno odvisnost teraherénega polja na mestu nelinearnega kristala. 7
ustrezno optiko lahko na nelinearni kristal preslikamo s teraherénim sno-
pom osvetljen (presvetljen) objekt. Prostorska locljivost slike je omejena z
uklonom, saj je velikost posameznih elementov detektorja CCD, ki je veliko-
stnega reda 10 pm, manjsa od tipi¢ne valovne dolZine v teraherénem sunku.
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SEVALNI TLAK IN P. N. LEBEDEV

JANEZ STRNAD
PACS 01.60, 33.80.P

O sevalnem tlaku svetlobe so precej razpravljali, preden ga je v okviru elektrodina-
mike izpeljal J. C. Maxwell. Pred sto leti ga je prvi¢ izmeril P. Lebedev pri zahtevnem
poskusu, s katerim je dodatno podprl Maxwellovo elektrodinamiko.

RADIATION PRESSURE AND P. N. LEBEDEV

The radiation pressure was repeatedly discussed before it was derived by J. C. Maxwell
within the framework of electrodynamics. Hundred years ago it was measured for the first
time by P. Lebedev in a demanding experlment giving additional support to Maxwell’s
electrodynamics.

Uvod

Menda je sevalni tlak prvi omenil J. Kepler, ko je leta 1619 v delu
o kometih z njim poskusil pojasniti, zakaj so repi kometov usmerjeni od
Sonca.* V ¢casu, ko so svetlobo imeli za curek delcev, se je tak tlak zdel
naraven. Se Th. Young je mislil, da bi tlak nasprotoval Valovm sliki svetlobe,
Ceprav je L. Euler Ze prej sodll da ga je mogoce pojasniti z valovanjem in
s curkom delcev. Sevalni tlak so zaradi pomena, ki so mu ga pripisovali,
poskusili izmeriti C. du Fay, J. Michell, A. Fresnel in drugi. Niso ga
mogli izmeriti, ker je motilo segrevanje. W. Crookes je pri takem merjenju
leta 1874 odkril veliko vecji radiometrsk: tlak in leto zatem so izdelali prvi
radiometer [1]. Radiometer se vrti, ker se plin na osvetljeni strani bolj
segreje in je tam tlak vedji.

M. Faraday je pri raziskovanju v elektrostatiki opazil, da silnice v preéni
smeri silijo vsaksebi, v vzdolZzni smeri pa bi se rade skréile. J. C. Maxwell
je v Razpravi o elektriki in magnetizmu leta 1873 bolj sledil Faradayevim
pogledom kot svojim. Premikalni tok in elektromagnetno valovanje, s ka-
terim je pojasnil svetlobo, je obravnaval Sele v drugi polovici druge knjige,
in to manj izérpno kot v svojih ¢lankih. Sevalni tlak je ena od redkih iz-
jem, ki jim je posvetil ve¢ pozornosti. Ob tem je vztrajal pri predstavi o
etru in mehani¢ne napetosti v etru ni razloeval od mehaniéne napetosti v
dielektriku ali — v praznem prostoru [2].

Nakazimo pot Maxwellovih misli. V staticnem elektricnem polju si
zamislimo v ravnovesju plast etra med ekvipotencialnima ploskvama, ki ju
pravokotno predira cev silnic. Silnice v cevi izvirajo 1z nabOJa ali se stekaJo
vanj in sila na naboj na ploskovno enoto prevodnika je® 1E - D = §€€0E2
TolikSen je tlak v smeri silnic, pa naj mislimo na eter, dielektrik ali — prazen
prostor. S podobnim premislekom kot pri tlaku v kapljici zaradi povrsinske

4 Na repe kometov ne deluje samo sevalni tlak, ampak tudi sonéni veter, to so hitri
delci, ki se gibljejo od Sonca.
5 Polovica se pojavi iz podobnega razloga kot pri sili med plo$¢ama kondenzatorja.
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napetosti je Maxwell ugotovil, da je tolikSen tudi tlak pravokotno na silnice,
le da ima nasproten znak. Nazadnje je navedel splosni izraz za tlak v
elektriénem polju v smeri normale n na ploskev [2]:

(D n)E- (D E)n.

Izraz za tlak v magnetnem polju dobimo tako, da jakost in gostoto
elektriCnega polja nadomestimo z jakostjo in gostoto magnetnega polja.
Izracunajmo tlak elektromagnetnega valovanja, ki pravokotno pada na oviro
in ga ta absorbira. Normalo n vzamemo pravokotno na ravnino jakosti
in gostot ter upoStevamo, da k trenutni vrednosti tlaka na danem kraju
prispevata elektri¢no in magnetno polje:

3ec0 B3 cos® wt + L BE cos? wt/ppg .

Zveza B3 /upo = ecoE?, ki velja v valovanju, pripelje do Gasovnega pov-
precja sevalnega tlaka: ‘
teegEi =w=1. (1)

w je povpretna gostota energije v elektromagnetnem valovanju in j = cw
gostota energijskega toka. Maxwell je sklenil: “V sredstvu, po katerem
potuje valovanje, deluje v smeri valovanja tlak, ki je na vsakem kraju
Stevilsko enak tamkaj$nji na enoto prostornine preracunani energiji.”

Na zrcalu z odbojnostjo a se del energijskega toka odbije in je tlak vecji:

(1+a)tecoE2 =(1+a)w= (1+ a)% . (2)

Tlak na idealno zrcalo bi bil dvakrat veéji kot tlak na érno telo. To spominja
na silo curka, ki se od ovire odbije ali spolzi ob njej.

Neodvisno od Maxwella je sevalni tlak (1) izpeljal Adolfo Bartoli leta
ometru je radiometrski tlak pripisal pomanjkljivemu vakuumu. Ugotovil je,
da je mogoce z gibajofim se zrcalom ob dovajanju dela prenesti toploto s
kraja z niZjo temperaturo na kraj z vi§jo temperaturo. Zamislil si je reverzi-
bilno krozno spremembo, pri kateri se entropija ne spremeni, dovedeno delo
pa je vezano na tlak svetlobe na zrcalo. KnjiZica je ostala skoraj povsem
neopazena. Ludwig Boltzmann, ki so ga nanjo opozorili, je povzel njeno
vsebino in podprl misel, da entropijski zakon zahteva sevalni tlak. V nada-
ljevanju je leta 1884 s krozno spremembo za toplotni stroj s svetlobo kot
delovno snovjo utemeljil Stefanov zakon iz leta 1879. Po tem je mogoce
sklepati, da je bil Bartoli blizu Stefanovega zakona, a ni bil pozoren na tem-
peraturno odvisnost gostote energijskega toka, ki jo seva ¢rno telo. Bartoli
je objavil povzetka knjizice v letih 1884 in 1885.
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P. N. Lebedev

Pjotr (Peter) Nikolajevi¢ Lebedev je bil rojen v Moskvi leta 1866 v
druzini trgovca. Fiziko je zacel $tudirati na visji tehniski Soli v domacem
mestu. Studij je nadaljeval pri H. von Helmholtzu, F. W. Kohlrauschu in
A. Kundtu in doktoriral na univerzi v Strassburgu leta 1891. Po vrnitvi v
Rusijo je, potem ko mu je doktorat podelila Se moskovska univerza, postal
na njej profesor fizike. Ze prej je leta 1895 ponovil Hertzeve poskuse z
radijskimi valovi, da bi podprl Maxwellovo elektrodinamiko. Izdelal je zelo
obcutljive naprave za valove z valovno dolzino 6 mm in tako zozil vrzel med
radijskimi valovi in infrardeco svetlobo. S temi valovi je v anizotropni snovi
opazoval dvojni lom, podobno kot so ga opazovali z vidno svetlobo.

Ragziskoval je sevalni tlak pri valovih na vodni gladini in zvoku ter
pri elektromagnetnem valovanju. Merjenja sevalnega tlaka se je lotil tudi
zato, da bi Se s te strani podprl napoved Maxwellove elektrodinamike. Z
radijskimi valovi je ugotovil, da v votlini nastane najvecji tlak na steno v
resonanci. Prva merjenja s svetlobo je zacel leta 1899, leto zatem je izsSlo
zatetno porocilo, leta 1901 pa glavno poroéilo [3]. Pozneje je izmeril Se
tlak svetlobe na plin. Leta 1911 je iz protesta proti odlo¢itvam ministra za
izobrazevanje zapustil drzavno univerzo ter presel na zasebno univerzo, na
kateri si je opremil laboratorij. Umrl je leta 1912.

Poskus

Maxwell je sevalni tlak sonéne svetlobe ocenil na 4 - 107 N/m? in
pripomnil: “Zgoscena elektricna svetloba bo verjetno izvajala Se vecji tlak
in ni nemogoce, da bi curek take svetlobe, ¢e bi zadel tanek kovinski listi€,
ki bi bil skrbno obesen v vakuumu, nanj deloval z opaznim mehani¢nim
ufinkom.” Lebedev se je zavedal dveh glavnih tezav. Radiometrski tlak naj
bi bil desettisockrat vecji od sevalnega tlaka. Motila naj bi Se konvekcija,
ker se ob osvetljenem krilcu dviga segreti zrak in deluje na krilce s pre¢no
silo, ¢e ni popolnoma navpi¢no. Konvekcija je odvisna samo od segrevanja,
ne od smeri, iz katere pade curek na krilce. Po nekaj zacetnih poskusih
je uvidel, da je Maxwellovo zamisel mogoce izvesti. Da bi bili motnji ¢im
manjsi, je uporabil dokaj veliko okroglo posodo s premerom 20 cm, poskrbel
za zelo dober vakuum in za krilca izbral tanke kovinske listi¢e. Iz curka je
izlo¢il infrardeo svetlobo, da bi se ne absorbirala v stekleni steni posode
(slika 1).

Radiometrski tlak je sorazmeren z razliko temperatur osvetljenega in
neosvetljenega krilca in pri razli¢no debelih krilcih iz iste snovi narasca z
debelino krilca (slika 2). Z ekstrapolacijo na debelino 0 je ugotovil, da je bil
ta tlak , pri kovinskih listi¢ih proti pricakovanju zanemarljivo majhen”.

Tridesetcentimetrska torzijska nitka iz stekla je segala v vrat vakuumske
posode in je bila vpeta na zgornjem krajiscu v tecaj, nad spodnjim krajis¢em
pa je bilo z aluminijevim okvirckom nanjo pritrjeno zrcalce za merjenje
zasuka (slika 3). Koeficient torzijske nitke, 4,94 - 10719 m-N, je dolo¢il zunajj
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Slika 1. Naprava, s katero je P. N. Lebe-
dev prvi izmeril sevalni tlak svetlobe. Pri
poskusu je svetlo pego oblo¢nice B s kon- RB
denzorjem C preslikal na vstopno zenico D a
s premerom 4 mm v zaslonu. Voda v plo-

ski posodici W je zadrzala infrardeco sve-

tlobo, ultravijoli¢ne pa niso prepustile ste-

klene lece. Leca K je dala vzporedni curek
svetlobe, ki so ga usmerila ravna zrcala Sy,

So in S3 in zbiralna le¢a L; zbrala na me-

stu R, kjer je imel premer 10 mm. Steklena

ploscica P; je majhen del svetlobnega toka
usmerila na baterijo termoelementov iz ba-

kra in konstantana T, na katero je bil pri- [
kljucen galvanometer z vrtljivo tuljavico.
S premikom roéice je curek prek zrcal Sy,
S5 in Sg preusmeril iz desnega kraka v levi
krak, tako da je imel curek na mestu R na-
sprotno smer. Leéa Lg in plos¢ica Py sta
poskrbeli, da je levi krak ustrezal desnemu,
le termobaterije ni bilo in v ¢asu, ko je cu-
rek Sel na levo, je galvanometer naravnal
na 0 [3].

Slika 2. Tri precke, ki jih je pri merje-
nju sevalnega tlaka uporabljal P. N. Le-
bedev. Najveé merjenj je naredil s preé-
ko II. Na preckah so bila namescena
krilca. Njihova sredis¢a so bilo za 9
do 11 mm oddaljena od osi. Oddalje-
nost vsakega krilca je izmeril posebej.
Na mestu R je curek zadel krilce s pre-
merom 5 mm. Prva precka I je imela
dva para krilc, togo pritrjenih na ste-
kleno palicko G. Platinsko zanko O v
ravnini, pravokotni na ravnino krilc, na
vrhu steklene palicke je obesil na dvo-
delni kavelj na spodnjem krajis¢u tor-
zijske nitke. Druga precka II je imela
na stekleno palicko pritaljene platinske
rocice, na katere so bile napete platin-
ske zicke s premerom 0,05 mm, ki so te-
kle skozi odprtine v krilcih in jih vezale na precko. Tretja precka III je bila narejena po-
dobno kot prva. Krilca so bila iz platine, po¢rnjena so bila z debelo (1) in s tanko plastjo
(2), zglajena pa so bila debela 0,1 mm (3) in 0,02 mm (4). Krilca so bila 3e iz zglajenega
aluminija debela 0,1 mm (5) in 0,02 mm (6), iz zglajenega niklja debela 0,02 mm (7) in
iz sljude (8).

posode z nihanjem. Izmeril je nihajni ¢as nitke z zrcalcem, nato pa Se nitke
z zrcalcem in bakreno 7i€ko z znano dolzino in maso. Z Zivosrebrno ¢rpalko
je dosegel tlak 10~* milibara.

Termobaterijo je umeril tako, da je svetlobni tok neposredno izmeril s
kalorimetrom, ki ga je osvetlil, ko tam ni bilo vakuumske posode. Za pri-
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merjavo je meril hitrost segrevanja in ohlajanja dveh razli¢nih kalorimetrov.
Svetlobna tokova v prvem in drugem kraku sta se razlikovala za manj kot

1 %.

Slika 3. Vakuumska posoda P. N. Lebedeva..
Dodatno je tlak znizal tako, da je na dno va-
kuumske posode kanil kapljo zivega srebra Q.
Nato je dno malo segrel, da je del kaplje izhla-
pel in je ¢rpalka skupaj z Zivosrebrnimi parami —
izsesala Se nekaj preostalega zraka. Nazadnje
je dno posode potopil v hladilno zmes leda in
soli Kj in s tem Se dodatno znizal tlak preosta-
lih Zivosrebrnih par.

. N
Pred zacetkom poskusa je posodo

od¢rpaval ve¢ dni. Za vsak niz mer-

jenj je znizal tlak z izhlapevanjem Zivega srebra in ohla-
janjem. Najbolj je motila konvekcija, ki je vplivala tudi
na ravnovesno lego precke. Z vajo je dosegel, da se rav-
novesna lega pri merjenju na istem krilcu ni premaknila
ve¢ dni. Oblo¢nica ni delovala popolnoma enakomerno, a
proti temu ni bilo mogoée ukrepati drugace kot s ponavlja-
njem merjenj. Uposteval je nekaj popravkov, na primer
to, da krilca ni zadel vzporedni curek in da pri preckah I
in IIT curek ni zadel samo krilca, ampak tudi rocico.

Skozi daljnogled je dolocil odklon zrcalca na eno in drugo stran, ko je
osvetlil krilce z druge strani, in ravnovesno lego. Hkrati je skozi drugi dalj-
nogled opazoval odklon galvanometra. Nazadnje je izracunal silo sevalnega
tlaka, 3,08 - 10719 N, in jo primerjal z izidom, ki ga je dal s kalorimetrom
izmerjeni energijski tok 0,0774 W/3 - 108 ms™% = 2,58 -1071% N, kar je dalo
razmerje 1,19, e za zgled navedemo podatke za eno od zglajenih platinskih
krilc. Odbojnosti krilc ni bilo mogoce naravnost izmeriti, zato je s fotome-
trom izmeril odbojnost veéjega kosa zglajene plocevine. Za odbojnost je do-
bil 0,5 za platino, 0,6 za aluminij in 0,35 za nikelj. Izmerjeni sevalni tlak je
bil za platino, aluminij in nikelj po vrsti 1,7-krat, 2,1-krat in 1,4-krat vecji
od tlaka (1) za ¢rno telo. Zaradi odboja je bil tlak (2) 1 + a-krat, to je 1,5-,
1,6- in 1,35-krat, vecji. Obe vrsti Stevil sta se razlikovali v okviru napake,
ki jo je Lebedev ocenil na 10 % do 20 %.

Danes nam klasi¢ne elektrodinamike ni treba ve¢ posebej utemeljevati,
zato utegne merjenje Lebedeva zapustiti bolj bled vtis. Na prelomu stole-
tja, ko si je klasi¢na elektrodinamika komaj pridobila SirSe zaupanje, so gle-
dali nanj precej drugace. Na to kaZe na primer izjava lorda Kelvina nekemu
Rusu: “Morda veste, da sem vse zivljenje nasprotoval Maxwellu, ker nisem
priznaval njegovega sevalnega tlaka, zdaj pa me je vas Lebedev prisilil, da
sem se vdal njegovim poskusom.” Sodobnemu bralcu ¢lanek Lebedeva raz-
krije veliko skrbnost pri izdelavi naprav in nekaj tezav pri izvedbi ter ne-
doslednosti pri obdelavi izmerjenih podatkov, na primer to, da ni uposteval
vseh podatkov, nekaterih pa sploh ni navedel. Podobne poteze je mogoce
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opaziti tudi pri nekatrih drugih fizikih, ki so se pred sto leti lotili natanénega
merjenja.

Pozneje so sevalni tlak izmerili natanéneje. Prva sta po Lebedevu to
storila E. Nichols in G. F. Hull leta 1903. Eno od natancnejsih merjenj, ki
se je zacelo s poskusi z radiometrom, sta opravila Alice Golsen in Walther
Gerlach [4]. Po njunem mnenju je Lebedev precenil natancnost svojih
merjenj in mu v resnici ni uspelo, da bi se v celoti izognil radiometrskemu
tlaku. Na to naj bi opozarjali previsoki izidi.

Po letu 1960 so zaceli delovati prvi laserji in je merjenje sevalnega tlaka
postalo veliko preprostejse [5]. Vse prejsnje poskuse s tega gledisca stejejo “v
prazgodovino sevalnega tlaka”. Tako je merjenje sevalnega tlaka zgovoren
zgled za to, kako se je fizika razvila v sto letih. Ali bodo fiziki leta 2101
glede merjenj enako uspesni v primeri z danasnjimi fiziki, kot so danasnji
fiziki v primeri s fiziki iz leta 19017
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VESTI

Osmo mednarodno tekmovanje studentov matematike

Letosnje tekmovanje Studentov matematike je potekalo od 19. do 25. ju-
lija v Pragi. Udelezile so se ga ekipe 49 univerz iz 24 drzav, skupaj 185
tekmovalcev. V nasi ekipi so bili Jure Kalisnik iz drugega letnika, Tomaz
Kosem in Matija Mazi iz tretjega ter Matjaz Konvalinka iz ¢etrtega letnika.
Resevanje nalog je trajalo dva dni, vsak dan so imeli tudenti na voljo pet
ur za resevanje Sestih nalog. Vsaka naloga je bila vredna 20 tock, tako da je
bilo mozno doseci najve¢ 240 tock. Letos se je komisija §e posebej potrudila
in izbrala naloge, ki so bile resni¢no tezke. Bralca vabim, da jih poskusa
reSiti in se tako sam preprica o njihovi tezavnosti.

Prvi dan

1. Naj bo n pozitivno celo stevilo. V matriko velikosti n x n zapisemo po
vrsti (od leve proti desni, od zgoraj navzdol) stevila od 1 do n?. Nato v
matriki izberemo n elementov, v vsaki vrstici enega in v vsakem stolpcu
prav tako enega. Katere vrednosti lahko zavzame vsota tako izbranih
Stevil?
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. Naj bodo r, s in t paroma tuja pozitivna cela Stevila. Naj bosta a in b

elementa komutativne multiplikativne grupe, za katera velja o = b° =
= (ab)! = e, kjer je e enota. Pokazi, da velja a = b = e.
Al sklep velja tudi, e sta a in b elementa nekomutativne grupe?

. IzraCunaj limito

[ele] n
lim(1—1¢ .
t/‘l( )1;14—#,”

Naj bosta k in n pozitivni celi stevili. Naj bo p(z) polinom stopnje n s
koeficienti —1, 0 in 1 in naj bo deljiv z (z — 1)¥. Naj bo ¢ prastevilo,
za katero velja E-qg—& < ﬁ. Dokazi, da so g-ti koreni enote nicle
polinoma p(z).

. Naj bo A kompleksna n X n matrika, za katero je A # I za vse A € C.

Dokazi, da je A podobna matriki, ki ima na diagonali kvecjemu en
nenicelni element.

. Naj za odvedljive funkcije a,b, f,g : R — IR velja

f(z) >0, f'(z) >0, g(z) >0, ¢'(z) >0zavse z € R,

lim a(z) =A >0, Jim b(z) =B >0, Jim_ flz) = wl_l_)r&g(a:) = 00,

r—00

n

Pokazi, da velja

Drugi dan

. Naj bosta 7, s > 1 celi stevili in naj bodo ag,a1,...,a,-1,b0,b1,...,bs_1

realna nenegativna Stevila, za katera velja

(ag + a1 + asa® + ... + a,_1z"t +2")-
- (bg + b1z + boz? + ... 4 by_1z¥ 7+ 2%) =
=l+a+a®+.. +a" Tyt

Pokazi, da je vsak a; in vsak b; enak bodisi 0 bodisi 1.

Naj bo ag = v/2, bo = 2, any1 = /2 — V4 — a2, bpy1 = 2+\2/b:-|-bi'

(a) Dokazi, da sta zaporedji {a,} in {b,} padajoci in da je njuna limita
enaka 0.
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(b) Dokazi, da je {2"a,} narascajoce zaporedje, {2"b, } padajoce zapo-
redje in da imata isto limito.
(c) Dokazi, da obstaja konstanta C, da za vse n velja

0<b, —a, < 8_n

3. Najveé koliko tock lahko izberemo na enotski sferi v R™, tako da bo
razdalja med poljubnima dvema izbranima tockama strogo vecja od
V27

4. Naj bo A = (ag)k=1,. n kompleksna n X n matrika, za katero je za
vsak m € {1,...,n} in1 < j; < j2 < ... < jm < n determinanta
matrike (aj, j,)k,i=1,.,m enaka 0. Dokazi, da je A® = 0 in da obstaja
permutacija ¢ € S,, da ima matrika (aa(k),g(l))k,lzl,m,n vse nenicelne
elemente nad diagonalo.

5. Dokazi, da ne obstaja funkcija f : R — IR, za katero je f(0) > 0 in za
vsaka z,y € R velja

fl@+y) = f(z) +yf(f(2))

6. Naj bo
frn(0) = sinf - sin(26) - sin(46) - - - sin(2"0).

Pokazi, da za poljuben realen 6 in vsak n velja

£2(0)] < \/—Ifn ™/3)| .

Nasa ekipa je naloge reSevala zelo uspe$no, saj je Matjaz Konvalinka
osvojil prvo nagrado, Jure Kalisnik drugo nagrado, TomaZz Kosem tretjo,
Matija Mazi pa je dobil pohvalo. Zmagal je Student iz Odesse in za nagrado
dobil letno stipendijo za $tudij na University College London v visini 20.000
funtov. Za zmago je zaradi res tezkih nalog letos zadoséalo 168 tock. Stevilo
tekmovalcev na tem tekmovanju se je v zadnjih dveh letih veé kot podvojilo.
To kaze pripravljenost univerz, da se pomerijo v kvaliteti. Nekatere med
njimi celo organizirajo priprave posebej za to tekmovanje. Nasi vsakoletni
uspehi torej kazejo, da imamo v Ljubljani zelo dober $tudijski program —
ali pa veliko sreco pri izbiri tekmovalcev.

Prihodnost tekmovanja pa vseeno ni tako roznata. Nekatere univerze
namre¢ menijo, da je tekmovanje trenutno bolj nadaljevanje srednjesolskih
matematic¢nih olimpiad kot pa pravo univerzitetno tekmovanje, ter predla-
gajo zasuk bolj v funkcionalno analizo ali pa vsaj nekaj nalog iz parcialnih
diferencialnih enacb. Poleg tega tudi Se ni znano, kje bo tekmovanje priho-
dnje leto. Morda v Ljubljani? 5

Gregor Sega
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VESTI

Seznam diplomantov viSjeSolskega, univerzitetnega in podiplomskega Studija
ter doktorandov iz matematike in fizike v letu 2000%*

Pedagoska fakulteta — Maribor

Univerzitetni studij
Matematika
38. Antolin Helena
39. Banié¢ Iztok
40. Breznik Kristijan
41. Celofiga Leo
42. Cotar Alojz
43. Cujez Smiljan
44. Kraner Tadeja
45. Ledinsek Biserka

46. Leskovar Andreja

47. Leskovar Iztok

48. Marovt Janko

49. Mlakar Matej

50. Percié Ksenija

51. Puconja Karmen

52. Riegler Primoz

53. Sabo Sandra

54. Segula Martina

55. Stevanec Lea

56. Tepeh Aleksandra

57. Znidarié Jelena

58. Zunko Loreta
Fizika

11. Dregari¢ Igor

12. Marhl Marko

13. Zigart Marko

Matematika—fizika
95. Belec Danijel
96. Bergel Marusa

97. Cin¢ Andrej

98. Ferk Andreja

99. Jelenko Irena
100. Jovan Martina
101. Klemencié Dusan
109. Kotnik Ales

Kvadrati¢ni ostanki

Bingov eksoticen faktor mnogoterosti
Schnyderjev izrek

Algoritmi za hitro mnoZzenje polinomov
Kompleksni potencial

Centralizatorji na kolobarjih

Vektorski prostori in moduli

Geometrijski liki v osnovnosolski matematiki in v 1. letniku
srednje Sole

Geometrija s programom CABRI
Aritmetika kvadrati¢nih form

Kanoni¢ne forme matrik

Dirichletov izrek o prastevilih v aritmeti¢nih zaporedjih
Kompaktni metriéni prostori

Uporaba analiti¢nih funkcij v hidrodinamiki
Kitajski problem postarja

Deformacije matri¢nih algeber
Kompozitumi izometrij

Abelove grupe

Unitarna podobnost in normalne matrike
Vpeta drevesa in Steinerjev problem

Verige dotikajocih se kroznic

Interferenéni merilnik temperaturnih in tla¢nih sprememb

Matematic¢no modeliranje oscilarijoce izmenjave kalcija med
citoplazmo in celiénimi organelami

Studij razgradnje krvnih strdkov

Fizikalne znacilnosti razvoja cloveskega glasu od 7. — 18. leta
Direktorsko polje nematicnega tekocega kristala ograjenega v
cilindru

Besselova diferencialna enacba

Prastevila

Tlakovanje — aktivnosti za ucence

Razdelitev grafov

Ucenje na daljavo s pomocjo interneta pri pouku fizike
Aberacija svetlobe

* Seznam diplomantov za leto 1999 je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz. 47 (2000) 5.
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110. Novak Anica Ob¢utljivost numeri¢nih problemov
111. Potoénik Bostjan Napoleonovi trikotniki in tocke
112. Ranfl Roskar Jozica Izometrije ravnine

113. Susak Branko Nacelo vkljucitve izkljucitve in njegove posplositve
114. Salamon Bozidar Liouvillova stevila
115. Sumej Mateja Algoritem razcepljanja za egipcanske ulomke

Angleski jezik — matematika

2. Vrecko Anka Acronyms
Matematika in teologija
1. Leskovar Evelina Tuckerjeve kroznice
2. Pavlovi¢ Joze ©(30n + 1) < ¢(30n)
3. Sernec Helena Waringow problem za k = 2

Matematika — sociologija

1. Pudgar Natasa Polinomi s celostevilskimi in prastevilskimi koeficienti
Biologija — matematika

5. Kova¢ Barbara Egipcanski ulomki

6. Redensek Klaudija Uporaba inverzije
Biologija — fizika

1. Peter Tajana Znacilna velikost zivih bitij
Filozofija in fizika
1. Andrej¢ Gorazd O ¢udezih in o Jezusovem vstajenju

Matematika — proizvodno tehniéna vzgoja

16. Cvetko Andreja Prirejanje v grafih
17. Kebri¢ Srecko CNC v osnovni 3oli
18. Krk Natasa Povezanost grafov
19. Miklavci¢ Jenic Preucevanje tehniéno fizikalnih sestav in osnov v povezanosti
Antonija z izvajanjem in vrednotenjem ustvarjalnega dela na podroéju
zmajarstva
20. Ploj Mateja Erdés-Mordellova neenakost
21. Salabalija Zarko Eulerjevi grafi
22. Spacapan Darko Elektri¢na omrezja in matri¢ne enache
23. Ulaga Mateja Triangulirani grafi
24. Zendzianowski Simsonove in Cantorjeve premice
Matejka
Proizvodno tehniéna vzgoja — fizika
14. Sterkus Robert Fizikalno ozadje kitare
15. Salamon Romeo Viri energije. Alternativni viri. Studij primera na mobilni
vetrni centrali
16. Voglar Rafaela Samoorganizirana kriticnost
17. Zemlji¢ Mojca Osnove obnovljivih virov energije in njihovo koriséenje —

soncni zbiralnik
Doktorati — matematika

4. Bresar Bostjan Kartezi¢ni produkti grafov in ekspanzije
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Pedagoska fakulteta — Ljubljana

Univerzitetni studij
Matematika in fizika

158.
159.

160.
161.

162.
163.
164.
165.
166.
167.
168.
169.
170.
171.
172.
173.
174.

175.
176.

Babi¢ Barbara
Beden Barbara

Cevka Stanka
Djekié¢ Sanja

Drnovscek Petra
Hvasti Katarina
Kastelic Spela
Krzan Urban
Lazar Mojca
Manfreda Tanja
Mav Blanka
Peterka Petra
Primozi¢ Natasa
Spani¢ Katarina
Sraj Simona
Subelj Jozica
Subic Martina

Vengar Darja
Vilar Tatjana

Matematika in tehnika

63.
64.
65.

66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.

74.
75.
76.
77.
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Cemi¢ Marjanca
Cokan Petra
Cemazar Monika

Cermelj Peter
Jemec Metka
Kravcar Franci
Mavri Bojana
Murn Katarina
Perse Katja
Pirc Peter
Presern Igor

Sporn Ales
Stor Andreja
Vuk Lara

Zabukovec Znidarsic
Jerneja

Analiza grup z ra¢unalniskim programom MAGMA
Demonstracija pojavov v ozracju s pomodéjo laserskega kazal-
nika

Generalizirani Petersenovi grafi

Resevanje matemati¢nih ugank z racunalniskim programom
MAGMA

Svet rodovnih funkcij

Kletke

Obravnava prostornine v osnovnosolski matematiki
Tietzejeva lema

James Stirling

Logaritémska spirala

Nelinearni elektri¢ni krog

Radioaktivnost in okolje

_ Hamiltonski cikli v metacirkulantih

Entropija in Boltzmannova porazdelitev
Gibanje togega telesa v vrtecem se sistemu
Grupe simetrij v dveh in treh dimenzijah

Kotna odvisnost izrednega lomnega kvocienta v tekocih kri-
stalih

Kvantna stanja delcev v centralno simetri¢cnem potencialu
Zlati rez

Hamiltonski cikli v tockovno tranzitivnih grafih reda 2p
Lorenzov atraktor

Projektni tehniéni dnevi v novi devetletki. Izdelava racunal
,,od ideje do izdelka”

Sistemi linearnih diferencialnih enacb
Henonova preslikava in atraktor
Duffingov oscilator

Bifurkacijski diagram
Homeomorfizem kroznice

Smaleova podkev

Gaussov problem in Kuzminov izrek

Projektni tehniéni dnevi v novi devetletki. Umetno kovastvo
od ideje do izdelka

Delovanje in uporaba piroelektricnega senzorja
Matri¢ne igre

Eulerjevi grafi

Izrek Kuratowskega
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Fakulteta za matematiko in fiziko
Visjesolski studij
Matematika — uporabna smer

327. Music¢ Vesna Oblike z ekstremnim integralom povpreéne ukrivljenosti plo-
skve

328. Kovi¢ Andrej Aproksimacija funkcije s polinomi

329. Anderluh Veronika Posploseni problem lastnih vrednosti

330. Verbovsek Uros Ortogonalni polinomi

331. Novak Jan Jakob Harmoniéne funkcije z vidika kompleksne analize

332. Lenarci¢ Bojan Absolutna stabilnost metod za resevanje diferencialnih ena¢b

Visokosolski strokovni studij
Praktiéna matematika
2. Mastnak Matjaz Razvoj poslovne aplikacije s projektno orientiranimi program-
skimi jeziki .
Univerzitetni studij
Matematika — pedagoska smer

523. Kos Silva Ponceletov izrek

524. Kocjanci¢ Alenka Nesingularne kubiéne ploskve v projektivnem prostoru
525. Krzisnik Blanka Henstock-Kurzweilov integral

526. Spilak Goran Geometrija Foucaultovega nihala

527. Sversina Petra Sedemindvajset premic na nesingularni kubiéni ploskvi
528. Maver Jan Vizualizacija matematike z racunalnikom

529. Boldin Barbara Stabilne norme

530. Likar Mateja Preslikave v inverzivni ravnini

531. Pavlini¢ Tanja Napoleonov izrek

532. Poli¢ar Jana Tlakovanja evklidske ravnine

Matematika — uporabna smer

573. Begus Rok Spremenljive matrike
574. Kanalec Mirjam Projektivne konfiguracije
575. Suler Tatjana Programski jezik Mathcad in racunanje kapitalskih ustrezno-
sti bank
576. Kuplenk Barbara Permutacije brez prepovedanih vzorcev
577. Velkavrh Jurij Predstavitev programskega orodja MapObjects in njegova
uporaba
578. Skufca Viktor Polinomsko resljivi primeri problema trgovskega potnika
579. Orbanié Alen Vlaganje grafov na torus preko projektivne ravnine
580. gmigoc Metoda Diskriminantna analiza
581. Novak Tadej Preverjanje naklju¢nosti v kriptografiji
582. ékrlep Bernard Dokazi brez razkritja znanja
Matematika — teoreti¢na smer
66. Veluscek Dejan Polgrupe s kohomolosko razseznostjo 1
67. Gornik Bojan Normalna Eulerjeva karakteristika poliedrskih ploskev
68. Novak Nika Produkti kvazinilpotentnih operatorjev
69. Barbic Jernej Schoofov Algoritem
70. Mojskerc Blaz Preslikave, ki ohranjajo spekter
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Matematika — smer rac¢unalnistvo z matematiko

8. Divjak Alen
9. Rebersek Marko

Fizika
770. Ga$perut Cveto

771. Cotar Uro$
772. Znidarié Marko

773. Straus Matjaz

774. Kolar Janko
775. Kokli¢ Tilen

776. Ahcan Ales

777. Markovi¢ Damijan
778. Praprotnik Anita
779. Zorko Andrej

780. Jeglic Peter
781. Bazec Matej

782. Zaplotnik Tomaz

783. Giacomelli Marko
784. Fosnari¢ Miha

785. Studen Andrej
786. Cvelbar Uros

787. Dvordek Damjan
788. Vodopivec Boris
789. Mrak Alja

790. Znidarcic Tadej
791. Fegu§ Urska
792. Vidmar Gregor
793. Sarvari Attila

794. Kucan Zdravko
795. Malovrh Jure
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Ucenje na daljavo

Algoritmi za racunanje najvecjega skupnega delitelja v kolo-
barju polinomov

Elektri¢ne meritve odzivov na energijske motnje v visoko-
temperaturnem superprevodniku YBasCuzOr7_g
Elektri¢ne lastnosti stikov kovina — organski polprevodniki

Ergodi¢ne lastnosti klasi¢nih oscilatorskih verig: obrnjen mo-
del fermija, paste in ulama

Meritve frekvenénega Suma laserja He-Ne s krmiljenim Fabry-
Perotovim resonatorjem

Meritve popuscanja sevalnih poskodb v silicijevih detektorjih

EPR raziskave domenske strukture membran liposomov iz
akil fosfolipidov in holesterola

Opazovanje vplivov staranja na strukturo trdnih lipidnih na-
nodelcev z metodama elektronske paramagnetne resonance in
elektronske mikroskopije

Optimizacija oblike orodja pri dvostopenjskem preoblikova-
nju

Krsitev parnosti pri tvorbi mionov v trkalnikih elektronov in
pozitronov s tezis¢no energijo okoli 10 GeV

Studij enodimenzionalnega prevodnika (TMTFTF);Br s pul-
zno elektronsko paramagnetno resonanco

Studij mehZanja bitumnov z jedrsko magnetno resonanco

Rac¢unalniska simulacija polimerne disperzije tekocega kri-
stala

Metoda za meritev mesanja v sistemu nevtralnih mezonov D°
s spektrometrom HERA-B

Analiza tkiv s protonsko radiografijo

Vpliv membranskih inkluzij na stabilnost torocitne oblike
héerinskih mehurékov membrane eritrocita

Elektri¢no polje v sevalno poskodovani silicijevi pT™mn™® diodi

Studij lastnosti mikroskopskih magnetnih delcev v levitacijski
pasti

Kvantno racunalnistvo z amplitudami

Modificiran elektromagnetni merilnik pretoka tekocin
Meritve temperaturne odvisnosti signalov v silicijevih detek-
torjih

Vpliv pH na deformabilnost eritrocitov

Struktura in elasti¢ne lastnosti MoS> mikrocevk

Stabilne oblike mielinskih struktur

Monte Carlo simulacije za izracun optimalne oblike aplika-
torja za povrsinsko brahterapijo

Rekonstrukcija tomogramov geometrij s kovinskimi vsadki

Prehod med integrabilnostjo in kaosom v sistemih izven obmo¢ja

veljavnosti izreka KAM
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Meteorologija

71. Bergant Uros Napovedovanje megle na letaliséu Ljubljana z metodami sta-
tisti¢ne interpretacije opazovanj in rezultatov numerié¢nih mo-
delov

72. Zorz Boris

73. Merse Janko

Verifikacija napovedi visine baze oblakov nad letalis¢em Brnik

Simulacija turbolentnega razkroja ‘jezera hladnega zraka z
modelom MM5

Proucevanje spreminjanja koncentracij SOz v Zasavju s pomocjo
trajektorij

74. Razpotnik Rahela

75. Marolt Damijana Prostorske interpolacije minimalne in maksimalne tempera-

ture zraka
Podiplomski studij
Matematika — izobrazZevalna smer
22. Marini¢ Andreja
23. Klokoc¢ovnik Alenka
24. Komar Mojca

Razredi in mnozice z vidika notranjih modelov teorije ZF
Origami

Algebraiéne krivulje

Matematika — raziskovalna smer

102. Sega Gregor

103. Crnjarié-Zic Nelida
Fizika

183. Horvat Darja

184. Mali Tadej

Pronicanje in kontaktni procesi
Elementarni operatorji

Optodinamsko opazovanje procesov v kapljevinah
Karakterizacije in §tudij prostorske lo¢ljivosti sistema za rent-
gensko slikanje z mikropasovnimi silicijevimi detektorji
Jedrska tehnika

29. Kova¢ Marko Numeri¢na analiza nakljué¢nih medsebojno delujocih razveja-

nih razpok
Doktorati — matematika

58. Plestenjak Bor Metode zveznega nadaljevanja za veCparametri¢ne probleme

lastnih vrednosti
59. Zgrabli¢ Boris
60. Skrekovski Riste

Doktorati — fizika

Sosednostno prehodni grafi
Barvanje grafov

209. Skrk Damijan Calibration of the ring imaging Cerenkov counter of the
HERA-B spectrometer

210. Rovsek Barbara Polarni smektiki v omejenih planarnih geometrijah

211. Marincek Marko Razvoj elektromagnetnega polja v sunkovnih trdninskih la-
serjih

212. Erzen Borut Measurement of the |Vis| with the Delphi spectrometer

213. Jeraj Robert Monte Carlo based inverse treatment planning

214. Duh Andrej Omejena lastna difuzija molekul in ojacditev robov pri NMR
mikroskopiji

215. Persi¢ Andreja Testni kriti¢ni eksperiment na reaktorju TRIGA z delno zgo-
relim gorivom

216. Krizman Milko J. Radon in njegovi kratkozivi potomci v okolju kot posledica
rudarjenja urana na Zirovskem vrhu

217. Skarja Metod Mikromaser: atomi in molekule v resonatorju
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218.

219.

220.

221.

222.
223.

1938.
1939.
1940.
1941.
1942.
1943.
1944.
1945.
1946.
1947.
1948.
1949.
1950.
1951.
1952.
1953.
1954.
1956.
1956.
1957.
1958.
1959.
1960.
1961.
1962.
1963.
1964.
1965.
1966.
1967.
1968.

Demsar Jure
Zagar Mark
Leskovar Matjaz
Kavcic Matjaz

Borstnik Anamarija

Novi ¢lani drustva v letu 20006

CENTRALNA EKONOMSKA KNJIZNICF

Photoexcited carrier relaxatic R 1?7/@1

conductors probed by ultrafas
Napovedovanje pojavov majh
prilagajanjem

Model drugega reda natancno
tekodin

18088142, 5

cos

Ionizacija lupine L lahkih elementov pri centralnih trkih z

ioni

Sile, ki jih posreduje delno urejen nematicni tekoci kristal
Prelovsek Komelj Sasa Weak decays of heavy mesons

Janez Krusié

Lani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
v¢lanilo 93 novih ¢lanov:

Bati¢ Majcen Ivana
Bogovic¢ Vesna
Bregar Zvonko
Brisnik Suzana
Cimperman Ana
Colneri¢ Monika
Fosner Maja
Galic¢i¢ Mirjam
Galjot Marina
Godec Jelka

Golc Majda
Herodez Marjetka
Iskri¢ Goran
Ivagi¢ Anica
Jakob Tilka
Jelenko Irena
Jeromen Andrej
Jevnikar Milan
Jez Natasa
Jovanovi¢ Peter
Jurjevec Milovanka
Kalan Dragica
Kavkler Iztok
Kobal Damjan
Kodelja Ana
Kostomaj Mihaela
Kovagec Anton
Kozelj Sonja
Krac¢un Lucijana
Kresovi¢ Ljudmila

Krofel Jolanda

1969.
1970.
1971.
1972.
1973.
1974.
1975.
1976.
1977.
1978.
1979.
1980.
1981.
1982.
1983.
1984.
1985.
1986.
1987.
1988.
1989.
1990.
1991.
1992.
1993.
1994.
1995.
1996.
1997.
1998.
1999.

Kronovsek Natasa
KrstuloviS Branko
Krulec Brigita
Kunsic Nevenka
Kurbos Irena
Kurillo Dragica
Lah Tatjana
Marter Jozica
Mertuk Valentina
Mezgec Ljubica
Milani¢ Martin
Mohorci¢ Polonca
Nusdorfer Janja
Obrovnik Margareta
Oder Andreja
Pagon Andreja
Peljhan Danica
Penca Mateja
Perko Sonja
Petek Marija
Petelinsek Zdenka
Peternelj Joze
Polanec Stanko
Potocnik Primoz
Povse Danica
Rados Bernarda
Rakusa Darinka
Ranfl Roskar Jozica
Ratej Sonja
Ravnikar Natasa

Razdrtic Nada

2000.
2001.
2002.
2003.
2004.
2005.
2006.
2007.
2008.
2009.
2010.
2011.
2012.
2013.
2014.
2015.
2016.
2017.
2018.
2019.
2020.
2021.
2022.
2023.
2024.
2025.
2026.
2027.
2028.
2029.
2030.

Repar Miroslav
Resman Alenka
Rorsek Jozica
Rutar Joze

Serec Alojz
Simsi¢ Miljanka
Skaza Helena
Slana Romana
Sokli¢ Metka
Stani¢ Samo
Seek Cirila
Segula Helena
Sivak Maja
Smigoc Helena
Stuklek Milena
Tkaléi¢ Diomira
Tomazi¢c Mateja
Tréek Primoz
Turk Alenka
Tursan Poljansek Ivana
Uran Bojan
Urban¢ Suzana,
Vehovec Majda
Velikonja Elvica
Vencelj Urbanija Francka
Volk Nives
Vreéar Simon
Vren¢ur DuSanka
Zagorscak Gorazd
Zizek Darinka
Zontar Dejan

Viadimir Bensa

5 Novi ¢lani za leto 1999 so bili objavljeni v Obzorniku za matematiko in fiziko 47

v

(2000), 134.
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