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HERONOVI TRIKOTNIKI Z RACIONALNIMI
TEZISCNICAMI

IVAN VIDAV
Math. Subj. Class. (2000): 11D25

V ¢lanku je prikazan rezultat R. H. Buchholtza in R. L. Rathbuna, da obstaja

racionalni tocki (A, ) na eliptiéni krivulji
ME=Np4ap+2u—22-1=0,

pri kateri sta A in p oba razli¢na od 0, 1 in —1, pripada namre¢ tak trikotnik. Na navedeni
krivulji je neskonéno racionalnih tock.

HERON TRIANGLES WITH RATIONAL MEDIANS

In this article we present the result of R. H. Buchholtz and R. L. Rathbun that there
exists an infinite set of Heron triangles with two rational medians. To each rational point
(A, p) on the elliptic curve

A =224 Au+2p—22-1=0,

there corresponds such a triangle, if A and p are both different from 0, 1 and —1.

1. Elementarna geometrija je vir Stevilnih zanimivih diofantskih enacb,
med njimi tudi takih, za katere Se ne vemo, ali so resljive ali ne. Tu si
bomo ogledali diofantske enacbe, ki se pojavijo pri iskanju trikotnikov z
racionalnimi stranicami, racionalno plos¢ino in racionalnimi teZis¢nicami.

Trikotnik, pri katerem se izraZajo stranice in ploi¢ina z naravnimi
Stevili, imenujemo Heronov trikotnik. To poimenovanje bomo razsirili na
trikotnike, pri katerih so stranice in plos¢ina racionalna Stevila. Vsak tak
trikotnik je namre¢ podoben trikotniku, v katerem se stranice in ploséina
izrazajo s celimi Stevili.
s srediS¢em nasprotne stranice. Kako jo izratunamo, ¢e poznamo stranice?
Podaljsajmo teziS¢nico t, — le-ta veZe oglisCe A s srediS¢éem FE nasprotne
stranice a = BC — preko tocke E za njeno dolzino. Ce tako dobljeno tocko
zaznamujemo z D, so A, B, C in D oglis¢a paralelograma, v katerem sta
gramu pa je vsota kvadratov vseh Stirih stranic enaka vsoti kvadratov obeh
diagonal. Ker sta v naSem paralelogramu nevzporedni stranici b in ¢, velja
torej enacba

2(0% + c?) = 4t2 + a?. (1)

Iz nje izratunamo t,, e poznamo a, b in c. Podobni enadbi doloéata
teziscnici tp in t.. OCitno ¢, ni vselej racionalno stevilo pri racionalnih a, b
in c.
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A c B
Slika 1. BE = EC, AE = ED

Ce zapiSemo enacbo (1) v obliki
(b+c)? —a? = (2t,)% — (b—¢)?,
lahko levo in desno stran razstavimo v produkt dveh faktorjev. Postavimo

ta —
2t +b cz/\

a+b+e (2)

Kvocient A je pri racionalnih a, b, ¢ in t, racionalno stevilo. Iz (1) in (2)
dobimo zdaj enacbi

b+c—a=A2t,—b+c),
Ma+b+c)=2t,+b—c.

vevy

A +1Da+A2 =22 -1)b+ (A2 +2X=1)c=0. (3)

Ce so torej racionalna Stevila a, b in c stranice trikotnika z racionalno

v

Pri danih a, b, ¢ je (3) kvadratna enacba za A z diskriminanto
D =8(b% + %) — 4a® = 16¢2.
Kvadratna enacba z racionalnimi koeficienti ima racionalen koren, kadar je
diskriminanta kvadrat racionalnega stevila. Zato velja tale

Pomozni izrek 1. V trikotniku z racionalnimi stranicami a, b, c je
teziscnica tq Tacionalna natanko tedaj, kadar premore enacba (3) racionalen
koren .

Ocitno pripadajo podobnim trikotnikom ekvivalentne kvadratne enacbe
(3), ki imajo zato vse enake korene.
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Kadar je koren A enacbe (3) eno samo stevilo 0, 1 ali —1, je trikotnik
izrojen. V prvem primeru je namre¢ a = b+c, v drugem b = a+¢, v tretjem
pac=a-+b.

Pripomba. Ker nastopajo v diskriminanti D samo kvadrati stranic a?,
b2 in c?, velja tale posplositev pomoznega izreka: Naj bodo a, b, ¢ taka
pozitivna ali negativna racionalna Stevila, da ima enacba (3) racionalen
koren A. Ce so |a|, |b], |c| stranice trikotnika, je njegova teZis¢nica t,
racionalna.

Denimo, da so v trikotniku z racionalnimi stranicami a, b, ¢ vse tri

teZis¢nice t,, tp in t. racionalne. Potem so racionalno resljive tele tri
kvadratne enacbe

W +Da+ A =22-1)b+ (N2 +2X2—1)c=0,
(1* +2p —Da+ (u* + 1)b+ (4 — 2u — 1)e =0, (4)
(W =2 —1)a+ @2 +20—1)b+ (1% +1)c=0.

vevs

(velja zveza 2(a? + ¢2) = 4t + b?), tretja pa racionalen koren v, ker je
tezis¢nica t. racionalna (2(a? + b?) = 42 + ¢?).

Pri danih A, p, v so enacbe (4) sistem treh homogenih linearnih enacb
za a, b, c. Ker so stranice a, b, ¢ razlicne od ni¢, ima ta sistem netrivialno
resitev in je zato determinanta njegovih koeficientov enaka nic, torej

A2 41, AN —22-1, A24+22-1
pr+2u—-1, pP4+1, p?-2u—1/=0. (5)
2-2w—1, 24201, |

vevw e

Vsak trikotnik z racionalnimi stranicami in racionalnimi teZis¢nicami dolo¢a
torej tri racionalna Stevila A, u, v, ki zado3Cajo enacbi (5).

Vzemimo zdaj poljubni racionalni stevili A in p in vstavimo ti vrednosti
v prvi dve enacbi sistema (4). Ti enacbi dolo¢ata razmerje stevil a, b in
¢, in sicer je to razmerje enako razmerju poddeterminant zadnje vrstice
determinante na levi strani enacbe (5). Ker sta A in p racionalna, so tudi
poddeterminante racionalna $tevila in zato obstajajo racionalna stevila a,
b, c, ki zadosCajo prvima dvema enacbama sistema (4). Ce so |a|, |b], |c|
stranice trikotnika, sta v njem teZis¢nici ¢, in ¢, racionalni.

Naj bo dan poljuben trikotnik. Samo na konéno mnogo naéinov lahko
izberemo realna stevila a, b, c tako, da so |a|, |b|, |c| stranice tega trikotnika.
Pri izbranih a, b, ¢ dolo¢a prva enacba sistema (4) dva korena A, druga pa
dva korena p. Zato pripada le konéno mnogo parom (), p) isti trikotnik.
Ker smo v prejSnjem odstavku racionalni Stevili A in g poljubno izbrali,
vidimo, da je nesteto (nepodobnih) trikotnikov z racionalnimi stranicami in

~oevs
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Oglejmo si primer, ko je p = —A, kjer je A # —1. Iz prvih dveh enacb
sistema (4) izratunamo, da je a = b, trikotnik je torej enakokrak. Pri
racionalnem M\ sta teZisénici ¢, in tp, kjer je seveda t, = tp, racionalni.

Denimo zdaj, da racionalna stevila A, p in v zadoS¢ajo enacbi (5).
Potem ima ustrezni homogeni sistem (4) netrivialno resitev, v kateri so a, b,
¢ racionalna stevila. Ker sta namre¢ izpolnjeni tudi prvi dve enacbi sistema
(4), so a, b, ¢, kakor bomo videli, sorazmerni poddeterminantam zadnje
vrstice, te pa so racionalna stevila. Ce so |a|, |b], |c| stranice trikotnika, so
v tem trlkotmku vse tri teziS€nice racionalne.

Kako pridemo do racionalnih resitev diofantske enacbe (5), tu ne bomo
opisovali. Povejmo le, da je Ze Euler nasel enoparametri¢no druZino triko-
tnikov z racionalnimi stranlcaml in racionalnimi teziS¢nicami ([2, str. 188]).
Stranice se izrazajo takole:

a = 6rt +20r% — 18,
b=r"+r%t—6r+26r>+9r+9,
c=r>—rt—6r3—26r>+9r—9.

e

2t, = 2r° — 2013 — 54r,
2ty = 7° 4 3r* 4 26r° — 18r% + 9r + 27,
2. = 1> — 3r* +26r3 + 18r% + 9r — 27.
Ceje parameter r racionalen, so vsa navedena Stevila racionalna. Za stranice

v

in teZis¢nice je treba pravzaprav vzeti absolutne vrednosti teh izrazov. Npr.
pri r = 2 dobimo

a =158, b=131, c = 127, 2t, = 204, 2t, = 255, 2t, = 261.

(Pri » = 0 in 7 = 1 je pripadajoci trikotnik izrojen.)

Pripomba. Ne doloca vsaka re51tev enatbe (5) trikotnika. Zgled:
Racionalna stevila A = — 2, p= ;g, v= 23 zadoscajo tej enacbi. Najmanjsa
resitev sistema (4) z naravnimi stevili je v tem primeru a = 823, b = 134,
¢ = 607. Toda a, b, c niso stranice trikotnika, ker je a = 823 > 741 = b +c.
Seveda pa so stevila t,, t in t, ki jih dobimo iz enacbe (1) in podobnih
enalb za tp in t, racionalna.

2. Ploscino trikotnika s stranicami a, b, ¢ izracunamo po Heronovem

obrazcu
p=1/5(s —a)(s = b)(s —¢), (6)
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kjer pomeni s = “+g+° polovi¢ni obseg. Priracionalnih a, b in ¢ je izraz pod
korenom racionalen, ni pa vselej kvadrat racionalnega Stevila, se pravi, da

b b b
ploi¢ina p ni nujno racionalna in trikotnik ni Heronov.

Odgovora na to vprasanje ne vem. Doslej takega (neizrojenega) trikotnika
Se niso nasli. Pojavili so se celo dokazi, da takih trikotnikov ni, vendar se je
potem izkazalo, da ti dokazi niso bili neopore¢ni. Pa¢ pa ima vsak izrojen
trikotnik z racionalnimi stranicami plos¢ino ni¢ (to je racionalno Stevilo) in

v

v

ma? Dolgo so mislili, da takih trikotnikov ni. Pred nekaj leti pa sta R. H.
Buchholtz in R. L. Rathbun nasla neskon¢no mnoZzico Heronovih trikotnikov
trikotnikov.

Imejmo trikotnik z racionalnimi stranicami a, b, ¢ in dvema racional-
obstajata racionalni §tevili A in u, ki zado3éata prvima dvema enacbama
sistema (4). Ker trikotnik ni izrojen, sta A in p oba razliéna od 0, 1 in —1.
Pa postavimo

u=s—a,v=s—b, w=s—c, ' (7)
atbtc
2

kjer je seveda s = poloviéni obseg in je zato u + v + w = s. Obrazec
(6) lahko sedaj zapiSemo v obliki

- p? = wvw(u 4 v+ w). (8)

Pri vsakem neizrojenem trikotniku so u, v, w pozitivna Stevila, stranice pa
se z njimi izrazajo takole:

a=v+w, b=u+w, c=u-+o. (7%)

Ce vstavimo izraze (7*) v prvi dve enalbi sistema (4) in ju nekoliko
preuredimo, dobimo

A2 —Du+ W+ + (W= Nw=0,
(v* = wu+ (1 = v+ (B + pw =0.
Ti dve enacbi povesta, da so u, v in w sorazmerni dvovrstnim determinantam

AN Al [A2=A02—1] [A2—1,A24)
TR N T M VTl TNV R T TS |

(9)

it )

Ce je k sorazmernostni faktor, se potemtakem u, v in w izrazajo takole:
u=kAp+1)(A+2p—-1),
v= —kp(A=1)2A+p+1), (10)
EA+1)(p-1)A—p—-1).

w

Obzornik mat. fiz. 48 (2001) 4 101



Faktor k je racionalen, ker so u, v, w in A, p racionalna stevila. Iz (10)
izracunamo
ut+v+w=k@Bp—A+p+1).

Pripomba. Vse tri dvovrstne determinante hkrati niso ni¢. Ker sta
namreé A in p oba razli¢na od 0, 1 in —1, bi bile vse tri determinante enake
ni¢ samo tedaj, kadar bi veljale enacbe

A+2u—1=0, 2X+p+1=0, A—p—1=0.

Te tri enacbe pa nimajo skupne resitve.
Kvadrat ploi¢ine p nasega trikotnika lahko po formuli (8) zapiSemo v
obliki p? = k*w?, kjer smo z w zaznamovali stevilo, ki zados¢a enacbi

w? = Ap(A2=1)(u2=1)(A+2u—1) 2A+p+1) (p=A+1) BAu—A+p+1) . (11)

Plos¢ina p = k?w je racionalna natanko tedaj, kadar je w racionalno stevilo.
in tp, obstajata taki racionalni stevili A in p, da je w, ki ga doloca enacba
(11), racionalno stevilo # 0.

Naj bo zdaj (A, 4, w) poljubna racionalna resitev enacbe (11), pri kateri
je w # 0. Vstavimo X in p v obrazce (10), kjer vzamemo za k poljubno
racionalno stevilo # 0. Dobljeni u, v, w so racionalni in zados¢ajo enacbama
(9), stevila a, b, c, ki jih dolotajo (7*), pa ofitno ustrezajo prvima dvema
enatbama sistema (4). V trikotniku z racionalnimi stranicami |al, |b], |c]
sta torej teZis¢nici t, in tp racionalni. Ce so u, v, w pozitivna Stevila
(tedaj so tudi a, b, ¢ pozitivni), ima ta trikotnik plos¢ino p, pri Cemer je
p? = uwvw(u + v + w). Enacba (11) pove, da je p = k?w, torej racionalno
stevilo. Iz obrazcev (10) je razvidno, da so u, v, w gotovo pozitivni, kadar
je0<A<1,0<p<1, A+2u >1in vzamemo sorazmernostni faktor
k> 0.

Vendar u, v in w niso vselej pozitivni. Kako je s trikotnikom v tem
primeru, pove

Pomozni izrek 2. Naj bodo u, v, w taka realna Stevila, da je produkt
uvw(u+v+w) pozitiven. Potem so [v+w|, [utw|, |utwv| stranice trikotnika
s ploscino p, pri cemer je p* = uvw(u + v + w).

Dokaz. Ker je navedeni produkt pozitiven, so bodisi njegovi Stirje
faktorji vsi pozitivni, bodisi vsi negativni, ali pa sta dva pozitivna in dva
negativna. V prvem primeruso v +w = a, u+w = b, u + v = c stranice
trikotnika s plos¢ino p, v drugem primeru pa so navedene vsote z nasprotnim
znakom stranice trikotnika s plos¢ino p.

Naj bosta zdaj dva faktorja pozitivna in dva negativna. Oglejmo si
primer, ko je v < 0 in w < 0, toda v > 0 in u + v + w > 0. Postavimo
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v+w = —a, kjer je a > 0. Iz neenakosti u+v+w > 0 izhaja, da je u +v >
>-v>0inu+v>—-w>0 Najbob=u+winc=u-+v. Potem je
s=“—’%=u>0,s—-a=u+v—l—w>0,s—b=—w>0ins—c=
= —v > 0. Zato so a, b, c stranice trikotnika, kvadrat njegove plos¢ine p pa
je enak p? = uvw(u + v + w).

Podobno ugotovimo, daso a = v+w, b= —u—w in ¢ = —u — v stranice
trikotnika s ploS¢ino p v primeru, kadar je v > 0, w > 0, toda v < 0 in
u+v+w<0.m

Stevila u, v, w, ki jih dolo€ajo izrazi (10), ustrezajo pogojem pomoznega
izreka, saj je produkt uvw(u + v + w) enak k*w? > 0. Izhajali smo namreé
iz racionalne resitve (), u,w) enacbe (11), pri kateri je w # 0. Zato so |a| =
= |v+w|, |b] = |u+w|, |¢|] = |u+ v| v vsakem primeru stranice trikotnika
s plos€ino p = k“w. Tako smo dokazali

v

Izrek 3. Vsak Heronov trikotnik z dvema racionalnima teZisénicama
doloca racionalno resitev (A, p,w) enacbe (11), pri kateri je w # 0, in
narobe, vsaki taki resitvi enacbe (11) pripada Heronov trikotnik z dvema

vrvw

3. Kako je z racionalnimi resitvami diofantske enacbe (11)? Ce je na desni
kak faktor enak ni¢, je tudi w = 0, se pravi racionalen, toda pripadajoéi
trikotnik je izrojen, ker je njegova ploscina p = k2w = 0.

Enacba (11) pomeni v prostoru, opremljenem s koordinatami A, y, w,
algebrai¢no ploskev. Polinom na desni je enajste stopnje, pri danem p
(oziroma danem \) pa je polinom sedme ali nizje stopnje spremenljivke A
(oziroma p). Zato dolo¢a enacba (11) pri danem racionalnem p v ravnini
s koordinatama A in w v splosnem hipereliptiéno krivuljo z racionalnimi
koeficienti. Faltingsov izrek pravi, da je na hiperelipti¢ni krivulji kve&jemu
konéno mnogo racionalnih to¢k?!.

Ali pridemo do elipti¢ne krivulje, e vzamemo, da sta A in p na primeren:
nacin linearno povezana? Ponavadi ne. Véasih sicer dobimo elipticno
krivuljo, toda Zal tako, na kateri ni nobene racionalne tocke ali pa so samo
trivialne, ki dolocajo izrojene trikotnike.

PoskuSajmo zdaj priti do racionalnih resitev enacbe (11) po tejle poti:
‘Denimo, da sta racionalni stevili A in g med seboj povezani takole:

p(N=1)A+2u—-1) =22 - 1)@A+p +1). (12)
Desna stran enacbe (11) je v tem primeru enaka

Mp? =12 +p+ 12— A+ 1)BAu—A+p+1).

! Bralec lahko o tej snovi najde obilo informacij v knjigi I. Vidava Elipticne krivulje
in eliptiéne funkcije. (Op. urednika)
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Ta izraz je kvadrat racionalnega stevila, e je produkt zadnjih dveh faktor-
jev, namre¢ produkt (p — A + 1)(3\x — A + p + 1), kvadrat racionalnega
tevila. Na prvi pogled se zdi malo verjetno, da bi bilo to res.

Enakost (12) se da zapisati v obliki

A+ p) O = Xp+Ap+2p—2X—1)=0.
Imamo torej dve moznosti: ali je A+ p = 0 ali pa
M2 =Np+Ap+2u—22-1=0. (13)

V prvem primeru, ko je 4 = —A\, se produkt faktorjev 4 — A+ 1 in
3Ap—A+p+1 glasi (1 —2X)(1—2X —3A?). Ker mora biti kvadrat, je treba
poiskati racionalne resitve enacbe

72 = (1-20)(1 — 2x — 3)%). (14)

Sedem racionalnih tock na tej krivulji takoj uganemo

) (01),(0,-1),(=1,0), (5,00, (5,0), (1,2), (1, -2).

Vse doloéajo izrojene trikotnike.
V prvem razdelku smo ugotovili, da je trikotnik enakokrak, kadar je

v

voev

(14) kaksna netrivialna racionalna tocka.
Oglejmo si e drugo moznost, da sta A in p povezana z enacbo (13). S
preprostim raunom ugotovimo, da velja za taka A in p identiteta

(B=A+1D)B\p—A+pu+1)=2+X1—p)?.

Imeli smo sreco: Ce sta A in p racionalni resitvi enacbe (13), je produkt na
levi kvadrat racionalnega stevila 2+ A — p in tudi w, ki ga dobimo iz enacbe
(11), je racionalen. Tako smo dokazali:

Izrek 4. Za vsako racionalno resitev (A, p) enacbe (13) je w, ki ga
doloéa enacba (11), racionalno stevilo.

Enacbo (13) sta odkrila R. H. Buchholtz in R. L. Ratbun (glej [1]).

4. Kako je z racionalnimi toé¢kami na krivulji (13)? Ker je enacba tretje
stopnje in so njeni koeficienti cela stevila, pomeni elipti¢no krivuljo v obsegu
Q. (Ni vsaka kubi¢na krivulja elipti¢na. Iz nadaljnjega bo razvidno, da
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(13) je.) Ce poznamo na elipti¢ni krivulji kaksno racionalno tocko, dobimo
pogosto z metodo tangent in sekant naslednje racionalne tocke.

Ena¢ba (13), ki je sicer tretje stopnje, se odlikuje po tem, da je pri
dani vrednosti ene spremenljivke kvadratna enacba za drugo spremenljivko.
Zato pridemo iz znane racionalne tocke do novih takih tock tudi takole:
Naj bo (Ao, to) racionalna tocka na krivulji (13). Vstavimo A = A\ v (13).
Dobljena kvadratna enacba

A0u2—/\(2)u+)\o,u+2u——2/\0—1=0

ima racionalne koeficiente, en njen koren, namrec p = pg, pa je racionalen.
Zato je racionalen tudi drugi koren u = pj;. Tako smo prisli do nove
racionalne tocke (A1, pu1), kjer smo postavili A\; = Ag. Ce zdaj vstavimo
u = pp v enacbo (13), dobimo kvadratno enacbo za A, ki ima spet racionalne
koeficiente in racionalen koren A = A;. Potem je tudi njen drugi koren
A = ), racionalen in smo dobili na krivulji (13) racionalne tocko (A2, p2),
p2 = p1. Ce tako nadaljujemo, pridemo do zaporedja tock

()‘0’/10)) (Alyul)7 ()‘2a/-"2)a

Seveda ni re¢eno, da so vse tocke med seboj razli¢ne, saj bi se lahko zgodilo,
da po nekaj korakih ne dobimo veé nove tocke, temvec kaksno prejsnjo. Zato
nismo $e gotovi, da je na krivulji (13) neskonéno racionalnih tock.

Zgled. Ce izhajamo iz racionalne tocke \g = —%, o = 0, dobimo po
opisani poti zaporedje
1 16 5 37 285 37
CWDE (—5,0),( 2 2) (5 2)( , 40)( %,—;ﬁ),---

Tocki (—— 0) pripada izrojeni trikotnik. Druga in tretja toc¢ka pa dolocata
trikotmka

(-%g) ca=51, b=T3, c=26, 2, =97, 2t,=35 p=420
16 5
(?, -2-) . a =626, b=875, c =201, 2t, = 1144, 2t, = 433, p = 55440.

Sorazmernostni faktor k smo izbrali v formulah (10) tako, da so a, b, c cela
tuja si stevila.

Krivulja, ki jo dolo¢a enalba (13) v ravnini s koordinatama A in p,
ima tri asimptote: prva asimptota je abscisna os, druga ordinatna os,
tretja pa premica z enacbo p = A — 1. To pomeni, da ima krivulja
na pripadajoé¢i projektivni ravnini tri realne tocke v neskonénosti, namre¢
presecis¢a navedenih asimptot s premico v neskoncnosti. Ker so koeficienti
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(»)

(X0, ro)

‘ ! v
Slika 2. Krivulja z enacbo Ap? — A2p+ Ap+ 24 — 22 — 1 = 0. Asimptote so tri: abscisna
os, ordinatna os in premica z ena¢bo p = A — 1.

v enacbah teh asimptot racionalni (te enacbe se glasijo u = 0, A = 0 in
A — p = 1), so preseéii€a s premico v neskonénosti racionalne tocke. Zgoraj
opisana metoda je zato v bistvu metoda sekant: Zacetno tocko (Ag, o)
zvezemo najprej z drugo tolko v neskonénosti. To napravimo tako, da
potegnemo skozi tocko (Mg, o) vzporednico z ordinatno osjo, ki ima enacbo
A = Xo. Ker je krivulja (13) kubi¢na, jo see vzporednica trikrat, tretjic v
tocki (A1, p1), kjer je Ay = Ag (slika 2). (Prvo presecisée je tocka (Ao, o),
drugo tocka v neskonénosti.) Nato zveZemo dobljeno tocko (A1, 1) s prvo
tocko v neskonénosti, ta zveznica je vzporednica z abscisno osjo, njena
enacba je u = py. Tako pridemo do tocke (A2, p2), kjer je pa2 = u1, itd.
Krivulja (13) je kubi¢na, toda njena enacba ni v obi¢ajni normalni obliki

vy} =Az3+ Bz +Cz+D.

V to obliko prevedemo enacbo (13) z uvedbo novih koordinat z in y, ki se
s prejinjima A in p izraZata takole:

8+4(\— 12(A
Ly 8O- 1204s) -
p—A+1 p—=A+1
Od tod izra¢unamo, da je
_z+y-—38 _8—z+y

2w+8 ' M7 Toz+s (15+)

106 Obzornik mat. fiz. 48 (2001) 4



V novih koordinatah se enacba (13) glasi:
y? =2 +52% — 32z, (16)

Polinom na desni z3 + 5z? — 32z ima za koeficiente cela stevila, Eelni
koeficient pri 3 je 1, nicle tega polinoma pa so med seboj razlicne. Zato
je (16) elipti¢na krivulja z enacbo v normalni obliki. Vsaki racionalni
tocki (A, p) na krivulji (13) priredita formuli (15) racionalno tocko (z,y)
na krivulji (16), formuli (15*) pa racionalni tocki (z,y) na (16) racionalno
tocko (A, p) na (13).

Ali lezi na krivulji (16) neskonéno racionalnih tock? Odgovor na to
vprasSanje daje naslednji izrek, ki je posledica Nagell-Lutzovega izreka iz
aritmeticne teorije elipti¢nih krivulj ([3, str. 56]):

Izrek 5 (Nageil-Lutz). Naj bo eliptiéna krivulja podana z enaébo
v? =3 + az’ + bz +c, 17

kjer so koeficienti a, b, ¢ cela Stevila. Ce je na njej samo konéno mnogo
racionalnih tock, so koordinate vseh racionalnih tock cela stevila.

Kakor hitro torej najdemo na elipti¢ni krivulji (17) racionalno tocko
(z,y), pri kateri je npr. & pravi ulomek (ni celo stevilo), je na njej neskonéno
racionalnih tock.

Enacba krivulje (16) ima obliko (17), koeficienti so v njej cela stevila.

Tocki s koordinatama A = 18y = —37 na krivulji (13 priredita formuli
5 40

15) racionalno tocko z = —1%8 4 = 1092 ;5 krivulji (16). Ker koordinati
25 125

z in y nista celi Stevili, sklepamo iz navedenega izreka, da je na krivulji (16)
neskoné¢no racionalnih tock. Isto potem velja za krivuljo (13).

Vsaka racionalna tocka (A, 1) na (13) doloca racionalno resitev (A, u, w)
enacbe (11). Izrek 1 pove, da pripada tej resitvi (), u,w) Heronov trikotnik
kadar je kak faktor v produktu na desni strani enacbe (11) enak ni¢. Ker
morata A in p ustrezati tudi enacbi (13), se brz prepri¢amo, da to nastopi
le tedaj, kadar je ena od neznank A in p enaka 0, 1 ali —1. Takih tock pa
je na krivulji (13) samo konéno mnogo.

Lahko se zgodi, da ve¢ racionalnih resitev enacbe (13) dologa v bistvu
isti trikotnik. (To je na primer res za resitvi (A, ) in (X, '), kjer je X' = —p,
p#' = —X.) Toda v drugem razdelku smo ugotovili, da le konéno mnogo
parom (A, u) pripada isti trikotnik. Zato velja ([1]):

Izrek 6. Mnozica racionalnih tock na krivulji (13) je neskonéna. Tej
mnoZici pripada neskonéna mnoZica (nepodobnih) Heronovih trikotnikov z

[
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vervy

moramo najti taki racionalni Stevili A in y, da je w, ki ga doloca enacba
(11), racionalen in razli¢en od ni¢ ter da ima enacba (5) pri teh A in p
racionalen koren v. Enacba (5) je za v kvadratna, njeni koeficienti so pri
racionalnih X in p racionalni. Racionalen koren premore natanko tedaj,
kadar je njena diskriminanta D kvadrat racionalnega Stevila. Racun pokaze,
da je diskriminanta D polinom Seste stopnje Q(A, ) spremenljivk A in p
z racionalnimi koeficienti. Zaznamujmo polinom enajste stopnje, ki je na
desni strani enaébe (11), na kratko s P(A,u). Heronov trikotnik z vsemi
racionalnimi tezisénicami bi dobili, &e bi nasli racionalna stevila A, u, w, ¢,
ki zadosCajo enaCbama

W =P\ p), =Q\n)

in je pri tem w # 0. Ali obstaja taka resitev teh dveh enacb, ni znano.
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PELTIEROVO HLAJENJE: KLASICNA IN MODERNA
OBLIKA

BOSTJAN JUG, ZVONKO TRONTELJ

PACS 74.50.4+r

Klasi¢ni Peltierovi hladilniki so Ze dalj ¢asa znana in uporabljana oblika mini hla-
dilnikov. V é&lanku so opisane teoreti¢ne osnove njihovega delovanja, njihove poglavitne
prakti¢ne lastnosti in omejitve. Klasi¢nim, polprevodniskim Peltierovim hladilnikom, se
je v zadnjem Easu pridruzila nizkotemperaturna superprevodna izvedba hladilnikov, ka-
tere poglavitne lastnosti so opisane v drugem delu ¢lanka.

PELTIER REFRIGERATION: A CLASSICAL AND A MODERN WAY

Classical Peltier refrigerators are relatively widely used in several applications. In
the paper the theoretical background, some practical aspects and limitations of semicon-
ductive Peltier refrigerators are given. Recently the low temperature superconductive
version of Peltier refrigerators was developed. Main characteristics of these refrigerators
are described in the second part of the paper.

1. Uvod

Peltierov pojav je termoelektriéni krizni transportni pojav. Ce pri
direktnih transportnih pojavih neravnovesje v sistemu poZene en sam tok
(npr. VT poZene toplotni tok), so krizni transportni pojavi kombinacija vsaj
dveh direktnih. Termoelektricni pojavi so kombinacija elektri¢nega toka
zaradi elektricnega polja in toplotnega toka zaradi gradienta temperature.
Vsak krizni transportni pojav ima inverzni transportni pojav.

Prvega iz skupine termoelektri¢nih transportnih pojavov je leta 1821
odkril nemski fizik Thomas Seebeck: po elektricnem krogu, sestavljenem
iz zic iz razlicnih kovin, katerih stiki so bili na razli¢nih temperaturah, je
tekel elektricni tok brez prikljuCene zunanje napetosti. Sprememba smeri
toplotnega toka je obrnila tudi smer elektricnega toka. Trinajst let kasneje je
Francoz Jean Charles Peltier poskus obrnil: z zunanjo napetostjo je poganjal
tok po opisanem elektricnem krogu in s tem stika vzdrZeval pri razliénih
temperaturah, eden je bil toplejsi, drugi pa hladnejsi od okolice. Zamenjava
predznaka prikljucene napetosti je poleg smeri elektri¢nega toka obrnila tudi
smer toplotnega toka. Nabiti delci v elektricnem polju potujejo v smer, ki
jo narekuje le-to. S seboj prenasajo tudi energijo. V elektri¢nem tokokrogu,
ki je v celoti izdelan iz enega materiala, prenosa energije ne opazimo, saj
so v vsaki tocki tokokroga pritekli in odtekli energijski tokovi v ravnovesju.
Drugace je v tokokrogu iz dveh razliénih materialov. Tok nosilcev naboja, ki
v razliénih materialih omogoéa enak elektri¢ni tok, prenasa v teh materialih
razlicno energijo. Posledica je kopiCenje energije (gretje) na enem stiku in
primanjkljaj energije (hlajenje) na drugem stiku dveh materialov.
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Medtem ko izkoris¢amo Seebeckov pojav praktiéno od odkritja dalje
na nespremenjen naéin za merjenje temperaturnih razlik (termocleni) in na
satelitih kot dopolnilo fotoelektri¢nih generatorjev, je Peltierov pojav po-
stal zanimivejsi z razmahom polprevodnikov. Ti so omogocili gradnjo hla-
dilnikov, ki so sposobni &rpati uporabno velike toplotne moci. Poleg hla-
dilnih moéi je za ekonomsko upravicenost hladilnikov pomembna njihova
ucinkovitost. Ta je iz prakti¢nih razlogov definirana kot obratna vrednost
izkoristka. Pri hladilnikih je izkoristek definiran kot razmerje vloZene elek-
tri¢ne moéi in moéi, preérpane s hladne strani (Pe/ P, = (P — Py)/Pr), kjer
indeksa t in h oznacujeta toplo in hladno stran hladilnika). Lahko je torej
veéji od ena. Njegova obratna vrednost, u€inkovitost ¢ pa je vedno med 0
in 1. Uéinkovitost hladilnikov je torej podobna izkoristku toplotnih strojev.
Povisanje sicer relativno nizke u¢inkovitosti Peltierovih hladilnikov so do-
segli z optimizacijo snovnih lastnosti polprevodnikov. Zal je pri tem ostala
uéinkovitost Peltierovih hladilnikov prenizka za SirSo komercialno uporabo.
Njihova poglavitna prednost ostaja enostavna konstrukcija brez vsakrsnih
gibljivih delov, ki zagotavlja delovanje brez vibracij, zanesljivost in cene-
nost. To pa so lastnosti, ki Peltierovim hladilnikom zagotavljajo uporabo v
razlicnih aplikacijah, tudi tistih v vesolju.

Vse $irSa uporaba klasi¢nih Peltierovih hladilnikov je spodbudila zani-
manje pomembnejsih vesoljskih agencij za nov tip Peltierovega hladilnika, ki
temelji na stiku normalne kovine, izolatorja in superprevodnika (stik NIS).
Ta hladilnik ni niti po hladilnih moéeh niti po temperaturnem obmocju de-
lovanja konkurent klasiénemu Peltierovemu hladilniku. Ker pa ohranja vse
njegove dobre lastnosti, postaja pomembno dopolnilo klasi¢nim, v vesolju
uporabljanim hladilnikom v temperaturnem obmocju nekaj 100 mK pri ne-
kaj desetinkah nW hladilne mo¢i.

2. Seebeckov in Peltierov pojav

Slika 1 prikazuje shemo sistema a b
za Studij Seebeckovega in Peltiero-
vega pojava [1]. B B

Stika ¢ in d vodnikov A in B
sta pri razliénih stalnih temperatu-  d ¢
rah T} in Ty. Napriklju¢kihainbiz- T,
merimo napetost AU = Up,—U,. Se-
ebeckov koeficient je definiran kot: A

Slika 1. Elektri¢ni krog, sestavljen iz dveh
AU 1) razliénih materialov (A in B), katerih stika

SaB = AI%IEO AT’ sta pri razliénih temperaturah (7} in 7).
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Tako definiran Seebeckov koeficient je relativna koliCina, saj se nanaSa na
par razlicnih materialov. Seebeckov koeficient je temperaturno odvisen.
Ker pa so obravnavane temperaturne razlike (nekaj K) bistveno manjse
od absolutne temperature (200 — 300K), to odvisnost lahko zanemarimo.
Ugodno je definirati absolutni Seebeckov koeficient:

E=8VI =  -VU=SVT, (2)

pri Cemer je E jakost elektri¢nega polja v snovi, VT pa gradient temperature
v isti snovi. S, absolutni Seebeckov koeficient, je torej tenzorska koli¢ina. V
resnici je enacba (2) nekoliko nenatan¢na, saj zanemarja kontaktno nape-
tost, ki je posledica izravnave kemijskih potencialov na stiku kovin. Ker pa
je kemijski potencial funkcija stanja, se po integriranju po celem tokokrogu
njegovi prispevki odstejejo. Zacetna napacna predpostavka se po integraciji
tako iznici. Zvezo med relativnim in absolutnim Seebeckovim koeficientom
dobimo najlaZe, ¢e enacbo (2) prepiSemo ob predpostavki, da sta vodnika
A in B kubiéno simetri¢na:

dU = —-SdT. (3)
Za, razliko napetosti, ki jo izmerimo med to¢kama a in b velja:

b c d b c d
=/ dU+/ dU+/ dU=—/ SBdT—/ SAdT—/ SpdT =
c d a c d a (4)

T Ts T
—_ / SpdT — / SadT = / (Sp — Sa)dT .
T Ty T

Ce zadnjo enacbo primerjamo z enatbo (1), dobimo enostavno povezavo
relativnega Seebeckovega koeficienta z absolutnimi:

Sap=5Sp—S4. (5)

Za opazovanje Peltierovega pojava v krogu s slike 1 med tocki a in b
prikljuéimo napetost U, ki pozene elektricni tok z gostoto jg. Ker se zacne
eden od stikov vodnikov hladiti, drugi pa segrevati, tece poleg elektricnega
tudi toplotni, Peltierov, tok (jp). Zveza med obema tokovoma je naslednja:

jp =Il4BjE . (6)

Relativni Peltierov koeficient II4p je z absolutnimi v podobni zvezi kot

Seebeckov koeficient:
Hap=1lp—14. (7)
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Seebeckov in Peltierov pojav sta inverzna krizna transportna pojava.
Z upostevanjem Onsagerjeve teorije o kriznih transportnih pojavih dobimo
zvezo med Seebeckovim in Peltierovim koeficientom, tako imenovano Kelvi-
novo relacijo [2]:

I=TS. - (8)

Razumljivo je, da se ob Peltierovem pojavu vedno splaca Studirati tudi
Seebeckov pojav in obratno. Iz enalb (6) in (8) je razvidna analogija
Peltierovega s klasi¢nimi hladilniki. Zaradi o¢itne temperaturne odvisnosti
Peltierovega koeficienta je toplotni tok skozi toplejsi stik vecji od toplotnega
toka skozi hladnejsi stik. Razliko med tokovoma doda v casovni enoti
zapravljeno elektri¢no delo.

3. Peltierovo hlajenje

Peltierov hladilnik je naprava, ki izkoris¢a Peltierov pojav za hlajenje.
En stik dveh razliénih prevodnikov je povezan z objektom, ki ga Zelimo hla-
diti, drugi pa je zunaj hlajenega sistema in precrpano toploto na ¢asovno
enoto (moc) oddaja v okolico (slika 2). Poleg ustrezne smeri elektricnega
toka je najpomembnejsa izbira materialov za vodnike. Ker sta predznaka
Seebeckovega in Peltierovega koeficienta odvisna od predznaka nosilcev na-
boja, je iz enacbe (7) razvidno, da je zelo ugodno, Ce sta predznaka nosilcev
naboja v razli¢nih vejah tokokroga nasprotna — razlicno dopirana polpre-
vodnika sta torej idealna izbira. Seveda Sele kvantitativna obravnava Pel-
tierovega hladilnika pokaze, kako naj bo le-ta zgrajen, da bo njegov ucinek
optimalen.

3.1. Termodinamski opis Peltierovega hladilnika

Na sliki 2 sta navpi¢ni veji elek- I

tricnega kroga oznaCeni s p in n. V X=
veji p so nosilci naboja pozitivno pred-

znaleni (vrzeli), v veji n pa negativno L
(elektroni). Tako je doseZeno, da ele- n | |L,

ktriéni tok vedno prispeva k toplo- X
tnemu toku v smeri od zgoraj navzdol,

to je od niZje temperature (Tv) k vigji =
(Ty) oziroma v smeri, nasprotni to-
plotnemu toku zaradi prevajanja to-
plote po polprevodnikih p in n. No-
silci naboja, ki prenaSajo tudi ener-
gijo, namrec v obeh vejah potujejo s
hladnejSe na toplejSo stran. Dolzina vodnika p je Ly, njegov precni presek
pa Ap, dolZina vodnika n je Ly, njegov precni presek pa A,. Koordinato

T +

v

Slika 2. Shema Peltierovega hladilnika
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Stejem od & = 0 na hladnem stiku navzdol. A, in A, sta toplotni prevodnosti,
pp in pn, pa specificni elektri¢ni upornosti p in n dopiranih polprevodniskih
vej Peltierovega hladilnega elementa.

Toplotni tok, prenesen s hladnega proti vrocemu stiku, je v vejah p in
n [3]: 5

V obeh polprevodnikih se zaradi elektri¢nega toka spros¢a Joulova toplota,
ki se, ¢e zanemarimo izgube v okolico, prevaja po vodnikih. Na asovno
enoto in na enoto dolZine tokovodnika se sprosti sledeca koli¢ina Joulove to-
plote, ki ji je dodan Se prirastek toplotnega toka, ta je posledica elektriénega
dela, porabljenega za Peltierov pojav:

Pon = iSp,nI o )‘p,nAp,n

dPpn I 2pp n T T aT
—BR R4 I— =) ,LA + —.
dz Apn Spinl 2 Spinl dz (10)

dz P 92

Enacbo (10) integriramo in upoStevamo vrednost odvoda dT'/dz pri z =
= Lp /2. Dobimo:

dT I 2Pp,n("3 - %—E) ApnApn(Tv —Tn)
A17,11.14p,na - = Ap,n + Lp,n . (11)

Enacbi (9), zapisani pri z = 0 in T = T (hladni stik), sta sedaj taksni:

ppnLpn _ ApnApn(Ty — Tn)

2Ap’n Lp)n

Ppn =8, ITy — (12)

Hladilna mo¢, to je neto moc, ki se prenasa od hladnega k toplemu stiku,
je vsota moci, ki se prenasata po obeh polprevodniskih vejah Peltierovega
hladilnika:

I2
P, = Pp + P, = (Sp = Sn)ITN = K(TV TN) . _R . (13)

Pri tem je K = 5%’:;3 + A’iAE, elektri¢na upornost pa R = %LPB + %’;&.
n P n

Ce Zelimo izra¢unati u¢inkovitost hladilnika, potrebujemo tudi podatek
o porabljeni elektricni moci. Ta je sestavljena iz moéi, porabljene za Pelti-
erov pojav, in Joulove moéi:

oLy
Pap =S,I(Ty — Tw) + Z

(14)
2pnLn

Pel.n = SnI(TV TN) E A
n
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Celotna porabljena elektricna mol je seveda vsota moci, porabljenih v
posameznih delih elektri¢nega kroga:

Pel. =-Pel.p"f'-Pel.n :I(TV"TN)(SP—SR)+I2R' (15)

Ucinkovitost hladilnika je definirana kot razmerje med precrpano toplo-
tno mo¢jo in porabljeno elektricno mocjo:
Py _ (Sp— Sw) Ty — K(Ty —Tn) — IR
P, (Sp - SN)I(TV — TN) + I’R

6= (16)

3.2. Izdelava Peltierovega hladilnika

Tudi pri izdelavi Peltierovega hladilnika je treba vnaprej vedeti, v
kaksne namene bo hladilnik uporabljan. NajpomembnejSa podatka za
naértovanje priprave sta moc, ki naj bi jo hladilnik ¢rpal, in temperaturna
razlika, ki naj bi jo ustvaril. Ce poznamo $e temperaturno obmodje, v
katerem naj bi hladilnik deloval, lahko izberemo najustreznejSe materiale,
dolo¢imo najprimernejso obliko hladilnika in izracunamo njegove geometrij-
ske lastnosti tako, da bo izdelana naprava &imbolj ustrezala zahtevam [4].

Velikokrat se izkaZe, da hladilnik z lastnostmi, opisanimi z enacbami
(13) in (16), ne bo ustvaril Zelene temperaturne razlike med hladno in toplo
stranjo. V takem primeru je treba skonstruiranemu hladilniku dodati vsaj
Se eno stopnjo, ki bo postavljena tako, da bo s svojo hladno stranjo ohlajala
toplo stran tega hladilnika. TakSen vecstopenjski hladilnik imenujemo tudi
kaskadni hladilnik (slika 3).

2. stopnja

1. stopnja

E Tl,v

Slika 3. Dvostopenjski kaskadni hladilnik

Poleg vseh zahtev, ki veljajo za enostopenjski hladilnik, mora imeti
prva stopnja dovolj veliko hladilno mo¢, da odvaja s hladne na toplo stran
tudi vso moé, ki jo na svojo toplo stran preérpava hladilnik druge stopnje.
Hladilno moé za prvo stopnjo kaskadnega hladilnika zapiSemo tako:

N;I’R

2 .
17
N>I’R an

2

Py =Ny(Sp — Sp)ITh v — NiK(Thy —TiN) —

— Nz(Sp - Sn)ITZ,N + NzK(TZ,V — T2,N) —
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pri ¢emer N; pomeni Stevilo ¢lenov p-n v hladilni bateriji prve stopnje,
N, pa v hladilniku druge stopnje (v nasem primeru je N, = 1). Skozi
obe stopnji hladilnika tece enak elektricni tok, saj sta hladilnika povezana
elektri¢no zaporedno. Za obe stopnji smo predpostavili tudi enaki konstanti
K in R. Iz enacbe (17) je mogoée izraCunati, pri koliksnem Stevilu ¢clenov
bi hladilnik ravno izpolnil zahteve za hlajenje. Glede na Zelene lastnosti
hladilnika seveda to Stevilo ustrezno povecamo.

4. Osnove elektronskega hlajenja

Selekcijo zgolj visokoenergijskih elektronov iz kovine na stiku kovine in
polprevodnika omogoca energijska reza polprevodnika. Ta preprecuje pre-
hod nizkoenergijskih elektronov v polprevodnik. Idejo klasi¢nih Peltierovih
hladilnikov lahko torej razsirimo Se na druge znane materiale z energijsko
rezo — superprevodnike. Energijska reZa je v tem primeru sicer priblizno
tisockrat oZja in tudi Fermijevega nivoja ne moremo premikati z dodatki
dopantov. Kljub temu pa je mogoce s primerno kombinacijo normalnega
prevodnika, izolatorja in superprevodnika (stik NIS) izdelati hladilnik, ki bo
pri temperaturah okolice, niZjih od 1K, ohladil elektrone normalne kovine.

Elektronskih hladilnikov ne opisujemo s termodinamskimi ena¢bami kot
klasiéne Peltierove hladilnike. Mikroskopski opis pojava, ki ga uporabimo,
je v tem primeru upravicen, ker je Seebeckov koeficient superprevodnikov
enak ni¢. V primeru stika NIS bi sicer lahko ponovili ra¢un, podoben ti-
stemu za klasi¢ne Peltierove hladilnike, ker je Seebeckov koeficient normalne
kovine razlicen od ni¢. V primeru stika S‘IS, kjer sta s S‘ in s S oznacena
superprevodnika z razli¢nima Sirinama reZe, pa termodinamskega racuna ne
moremo opraviti, hladilni efekt pa vendarle opazimo. Dodatni argument,
ki govori v prid mikroskopski obravnavi pojava, so dodatni mikroskopski
pojavi, ki mo¢no vplivajo na hladilne lastnosti stika NIS in jih ne moremo
opisati s termodinamskimi enacbami.

Delovanje elektronskega hladilnika lahko enostavno pojasnimo s skicami
energijskih nivojev elektronov na stiku NIS v termi¢nem ravnovesju in ko
je stik prikljuéen na zunanjo napetost U (slika 4) [5]. Zaradi energijske reze
superprevodnika lahko tunelirajo iz normalne kovine skozi izolator le viso-
koenergijski elektroni iz repa Fermi-Diracove porazdelitve. Brez zunanje na-
petosti se tokova v superprevodnik in iz njega takoj izenacita, vzpostavi se
termiéno ravnovesje. Ce pa z zunanjo uravnalno napetostjo U premaknemo
energijske nivoje v normalni kovini ali v superprevodniku tako, da je Fer-
mijev nivo normalne kovine poravnan z gornjim robom energijske reze su-
perprevodnika (A), bo tuneliranje omogoceno vsem elektronom iz normalne
kovine z energijami, visjimi od Fermijeve energije. Ce bomo poskrbeli, da
bodo elektrone, ki so presli v superprevodnik, v normalni kovini nadome-
stili taki z niZjimi energijami, bo rep Fermi-Diracove porazdelitve postajal
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normalna kovina , g superprevodnik normalna kovina , g superprevodnik

U=0 U
=¥

Slika 4. Shema energijskih nivojev stika NIS v termi¢nem ravnovesju (levo) in ko je
med normalno kovino in superprevodnik prikljucena napetost U (desno). Na levi sliki sta
tokova v superprevodnik in iz njega enaka in se odstejeta, neto elektri¢ni tok je enak nic.
Napetost na desni sliki omogoéi relativni premik energijskih nivojev tako, da je mogoce
tuneliranje elektronov iz normalne kovine v superprevodnik. Elektricni in toplotni tok v
superprevodnik sta ve&ja kot tista iz njega, omogoceno je hlajenje elektronskega plina.

Eedalje krajsi, porazdelitev vse bolj stopnicasta, z drugimi besedami, tem-
peratura elektronov se bo nizala.

Opisani pojav je mogo¢ zato, ker so pri nizkih temperaturah elektroni in
mreZna nihanja zelo sibko sklopljeni. Mo¢, ki se prenasa med omenjenima
sistemoma, je linearno odvisna od volumna kovine V/, bistveno mocneje
pa od temperature elektronov T, in fononov (mreznih nihanj) Ty: P =
QV (T2 —T}) [6]. Sorazmernostni koeficient {2 je materialna konstanta reda
velikosti nekaj nWm3K~°. Ker nastopajo zelo nizke temperature v petih
potencah, je moé¢ sklapljanja elektronov in mreznih nihanj zanemarljivo
nizka.

superprevodni normalna superprevodna
kontakt kovina elektroda
izolator
-+
U

Slika 5. Shema elektronskega hladilnika

Shema elektronskega hladilnika je prikazana na sliki 5. Na njej je poleg
stika NIS razviden tudi superprevodni kontakt, ki skrbi za to, da je elektricni
tokokrog pravilno sklenjen. Skozi stik normalne kovine in superprevodnika
(NS stik) prehajajo iz superprevodnika Cooperjevi pari, ki se v normalni
kovini obnasajo kot obi¢ajni elektroni s povprecno Fermijevo energijo. Tak
prehod poteka nemoteno, prehod visokoenergijskih elektronov pa je mo¢no
oviran. Odboj Andreeva [7], kot se pojav imenuje, torej omogoca elektricni
tok skozi tak stik, preprecuje pa toplotni tok.
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V praksi se stik NS ne obnasa kot idealni elektri¢ni prevodnik in hkrati
kot idealni toplotni izolator. Bilanco stika kvari predvsem tok pod energij-
sko rezo superprevodnika. Zato se stik NS obic¢ajno nadomesti z dodatnim
stikom NIS, ki mora biti z zunanjo napetostjo uravnan tako, da sta porav-
nana Fermijev nivo normalne kovine in spodnji rob energijske reze super-
prevodnika. Taksen SINIS hladilnik ima dvakrat vecjo hladilno moc¢ od hla-
dilnika s slike 5 pa e zniZevanja hladilne moci zaradi neidealnega NS stika
se ni bati.

4.1. Elektriéni tok in hladilna moé¢ stika NIS

Poglavitna lastnost vsakega hladilnika je njegova hladilna mo¢: mo¢, ki
jo hladilnik ¢rpa s svoje hladne na svojo toplo stran. Pri NIS hladilniku je
ta moc¢ tesno povezana s tunelskim elektriénim tokom skozi stik NIS.

Na sliki 4 vidimo, da bomo hladili elektrone normalne kovine, ¢e bodo
elektroni iz repa Fermi-Diracove porazdelitve tunelirali skozi potencialno
oviro (izolator) v superprevodno elektrodo. Elektri¢ni tok bo torej soraz-
meren Stevilu elektronov v normalni kovini in $tevilu prostih mest nad rezo
v superprevodniku, sorazmernostni faktor pa bo verjetnost za tuneliranje.
Ker nas zanima neto elektriéni tok, je treba na podoben naéin upostevati
elektriéni tok iz superprevodnika v normalno kovino in prispevka odsteti.
Tako pridemo do izraza:

1= [ Pon(B - l)gs(B)f(E~eU) - (BYE.  (18)

Z gn in gs sta oznafeni gostoti stanj v normalni kovini in v superprevo-
dniku, s f(F) je oznalena Fermi-Diracova zasedenost stanj, s P pa verje-
tnost za tuneliranje elektrona skozi izolator. Zaradi nizkih temperatur, pri
katerih deluje takSen hladilnik, lahko gornji izraz poenostavimo, ée predpo-
stavimo, da so vsa elektronska stanja nad rezo superprevodnika nezasedena
(f(E) = 0). Nizke temperature tu pomenijo temperature, ki so precej pod
temperaturo prehoda v superprevodno stanje. Pri v te namene najpogosteje
uporabljanem aluminijevem filmu, na primer, je prehod pri 1.4 K. Ker se
vse zanimivo dogajanje vrti v blizini Fermijeve energije (spet zaradi nizkih
temperatur; kT < EF), lahko predpostavimo e to, da sta gostoti stanj
v normalni kovini in v superprevodniku, ko je ta v nesuperprevodnem sta-
nju, konstantni. Podobno je glede verjetnosti za tuneliranje. Faktor, ki ga
k gostoti stanj nesuperprevodnega materiala doda teorija BCS ob prehodu
v superprevodno stanje (ﬁ, ko za niclo energije izberemo Fermijevo
energijo, kar naj velja v vseh nadaljnjih ra¢unih), je zaradi izrazite energij-
ske odvisnosti seveda treba integrirati. Ko upostevamo se Ohmov zakon in
uvedemo upornost tunelskega stika Ry = 1/ePNyNyg, pri ¢emer je Nyg
gostota stanj superprevodnika, ko je ta v nesuperprevodnem stanju, dobimo
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prakti¢no uporabnejsi izraz:

1 oo E

I= /A T (B~ eU)dE (19)

Popolnoma enak razmislek in zelo podoben ra¢un moramo narediti pri
izraéunu hladilne moé¢i hladilnika. Kot dodaten faktor je treba upostevati
Se razliko med energijo, ki jo vsak tunelirajoci elektron prenese iz normalne
kovine v superprevodnik F, in energijo eU, ki jo v normalno kovino pri-
nese nov elektron iz superprevodnega kontakta (enacba (20)). Rezultati
izraéunov, opravljenih pri razli¢nih temperaturah stika NIS, so prikazani na
sliki 6. B

1 oo

0.30

0.20

0.10|

0.00

—0.10

0.00 0.40 eU/A 0.80 1.20

Slika 6. Brezdimenzijska mo& v odvisnosti od brezdimenzijske napetosti na stiku NIS
za razli¢ne temperature stika; od spodaj navzgor: T'/T¢ = 0.05,0.1,0.3,0.5. Rezultati
poenostavljenega izra¢una odvisnosti, zapisane v enacbi (20), so predstavljeni s polno &rto.
S értkano krivuljo je prikazana natanéneje izraCunana hladilna mo¢ pri temperaturi stika
T/T¢ = 0.3. Pri dovolj velikih napetostih lahko iz normalne kovine tunelirajo elektroni z
energijami, niZjimi od eU (slika 4), ki jih nadomestijo elektroni z energijami, v povprecju
enakimi eU. Posledica so negativne hladilne mo¢i oziroma gretje kovinske elektrode.

Tako elektricni tok kot hladilna moé imata pri vi§jih temperaturah
nenicelne vrednosti tudi, ko na stiku ni nobene uravnalne napetosti. To
je seveda nemogoce, saj je v termi¢nem ravnovesju tunelski tok v obe smeri
enak — neto elektriéni in toplotni tok sta nié. Napaka je posledica predpo-
stavke, da so vsa mesta nad reZo superprevodnika prazna. To je res le pri
nizkih temperaturah. Pri visjih pa je tam toliko vzbujenih elektronov, da
postane prispevek elektri¢nega ali toplotnega toka k celotnemu toku nezane-
marljiv. Enacbi (19) in (20) postaneta nekoliko bolj zapleteni, integriranje
nekoliko dolgotrajnejse, rezultat (¢rtkana krivulja na sliki 6) pa je pravilen.
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5. Podobnosti

Kljub neprimerljivim temperaturnim obmoc¢jem delovanja in neprimer-
ljivim hladilnim moéem klasi¢nega Peltierovega hlajenja in elektronskega
hlajenja nam primerjava mehanizmov delovanja pokaze, da sta obe vrsti
hladilnikov v bliZznjem sorodstvu.

V obeh primerih uporabljamo kot enega od dveh razlicnih materia-
lov material z energijsko rezo (polprevodnik oziroma superprevodnik). Ta
omogodi selektivno ¢rpanje zgolj visokoenergijskih elektronov iz drugega ma-
teriala v tokokrogu.

Hladilne lastnosti obeh vrst hladilnikov optimiziramo s premikom Fer-
mijevega nivoja v enem materialu glede na drugega: v klasicnem Peltiero-
vem hladilniku dosezemo to z dopiranjem polprevodnikov, v elektronskem
hladilniku pa z izolatorsko plastjo in z zunanjo napetostjo.

In koné¢no, tokokroga v obeh primerih sklenemo simetriéno, tako da
elektri¢ni tok na eni strani priteka v hladilnik, na drugi pa odteka iz njega,
medtem ko toplotni tok odteka na obeh straneh vezja [8].

6. Zakljucek

Iz izra¢unanih brezdimenzijskih podatkov zlahka ocenimo elektri¢ne to-
kove in hladilne moci elektronskih hladilnikov. Elektriéni tokovi jakosti ne-
kaj 10 nA in hladilne moci nekaj desetink nW so tako nizki, da jasno kazejo
na uporabo v res specifi¢nih primerih. Vendar je znizanje temperature ele-
ktronov v kovinskem listi¢u z volumnom nekaj sto pm3 za nekaj sto mK v
temperaturnem obmodcju pod 1 K za bolometerske lastnosti tega listi¢a tako
blagodejno, da so elektronski hladilniki zelo perspektivna oblika tako ime-
novanih nanohladilnikov kljub relativno zapleteni izdelavi. Naj omenimo,
da je hlajenje elektronov zgolj prvi korak. Kljub $ibki sklopitvi elektronov
in mreZznih nihanj [6] je vendarle treba ¢imbolj ohladiti tudi te, da se za-
res ohladi celoten bolometerski senzor. Ta cilj je mo¢ doseli z optimizacijo
geometrijskih in materialnih konstrukcijskih lastnosti hladilnika [9].

Klasiéni Peltierovi hladilniki s hladilnimi moémi od nekaj desetink W
do nekaj W pri elektriénih tokovih nekaj A so relativno razsirjeni tudi v
vsakdanjem Zivljenju, Ceprav je ucinkovitost, ki znasa nekaj odstotkov, pre-
majhna, da bi bili resen konkurent obi¢ajnim, kompresorskim hladilnikom.

V praksi se seveda tako pri klasi¢nih kot pri elektronskih Peltierovih
hladilnikih pojavlja veliko problemov. Vsem so skupni razli¢ni, tako ime-
novani parazitski viri toplote, ki Ze tako nizke ucinkovitosti Se zniZujejo.
Pri klasiénih Peltierovih hladilnikih je tako najvedjo pozornost treba na-
meniti Ohmski upornosti stikov med polprevodniki in veznimi prevodnimi
ploséicami ter dobri toplotni prevodnosti med posameznimi stopnjami ka-
skadnih hladilnikov. Pri hladilnikih z NIS stiki sta poglavitna vira neZelene
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toplote tvorba Cooperjevih parov oziroma kondenzacijska energija, ki se pri
tem sprosti, in povratno tuneliranje visokoenergijskih elektronov iz super-
prevodnika nazaj v elektrodo iz normalne kovine. Trenutno se zdi, da so ti
glavni problemi Peltierovega hlajenja razumljeni, do dokon¢ne optimizacije
hladilnikov v praksi pa je seveda Se dolga pot.
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NOVE KNIJIGE

Apostolos Doxiadis: Uncle Petros and Goldbach’s Conjecture,
Faber and Faber, London 2000, 211 strani.?

Avtor opisuje Zivljenjsko pot svojega (izmisljenega) strica matematika
Petrosa Papachristosa. Kot matemati¢ni talent je Studiral na eni najboljsih
univerz v ZDA, po krajSem prakti¢nem delu med prvo svetovno vojno se
je posvetil studiju teorije Stevil. Predvsem ga je zanimala 250 let stara
Goldbachova hipoteza, da je vsako sodo Stevilo, vecje od 2, vsota dveh
prastevil. Hipoteza Se sedaj navkljub preprostosti trditve ni dokazana. Po
krajSem uspesnem sodelovanju s Hardyjem in Littlewoodom je postal redni
profesor analize na univerzi v Miinchnu. Goldbachova hipoteza ga je povsem
prevzela, vse svoje talente je posvetil njenemu dokazu. Pomembnih delnih
rezultatov ni objavil, v strahu, da bi ti pomagali komu drugemu do dokaza
hipoteze. Njegova vnema je Ze mejila na obsedenost. V tridesetih letih
je slu€ajno izvedel za rezultate Kurta Godla, ki je dokazal, da obstajajo
v teoriji Stevil pravilne trditve, ki se ne dajo dokazati. Stric Petros se
je pozanimal pri Godlu, ali se za konkretno trditev (npr. Goldbachovo
hipotezo) da ugotoviti, ali je dokazljiva ali ne. Tega Godel ni vedel. Stric

2 Ta knjiga je bila omenjena tudi v &lanku P. Potoénika, objavljenem v Preseku 28
(2000/01), 106-107.
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Petros je za svoj neuspeh, da ni mogel potrditi Goldbachove hipoteze, krivil
domnevo, da je Goldbachova hipoteza pa¢ ena od nedokazljivih trditev
teorije stevil. Pal pa je matematik Alan Turing kmalu dokazal, da se za
nedokazano trditev ne da ugotoviti, ali je dokazljiva ali ne. To je bil Se
zadnji udarec; zaradi obupa nad svojim delom in bliZajoce se druge svetovne
vojne je stric Petros zapustil univerzo v Miinchnu, se preselil v Atene in se
posvetil negovanju vrta in sadovnjaka ter igranju Saha.

Avtor kot necak je v srednji Soli kazal matematicni talent. Stric Petros
mu je rekel, naj poskusi v pocitnicah dokazati Goldbachovo hipotezo, le da
imena ni omenil, tudi ni povedal, da je to stoletja star neresen problem. Ce
ga necak ne bo resil, naj pokoplje misel na §tudij matematike. Necak je Sele
na univerzi spoznal stricevo nenavadno vedenje. Kot diplomirani ekonomist
z nekaj semestri studija matematike je strica, Ze precej ostarelega, skusal
pripraviti do spoznanja, da je prezgodaj obupal. Stric je reagiral tako, da
se je spet zacel ukvarjati z dokazom hipoteze, vendar je pri tem dokonéno
izgubil dusevno zdravje in tudi z izjavo, da je naSel resitev, preminil.

Roman opisuje talentiranega matematika, ki je vse svoje Zivljenje po-
svetil reSevanju enega samega, slavnega problema. Razlog za tak odnos je
ekstremna Petrosova Zivljenjska filozofija: ali reSi§ kaksSen slaven nereSen
problem in si prvi med matematiki, gotovo tudi prejemnik Fieldsove me-
dalje (Ce nisi starejsi od 40 let), ali pa si eden od mnogih, nepomemben,
neuspesnez. Ko se je upanje v resitev podrlo, se je tudi Petros sesul vase.

Knjiga je napisana zanimivo, pozornost bralca vse do konca ne popusti.
Priporo¢am jo v branje za razvedrilo, pa tudi v svarilo.

Anton Suhadolc

VESTI

MAG. MARIJA VENCELJ — OB SESTDESETLETNICI

Nedavno je mag. Marija Vencelj praznovala lep Zivljenjski jubilej, sko-
raj istoéasno pa je tudi koné¢ala predavateljsko kariero na Oddelku za ma-
tematiko in mehaniko, ki ji je posvetila dobrih 37 let svojega Zivljenja.

Rojena je bila 3. januarja 1941 v Kranju, kjer je tudi dobila sre-
dnjesolsko izobrazbo. Na univerzi je bila skupaj s prof. JoZzetom Vrab-
cem prva generacija nepedagoske smeri matematike, ki se je tedaj imeno-
vala tehni¢na matematika. Po diplomi z odliko, za katero je prejela tudi
studentsko PreSernovo nagrado, je bila krajsi ¢as, kot mnogi drugi mate-
matiki, zaposlena na institutu J. Stefan, do izvolitve za asistentko. V ti-
stem ¢asu so tudi v Ljubljano prisli ra¢unalniki, z njimi pa potreba po
rac¢unalniskih znanjih in po numeri¢ni matematiki. Kot skoraj vsi matema-
tiki na Oddelku za matematiko in mehaniko je tudi ona placala davek tej
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novosti, kar se vidi tudi iz bibliografije: trije ¢lanki z omenjenih podrocij in
sodelovanje pri stirih raziskovalnih nalogah.

Pozneje se je ukvarjala z algebro, posebno v Casu strokovnega izpopol-
njevanja v Nancyju; z analizo, s topologijo, posebno v ¢asu magistrskega
studija na zagrebski univerzi; takrat namre¢ v Ljubljani Se ni bilo magistr-
skega $tudija iz matematike. Po odli¢no opravljenem magisteriju leta 1970
se je povsem posvetila vzgoji studentov pedagoske smeri matematike. Po
izvolitvi za predavateljico Elementarne matematike z metodiko leta 1975 je
vodila tudi seminarje za Studente pedagoske smeri, organizirala in vodila
nastope §tudentov v osnovnih in srednjih Solah, poleg tega je predavala ma-
tematiko studentom agronomije, farmacije, montanistike, tekstilne tehnolo-
gije, psihologije in Se katerim.

Poleg solskih dolznosti je pogosto predavala na seminarjih za sre-
dnjesolske profesorje in dijakom v okviru matemati¢nih krozkov. Pedagosko
delo je razvidno tudi iz bibliografije: sodelovala je pri pisanju dveh vi-
sokosolskih uébenikov, sodelovala pri Sestih raziskovalnih nalogah, pisala re-
cenzije srednjesolskih u¢benikov in zbirk nalog, nedavno pa je spisala vzorne
ucbenike za vse tri letnike triletnih poklicnih Sol. Zato moremo uvrstiti
kolegico Vencljevo v nadaljevalko tradicije piscev ucbenikov, od Mocnika,
Hoéevarja, Zupancica do Krizani¢a, LegiSe, da omenim le najpomembnejse.
Kot ena glavnih uditeljev Studentov pedagoSke smeri je pod njenim vod-
stvom izdelalo diplomsko delo ve¢ kot 20 Studentov.

Prav tako intenzivno si je prizadevala za popularizacijo matematike. Ze
od leta 1991 je urednica Preseka, kar ji gotovo jemlje ogromno Casa, daje pa
tudi zadovoljstvo ob opravljanju koristnega dela. Za Obzornik za matema-
tiko in fiziko in za Presek je spisala precej vec kot sto strokovnih prispevkov,
nalog, vprasanj in ugank. Za delo v okviru Drustva matematikov, fizikov in
astronomov je ob petdesetletnici drustva prejela jubilejno nagrado.

Pred nekaj leti se je preselila v napol izdelano stanovanje v okolici Lju-
bljane. Pri dokonéni izdelavi, opremi in urejanju okolice je naSa slavljenka
pokazala Se druge talente, kot se lahko obiskovalec sam preprica: postala je
pravi strokovnjak za urejanje vrta.

Z odhodom v pokoj izredno bogata dejavnost slavljenke ni zamrla.
Se vedno je urednica Preseka in ena od njegovih pomembnejsih avtorjev.
Sprejela je tudi pisanje novih srednjesolskih u¢benikov, na vrtu in v hisi pa
se delo tako nikoli ne konca.

Zelimo ji dobrega zdravja, da bo mogla nadaljevati s plodnim delom se

vrsto let.
Anton Suhadolc
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ANDREJ PERLAH - 450. OBLETNICA NJEGOVE
SMRTI

MARIJAN PROSEN
Math. Subj. Class. (2000): 01A70

Humanist slovenskega rodu Andrej Perlah (Andreas Perlachius Stirus-Stajerski, 17.
11. 1490-11. 6. 1551), rojen v Svelini nad Mariborom, profesor matematike in medicine
na dunajski univerzi, njen rektor ter ugleden zdravnik, je spisal vrsto sestavkov in knjig
astronomske vsebine. Izdajal je astronomske efemeride, almanahe in letopise, v katerih je
tabelari¢no prikazal izratunane lege vesoljskih teles za vsak dan v letu.

ANDREJ PERLAH — THE 450" ANNIVERSARY OF HIS DEATH

The Slovene humanistic intellectual Andrej Perlah (Andreas Perlachius Stirus, 1490
1551) from Sveéina near Maribor, professor of mathematics and medicine at Viennese
university, its rector, and distinguished doctor, wrote a series of articles and books with
astronomical contents, for instance ephemeris, almanachs and chronicles.

Ze pred N. Kopernikom (1473-1543) smo imeli Slovenci vsaj tri astro-
nome?, ki so se bolj ali manj proslavili v kulturnem prostoru tedanje Evrope
[1]. Med njimi je za naSo astronomijo najpomembnejsi A. Perlah. Razpet
med eksaktnimi vedami in medicino se pojavlja kot na$ prvi astronom, ki
nam je zapustil tiskana dela [1], [5].

V Perlahovem ¢&asu je bil e vedno v veljavi poldrugo tisoéletje star
Ptolemejev geocentri¢ni sistem. Na osnovi tega sistema so astronomi lahko
spremljali gibanje Sonca, Lune in planetov, napovedovali Sonceve in Lunine
mrke ter dolocali zemljepisne koordinate (zemljepisno dolzino in §irino) kra-
jev na Zemlji. Za taksno uporabo astronomije sta poskrbela matematika in
astronoma G. Purbach (1423-1461) in njegov ucenec J. Miiller-Regiomon-
tanus (1436-1476), ki sta bila oba profesorja na dunajski univerzi. V la-
tins¢ino sta prevedla in priredila Ptolemejev Almagest, izpopolnila astro-
nomske (kotomerne) instrumente, izdelala raunske metode in tako opre-
mljena opravila Stevilna opazovanja Lune, Sonca, planetov in mrkov. Iz
opazovanj sta ugotovila, da imajo stare astronomske tabele (npr. Alfonzove
iz 13. stol.) napako ve¢ kotnih stopinj. To v praksi npr. pomeni, da v
napovedanem trenutku lezi planet Mars za ,ve¢ Lun’ stran od njegove re-
sni¢ne lege, ali pa, da kak mrk nastopi tudi kaksno uro kasneje, kot je bil
napovedan. Na podlagi opazovanj sta vnesla popravke in izdala nove, na-
tancne tabele, v katerih so bile preraGunane vsakodnevne lege vesoljskih te-
les. Te astronomske tabele sta imenovala efemeride. Izsle so v Niirnbergu
1474 kot prve tiskane astronomske tabele. V njih so bile izraCunane dnevne

! Hermannus de Carinthia (Herman Koroski, 12. stol.), sholasti¢ni filozofski pisec,
prevajalec arabskih in grikih astronomskih del v latin3€ino; Johannes Lezicius (Janez
Lezié, 13. stol.), ljubljanski ,zvezdogled’; Bernard Perger (1440-1502) iz Slovenskih
goric, prof. latini¢ine in matematike (z astronomijo) na dunajski univerzi in tudi
njen rektor.
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lege Sonca, Lune in planetov za obdobje od 1475 do 1506 in seznam mr-
kov za &as od 1475 do 1530 (menda sta jih uporabljala Kolumb in Vasco da
Gama).

Purbach in Regiomontanus sta s svojim delom pomembno vplivala na
dunajsko matemati¢no-astronomsko Solo in tako tudi na Perlaha, ki je
tudi izdajal take efemeride, sprva Se pod pokroviteljstvom svojih uciteljev,
pozneje pa vse bolj samostojno z vedno bolj$imi in prikladnejSimi prikazi
astronomskih podatkov.

7 astronomijo se je Perlah zacel ukvarjati Ze kot Student. Prirejal je
dela starejsih avtorjev. Komaj leto dni po diplomi (1516), ko je dosegel
artisti¢no licenco in zaéel predavati matematiko in astronomijo na dunajski
univerzi, je Perlah ze objavil prve astronomske efemeride. V njih je ¢utiti
vpliv njegovih uéiteljev in predhodnikov. Naslov prvih efemerid je bil Nov:
almanah za leto 1518. Pozneje je izdal podoben almanah za leti 1519 in
1520.

Efemeride za leto 1 529 so Ze CO oM M ENT AR T A

samostojno delo. V njem se Per- EPHEMERIDVM CI
lah ne sklicuje ve¢ na preglednice RID. A\’DREE PERLACHILST.
svojih predhodnikov. Podaja origi- €
nalne tabele, kjer najdemo podatke
o medsebojni legi planetov in legi
planetov glede na svetlejSe zvezde.
Nato je izdal Efemeride za leto 1531,
ki vsebujejo Se Prognosticon. Verje-
tno je Perlah napisal Se letopisa za
leti 1528 in 1530 ter na novo objavil
(priredil) Purbachove tabele mrkov.
Leta 1551 pa so iz§li znameniti Ko-
mentarji Perlahovih efemerid, nje-
govo zadnje delo (sliki 1 in 2). Tako
letos poteka tudi 450 let od izida
te za slovensko astronomijo vsekakor
zelo pomembne knjige. Vse Perla-
hove knjige so napisane v latins¢ini
in so iz§le na Dunaju.

Slika 1. Naslovnica zadnje izdaje Per-
lahovih efemerid Commentaria ephemeri-
dum ... (Komentarji Perlahovih efemerid T ’

L) To delo, ki se zdi tudi kot nekakSen ucbenik, je izSlo 1551, vendar po Perlahovi
smrtl Brez dvoma gre za najpomembnejse astronomsko delo, ki ga je kak Slovenec napi-
sal v latinskem jeziku. En izvod tega dela hrani tudi NUK.

’.'rma iennenfi Ordinarij quondamMaA
vod advfum udioforum a fidelicer,

Perlah je konstruiral tudi nekaj kotomernih astronomskih inStrumentov
(med njimi astrolab in trikveter) in z njimi opazoval planet Merkur, kar je
tedaj uspelo le maloStevilnim astronomom.
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Poskusimo na kratko podati karakteristiko Perlahovega dela.
bi lahko, da je v bistvu obnavljal, prirejal in razsirjal ucbenike svojih
uciteljev in izdajal efemeride, almanahe in letopise z astronomsko, astrolosko

in medicinsko vsebino. Glede na te-
danje obicaje so takim publikacijam
dodajali poglavje prognostica — pre-
rokovanja (ugodne in pogubne na-
povedi iz medsebojnih leg vesoljskih
teles), dolgoroéne napovedi vremena
in letine, napovedi in svarila pred
vojskami, potresi in boleznimi, na-
potki za premagovanje najrazli¢nejsih
cloveskih tegob, pa tudi hvalnice kra-
Ljevski umetnosti astronomiji, ki zna
posredovati vse te stvari. Zaradi
gtevilnih in razliéno uporabnih po-
datkov, koristnih navodil in zakore-
ninjenega verovanja v napovedi (tega
je pri Perlahu manj kot pri drugih
piscih podobnih publikacij) so bile
te knjiZice zelo priljubljene med Jju-
dmi.

Slika 2. Zgornja polovica ene strani v
Komentarjih (1551).
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Pomen Perlahovega astronomskega dela v slovenskem pa tudi Sirse, v
evropskem kulturnem prostoru je gotovo vegji, kot danes mislimo?. Njegovo
delo Se ni v celoti ovrednoteno. Ceprav Perlaha (najbrz Se) ni prevevala
ideja heliocentri¢nosti, lahko vseeno mirne duse zatrdimo: zapustil nam je
tako obsezna in vsebinsko bogata astronomska dela, da ga imamo lahko
za najpomembnejSega astronoma preteklosti, pravzaprav za zadetnika nase

astronomije.

LITERATURA

[1] P. Simoniti, Sloveniae scriptores latini recentioris aetatis. Opera scriptorum latinorum

Sloveniae . .., Ljubljana — Zagreb 1972.

2 Kako priznan med matematiki je bil A. Perlah, pripoveduje tudi elegija, ki jo je ob
Perlahovi smrti v elegantnih latinskih verzih napisal prigodni pesnik. V elegiji slavi
pomembne dunajske matematike, med njimi tudi Perlaha. Navajamo nekaj vrstic te

pesnitve (slovenski prevod v nevezani besedi):

... In ta, ki z doma svojega je vzel priimek — Janus Regiomontanus,
po svoji ucenosti znan, saj glas mu segel je Ze do neba.
... In Stabius, ki ni bilo je vede, da zanjo ne bi bil nadarjen,

dela njegova premnoga pricajo tako.

... In Tannstetter (Pergerjev ulitelj matematike) Se, ne zadnji med tolikimi,

saj dela nas ucijo, da bil zelo zelo je slaven.

... Nazadnje nas Andreas Perlach, velikan v tej sveti vedi,
ki ga pobrala 5e nedavno staréka, zla zavistna je usoda.
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VESTI

MATEMATICNI KVIZ NA INTERNETU
Ideja

V okviru matemati¢nega leta 2000 so v Barceloni na Centre de Recerca
Matematica organizirali matemati¢ni kviz. Potekal je 4. decembra 2000 po
internetu na naslovu http://www.nq2000.0rg, tako da so lahko tekmovali ma-
tematiki (in drugi ljubitelji kvizov) z vseh koncev sveta. Vsi udeleZenci
kviza so tekmovali istoasno, pogoji za vse tekmovalce pa so bili enaki, saj
se je organizator odloCil, da kviz poteka nepretrgoma 24 ur. To pa pomeni,
da smo si morali udelezenci priskrbeti zadostno koliino kave oziroma za-
menjavo za ¢as, ko smo imeli pretezke o¢i. Organizator je priporocal, da
tekmuje skupina in ne le posameznik, saj so se vpraSanja dotikala vseh po-
drocij matematike in le kdo danes pozna definicije glavnih pojmov iz vseh
vej matematike, kaj Sele, da bi znal resiti nalogo.

Pravila

Osnovna ideja je slonela na igri stiri v vrsto. Ob prijavi je tekmovalec
dobil kvadratno tablico s Sestnajstimi polji, klik na posamezno polje pa
je razkril vprasanje. Odgovarjal je lahko le na eno vpraSanje naenkrat.
Ko je tekmovalec zbral stiri pravilne odgovore v vrsto, stolpec ali eno od
glavnih diagonal, je napredoval na naslednjo tablico. Da ne bi obti¢al, sta
bili na voljo Se dve moznosti. Na naslednjo tablico je napredoval tudi,
e je pravilno odgovoril na sedem vpraSanj ali pa je pravilno odgovoril
na $tiri vprasanja in je od zadnjega pravilnega odgovora potekla ena ura.
Za pravilen odgovor je tekmovalec dobil toliko tock, kot je bila trenutna
vrednost tablice, za napacnega pa je izgubil Cetrtino vrednosti tablice. Poleg
tega je bilo mogoée na vsaki tablici zavrniti dve vpraSanji. Pomembno je
bilo éim hitreje napredovati na naslednje tablice, saj je njihova vrednost
narascala kot Fibonaccijevo zaporedje. Tako je bilo vpraSanje na prvi
tablici vredno 1 tocko, na peti 8 in na deseti ze 89 tock. TeZzavnost
vprasanj pa ni bila odvisna od tega, na kateri tablici je tekmovalec trenutno
bil. Posledica takega tockovanja so bile velike razlike med tekmovalci.
Zmagovalec, ki je bil, mimogrede, Katalonec, je tako zbral 925 tock, medtem
ko jih je drugouvrséeni le 589.25. NaSa najboljsa ekipa je prisla do Seste
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tablice z vrednostjo 13 in je na koncu dosegla trinajsto mesto z 91 tockami.
Preostali dve sta se s pribliZzno 25 tockami uvrstili okrog dvajsetega mesta.
Vseh tekmovalcev (torej ekip), ki so sploh poskusili odgovoriti na kak$no
vprasanje, je bilo malo manj kot 200.

Ve odgovore je sprejemal in vrednotil raunalnik, zato so organizatorji
zelo natanéno doloéili njihovo sintakso. Prvi poskus kviza, ki je bil 17. ok-
tobra 2000, se je prav zato izjalovil. Racunalniki namre¢ niso zmogli ob-
vladati zaCetnega navala tekmovalcev. V drugo je sistem deloval brezhibno,
¢e odmislimo, da so bili v ra¢unalniski bazi nekateri odgovori nepravilni.
V podrobnejSe opisovanje sintakse se ne bi spus¢ali, omenili bi le to, da so
organizatorji objavili tudi seznam dovoljenih iracionalnih stevil. Ce je bil
torej odgovor na vpraSanje Stevilo, je bilo bodisi racionalno bodisi se je na-
hajalo na seznamu, kar nam je precej olajsalo seStevanje vrst in racunanje
raznih konstant.

Naloge

Naloge na kvizu so bile najrazli¢nej$ih tezavnostnih stopenj. Za najlazje
smo potrebovali vsega nekaj vrstic direktnega racuna, ostro oko ali nekaj
minut brskanja po internetu. Za teZje pa je bilo treba precej veé dela,
tudi programiranja, brskanja po knjiznici ali iskanja pomoci po telefonu.
Zgodilo se je tudi, da smo nad nalogo obupali. Zastopana so bila vsa
podroc¢ja matematike, relativno veliko vprasanj se je nanasalo na zgodovino
matematike. Sledi nekaj primerov nalog:

1. Magicna kocka sestoji iz Stevil tako razporejenih v obliko kocke, da je
vsota v vsaki vrstici, vzporedni poljubnemu robu kocke, kot tudi vzdolz
telesnih diagonal kocke konstantna. Denimo, da sestavimo magiéno
kocko velikosti 4 x 4 X 4 z zaporednimi lihimi stevili 3,5,7, ... Koliksna
Jje vsota vzdolz telesne diagonale?

Resitev: 264.

2. Juzno steno Bietschorna, ki je zahteven vzpon v Svicarskih Alpah, je
prvi¢ preplezala dvojica alpinistov 21. avgusta 1947. Eden od é&lanov
naveze ni bil le prvovrsten alpinist, temve¢ tudi izvrsten matematik.
Katerega leta je doktoriral?

Regitev: 1931 (Georges de Rham).

3. Naj bo (Fy,)n zaporedje Fibonaccijevih stevil, F} =1, F, =1, F, 45 =
= Fpq1 + F,, n > 1. Izracunajte vsoti

(To je primer naloge, za katero so kasneje organizatorji priznali , napako”.
Vsota druge vrste namrec Se ni znana. Najverjetneje so imeli organiza-
torji v mislih kaksno drugo vrsto, pa so napacno pretipkali predpis za
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njen splosni ¢len.)

Resitev: Vsota prve vrste je /4.

Naj bo L poljubna krivulja iz dolocene druZine krivulj. Za dani lok p
krivulje L nad tetivo AB oznacimo s C tocko na p, v kateri je tangenta
na krivuljo vzporedna AB. Naj bo a(L) = T/S, kjer je T ploséina
trikotnika ABC in S plos¢ina obmocja med lokom p in tetivo AB. Dane
so naslednje druZine krivulj:

a) elipse,

b) hiperbole,

c) parabole,

¢) veriznice,

d) kriznice (anglesko , cross curves” z enatbo a?/z? + b?/y? = 1),

e) kodri Marije Agnesi,

f) Eudoxove krivulje (anglesko ,Kampyles of Eudoxus” z enalbo

a?zt = 2% + y?).

Za katero izmed teh druzin je stevilo a(L) konstanta, neodvisna od L?
Dolotite to konstanto!
Resitev: c, 3/4.

. Neodvisni slu¢ajni spremenljivki X7 in X» naj imata enako porazdelitev.

Ravno taksno porazdelitev naj ima tudi slu¢ajna spremenljivka
(X1 + X2)/v/2. Kako je porazdeljena slu¢ajna spremenljivka X;?
Resitev: X1 je porazdeljena normalno.

. Naj bosta Ain B podmnozici v R™. Pravimo, da sfera

S ={z: ||z — p|| = r} strogo separira A in B, &e je

Ac{z: |lz—p||l<r}inBC{z:|z—p| >r} ali
Bc{z:||lz—p||l<r}inAC{z: |z—p| >r}

Recimo, da sta A in B neprazni kompaktni podmnozici v IR™. Potem
obstaja sfera, ki strogo separira A in B natanko tedaj, ko za vsako
konéno podmnozico T' C AU B z najve¢ p(n) tockami obstaja sfera, ki
strogo separira TN A in T'N B. Pri tem je p neki polinom, ki ga morate
doloditi.

Resitev: p(z) =z + 3.

V dvorazseznem realnem vektorskem normiranem prostoru E naj 3(E)
pomeni obseg enotske krogle. Definirajmo

a = inf{B(F) | E 2-razseZen, realen, normiran}
in
B :=sup{B(E) | E 2-razseZen, realen, normiran}.
Dolocite « in B.
Resitev: Naloge nam ni uspelo resiti, vabimo pa bralce, da se z njo
spoprimejo in nam sporoCijo svoje rezultate.
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Poleg avtorjev tega clanka je bilo v nasih treh ekipah Se nekaj stalnih
clanov. Veliko pa je bilo pomoénikov, ki so nam prijazno dovolili, da jih
lahko za pomoc¢ povprasamo po telefonu, ali pa so se za krajsi ¢as oglasili
v nadi ,,bazi” na Fakulteti za racunalniStvo in informatiko v Ljubljani. V
imenu vseh treh ekip se zahvaljujemo vsem, ki so nam kakorkoli pomagali
pri resevanju nalog.

Gasper Fijavs, Ales Vavpetié, Martin Vuk in Emil Zagar
VABILO

Upravni odbor DruStva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vabi
vse matematike, fizike in astronome na

STROKOVNO SRECANJE IN 53. OBCNI ZBOR DRUSTVA
ter
9. SLOVENSKO SRECANJE O UPORABI FIZIKE

ki bodo 18., 19. in 20. oktobra 2001 v Kranjski Gori v hotelu Kompas
Program:

9. slovensko srecéanje o uporabi fizike
Cetrtek, 18.10. 2001

8.30-18.00 Registracija, predavanja, predstavitev plakatov
18.00 Okrogla miza

Strokovno srecanje in 53. obéni zbor drustva
Cetrtek, 18. 10. 2001
15.00-19.30 Strokovno srecanje: prispevki udelezencev

Petek, 19.10. 2001
9.00-20.00 Strokovno sreCanje: vabljena predavanja, prispevki udelezen-
cev, okrogla miza o tekmovanjih
-20.00 Vecerja, druzabni vecer

Sobota, 20.10. 2001
9.00 Ob¢ni zbor Drustva matematikov, fizikov in astronomov
Slovenije

14.00 Izlet

Pregled vabljenih predavanj in prispevkov udelezencev ter dnevni red obé-
nega zbora bosta objavljena kasneje. Podrobno vabilo k sodelovanju na
9. slovenskem sreCanju o uporabi fizike si, prosimo, oglejte v tej Stevilki
Obzornika.

Prijave za udelezbo na strokovnem srecanju in 53. obénem zboru DMFA
posljite najkasneje do sobote, 6. oktobra 2001, na naslov:

Janez Krusi¢, DMFA Slovenije, Jadranska c. 19, 1000 Ljubljana.

Predsednik DMFA Slovenije:
Martin Copié
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CENTRALNA EKONOMSKA KNJIZNICA

VABILO R 177/01

Nacionalni komite za fiziko pri Drustvu matemati “I“H“H““Wl‘“”” “““mmm ”NI‘

Slovenije vabi fizike iz industrije, inStitutov in dr coe:

9. SLOVENSKO SRECANJE O UPORABI FIZIKE
v Zetrtek, 18. oktobra, v hotelu Kompas v Kranjski Gori.

Dve leti sta pretekli in v Nacionalnem komiteju za fiziko pri DMFA Slovenije
spet pripravljamo tokrat Ze deveto slovensko sreCanje o uporabi fizike.
Kakor pred dvema letoma v Moravskih Toplicah bo tudi letosnje srecanje
enodnevno, sicer pa vpeto v okvir strokovnih prireditev ob 53. obénem zboru
DMFA Slovenije. Vabimo vas, da se letoSnjega sreCanja udelezite s svojim
prispevkom in nam pomagate utrditi pomen fizikalnega znanja v slovenskem
prostorul!

Letos bo v orgamzacul sre¢anja nekaj sprememb. V pripravljalnem odboru
smo ugotovili, da je bil na dosedanjih srecanjih program morda prevec
natrpan, zmanjkalo pa je ¢asa za osebne stike in pogovore. Zaradi tega bo
letos na sporedu nekaj predavanj manj, v uvodnem delu srecanja pa bomo
poslusali vabljeni predavanji dveh uveljavljenih slovenskih fizikov. Srec¢anje
bomo sklenili s skupnim pogovorom o eni od tem, ki zanima fizike s podrocja
aplikativnih raziskav in industrije.

Pripravljalni odbor srecanja

Matjaz Babic, Iskraemeco d. d., Kranj

Janko LuZnik, Institut za matematiko, fiziko in mehaniko, Ljubljana

Igor Musevi¢, Institut JoZef Stefan, Ljubljana

Pri¢akujemo prispevke o uporabi fizike v industriji, na razlicnih podrocjih
aplikativnih raziskav, pri razvoju novih metod, naprav ali materialov, pri
dolo¢anju tehnoloskih postopkov, v meroslovju in zagotavljanju kakovosti,
v medicini in podobno. Prispevki naj poudarijo uporabno plat fizikalnih
znanj v reSevanju strokovnih problemov.

Avtorji, ki Zelijo sodelovati na srecanju s svojimi prispevki, naj posljejo tri
izvode povzetka prispevka na naslov predsednika pripravljalnega odbora
Matjaz Babic, Iskraemeco d. d., 4000 Kranj, Savska loka 4,

tel. (04) 2064624, fax. (04) 2064700

ali po elektronski posti na naslov

matjaz.babic@rd.iskraemeco.si

Za ustno predstavitev bo na voljo 15 minut, avtorji pa lahko svoj pri-
spevek pripravijo tudi v obliki posterja. Zbornik povzetkov bo pripra-
vljen do pri¢etka sreanja. Vse informacije o srecanju najdete tudi na
www2.arnes.si/“mbabic8/kr-gora.htm

Rok za oddajo povzetkov je ponedeljek, 24. september 2001!

Vabljeni v Kranjsko Goro!
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