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| V &lanku pokaZemo, kako z uporabo Cliffordovih algeber konstruiramo mnozico li-
nearno neodvisnih vektorskih polj na enotski sferi evklidskega prostora. Za tako konstru-
irane mnoZice se da dokazati, da so maksimalne (vendar tega dokaza ni v tem ¢lanku).

We show how one can construct, using Clifford algebras, a set of linearly independent

vector fields on the unit sphere of Euclidean space. It can be proved (but is not proved
in this article) that the sets constructed in this way are maximal.
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gibanja masnega delca v tem polju in nekaj podobnega velja tudi za druga
polja (elektricno, magnetno), ki so v bistvu polja sil.

7a matematiko pa je vaznejSa uporaba vektorskih polj in pridruzenih
diferencialnih enacb v geometriji. Privzemimo, da je V@k’mrska polie v
na R"™ ne samo zvezno, ampak tudi zvezno d}femﬂﬁafbﬂn& /nano je,
da tedaj za vsako toCko zg € R" obsmja natancno ena reéﬁmf (pm(ﬁ)

(—e,e) (Stevilo € > 0 je v Spioéne n odvisno od zg), ki MSM@Z& zacetnemu
pogoju g, (0) = zg, in da je ta funkcija ¢ odvisna zvezno diferenciabilno
ne samo od spremenljivke ¢, temveC tudi od vektorskega parametra xg.
Geometricno so zanimivi predvsem primeri, ko je za vsak zg funkcija ¢,
definirana na vsej premici R (ko tore; pﬁ vseh xg lahko vzamemo ¢ = co);
tedaj pravimo, da sta kamrsko polje v 1n pmdruz&na dﬁ“@renﬂamﬁ eﬁacba
~kompletno mtﬁegmbz;ina ali kar kompletna. Znani so razni zadostni pog

v, ki nam zagotavljajo kompletnost (na R™). V kompletno integrabilnem
primeru pogosto zamenjamo vlogi argumentov 7 in zg pf:%. druzini vseh resitev
0z, (t): tocko zg Stejemo za »spremenljivko« (in jo zato rajsi oznacimo
7z« brez indeksa), Stevilo ¢ pa za »parameter«. To poudarimo tudi v
zapisu: namesto o, (t) piSemo @i(x). Za vsak t € R je tedaj &, zvezno
diferenciabilna preslikava iz R™ v R". Po definiciji funkcije ¢, je $g(x) = @
za vsak x, torej je

By = id . (1)

Za poljubna (zacasno fiksna) t in x je funkcija s — @,(s-+1t) resitev nase
diferencialne enacbe in ima pri s = 0 vrednost ¢,(t) = ®(z); zaradi
enohcne reshwosm ena,cbe je torej wg(s+1t) = 9s,(4)(s) za vsak s, se pravi

(2)

Iz enakosti (1) in (2) sledi najprej, da ima za vsak ¢ preslikava ®; zvezno
diferenciabilno inverzno preslikavo, namre¢ ¢_;, in je zato difeomorfizem
prostora R", nato pa Se, da je s predpisom t — ®; podan homomorfizem
aditivne grupe R v grupo difeomorfizmov prostora R"; pravimo tudi, da je
{®; | t € R} enoparametricna grupa difeomorfizmov prostora R"™,

Ce je tocka zy € R™ nidla vektorskega polja v, tj. v(zg) = 0" =
= (0,...,0) € R", je ocitno v, (t) = zo (kajti ta funkcija resi diferencialno
enacbo ¢’ = v(p), reditev z lastnostjo ©(0) = xy pa je samo ena). Zato
je (v kompletno integrabilnem primeru) zg skupna negibna tocka vseh
difeomorfizmov ®;. D4 se smiselno definirati in dokazati, da skupnost vseh
resitev ¢, (x € M) sestavlja »laminaren tok« v okolici vsake tocke, ki ni
nicla za v, v okolici nicle pa je ta tok tipi¢no »turbulenten«. Zato nicle polja
v imenujemo tudi singularne tocke polja v oziroma pridruzene diferencialne
enacbe. Za geometricne namene so zazelena predvsem vektorska polja brez
nicel oziroma singularnosti.
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Vse povedano ostane v veljavi, Ce je vektorsko polje v definirano samo na
kaki odprti mnozici v R", edino zadostne pogoje za kompletno integrabilnost
je teze najti. Nas pa bodo bolj zanimala vektorska polja na gladkih ploskvah
ali, splosneje, na gladkih m nagmemgﬁh Naj bo M gladka m-razsezna
muogoterost v R"™. DBralec, ki ne ve, kaj je m naj si ne dela skrbi, |
bomo po nekaj uvodnih odstavkih @m@jm na primer, ko jem =n—11n je M

enotska st

= Jx € R" ! lz||=1¢ prostora R™ (tu in v nadaljevanju

oznacuje || || @bmaﬁm evklidsko normo na R™); zacasno pa naj si predstavlja,
da je M gladka ploskev v R®. V zvezi z M nas zanimajo taka ZVezZNo
diferenciabilna vektorska polja, definirana na kaki odprti mnozici G O M,
da je mnogoterost W invariantna za pmdrum 10 dﬁ@mn@am@ @ﬁ&@b@
resitev enacbe, ki ima zacetno tocko v M, %E& E@m v M. S prej
oznakami izrazimo to zahtevo mhde ce je z € M, je pz(t)

t, pri katerem je funkcija ¢, definirana. Ce je Wﬁmmk@ polje tako, da je
ta zahteva izpolnjena, je za Vsa,k@ toctko z € M vektor v(z) = v (0:(0)) =
= ¢, (0) tangenten na krivuljo ¢, ((—¢,g)) C M in zato na mnogoterost
M v tocki x. Obratno, ce je vektorsko p@h@ v: G — R" tako, &a je za
vsak @ € M vektor v(z) ; tangenten na jM v tocki z, se da dokazati, da je
mnogoterost M invariantna za enacbo ¢ = v o . Zafm deﬁmmmm da je
vektorsko polje na M taka zvezna preslikava v: M — R", da je za vsak =z
vektor v(z) tangenten na M v tocki x. Posebe;:

gﬁdjg na enotski sferi S™1 C R™ je taka zvezna
pmshkava v: ST — R” da je (v(x),z) = 0 za vsak z € S" 1} tu (in v
nadaljevanju) je ( , ) seveda obicajni Skaiaz’m produkt v R").

Prejsnje ugotovitve o diferencialni enachi, pridruzeni vektorskemu po-
lju, in o resitvah te enacbe veljajo tudi za vektorska polja na gladkih pod-
munogoterostih v R™. Del problema se celo poenostavi: ni se tezko prepricati,
da je v primeru, ko je M sklenjena gladka mnogoterost mpy S””l) waﬁm
(zvezno dmﬁmﬁmabﬂﬁ@) veh@rgk@ p@he na M kompletno m tako dobim
enoparametri¢no druzino {®; | ¢t € R} difeomorfizmov mnogoterosti M. To
je mnogo uporabliana in ﬁ@md@ﬁqg& metoda za konstrukeijo difeomorfiz-

mov gladkih mnogoterosti.

Ceprav bomo posle] govorili samo Se o vektorskih na sterah
vsa] zacetni del tega razdelka velja za vektorska polja na poljubnih g

mnogoterostih.
Prejsnjim (precej Snim )

brez nicel lahko dodamo Se tole: vektorsko polje v brez nicel na S"~ ! po-
rodi szvezno druZino tangent« za S"!, n am,naneje v dolo¢enem smislu
zvezno pravilo, ki vsaki tocki € S" ! dodeli premico Ru(z) (ali po Zelji

prednosti vektorskih
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r + Ru(z)), ki je tangenta na S* ! v tocki z; pri vektorskem polju, ki ima
mﬂe ta konstrukcija n1 mogoca.

Podobno je mogoce konstmnmm zvezne druzine dvo- in vecrazseznih
fta,ngentmh ravnin na S”"!. Za vektorska polja wvq,...,v; na S™ bomg
rekli, da so linearno neodmsna (oziroma oﬁanO'rmémna} Ce so za vsak
rc St vektorji vi(x),...,vp(z) € R” hn@arno neodvisni (oziroma orto-
normirani). R ] pinj 1h polj
nobeno teh polj nima ni¢le. Ce imamo linearno neodvisno k-terico vy, . .., vy
vektorskih polj na S ! lahko konstruiramo zvezno druZino k-razseznih
tangentnih ravnin za S"! takole:

x — (x +)

i )\1’01(33}“{— I Ak?}g@ ] AM,..., A\, € R

Bralec, ki ve, kaj je tangentni svezenj, je gotovo opazil, da velja se vec: s
pravilom

(z,(A1,. .-, M) — (z, Aqv(z)+ - - + Apvg(a))

je definirana vloZitev k-razseznega produktnega sveznja S™1 < R* v tangen-
tni svezenj T'S™ ! sfere S™!. Linearno neodvisne mnozice vektorskih pol;
na S" ! generirajo torej trivialne vektorske podsveinje (direktne sum ande)

v tangentnem sveznju 7'S" ! in so zato kljuéne za razumevanje diferenci-
alne topologije in geometrije sfer. To utemeljuje pomembnost tele naloge:
ST

V prvem hipu morda sploh ni videti, da je tu kak problem. Prav lahko
je namrec konstruirati vektorsko polje brez nicel na R™: vzamemo katerokoli
nenicelno konstantno funkcijo R™ — R". Podobno lahko je izbrati linearno
neodvisno n-terico vektorskih polj. Clovek v prvem hipu pomisli, da najbrz
tudi z vektorskimi polji na sferi ni dosti teze, in se Sele potem zave, da
konstantna vektorska polja v R™ nikoli niso povsod tangentna na sfero S*1
in da se bo zato treba malo bolj potruditi. Pa problem ni samo v nasi veéji
ali manjsi spretnosti ali vztrajnosti:

. Ce je stevilo n liho, ima vsako vektorsko polje na S*™1 niclo.

Ta izrek je znan pod imenom »izrek o lasati (ali dlakavi) krogli«, kajti
v primeru n = 3 ga lahko ponazorimo takole: ée je kaka krogla vsa porasla
z lasmi, je ni mogoce gladko pocesati. Obicajni dokaz izreka je eden od
standardnih zgledov za uporabo preproste algebraicne topologije in ga tu
ne bomo podali. Bralec si lahko v Milnorjevem ¢lanku [4] ogleda dokaz, ki
uporablja samo elementarno matemati¢no analizo.

V kontrastu z izrekom 1 pa za vsako sodo stevilo n=2m na sferi S**
obstaja vektorsko polje brez nicel. Konstruiramo ga takole. Prostor R"
predstavimo kot C™ in s tem sfero S kot

{Z — (zla‘”azm) cC™ ‘ lzll2+ —}—’Zmlz — 1}

100 Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 4



Preslikava S~ ! — C™, definirana s predpisom

z=(z1,...,2m) —> 1z = (121, ... ,%2m), (3)

je brez niéle, in ker je standardni realni skalarni produkt (zz, z)p v C"™ realna
komponenta standardnega kompleksnega skalarnega produkta (i1z,z)c =
= i(z, z)¢c = 1, je s predpisom (3) res podano vektorsko polje na §em—1,

Podobno za n = 4m konstruiramo tri ortonormirana vektorska polja
na S?!: prostor R™ predstavimo kot H™, kjer je H obseg kvaternionov, in
nato vektorska polja v, vs9,v3 : §¢m=1 _, H™ definiramo takole:

@3(2}:.:3 12, @)2(Z}im jz? @3<Z>m kz?

kjer je z = (z1,. .., 2m) € H™ taka m-terica, da je |z1|*+ -+ +|zm|* =1 in
so 1, 7, k obiCajne imaginarne kvaternionske enote.
C = Cl; in H = Cfy sta zacetni »standardni« Cliffordovi algebri
n&da]ijevanju %omﬂ pokaza,h kako s Spiosnejsz,mi Cizﬁordowma aﬁgebramz
| primerih se ve¢ ortonormi 1h polj
u'rwngiz@@@; funkcya p:N — N je delinirana
naravno stevilo n 1ma natancno eno izrazavo oblike n = 16% - 25 - (2¢+1),
kjer so a, é c nenegativna cela Stevila in je b < 3, in za tak n naj bo
o(n):= 8a—+2°. Glavni namen tega sestavka, ki je osnovan na 12. poglavju
Husemollerjeve knjige [2|, je dokazati tale

Za vsako maravno Stevilo n obstaja na S"T wsaj p(n)—1

Izrek 2
linearno neodvisnih vektorskih

dobi polno veljavo sele v paru z naslednjim 1zrekom:

Ta 1zrek

Na S" " ne obstaja p(n) linearno neodvisnih

O¢itno je 1zrek 1 poseben pmm@r izreka 3. Dokaz izreka 3 je neprimerno
tezj1 in daljs1 od dokaza izreka 2. Tu ga ne - no podali. Izrek 3 je dokazan
tudi v 16. poglaviu Husemoﬂeqeve knjige [2] in v razdelku V.2 Karoubijeve
knjige [3].

Pred dokazom 1zreka 2 bomo navedli osnovne definicije in diejstva 0
Cliffordovih algebrah — ne ve¢, kot potrebujemo tu. Za o- polje
(mmummven obseg) K, poljuben vektorski prostor V' nad n poljubno
kvadratno formo qg:V — K deﬁmramo Uzzﬁardovo aigeéfm Cﬁ(V q) kot
(asociativno) K-algebro z enoto 1, ki vsebuje V kot linearen podprostor
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in ki je generirana s to svojo podmnozico V', pri cemer vsak tak generator
x € V ustreza relaciji
2
z” = q(z) (4)

(misljeno je, da v CL(V, q) veljajo poleg »trivialnih« ali »tavtologkih« ena-
kosti, kot je npr. (a+b)? = a*+ab+ba+b? ali 3a— 2a = a, samo e enakosti,
ki so posledice relacij (4)). S temi zahtevami je algebra C0(V, ¢) doloc¢ena do
(kanoniCnega) izomorfizma natancno. Kako jo konstruiramo, bomo pok "
samo Vv posebnem primeru, ko je K R, V = R" (za kak k € N)
q(z) = —||z||* — ustrezno Cliffordovo algebro bomo oznacili na kratko s Cly
— kajti v dokazu 1zreka 2 bomo uporabljali samo take Cliffordove algebre.

V' nadaljevanju bo beseda »algebrax vedno pomenila algebro nad po-
l1em R, wvse nase algebre bodo wmele enoto wn pod izrazom »homomorfizem
algeber« bomo razumeli tak homomorfizem (algeber), ki preslika enoto v
enoto.

Oznacimo z R(X
simbolov X1,..., Xg. ]
mov, le da »spremenljivke« Xi,..., Xg tu ne k

pa komuhrajo S koe icienti (ki so realna Stevila). Natancneje, vsak element
algebre R(Xy,..., X ) je konc¢na linearna kombinacija (z Eeaimmi koefici-
enti) monomov, vsak monom pa je niz (»>prod ukt«) oblike X
terem so mdeksx i1, ...,1, poljubni elementi mnozice {1,2,.. k} Stevilo 7
je stopnja monoma. Upostevatl moramo Se prazni monom @ ki je stopnje

O OCit'ﬂu UUSbﬁj?n Z’B MonNomov St@pﬂwm T 72}?’}0‘%”@(@19 L»“)ﬁ?”ﬂ(%'ﬁﬂ(’f({\ QWak‘Eh

o’ s uliiva e il ewiles iy sulipn

simbolov (»faktorjev«) v monomu navadno zapisemo v obliki potence na
obi¢ajni nacin, vrstnega reda simbolov v njem pa ne smemo spreminjati.
Zia k = 2 1mamo npr. tele monome stopnje < 3:

J ] X 1 X 2, X 12 ; X 1 X 2 s 2 1, X 22 y

X3, X2Xy, X1 XoX1, X1X2, X0 X2, XX

%) edg@bm maimh polinomov nekOmumMjomn

14325 XE Xi? X2 y

To, kar smo opisali doslej, b1 bolj formalno povedah ta,koie MnNozica

monomov je prosti monoid z bazo {X1,..., X}, R(Xq,.. 1) pa je realni

vektorski prostor, ki ima za bazo mnozZico vseh monomov.

MnoZenje polinomov iz R(X7,..., X) je definirano takole: produkt
enoclenih polinomov AX,; ---X; in puX, ---X; , v katerith sta A in p realna
koeficienta, je AuX; - - X; X; -+ X, , dva poljubna polinoma pa zmnozi-
mo tako, da pomnozimo vsak clen prvega z vsakim c¢lenom drugega in te
produkte sestejemo. Ocitno je prazm monom (opremljen s koeficientom 1)
enota za mnozenje v R(Xy,..., Xg) In ga bomo zato odslej oznacevali z 1.

Oznacimo z [}, dvostranski 1dea,§ algebre R(X+1,..., Xp), ki ga generirajo
vsi kvadratni polinomi oblike

(M X+ X))+ 428 - 1 (5)
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za A,..., A € R. Oznatimo s Cf;, kvocientno algebro R(X+,..., Xp)/1I}

ins p: R<X1? ..., Xp) — Clp kvocientno projekcijo. Sliko enote p(1) ozna-
C1Mo - et z 1.
d@} definiramo, da je Clp:= R.

jmo si mwpmwms%ﬂg& primer k = 1. Oc¢itno je R(X) kar obiCajna
>>E{@mmjaﬁﬁw ih« polinomov, vsak generator (5) id @ah Ii p
\2(X?41). To pomeni, da je I; glavni ideal (X?-+1) in zato je

. Linearna preslikava v: Rk Cly., defintrana s pravilom
t( A, Ay = (A X 4+ A X
(za poljubne Ay, ..., Ar € R), je injektivna.

. Naj bo A= (Aq,..., M) tak vektor v R¥, da je t(\) = p(M X1 +
+ -+ A X)) = 0. Ker p preshk& tudi element (5) ideala I v 0, sledi
od tod da v ng velja enakost (A + .-+ A2) -1 = 0 in da je zato A\; =
= - =M, =0 — Cegel £ 0 v Cl, torey Ce je Cly, menicelna algebra.

u pa je glavna mzaﬁf& (o] S‘m,ja ve¢ kot en ucbenik, v katerem je avtor
to méafm spregledal). Zdi se, da ni zelo preprostega dokaza za nenicelnost
algebre C/;, (in ¢e bi v konstrukciji zamen] jali algebro 1,...,Xp) zalgebro
komutativnih polinomov, potem bi bil i s , generiran z elen @m (5), pri
k>1 dejansko enak cel: aig@bm ]R[X}_, o, X } tako da bi bila kvocientna
algebra trivialna). Obicajna pot je, da konstrmramo izomorfizem wvektorskih
pProstorov

CLH=CR---C
o ! ) . )
k k

Od tod sledi, d imp ). Da bi v
(6) dobili izomorfizem algeber, bi morali obiajni tenzorski produkt algeber
zamenjatil s stopnicastim tenzorskim produktom glede na naravno Zs-sto-
pnicenje algeber Cl;, in C. V dokazu relacije (6) se tej stopnicCasti teoriji zal

ne moremo 1zogniti. Ce b1 hoteli definirati in razloziti vse potrebno, b1 nam
vzelo prevec prostora, zato bomo dokaz trditve (6) 1 13

/daj je ze razvidno, da algebre Cl}, ustrezajo splosni definiciji Chffordo-
mh a&g@bﬂ' kot smo }@ podali v prvem odstavku tega mz&ﬁga Ce prostor
R* enaéimo z njegovo izomorfno sliko ¢(R¥), smemo reéi, da Cl), vsebuje

R* kot linearen podpmsbor ke‘f‘ je aigebra R{X1,..., Xp) gemerimna (kot
algebm 7 er @m> s polinomi A n zato mm{@ boh z vsemil homoge-
nimi linearnimi polinomi Aj.X AL Xy, je Cly, gen: erw ana 7z elementi
p(MXg 4+ A Xg) = @(Ah ... Ag); in ker v R( X1,...,Xp) ni netrivialnih
enakosti, vse netrivialne enakosti v Cfy 1zhajajo 1z deljenja z 1dealom [, to
je 1z relacij, da so slike generatorjev (5) ideala I enake 0; te relacije pa so

natancno relacije (4).

Naj |

bo {517 .. ek} nar&vn& baza pmsmm R;‘“ €

Itd) Za vsak 1 € {1,.

@mm

Hz. 47 (200(
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Prej smo sicer rekli, da lahko elemente iz R* enaé¢imo z njihovimi slikami
pri ¢, in v skladu s tem b1 smeli pisat: kar e; namesto ¢;, a v prihodnje nam
bo prislo lodevanje med e; € R* in g; € Cl}, kar prav.

1 1 k

2. Blementr €1, ..., € Cl;, ustrezajo enakostim
e2=-1 (1=1,...,k) (7)
gie; = —€i&; (1,7 =1,...,k, 1% 7) (8)

Dokaz. Enakosti (7) sledijo neposredno iz definicije algebre Cly, saj je
ef4+1 = p(X?+1), polinom X?+1 pa je v idealu I, ker je oblike (5). S
podobnim sklepanjem ugotovimo, da je (5,,;+5j)2 +2.-1=0, ¢ jei#j. Ce
pa v te] zadnji enakosti izvedemo kvadriranje na levi strani in nato uposte-
vamo enakosti (7), dobimo enakost (8). =

Posledica. B:={1}U{e;;: - g, |1 <m <k 1 <4 <0 <ty <k}
7e baza vektorskega prostora Cly.

Dokaz. Ker je vektorski prostor R(X7,..., X}) generiran z vsemi mo-
nomi, je prostor Cl; generiran s slikami teh monomov, torej z enoto 1 in
vsemi mogocimi produkti ;.- -+ €; , kjer so i1,...,%. € {1,...,k}. Z relaci-
jami (8) pa lahko v vsakem takem produktu preuredimo faktorje tako, da
indeksi 41, ...,1, sestavljajo nepadajoce zaporedje (in pri tem morda spre-
menimo znak produkta), nato pa lahko z relacijami (7) eliminiramo vse po-
tence €} z eksponenti ¢ > 1 (in pri tem morda spet spremenimo znak). Zato

mnozica £ generira vektorski prostor Cly.
munozice F/), je F baza. =

Ker pa je dim Cl; = 2% = (moé¢

Na osnovi te posledice in leme 2 je prav lahko »prepoznati« algebro
Cly. Kot vektorski prostor ima bazo {1,e1,e9,€1€2}, in ¢e pogledamo, kako
se elementi €1,e9,c169 mnozijo med seboj, ugotovimo, da je s predpisom
Aol + Aieq + Aogo + Age1e9 —— Ag + A1t + A9y + A3k podan izomorfizem
algebre Cf; na algebro kvaternionov H.

Nadaljnjih algeber Cf; ne prepoznamo tako zlahka, kot smo Cf; in
Cly. Odkrili pa so nekaksne rekurzivne relacije, ki povezujejo algebre Cl
in nekatere druge Cliffordove algebre (ki jith dobimo pri drugih kvadratnih
formah). Te relacije nam dajo konec koncev tale rezultat:

[zrek 4. Za wvsako algebro K in vsako naravno stevilo m naj K(m)
oznacuje algebro matrik velikosts mxm z element: 1z K. Cliffordove algebre
Cly za 0 < k <7 podaja tabela

k 0 1 2 3 4 D ' 6 7
Cl, | R | C | H | HxH | H(2) | C(4) | R(8) | R(8)xR(8)

Poleg tega za vsako celo stevilo k > 0 obstaja 1zomorfizem Clp g = Cl(16).

Dokaz je preobsezen, da bi ga podali tu, zato spreymimo izrek 4 brez
njega.
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V tem razdelku bomo dokazali izrek 2.
V 2. razdelku smo pokazali: kadar prostor R" lahko predstavimo k
vektorski prostor nad C ali H nam to zagotavha eksistenco dolocenega
stevila ortonormiranih ve aﬂ@dﬂj& dem@v nam p

da velja nekaj podobnega, kad °

Cliffordovo algebro.

dopuséa strukturo unitalnega Cly-modula), obstaja na S" Y ortonormirana
k-terica vektorskih poly.

End(R™) seveda algebro R-linearnih preslikav R"® — R".
mo, d mirana k-terica vektorskih polj ni za nase namene
nic >>0bsa<< kot hmearne neﬁwsna i’% terica, ka@m vsako hneam_o neadwu
sno k-terico lahko z znanim G Schma M pkom spremeni
ortonormirano k-terico.
LLahko b1 se zdelo, da je trditev 1 preszbk& kaj’m vV N
obstaja na S™ ! vet ortonormiranih vektorskih p

h m jih ! a ta
trditev: kot smo pokazali v 2 razdelku, lahko dobimo v primeru n = 4m,

rostor nad H = Cly, na S™ 1 1

torej tedaj, ko je R"™ vektorski i
pravi trditev 1), ampak celo tri ortonormirana vektorska polja. I
je videt1, da je R4™ tudi modul nad Cl3, tako da dobimo na chm*l tudi
po trditvi 1 tr1 ortonormirana vektorska polja. Sicer pa so vse skrbi odvec:
17 trditve 1 (m izreka 4) bomo izpeljali izrek 2, se pravi, da bomo za vsak
(a,h po Zelji ortonorms

O mni.

e le dve {

linearno neodvisnih

n na S*T 4
vektorskih i ohﬁ vec jih pa po izreku :

Dokaz trditve 1. Naj bo |
sledi, da za linearne preslikave u; :=
enakgsm

3 tako ali tak

u? = —1id

“U@’&j

|

Ujué

. Priwzetis smemo, da so uy,...,u; ortogonalne transformacyje.

daljujmo dokaz trditve 1. V skladu z
ortogonaimh transformacij

Jdlozimo dokaz te leme in n
lemo 3 pmvzemimo da vsi u; lezijo v grupl
e na ob e

prostora Rﬂ’

= Ulgn-1 ¢ S"TF = R™ (i = 1,...

mirana vektorska polja na 8"~
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Za vsak 1 € {1,...,k} in vsak = E S*1 je

(vi(x) :1:) = (u;(x) :L'> (1 <ZC ~ui(x)) = —(z, vi(z)),

iz enakosti (v;(x), ) = — (v;(x), =) pa sledi (v;(z), ) = 0, torej je v; res
(tangentno) Vektorsko polje na S“’ L
Za poljubna razliéna 4,5 € {1,...,k} in vsak = € S"! je

<£13, ujui($)>

1) (10)

<"va(:c), vj(a?)> - <“i($)» “j($)> = <$’ muiuj(£)> -
= (~u(@), u@)) = ~(v(@), u@),

od tod pa spet sledi < v; (), ’Uj(SC)> = 0, tore] so vektorska polja vi,..., v
paroma ortogonalna.
In konéno za vsak 7 € {1,...,k} in vsak = € S velja

(11)

<’Uz'(&5‘), ’U%(.CC)> = <uz($), uz($)> = <.:c, —-—u?(:ﬁ)> ) (x,z) = 1,

torej je vsak v; polje enotskih vektorjev. =

Dokaz leme 8. Iz enakosti (9) sledi, da za vsak ¢ lezi w; v grupi

GL(n,R) obrnljivih linearnih traﬂsformaaj prostora R™ in da ; je U, =

Oznac¢imo z G podgrupo v GL(n,R), ki jo generirajo uq, .. "Ta grupa
sestojl 1z vseh mogocih produktov transformaciy uq, ..., ug m njihovih 1n-
VEI‘ZOV +Arer je

VUL \JJ

G = {::uz-l-“ Uy,

r € N, il,...,i.,,e{l,...,k}},

Toda zaradi enakosti (10) lahko vsak element grupe G spremenimo v pro-
dukt £u;, - u;, v katerem je 11 <19 < -+ <1,.. Ker pa je zaradi enakosti

(9) vsaka potenca u]" enaka =+ id (Ce je m sod) ali +u; (Ce je m lih), je
konec koncev

G={Fidju{tuy u;, |1<r<k 1<t <izg<- <t <k},

to pa pomeni, da je grupa G koncna.
Definirajmo preslikavo o:R" xR" — R s formulo

= (g(z),9(v)) .

Takoj vidimo, da je o (neki nov) skalarni produkt na R"™. Glede na ta
skalarni produkt je vsaka transformacija u; (¢ = 1,..., k) izometrija:

(), v(y)) = o(z,y)

YEGU;=G

(srednji enacaj v tem racunu dobimo s substitucijo gu; =:7).
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Ce izberemo ortonormirano bazo, npr. {ai,...,an}, prostora R" glede
na skalarni produkt o, je linearna preslikava h:R" — R", definirana s pra-
vilom h(e;):=a; (j = 1,...,n), izometrija prostora (R™, (,)) na prostor
(R™,o): za poljubna vektorja z,y € R" je o (h(z),h(y)) = (z,y). Defini-
rajmo zdaj preslikavo f':Cl, — End(R") s pravilom: za vsak o € Cl, naj
bo f'(a):= h™1f(a) h. Zlahka se prepri¢amo, da je f' homomorfizem alge-
ber. Pri tem novem homomorfizmu je za vsak ¢ € {1,...,k} transformacija
brostora R™ kompozitum izometrij

ug = f'(ei) 1

(R, {,)) == (R", o) 5 (R™, o) “— (R, (),

mrej je 1izometrija prostora R" glede na obicajni skalarm produkt, se pravi,
aa j@ ui c O (fm)

Dokaz 1zreka 2. Glede na trditev 1 je dovolj dokazati, da

(%) za wvsako naravno stevilo n obstaja homomorfizem algeber

C/ o(n)—1 End {Rn } ,

Pri1 konstrukciji takih homomorfizmov si bomo pomagali z naslednjima
preprostima, lemama.

Lema 4. Za, poljubno realno algebro K & {R C,H} obstaja naraven
Qnd(Rd) krer je d:= d

N

= dim

homomorfizem K

Dokaz. Za poljuben o € K ozma&i mo z &: K — K operacijo m
o T T (w c K). Ocitno je preslikava @ R-linearna (v primeru K
res samo R-linearna in v splosnem ne tudi H-linearna ali C- hnearna)

ﬁega je pravilo o — & homomorfizem realnih algeber f: K — HKEnd
Prostor K kot realni vektorski prostor pa je izomorfen prostoru R? in tako

kot homomorfizem K

. Za poljubno realno algebro K in poljubni naravni stevili m,n
o« do homomorfizma

lahko wak homomowﬁzg K — End(R"™) »razsirim

K(m) — End(R™").

Dokaz. Naj bo dan homomorfizem f: K — End(R"™). Prostor R™" pred-
stavimo kot kartezicni produkt m primerkov prostora R"™: R™" = (R")™ =
= R"x ... xR", {(m) — End ((R™)™) takole: F

Definirajmo preslikavo F': K
naj poljubno matriko A = [Ofij]ﬂf? 1 €K brevede v linearno preslikavo

F(A): (R")™ — (R™)™, ki poljuben = = [z;]7, € (R")™ preslika v

1=1
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Preprosta racunska dokaza, da je preslikava F'(A) res linearna in da je F
homomorfizem algeber, bomo 1zpustili. Pripomnimo, da je F' le neznatna
posplositev dobro znane preshkava ki vsaki matriki iz K(m) pridruzi R-
linearno preslikavo K™ — K™ . &

Dokazimo zdaj trditev (x) in s tem izrek 2. V prvem koraku bomo
obravnavali tevila n oblike 2°, kjer je 0 < b < 3. Sklicevali se bomo
seveda na izrek 4. Homomorfizma Cl,1)_; = Cl = R — End(R) in

Clyay—1=Cly = C — FEnd(R?) dobimo neposredno iz leme 4, homomor-

fizem Cl,4)—1= Clg = HxH — Fnd(R*) kot kompozitum naravne pro-
jekcije HHx H — H (recimo na prvi faktor) in homomorfizma iz leme 4,
homomorfizem Cl,gy_; = Cl7 = R(8)XR(8) — End(R®) pa kot kompozitum
projekcije R(8) x (8) — IRR(8) in naravnega homomorfizma (v resnici
izemorﬁzma) R(8) — End(R®), ki ga navsezadnje dobimo tudi iz lem 4
n 5.

V drugem koraku bomo dokazali trditev () za Stevila n oblike 162 - 2°
(a >0, 0<b< 3), in sicer z indukcijo na a. Pri a = 0 je trditev pravilna,
kot smo pokazali v prvem koraku. Privzemimo, da je pravilna za neki
n = 16% . 2° da torej obstaja homomorfizem f:Cl, — End(R™), kjer
je k = p(n)—1 = 8a+2°—1. Za §tevilo n' = 16*tH . 20 = 16n je
p(n')—1 = 8(a+1)+2° — 1 = k+8. Po izreku 4 je Clp g = Cl(16).
Zato dobimo homomorfizem Clj.g= Cl;(16) — End(R%") = End(R"™) iz

homomorfizma f in leme 5.

Konéno vzemimo poljubno naravno stevilo n = 16%-2°%. (2¢+1), kjer so
a,b,c > 0injeb < 3. Naj bo m:=16%-2° Kot smo pokazali v prejénjem ko-
raku, obstaja homomorfizem f:Cl, — End(R™), kjer je k:=p(m)—1. Ce je
¢ = 0, je n = m in nam ni treba storiti ni¢. Tudi za ¢ > 0 pa je p(n) = p(m)
in zato lahko homomorfizem Cf )y = Cl — End(Rm(26+1)) = End(R")
konstruiramo kot kompozitum diagonalne vlozitve Clp, — Clp(2¢c+1) (vsak
a € Cly, se preslika v diagonalno matriko z elementom « po diagonali) in ho-

momorfizma Clg(2c+1) — }*Diﬂc]i(Rm(“ZCWL1))3 ki nam ga dasta homomorfizem
f in lema 5. Dokaz je koncan. =

LITERATURA

[1] J. F. Adams, Vector fields on spheres, Ann. Math. (2) 75 (1962) 603—632.

2] D. Husemoller, Fibre Bundles (3rd edition), Graduate Texts in Mathematics, 20,
Springer, New York, 1994.

[3] M. Karoubi, K-Theory, Grundlehren der math. Wissenscha,ﬂ;en 226, Springer, Berlin,
1978.

4] J. Milnor, Analytic proofs of the ‘Hairy ball theorem’ and the Brouwer fized point
theorem, Amer. Math. Monthly 85 (1978) 521-524.

108 Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 4



Math. Subj. Class. (1991): 54C65, 5445

L

V clanku na elementaren nacin predstavimo teorijo zveznih selekciy veclicnih presli-
kav. Kot ilustracijo uporabimo selekcijske izreke pri dokazu, da lahko spremenljivkeo 6 v
e—6 definiciji zveznosti funkcije v tocki z izberemo tako, da je zvezno odvisna od ¢ in z.

. A g g ® E ok G ) et i B s 1
. B E Lh 1 Y o, % B g
T B g o2 i ) BB o B B Y i

An elementary introduction to the theory of continuous selections of multivalued
mappings 1s given. The selection theorems are applied as an example of how to prove

that the variable 6 in the e—6 definition of continuity at a point x can be chosen to depend
continuously on € and =x.

ava froX o= Y

Naj bosta X 1n } bni mi @mm Enolicna preslil

je predpis, ki vsaki mdm r € X priredi natanc¢no doloceno tocko f(x) € Y.
Veclicna preshikava £ : X — Y pa je predpis, ki vsaki tocki « € X v
splosnem ne priredi le ene tocke iz Y, ampak neko neprazno podmnozico

F(x) V. Kadar je Y C imo preslikavi (enolicni ali veéliéni)
funkcija (enolicna ali vecli¢na).

Primer 1. Naj bo X
dana s predpisom:

Veclicna funkcyja & @ IR

za £ <1
7a L = (
za L > [

Primer 2. Najbo X =Y =R.

Veclicna funkcija H : |
dana s predpisom:

za x <[
za £ = 1(

za x > 1

Veclicni tfunkeip G in H iz zgornjih dveh primerov lahko predsta-

imo tudi z grafoma na sliki 1, pri Cemer graf splosne vecli¢ne preslikave
F X — Y definiramo kot mnozico tock

NF)=|){z}x F(z)) Cc X xY.

€ P
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Slika 1. Grafa veclicnih funkciy G in H

Zelo naravno se veclicne preshka;ve pogaww pri 1skanju inverznih pre-
slikav. Ce dana preslikava f : X Y" ni injektivna, inverzne pr@shkave ne
moremo definirati v klasicnem smislu. Lahko pa definiramo veclicno inver-
zno preslikavo f~1: f(X) — X s predpisom

7 y) ={z € X | f(z) = y}.

)

ki ju ponavadi ozmacimo z Arctg in Arccos (simbola arctg in arccos pa
pomenita glavni veji teh dveh funkcij).

Njihove grafe kaze slika 2.

V tem clanku bomo obravnavali veclicne preslikave s stalisca topologije;

v tem okviru predstavljajo pomembno posplositev marsikaterih klasi¢nih
problemov 1n 1zhodisce za nove raziskave.

FEden od osnovnih topoloskih pojmov je zveznost. Najprej ponovimo
definicijo zveznosti obi¢ajne preslikave.

Dei n%mja 1. Preslikava f : X — Y je zvezna v tocki z € X, Ce za
poljubno okolico V C Y tocke f(xz) € Y obstaja taka okolica U C X tocke
z, da je f(a') € V za vsako toctko z’' € U.

To lahko povemo nazorneje, Geprav ne tako natanéno: Ce se tocka z'
bliza tocki x, potem se tudi tocka f(x') bliza tocki f(x).
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Slika 2. Grafi inverznih funkcij

Pri zvezni veclicni preslikavi F' :

_ - se turq morala mnozica
F(z') ] F(x), ko bi se tocka o’
mnozice drugl pa se

bliZati mnozici F blizala tocki =. Blizanje ene
preslikav sta se 1zkristalizirala predvsem

da vpeljati na razlicne nacine. V teoriji veclicnih
naslednja dva nacina.

Pri prvem nac¢inu se mnozica F'(«') bliza mnozici F'(x) tako, da je pri
' — x  F(z') v limiti p@dmnozma mnozice F'(z)”. Pri drugem nacinu pa
je ,, F'(z } v limiti nadmnozZica n (x)”. Zato pravimo prvemu tip

| \nozice f
zveznostl polzveznost navzgor, drugemu tipu pa polzveznost navzdol.

a tipoma ni1 nobene posebne odvisnosti.
Da bi lahko napisali natancno definicijo polzveznosti navzgor, se najpre;
dogovorimo, da naj okolica mnozice pomeni unijo poljubnih okolic njenih
tock.

icija 2. Veclicna preslikava F' : Y je v tocki x € X navzgor

poizvgzn& Ce za pO.@Hhﬁ@ okolico V C Y mnozice F (z) C Y obstaja taka
ko tocko ' € U. Preslikava

okolica U/ ¢ X 2"y C z

tocke x, da je F
e navagor pdzvezna? kadar je navzgor polzvezna v vsaki tocki domene.

Definicija 3. Pravimo, da se veclicna preslikava F' : X — Y v tocki
x € X priblizuje mdu y € Y, Ce za pohubno okolico V C Y te tocke y
obstaja ?ﬁaka okolica U C X ‘md{e z, da je F(2') NV # 0 za vsako tocko
' € U. Ce se preslikava I : X tockam iz

- — Y vtocki x € X priblizuje vsem
mnozice F'(z), pravimo d navzdol polzvezna v tocki » € X. Preslikava
F' je navzdol polzvezna, kadar je navzdol polzvezna v vsaki tocki domene.

Funkcija G iz primera 1 je pri x = 7 navzgor polzvezna, ni pa navzdol
polzvezna, saj se npr. ne priblizuje vrednosti 1 € G(7). Funkcija H iz
primera 2 pa je — ravno nasprotno — pri & = 7 navzdol polzvezna, ni pa
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navzgor (pri drugih vrednostih spremenljivke = sta obe navzgor in navzdol
polzvezni). Funkciji Arctg in Arcsin iz primera 3 sta pri vseh vrednostih
neodvisne spremenljivke navzgor in navzdol polzvezni. Funkcija k™1 je pri

vrednostih RN neodvisne spremenljivke samo navzgor polzvezna,

ne pa tudi navzdol.

Naj bo F': X — Y poljubna veclicna preslikava. Vpeljimo dve prasliki
mnozice U C Y, malo prasliko F_1(U) = {z € X|F(x) C U} in wveliko
F~HU) = {z € X|F(z)NU # (0}. Ni tezko videti, da je preslikava F
navzgor (navzdol) polzvezna v vseh tockah prostora X natanko takrat, ko je
za, vsako odprto mnozico U C Y njena mala praslika /' 1 (U) (velika praslika

F~YU)) odprta mnozica v Y.

Zivezne selekcije vecli

Naj bo F': X — Y veclitna preslikava. Obicajni preslikavi f : X — Y.
za katero velja, da je f(x) € F(x) pri vseh vrednostih spremenljivke z,
pravimo selekcija preslikave F'. Obstoj selekciy nam zagotavlja aksiom o
1zboru. Obic¢ajno pa bi radi od preslikave f se kaksno dodatno lastnost —
mi1 bomo iskali zvezne selekcije.

Neposredno se vidi, da imajo funkcija H 1z primera 2 ter funkciji Arctg
in Arccos iz primera 3 zvezne selekcije (za H je to konstantna funkcija,
za funkciji Arctg in Arccos pa sta to glavni veji arctg in arccos ). Hkrati
se vidi, da funkcya G 1z primera 1 in funkcija &~ ! iz primera 3 ne moreta
1met: mrezmh elekcij, Ceprav sta v vsaki tocki navzgor polzvezni. T1 primer:
kazejo, da je za obsto] zvezne selekcije polzveznost navzdol pomembnejsa

od polzveznosti navzgor.

7/, elementarnin

11 sredstvi se da dokazati naslednji selekcijski izrek:

Izrek 1. Naj bo X C R zaprta podmnozica mn F . X — IR
funkmja katere vrednost F'(x) je v vsakt tockt x € IR

(odprt, zaprt, polodprt, omejen ali neomejen). Ce je F' navzdol polzvezna,
potem 1ma zvezno selekcijo.

veclicna
nekt neizrojen interval

Najpre] navedimo dve lemi, ki ju bomo potrebovali pri dokazu. Ce unija
druzine mnozic 7 vsebuje mnozico X, pravimo, da je druzina Z pokritje
mnozice X.

Lema 1. Naj bo T neskoncno pokritje zaprtega intervala |la,b] C ]
z odprtima intervali. Potem obstaja koncéna poddruzina IC C I, k pokmge
interval |a, b].

Ta lema je sploSno znana in je zato tu ne bomo dokazoval: (dokaz je

npr. v 11]). Naj bosta Z in J dve pokritji iste mnozice. Ce vsaka mno#zica
1z druzine J lez1 vsaj v en1 mnozicl 1z druzine Z, pravimo, da je pokntje J
vértano v pokritje Z. Naj bo J tako pokritje topoioskega, prostora X, da
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vsaka tocka tega prostora lezi samo v koncéno mnogo mnozicah 1z J. Ce je
{hy: X — 0,1} | J € J} taka mnozica zveznih funkcij, da je hy(xz) = 0 za
vsako tocko x %Ja in je nadalje 3 ;¢ 7 hj(z) =1 za vsako tocko z € Xw("a{
te] vsoti je samo koncno mnogo sumamdﬁv @mdmh) pravimo te] mnozici
funkcij zvezen razcep enote, podrejen pokritju 7.

Lema 2. Za wvsako (neskonéno) pok 7T realne osi R z odprtimsi
mtema& @ésmja me Sﬁewm neskonéno pokritje J z odprtimi intervalz, ?{fz;
7€ vértano pokrityu I, da vsako omejeno podmnozzw realne osi seka (in zato
tudi pokrije) samo koncéno mmnogo intervalov iz pokritja J. Nadalje obstaja
zvezen razcep enote, ki je podrejen temu pokritju J .

[okaz.

Po lem1 1 za vgak@ @@10 stevilo n € Z obstaja koncn
intervalov 1z pokritja 7, ki i ijejo zaprti interval [n,n + M

druzino mmwabv oznacimo z Z,. Vsak interval iz Z,, presekajmo z odprtim
intervalom (n — 1,n + 2) in oznacimo:

—{IN(n—1n+2)|I€L,).

Druzina intervalov Z! je é@f@j kon¢no pokritje intervala |n, n -+ 1], ki sega
cez interval na vsako stran n Zato je unija druzin intervalov

1ma smisel, ker je za vsak £ € IR samo kon¢no mnogo sumandov nenicelnih:
vsak & namrec lezi samo v koncno mnogo intervalih J € J. Tudi vsak
omejen odprti interval lezi samo v konc¢no mnogo intervalih J € J. Zato je
funkcija g zvezna povsod na realni osi. - lalje je druzina J pokrit j e realne
osi; zato je g(z) > 0 za vsak x € RR. ljimo novo druzino zveznih funkeij:

g7(z)
@) = g(x)

Te funkcije so iskani zvezni razcep enote,
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Dokaz 1zreka 1. Naj bo najprej X . Za vsako tocko x € IR s1 na

intervalu F'(z) izberimo tri notranje tocke
dy < 8z < Ga-

Ker je funkcija F' navzdol polzvezna, sta veliki prasliki F~1(—oc0,d,) in
F~1(g,,00) odprtih intervalov (—oo, d;) in (g,, 00) odprti mnoZici, v katerih
seveda lezi tudi tocka x. Zato obstaja neki dovol] majhen odprt interval I,
s srediséem v tocki x, ki lezi v obeh mno#Zicah F~1(~o00,d,) in F~1(g,, o).
Za poljubno tocko =’ € I, je vrednost F'(z') funkcije F' neki interval, ki seka
intervala (—oo,d;) in (gg,00). Zato tudi stevilo s, lezi na intervalu F(z).

Druzina intervalov 7 = {I, | « € R} je pokritje realne osi. Naj bo
J pokmtje 17z leme 2, ki je vértano ; okmtju T. Za vsak mterval J € J
obstaja taka tocka zy € R, da je J C I;,. Na krafsko 0znaclmo: Sj = 8.
Iz ugotovitve v prejsnjem odstavku S}.edl da za vse tocke z' € J velja:

S EF(LZ:"}.,

Vzemimo razcep enote {h J | j c j }. ki je podrejen pokritju 7,
sestavimo zvezno funkcijo f : R — IR

Ker je 2 e hyj(xz) =1 in stevila sy lezijo na intervalu F'(z) za vse tiste J,
pu kaﬁcenh je hy(x) > 0, lezi tudi stevilo f(x) na intervalu F'(x). Torej je
R — IR iskana sdekcga veclicne funkcije F'.

Naj bo zdaj X C R

1 tudi v tem pmmeru razsirin

pohubna zaprta podmnoama Da b1 dokazali izrek
10 veclicno funkcijo £ : R na veclicno

R takole:

funkcijo F' -

Funkcija F je navzdol pOEZV@zna v vsaki tocki x € IR.
X odprta

ocitno, za tocke x € R\ X pa sledi iz dejstva, da je m

in je torej F(z) = (—oo, oo) tudi za vse = iz neke dovolj 1 ajhne OkOhC@

tocke. Dokazali smo Ze, da 1ma F' zvezno selekcijo f : IR

flx : X — R

Pripomocki, ki smo jih uporabili pri dokazu i1zreka 1, sugerirajo po-
spiosr@ev tega mreka na parakompaktne pmsmre Hausdorfiov topoloski
prostor je parakompakten, Ce se da v vsako njegovo pokﬂtje vértati lokalno
koncno pokritje. Pokntje je lokalno koncno, ce dovolj majhne okolice katere
koli tocke seka samo kon¢no mnogo ¢lanov pokritja.

pa je potem zvezna selekcija veclicne funkcije F'. m
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zrek 2. Naj bo X parakompakten f@pd@s};@ prostor in F
Mka vecizc‘?m funkcya, da je za vsak x € X mnozZica F(x) neizrojen mﬁem@i

(odprt, zaprt, polodprt, omejen ali neomejen). Ce je F navzdol polzvezna,
vma zvezno selekcijo. |

wmk& 2 je v osnovi podoben dokazu izreka 1, vendar je precej
zahtevnejsi. V njem je za konstrukcijo razcepa enote nujno potrebna Uryso-
nova lema, k1 velja za normalne prostore. Za:to je treba tudi dokazati, da
je vsak parakompakten prostor normalen. Vsi ti rezultat: so @Segﬁ;ﬁw v
Stan&ardmh ucbenikih topologije, npr. v [ﬁ}

vV 50. letih tega st@%ma je ameriskl matematik Krnest Michael -
celo vrsto zadostnih pogojev za obstoj zveznih selekcij veclicnih pregw
eden od njih je V@dﬁ@ p@ﬁmfezzmsﬁ navzdol veclicne funk@j@ F, drugi g
kompaktnost prostora X, nadaljnji pogo j1 pa so geometrijske in topolosl
stnosti mnozic F'(x) (M?Chadow OSNOVILI rezuhzam 50 bili ob Javhem v &lankih
3], M 5]). Za zgled navedimo enega od h najbolj znanih zado-
th pogojev:

Izrek 3 (Michael). n topoloski prostor, Y
Banachov prostor in F' : X Y taka n @@Z@ﬁ polzvezna vecliéna 1 ?"@35@5@&@@
da je za wvsako tocko x € X mnoZica F(x) konveksna in zaprta. Patem
obstaja zvezna selekcyja preshikave F'.

Naslednji protiprimer kaze, da se v 1zrekih 1, 2 in 3 pogoju konveksnosti
ne da izogniti:

mer 4. Veclicno funkciyjo F': R definirajmo s predpisom:

ifm jzj za |z > 1

2 3 U0, —1] zalz|<linz#0

/ mxzaxzd

L[0, 1] za. = = U

(njen graf je na sliki 3).

1

Slika 3. Veclicna navzdol polzvezna funkcija, ki nima zvezne selekcije

Funkcija F j%e navzdol polzvezna (natancneje si je treba ogledati le
vrednosti —1, 0 in 1 spren enljwke r), mnozice F{m) pa pri 0 < z] < 1
niso konveksne. Og; F' nima zvezne selekcije
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definiciji zveznosti

/. uporabo 1zrekov o zveznih jah se da priti1 do vrste zanimivih
rezultatov. Eden izmed elementarnejsih je zveznost izbire spremenljivke 6
pri1 e—0 definiciji zveznosti.

Naj bo X C R podmnozicain f : X R enolicna funkcija. Ponovimo
klasicno e—6 definicijo zveznosti: Funkcija f je zvezna v tocki x € X, Ce za
poljuben pozitiven € obstaja tak pozitiven 6 = 6(x,¢), da je

f(a') € (f(z) —¢, f(z) +e)

za vsak ©' € X N (z — 6,z + 0).
Naslednji izrek trdi, da je n
odvisen od € 1n od z:

[zrek 4. Naj bo X C R zaprta podmnozica wn f : X — IR
zvezna enolicna funkcija. Potem obstaja taka zvezna enolicna funkcija

6: X xIRT — IRT dveh spremenljivk, da velja

f(@') € (f(®) —¢, f(@) +¢)

za vsak ¢’ € X N (z — 6(z,e),z + 6(x, €)).
Dokaz. Naj bo 0 : & X IR

in € € R" s predpisom

bo(z,e) =sup{éd >0 | fF(XN(z—6z+9)) C(f(x)—e, flz)+e)}

kjer je supremum misljen na razsirjeni realni osi. S formulo

107zno izbrati §(x, ) celo tako, da je zvezno

* — (0, co] funkcija, definirana za vse x € X

vpeljimo veclicno funkcijo A :
polzvezna.

Dokazujmo s protislovjem: denimo, da funkciyja A v neki tocki
(z,e) € X x R™ ni navzdol polzvezna.

Najprej si oglejmo primer, ko je 6p(x,e) < oo. Ker se vecliéna funkcija A
v tocki (z, €) ne priblizuje vrednosti ég(x, €), obstaja tako pozitivno stevilo o
in tako neskoncno zaporedje tock (z1,e1), (z9,e2), (z3,€3),. .., ki konvergira
proti tocki (z,¢), da je dg(xg,er) < dp(x,e)—azak =1,2,3,... Iz definicije
funkcije 6y sledi:

f(X A (i’k — 60(3335) -+ &, Lk T 50($7€> — Q)) gz (f(xlfJ — €k7f($k) - 5?@)9
torej obstaja tako neskonéno zaporedje stevil zf, =5, z5%,.. ., da je

z, € X N(xx — bo(z,€) + o,z + do(x,€) — ) (1)
fzy) & (f(@k) — x, £ (k) + €k)- ' (2)
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Iz (1) sledi, da je zaporedje stevil o), =, xé,, .., omejeno. Obstaja podza-
redje ki konvergira proti nekemu stevilu z’. Ker je mnozZica X zaprta, je
"€ X. Iz formule (1) v limiti sledi formula:

r € XNz -6z, e)+a,z+ b6z, e) — . (3)
Ker je f po predpostavki zvezna, iz (2) dobimo:

flz') & (f(z) — e, f(z) +e). (4)

Iz formule (3) sledi;

e XN(z— 6z, e)

x + 6p(x, e) — 5) (5)

5) pa dobimo:

84 8

F(X N (z=8p(z,e) + =,z + do(z,2) — =))  (f

9 2 §$>w€ﬁf<$>+€}a

kar 1 je v EOMSEOVJH 7 defir icijo 5@, DObﬁ@@ EOHSIOVJE@ da je
veclicna funk A navzdol polzvezna v tocki (z, ¢).

Oglejmo si Se primer, ko je dg(z, 8} co. Ce vetliéna, funkcgja A v tocki
(z, 8} ni navzdol pdszna obstaja dovoly velika stevilska vrednost M, ki
se 51 A v te] tocki ne pribliza. Kot v prejsnjem primeru odtod spet sled:
obstoj takega stevila ' € X, da velja: f(2') € (f(z) — ¢, f(z) +¢). To pa
je v protislovju z dejstvom da je bg(z,e) = oo.

dokazali, da je A navzdol polzvezna, lahko up
posledico 1: obstaja zvezna selekcija § : X x RT — IR™T veclicne funkcije
A: X xRt — R". Ta é pa je ravno tista zvezna enolicna funkcija, o kateri

govorl 1zrek. m

[zrek 4 se da posplositi na lokalno kompaktne metricne prostore:

lzrek 5 (Re povs in Semenov). Naj bosta (X ) metricna
prostora, X naj bo lokalno kompakten, f X — R zvezna enolicéna funkcya.

Potem obstaja taka zvezna enolicna funkcija §: X x Rt — R dveh
spremenlyivk, da pri poljubnem paru spremenlyvk (x,e) € X X R™ wvelja

o(f(z), f(z') < € za vsako tocko =’ € X, ki ustreza pogoju d(z',z) < 6(z,€).

Izrek 5 se dokaZe s pomocjo izreka 2 podobno kot izrek 4 s pomocjo
1zreka 1, upostevati je treba Se, da je vsak metriéni prostor parakomp
6]. Bralec, ki ga zanimajo nadaljnji rezultati v te] Smeri s1 lahko ogieda
clanke [2] in [8]-[10]. \

ki je izracunljiva v sm

" [12] je celo konstruirana funkcija §: X xTR
islu efektivne analize.

Obzornik mat. fiz. 47 (2000) 4 117



Nekateri nadaljnji primeri uporabe teorije zveznih

selekcij

Naj bosta X i Y poljubna topoloska prostora, A pa zaprta podmnozica
v prostoru X. Poljubni zvezni preslikavi f : X — Y priredimo veclicno
preslikavo F': X — Y takole:

a:QA.

Naj bo g : X — Y neka zvezna selekcija veclicne preslikave F'. Ocitno
je g ravno razsiritev zvezne preslikave f z mnozice A na ves prostor A.
Torej je problem o obstoju takih razsiritev samo poseben primer problema o
obstoju zveznih selekcij. Zgoraj definirana veclicna preslikava F' je navzdol
polzvezna. Ce je x € A, to takoj sledi 1z zveznosti preslikave f : A — Y. Ce
jex € X \ A, pa to sledi iz dejstva, da je mnozica X \ A odprta. Zato se da
pri studiju problema razsiritve zvezne preslikave uporabiti vsa Michaelova
teorija o zveznih selekcijah in seveda novejsi rezultati v te] smeri. Primere
bralec lahko najde v monografiji [10].

Naj bo na primer X parakompakten topoloski prostor, Y pa Banachov
prostor. V tem primeru je za vsak x € X mnozica F'(z) zaprta in konveksna.
Po izreku 3 obstaja zvezna selekciyja g : X — Y preslikave F', kot pravi
naslednja varianta klasicnega Dugundjijevega izreka:

[zrek 6 (Dugundji). Vsaka zvezna preslikava f : A — Y zaprte
podmnozice A parakompaktnega prostora X v Banachov prostor Y se da
razsirity do zvezne preslikave g : X — Y wsega prostora X.

Poleg skupine Michaelovih izrekov, v katerih je kljucni pogoj konve-
ksnost mnozic F'(x) (primer takega izreka je izrek 1), je Se nekaj drugih
skupin Michaelovih izrekov:

a) izreki, v katerih je kljuéni pogoj, da je prostor X niCrazsezen;
b) izreki, pri katerih je klju¢ni pogoj, da je prostor X kon¢norazseZzen in

so hkrati mnozice F'(x) n-povezane (kjer je n dimenzija prostora X.);

c) izreki, pri katerih je kljuéni pogoj kompaktnost mnozic F'(z), pri tem
pa mora biti1 ¥ poln metri¢ni prostor.

Nasteti izreki so uporabni tako v topologiji (pri raziskovanju grup av-
tohomeomorfizmov mnogoterosti, pri ugotavljanju, kdaj so preslikave me-
tricnih prostorov Hurewiczeve fibracije, ...) kot tudi na drugih podrocjih
matematike (v teoriji funkcij kompleksne spremenljivke, pri diferencialnih
vkljucitvah, to je diferencialnih enacbah z veclicno desno stranjo, ...) in

celo v uporabni matematiki (npr. v teoriji optimalnega vodenja). Stevilne
primere lahko najdemo v [1] in [10].

Za konec omenimo, da je prve rezultate o selekcijah veclicnih preslikav
ze v 30. letih tega stoletja odkril J. von Neumann pri studiju matematicnih
modelov v ekonomiji, vendar ni preuceval zveznih selekcij, ampak merljive.
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selekciy veclicnih presli-

Prva monografija, v celoti posvecena teoriji zveznih
kav, pa je izsla sele pred kratkim [10].

LITE

1] J.-P. Aubin in H. Frankowska, Set-Valued Analysis, Birkhauser, Basel, 1990.
2] J. Malesi¢ in D. Repovs, Continuity-like properties and continuous selections, Acta
Math. H 73 (1996), 141-154.

Hungar. 73
BE. Michael, Continuous selections I, Ann. of Math. (2) 6

B. Michael, Continuous selections II, Ann. of Math. (2
Math. (2) 6

3 (1956), 361-382.
(1956), 562-580.
5 (1957), 375-390.

E. Michael, Continuous selections III, Ann. of N

J. R. Munkres, Topology: A First Course, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, 1975.

D. Repovs in P. V. Semenov, An application of the theory of selections in analysis,

Proc. Int. Conf. Topol., Trieste 1993, . Gentili, Ed., Rend. Ist. Mat. Univ. Trieste 25

(1993), 441-446.

18] D. Repovs in P. V. Semenov, On continuous choice in the definition of continuity,
Glasnik Mat. 29 (49) (1994), 169-173.

9] D. Repovs in P. V. Semenov, On continuity properties of the modulus of local contrac-
tibility, J. Math. Anal. Appl. 216 (1997), 86-93.

D. Repovs in P. V. Semenov, Continuous Selections of Multivalued I

Academic Publishers, Dordrecht, 1998.

111] I. Vidav, Visja matematika I, DMFAS, Ljubljana, 1994.

[12] K. Weihrauch in X. Zheng, Effectiveness of the global modulus of continuity on metric

spaces, Category Theory and Computer Science, Santa Margherita 1997, Lect. Notes

Comp. Sci. 1290, Springer-Verlag, Berlin, 1997, str. 210-219.

SSEE

lappings, Kluwer

Pri stavljenju ¢lanka A. J /.. Trontlja Termoakusticnt hladilnik
i hladinik s pulzno cevjo, ki je 1zSel v prejsSnji stevilki Obzornika, je nastalo
kar prece] tiskarskih napak, ki pa so na sreco vse iste vrste. Namesto znaka
za povpredje { ) (gre za casovno povprecje koli¢ine v Casu enega cikla nihanja
plina) je namrec ponekod pomotoma zapisan znak za absolutno vrednost | |
(ta pa v Clanku zaznamuje amplitudo kolicine). Tako je treba na straneh
76, 77, 82, 83, 84 in 86 vse znake za absolutno vrednost nadomestiti z znaki
za povprecje, na strani 80 je treba to storiti le v osmi vrstici od spodaj

navzgor, na strani 85 vse od 10 vrstice naprej navzdol, na strani 81 pa le na
zacetku formule (11), torej (@ Q|-

Avtorjema in bralcem se seveda iskreno opravicujemo za neljube po-
ote, hkrati pa vas obvei¢amo, da so interesentom v urednistvu (Jadranska
9, prostor Komisije za tisk) na voljo pravilni izvodi ¢lanka.

Urednistvo
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PACS 01.65.4¢g

Precesijo enakonocij je prvi pojasnil Isaac Newton z gravitacijskim zakonom. Njegovo
izpeljavo je zanimivo postaviti nasproti danasnji. Ob tem na eni strani obc¢udujemo, kako
je uporabil izreke za gibanje togega telesa, ki so se uveljavili Sele pozneje, a na drugi ne
moremo spregledati nekaterih pomanjkljivosti.

HE PRECESSION OF EQUINOXES

The precession of equinoxes was first explained by Isaac Newton by means of the law
of universal gravitation. It is interesting to compare his derivation with the present-day
one. At the one hand Newton’s anticipation of the theorems of motion of rigid bodies
awakes admiration whereas at the other some deficiencies cannot be overlooked.

Precesijo enakonocij je opazil Hiparh v 2. stoletju pred nasim stetjem.

Nikolaj Kopernik je leta 1543 privzel, da se Zemlja giblje okoli Sonca z
vrtilno osjo, togo povezano z zveznico s Soncem. Vpeljati je moral tretje
gibange Zemlje, da je utemeljil, zakaj zemeljska os kaze priblizno proti
Severnici. Zemlja se v 24 urah zavrti okoli svoje osi, v 1 letu obide Sonce
In njena os se giblje po plascu stozca, tako da se v 1 letu domala vrne v
zacetno lego. Nova lega le za 50" zaostane za staro, tako da os priblizno v 26
tisoc letih opise plasc stozca. Isaac Newton, ki je odkril gravitacijski zakon,
je leta 1687 prvi pojasnil precesijo enakonocij. Pri tem je izhajal 1z tega
zakona in uposteval sploscenost Zemlje na polih 1n nagib njene geometrijske
osi proti ravnini gibanja okoli Sonca.
Kolikor mogoce preprosto izpeljimo enacbo za precesijo v najnizjem
priblizku. Zemljo obravnavamo kot simetricno vrtavko, ki se vrti okoli
geometrijske osi skozi tezisée, z lastno vrtilno kolicino T'*. Po izreku o
ohranitvi vrtilne kolicine bi se lastna vrtilna koli¢ina ohranila po velikosti
1n smeri, ce na vrtavko ne bi deloval navor glede na tezisce. Na Zemljo
pa deluje Sonce z navorom M™ glede na tezisce, zato njena geometrijska os
precedira s kotno hitrostjo w,. Podobno kot Sonce deluje na Zemljo tudi
Luna. Prispevka 1zracunamo vsakega zase in ju nato sestejemo. Tri koli¢ine
povezuje Fulerjeva enacba |1] ‘

(1)

Ce se velikost lastne vrtilne kolicine ne spreminja. Enacba velja v tezis¢nem
koordinatnem sistemu, cetudi je ta pospesen in torej ni inercialen. Geome-
triyska os Zemlje je nagnjena za ¥ proti ravnini gibanja Zemlje okoli Sonca.
Sonce deluje na Zemljo in privlacna sila na blizji del odebeline ob ekva-
torju prevlada nad privliacno silo na oddaljeni del. Nastali navor poskusa
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Slika 1. Na Zemljo v obliki rotacijskega elipsoida deluje Sonce z navorom glede na tezisce.
Zato njena geometrijska os v 26 tisoc letih opise plai¢ stoZzca (a). V racunu najprej
vzamemo, da Sonce miruje v tocki, do katere vodi krajevni vektor r (b).

zmanjsati kot ¥ in geometrijska os opisuje plasc stozca okoli smeri, pravo-

kotne na ravnino gibanja (sl.
Podprimo trditve z racunom. Vpeljimo tezis¢ni koordinatni sistem z
1zhodiscem v srediscu Zemlje, ki jo vzamemo za homogeno. Os x usmerimo
proti pomladiséu, ki ga ob pomladnem enakonocéju doloca presecisce ravnine
gibanja z ekvatorsko ravnino. Os z postavimo v geomeﬁmjgﬁ 0s Zemh@
v smeri lastne vrtilne koli¢ine. Sonce vzamemo za tockasto in d
vodi krajevni vektor r = m? Y, z) o kotom ¢ proti osi 1
7 sint?). Do dela Zemlje z maso dm =,
krajevm vektor v’ = (2/,y/, 2"). Na ta del deluje Sonce s silo dF = G
(r — r )/Ir — r'|°, ée je M masa Sonca in G gravitacijska konstanta 1].

Oddaljenost )ONCa je

dela Zemlje od &

— (?”2 -+ T,2 — 2r - = 'r‘(ﬁ, | T

/ 7

=r(l — acosﬁ—kisinﬁ). ' (2)

T r

Nazadnje smo zanemarili r’ : /r? v primeri z 1, razvili izraz v Taylorjevo vrsto
n obm&h samo linearna ¢lena. 7 enacbo (2) izracunamo - oddaljenosti
menovalcu, tak 0 da je Sﬂa Sonca na del Zeml; lje dF = (GMdm/r3)(1 +
+ 3y’ cos¥/r — 32" sind/r)(—2', —y + rcosd, —z' + rsin ﬁ)

Rocico ' vektorsko pommnoZimo s to silo in dobimo navor privlacne
sile Sonca na Zemljo M* = [r’' x dF, ko integriramo po z', %/
in z' po vsej prostornini Zemlje. Zemljo obravnavamo kot sploiten rota-

cijski elipsoid, katerega vztrajnostni moment okoli geometrijske osi

J
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j — f(ajlz + ylz)dm j@

vokotne osi J = [(a’ P 2)dm, Pod integralom se pojavi veliko clenov s
koordinato v prvi potenci, a int@gmh vrste [ o/ dm so vsi enaki ni¢, ker smo
1zhodisce postavili v teziSce. Preostane samo komponenta navora 'v smeri
osi z z integralom [(z/* — y’z)dm, 2y dm +

+ (2" 4+ 2%dm = —J + J:

alo vecji od vztrajnostnega momenta okoli pra-

dopolnimo v — [(z

P

— J) cos ¥ sin . (3)

Ta navor zapisemo z enotskim vektorjem e, v smer1 geometrijske osi z:

r

rd r r

W E N

Sonce glede na Zemho ne miruje, ampak se giblje okoli nje. Tezis¢m ko-
ordinatni sistem sme namrec biti pospesen in lahko uporabimo geocentri¢no
shiko. Zaradi tega se spremmja smer geometrijske osi Zemlje in enotskega
vektorja e,. V obhodnem casu Sonca okoli Zemlje ¢ty opise poln kot, tako
da je treba v skalarnem produktu in v komponenti vektorskega produkta v
smeri osi x upostevati faktor sin 27t /¢y, Ce zaCnemo Cas meriti ob spomla-
danskem enakonoéju. Tako v enaébi (4) faktor sin® 27t/tg v povpredju po

enem obhodnem casu da = 5 1In Je povprecna komponenta navora enaka L M "‘
Postavimo jo na levo stran enacbe (1) za komponento v smeri osi . Na
njeni desni strani je s kotno hih‘OSth pmmsue wp, pomnozena komponenta
lastne vrtilne koli¢ine v Smem os1 &, to je I'*sin¥ = Jwsinv s kotno hitro-
stjo dnevnega vrtenja Zemlje w. Povprecna kotna hitrost precesije je:

3G M
cos § = — =5 cos V. (5)

273w

Ziadnji korak b1 lahko bohe utemdﬁh ce b1 vpeljah -.__Juierjmf@ kote |2].
Kotna hitrost prec&sge se med obhodom Sonca okoli Zemlje spreminja in <5§
je prvi priblizek za njeno casovno povprecje. Komponenta navora okoli osi
y je tudi razlicna od 0, a njeno odvisnost od ¢asa dolo¢a faktor sin 27t /%,
katerega povprecje je enako ni¢. Ta komponenta opiSe nutacijo zemeljske
0s1, Ceprav sicer z nutacijo poimenujemo gibanje vrtavke, na katero ne deluje
navor okoli tezisca. Komponenta navora v smeri osi z je enaka nic, tako da
se velikost vrtilne kolicine Zemlje okoli lastne osi ne spreminja. Sploscenost
e = (a — b)/a izrazimo z veliko polosjo a in malo polosjo b elipse v osnem
preseku rotacijskega elipsoida. Vztrajnostni n omem; J je v tem primeru

sorazmeren z 2a’, Vztrajnostm moment J pa z a? 4+ b? in v prvem redu se

(J—=J)/J =(2a® — a® —b?)/2a® = (a — b)(a + b)/2a? ujema s splodcenostjo
e =(a—0>b)/a.
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Na j rej 1zracunamo prispevek S
po tretjem Kﬁp%mm@ Za,k@ e G
1n oddaljenostjo S | Zem
w = 2m - 366,25 E@mmiﬁ c narodna astronon
: 3 Sz@jda ME&EE |

7 V.
Za tg vzamemo sidericno leto in
iska unija je leta 1964

ﬁaﬂﬁ n s v )3

Lune g7, = 27,32 / 25 E@m m 1+Mz / My, = 82
d 1zmerjene letne prece-

nejéih fizikalnih
nih amke @@pra‘v
jim lahko '& 0 1n ono @m’fi amo, | F oo AG. V
F'dt = mdv ga je sele leta 1752 zaj ES&E d Euler, ki je }.zpehai
o -- %ksaﬁ med njimi E@m @ﬂ&@b@ (3) Pot
Das Bernoulli, Patrick d’/

obliki F

| Arcy in drugi.
konocij ze uporabil nekatere 1zreke o vrtenju
za tako pomembne, kot jih 1mamo danes.
Njegovo mva,ja, j@ se 7 d aﬂaéﬂj@ga eledisca zdi nekoliko okorno in nepopolno,
a vsebuje vse osnovne kolicine: vztrajnostni moment (moment of inertia),
ki doloca ,ucinkovitost (efficacy) pri vrtenju telesa okoli kakega sredisca”
vrtilno koli¢ino ali moment gibalne koli¢ine (moment of momentum), ki
meri , gibanje vsega telesa okoli vrtilne osi”, in navor ali moment sile, ki
meri , moc, s katero zavrti” telo zunanja sila. Newtonova 1zvajanja so
skopa in vcasih tezko razumljiva, Se posebej tezavno je slediti njegovemu
geometrijskemu nacinu dokazovanja. Le poredko je uporabﬂ svojo ,, metodo
fluksiy”, to je infinitezimalni racun, kot da bi jo hotel ¢im dlje obdrzati zase.
Pmnmpz b1 sodobnemu bralcu ostah dokaj tuji, ¢e jih ne bi predelal znani

astrofizik Subrahmanyan Chandrasekhar |2].

Newton je razpravo o precesiji enakonocij zacel s tremi lemama.
opredelila okolis¢ine in postavila razmerje 1:2 med vztrajnostnim m
L R? in vztrajnﬁstm n momentom obroca mE

tom tanke krozne plosce smh
z enako maso in enakim R pr1 vrtenju okoli geometrijske osi.
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kaze, je Newton slutil enacbe, ki jih danes pregledno zapiéemo 7z vektoryi,
na primer za hitrost dda vrtegega se togega telesa v = w X r 1n za vrtilno
koli¢ino takega telesa I' = [ dm r X (w X r), Ce integriramo po prostornini
telesa. Po Chandrasekharjevem mnenju je bilo za Newtona pomembno, da
je razmerje vztrajnostnih momentov neodvisno od kota .

V drugi lemi je zagotovil, da sta Vztrajnostm moment krogle in vztraj-—
nostni moment obroca z enako maso in z enakim radgem v razmerju 2:5.
Vztrajnostni momem krogle okol premera je zares ng2, razpravo pa je

tezko razumeti. Tudi ta rezultat je zaradi simetrije krogle neodvisen od
kota .

\Y tretji lemi je zatrdil, da sta , gibanje vse Zemlje” in ,gibanje obroca”
v razmerju (37%/32R?) - m/Am, &e je m/Am razmerje n ed maso krogle in
maso obroca (R? v imenovalcu ] je odvec). Po Chandrasekhamevem mnenju
je ob skopi utem dﬂtw Newton pod gibanjem pravzaprav razumel sﬁ'kuiamp
¢ v-dr, ki jo je vpeljal sele lord Kelvin kakih dvesto let pozneje, Cirkulacija
po krogu z radijem r je 2wrwsind, e upostevamo komponento hitrosti
wr sin v, pravokotno na ravnino geometrijske osi in pravokotnice na ravnino

gibanja. fOR Jo 2mwrs sin? Ydddr = %wwz R* je integral cirkulacije po krogli,
AS pa [; 2(wRsin?)RASAY = 4wh RZAS.
Razmerje obeh je (372/32)V/AV = (37%/32) - m/Am, ée je V = %ﬂ' 7% in

13S.

AV =27 RAS ter sta pri homogenih telesih prostornini v razmerju n

Newton je odmislil kroglo sredi 7 emhe in preostali del snovi razporedil
v tanek obroc, ki se je vrtel okoli svoje geometrijske osi pod kotom 23,5°
proti pravokotnici na ravnino gibanja. V obliki | domneve” je zapisal, da
b1 se pomladisée enako gibalo, ce bi bil obroc¢ sestavljen iz drobnih delov
ali tog. Nato je v , predlogu XXXIV, nalogi XX, zatrdil, da je prispevek
Sonca k precesiji pomladisca sorazmeren z letnim premikom vozliscnice
Lune, pomnozenim z razmerjem sideriCnega dne in sidericnega obhodnega
casa Lune. Letni premik Lunine vozlis¢nice, —20°11'46", je izracunal prej,
ko je obravnaval gibanje Lune. Trditev naj b1 veljala za vsako Luno, ¢e b1 se
jih ve¢ gibalo v enaki oddaljenosti. Za Luno, ki pa bi se gibala okoli Zemlje
na majhni visini, b1 bil letni premik vozlisé¢nice enak izmerjenemu premiku,
pomnozenemu z razmerjem sidericnega dne in sideri¢nega obhodnega casa
Lune. To bi veljalo tudi za obroc¢ lun, ce b1 se dotikale in bile sestavljene 1z
majhnih delov ali bile togo povezane.

Z 1zrazom, ki ga je dobil za letni premik Lunine vozlis¢nice, ugotovimo,
da je Newton za povprecno kotno hitrost precesije v prvem redu € navedel

po obrocu s precnim presekom

Wp = (6)
kar se za faktor 1,081 - £ = 0,42 razlikuje od (5) S sploscenostjo € = 1/230
je tako za prispevek Sonca, dobil —9,05” leto™". Razmerje med prispevkom

Lune in pmspevkom Sonca k precesiji je 1zenacﬂ_ 7 razmerjem med pmspev—
kom Lune in prispevkom Sonca k plimovanju. Plimska pospeska Lune in
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Sonca sta v razmerju (/A L/MS)/(?’*L/TS)B 4|, zato je bil sklep upravicen.
Toda za éfﬁwﬂski podatek je Newton vzel 4,48, kar je bilo precej vecje
od c p@aﬂm 2, E? ki 1z aja %Mdi 17Z racuna v prvem mzeﬁiu’

k precesijli dobil
-1 . Ziadovoljno
pozabiti, da tedaj Se niso

pripomnil, da se to Smada s pojavi’. Ne gre
pozn&h gra,wmmjske konstame in SO bﬂ}_ podatki za maso Zemlje in Lune
dokaj nenatancni.

je v
h vprasanjih uvedel nove za-
pokazala globina I

i E@@@S@@ enakonocij je zn&mMG za razdelke, ki jih
Pmnmpgﬁ vec 1In v je Newton ob n
isli. P pr1 precesiji Se posebej | jasno
mnmfega predirnega ﬁzﬂiainega razumevanja po nacinu, kako je prepoznal
DT1S] preseneca celo sodobnega bralca”. Nasprotno pa , na
analiticni S’M“a 1 Newton, 7z @blc ajnimi zal mi o stro g@gm DT
gnal dovolj dale¢.” |2] Premajhen sorazm N} v enacbi
po nakljucju 1zravnal preveliko razmerje m k3
in Sonca ter preveliko @Eﬁééenost in dal pravi 1zid.
da so sodobniki sprejeli Newtonovo mmga,me C@E&V bi momm biti Gdo
priloznostnemu bmﬁc jag 10, da je ujemanje nakljucno”. V 5ih izd
jah fmga dela besedila niso spreme ﬂz e
lu¢ na delo urednikov, | nyimi R

New-

amdyaﬁ@k lar se Cudi

Zgodba je poucna v vec pogledih. Vcasih raziskovalec — podzavestno
ali zavgdno — uporabi podatke, ki da‘w pm@akovam rezultat. Ni vseeno, v
kaksni obliki obj J avi Novo zam isd 1. M
1zrazene ali skrite zan mh ostanejo n
da se uveljavijo. Odkritje se
obliki. Pogosto je bila pot do njega | bolj zan @m,zm, kot b1 pricakovali
dandanes. Newtona in Eulerja ne povezuje samo Euierje‘va oblika drugega
Newtonova slutn ja Eulerj@V@ @naébe

Newtonovega zakona, an
ceprav je najbrz |
Bralec b1 utegnil p

(1] J. Strnad, Fizika, 1. del, DMFA, Ljubljana 1995, str. 63, str. 87.

2] S. Chandrasekhar, Newton’s Principia fm’* the Commom Reader, Clarendon Press,

Oxford 1995, str. 455.

3] 1. Newton, The Mathematical Principles of Natural Philosophy, iz latinscine prevedel
Motte 1729, Dawson of Pall Mall, London 1968, Vol. 11, str. 320.

Andrew N
4] J. Strnad, O Obzornik mat. fiz. 32 (1985) 66.

plime in oseks,
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zazdo da bi bralce Obzornika ufmgnﬂe zammam tudi ﬂasiedme vrstice.
polmenovanja podrobnosti na Luni S0 bila dana v 17. stoletju,
ko so zaceli s teleskopi natancneje -c povrsje nasega satelita.
Kraterji so znacilne tvorbe na Luni. Za imena kra%mev so uporabili 1imena
mgtoiosbh oseb, svetnikov, ﬁeoiogo&r pesmkov in ucenjakov stare Gréije 1n
ugema,kov Sremeg&, veka in svojih sodobmnikov.
/ vse bol] zmogljivimi tdeskopi so opazovalci odkrivali vedno ve¢ novih
krammev na Luninem p@“v’mju in jim dajali imena. Posebno veliko imen se
pojavilo na kartah z Zemlje vidnega p OVIS Sja Lune v 19. stoletju. Takrat
se je na Lunimi karti pojavil tudi krater z 1m

Krater Vega lez1 na juzni polovici Luninega liska ob Mare Australe
(JuzZno morje) blizu kraterjev Fraunhofer in Maller, torej kar na ¢astnem
mestu (glej sliko).

To je veliko priznanje Vegovemu delu. \ ega je mk@ edim SE@V@H@C k1 ; je
ovekovecen na Luni ali bolj globalno receno (kar dof
in ponosu) na nebu.

'Na Lunini karti sta prikazana lega in velikost kraterja Vega. (Potrudite se in ga poiicite.)
Na splosno predstavljajo imena objektov na Luni seznam imen stevilnih znanstvenikov
razli¢nih strok. Gre za svojevrsten spomenik znanstvenikom, med katerimi so (razumljivo)
najstevilneje zastopani astronomi.

@?ﬁ@j an P rosemn
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Obsirna monografija s podrocja sodobne teoreticne
stavlja prvo sistematicno in izérpno studijo teorije zveznih V@dmm
preslikav. Le-ta je tesno povezana s klasicnim matematicnim pojmom funk
cijske odvisnosti. Na zacetku t@ga S”ﬁd@ma SO n@ka"mm maﬁ@mamm 0SNO-~
vall teorijo veclicnih mm@@ — pri njih vrednost odvisne spremenljivke y ni
veC enolicno dolocena z VE@B@S@@ neodvisne spremenljvke x kot j@ to pri
klasi¢ni enolicni funkciji, ampak je znano le to, da w*@m@gm y lezi v neki
mm@ﬁd F {@} ki je enoli¢no dolocena z . V naslednjih desetletjih je postal
studij lastnosti veclicnih funkcyy m@@ngivm@jéﬁ — motivirali so ga problemi,
ki so se anmh v uporabni matematiki, na primer v teoriji optimal
vodenja, v tearm sistemov, pm S’mé}gu aMcmh
ﬂ@é@gm mﬁ&hgena 1td. Hden od osnovnih m@mﬁw
pri studiju veclicnih fumimj Je obsto] selekcij, to je takih klasicns
ZHH}KCE}? za katere je pri vsaki vrednosti n@@‘wsne Spm @ﬂhWk@ x vredi @Sﬂc
@nb ivke f{ } element mnozice F Razli roc

ﬂ_m.,s!

se j@ 1ntes zwem S?Eulg hgﬁ 10st1 V@dmme tunkcije, ki zag@mﬂjaj@
Tako je v 40. E@Mh John von N
mann pri Sfﬁ udiju matematicnih mod d@y v ekonomijil odkril zadostne
goje za obstoj merljivih selekcij. Nekoliko kasneje — v 60. letih — je E
ichad odkril niz Pogo jev, ki zagotavljajo obstoj zveznih
odkritje je spodbudilo Stevilne nove mmskaﬁm m@mm
na uporabnem podrocju. Vendar vse do sed bili najpomeml
zultati zbrani na enem mestu.

Knjiga je nan @m@na tako zacetnikom k
tistim, ki b1 radi uporabili rezultate teorije selekcij na
podrocju. V skladu s tem je priro¢no razdeljena na tr1 dele — n
Rezultate in Primere za uporabo.
Teorija je zasnovana kot ucbenik
na kratko razloZeni vm o p@
Banachovih prostorih
O‘tmbuje nikakrsnega -- nega p
selekcijski izrek za vedmne

m, pa tudi

teorije zvezm
10 - Em@arm

na 7Za 1 zcnggzn@

Milyutinovih preslikav in zveze med

ms’mm ter za pmshave s k
' erov 1n protiprimerov ter fmdi nov dok
Dokazi so v tem delu knjige organizirani na poseben naéin — najprej so
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- pregledno opisane vse konstrukcije, nato sledi
konstruiranih objektov.
vse lastnosti.

podrobno preverjanje lastnosti
Taka organizacija bralcu omogoca, da sam preveri

Rezultat: so sestavljeni kot prirocnik, v katerem so zbrani vsi najpo-
membnejsi doslej odkriti rezultati. Dokazi so tu bodisi le skicirani bodisi je
samo naveden vir. Zato pa je seznam literature zelo bogat — obsega prek
stiristo naslovov. Rezultate je tezko klasificirati, navedimo samo, iz katerih
podrocij so: teorija merljivih selekcij, problem uniformizacije v deskriptivai
teoriji mnozic, diferencialne vkljuéitve ter topoloske konveksne strukture.

Primer: za uporabo so prav tako zbirka iz razlicnih podrocij: iz topo-
logije in geometrije Banachovih prostorov {izreki Bartle-Gravesovega tipa,
Kadecov 1zrek o homeomorfizmih separabilnih Banachovih pmsotom‘v apro-
ksimacija CebySeva v normalnih prostorih ter problem Efimova, Kleeja
in Steckina), iz geometrijske topologije (regularne preslikave, lokalno tri-
vialne fibracije, Dyer-Hamstromov izrek o lokalni trivialnosti homotopsko
regularnih preslikav, I erryjmf 1zrek o H m*ewiszevih vilaknenjih absolutnih
okolicnih retraktov ter Masonov izrek o grupi avtohomeomorfizmov dvo-
razseznih mnogoterosti), iz teorije diferencialnih vkljucitev, iz teorije negib-
nih tock ter tudi teorije mehkih preslikav in spektralne teorije Dugundjije-
vih prostorov.

Knjiga je pisana v tekocem

in razumljivem jeziku. Njen 1zid pri ugledni
lbno priznanje za slovensko matematiko.
Joze Malesic

O}

V prvi stevilki Obzornika za matematiko in fiziko za leto 1997 sta bila
na 29. in 30. strani objavljena pravilnika:

Razpis DMFA Slovenije za posebne pohvale Solam,

Pravila o podeljevanju priznanj uciteljem matematike, fizike, astrono-

mije in racunalnistva za delo z mladimi in za popularizacijo teh znano-
st1.

Imo vas, da pisne pred].@ge zZa pmznanja uciteljem in pohvale Solam

Predlogi morajo vsebovati dovoh podatkov da bodo zadoscali kon
za vsestransko presojo in tehtno odlocitev.

isiji

Sekretarka komisije za Predsednik DMFA Slovenije:
pedagosko dejavnost: Tomaz Pisansk
Danica Jereb
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k. mbra 200 0, v okviru
a“te mat ﬂmv zzkov in astronomov Slovenije.
/ZreC in nazaj bo v celoti zagotovil organizator

letnega srecanja Drustva
Prevoz od Ljubljane do
srecanja.

Namen 2. nacionalne konference fizikov v osnovnih raziskavah je nada-
ljevati redna, Sreca,ma slovenskih fizikov, ki delujejo na razlicnih podrocjih
osnovnih raziskav. V okviru srecanja zeh pmstaviﬁci predvsem razisko-
Vaino delo uspesmh mzaskw’akev generamje ki so doktorirali v za-
dnjem obdobju. Poleg tega Zelimo na srecanju predstaviti mmskovaino
na razlicnih podrocjih ﬁmke in seznaniti Sfmdeme viSjih letnikov fizil
moznostmi raziskovalnega dela v okviru podiplomskega studija.

Predvideni program srecanja:

Registracija udelezencev

Predavanja, vmes je predvidena krajsa pavza s kavo 1n Cajem
Krajse kosilo v hotelski restavracij
Predavanja s krajso pavzo za kavo in caj

Predstavitev plakatov

Predavanja
l 30— 23 30
23.30

Vecerja

/agotovljen avtobusni prevoz v Ljubljano

s

obvestil in pomembni datumai:

Casovni razpored posiljanja konferenénih

15. april 2000:
29. se o ember 2000:

Prvo obvestilo

Ziadnji rok za oddajo abstraktov

Drugo obvestilo in p

doc. dr. [fgor M

Kontaktna oseba:

Informacije:

Ohheonrnile mmat fAe AT (90000 A



Jrustva matematikov, fizikov 1 astronomov Slovenije vabi
natike, fizike in astronome na

¥ i i 3 s i F & i e 3 7 i "l b & B & 15 % i g i T 3 i a ]
beg” 48 2 4 B oW il B % ; i
B o, Y B R W b © 4 B H A

Upravnl odbor L
vse mate)

ki bodo 9., 10. in 11. novembra 2000 v Zrecah

Program:
2. nacionalna konferenca fizikov v osnovnih raziskavah

Ceﬁftek} 9.11. 2000

9.30-20.30 Registracija, predavanja, predstavitev plakatov
20.30 Vecerja, druzabni vecer

Strokovno srecanje in 52. obéni zbor drustva
Cetrtek, 9.11. 2000
15.00-19.30 Strokovno srecanje

Petek, 10.11. 2000

9.00-20.00 Strokovno srecanje
Predstavitev plakatov ob svetovnem letu matematike
20.00  Vecerja, druzabni vecer

Sobota, 11.11.2000

9.00 Obcni zbor Drustva matematikov, fizikov
1n astronomov Slovenije

14.00 Izlet

Pregled predavanj ter predstavitev, dnevni red obénega zbora in predlog
kandidacijske liste za novi upravni odbor bodo objavljeni kasneje.

Clani DMFA lahko predlagajo svoje kandidate za upravni odbor drustva.
Pisne predloge z obveznim pisnim soglasjem predlaganega kandidata posljite
najkasneje do srede, 8.11. 2000 na spodnji naslov ali oddajte neposredno
na strokovnem srecanju DMFA v pripravljeno skatlo do petka, 10. 11. 2000
zvecer (do 19.30).

Svoje prijave za udelezbo na 2. nacionalni konferenci fizikov v osnovnih
raziskavah oziroma strokovnem srecanju in obcnem zboru posljite najka-
sneje do sobote, 28. oktobra 2000, na naslov: Janez Krusic, DMFA
Slovenije, Jadranska c. 19, 1000 Ljubljana.

Predsednik |
Tomaz Pisansk:

Si@y"@nije:
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