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Math. Subj. Class. (1991): 53A04

V ¢lanku so obdelane geodetke na rotacijskih ploskvah. Poudarek je na iskanju
eksplicitne enacbe geodetke skozi poljubno tocko v poljubni smeri. Izkaze se, da je
slednje vprasanje tesno povezano z , nadaljevanjem geodetk”. Pokazano je, da se dajo pri
doloc¢enih pogojih geodetke sestavljati in za take primere je podan potreben in zadosten
pogoj, da je geodetka skozi danc tocko v dani smeri del sklenjene geodetke na ploskvi.
Na koncu eksplicitno poiscemo vse geodetke na rotacijskem elipsoidu in klasificiramo tipe

sklenjenih geodetk.

CLOSED GE(

In this article, geodesics on rotational surfaces are considered. Searching for explicit
formula of geodesic through an arbitrary point in an arbitrary direction, is emphasized.
It is shown that the latter question is related with the so called “geodesic continuation”
problem, and that under certain criteria geodesics can be glued. For such cases the
necessary and sufficient conditions are given when a geodesic through a given point and
a given direction is a part of a closed geodesic on the surface. We also explicitly find all
geodesics on a rotational ellipsoid and classify the types of closed geodesics.

Parametrizacije geodetk na rotacijskih ploskvah so ze dolgo znane.
a vprasanje, kdaj }@ geodetka skozl dano tocko v dani smeri
na plosk I[zkaze se, da lahko dani geodetki (pri
razumnih predpostavkah) vedno razdirimo @ﬁmmjsko obmocje do takega
zaprtega intervala, da je njegova slika geodetka, ki se ,,na obeh straneh

zakrivi in | prilepi” na neki vzporednik. Dalje se izkaze, da nam Ze omenjene
predpostavke zagomyha@@ da lahko ("m uporabimo simetrijo rotacijskih
ploskev) ?Eake razsirjene kose sestavljamo. Na vprasanje, ali je dana geodetka
del sklenjene geodetke, potem odgovorimo z dokaj preprostim analiticnim

pPa nas zanim
del sklenjene geodetke

V drugem _ in v zacetku tretjega najprej formalno opredelim
rotacijske ploskve in 80! letke na ploskvah ter navedemo nekaj elementarnih
1zrekov 1z te teorije. V nadaljeva ju tretjega razdelka resimo t.1. geo« @tgkz
sistem diferencialnih eﬁacb in eksplicitno enacbo geodetke skozi
dano tocko v dani sm mer vz yorednika.
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Nato se ukvarjamo z razsiritvijo definicijskega obmocja in s sestavlja-
njem, kar je kljucni korak do odgovora na vprasanje sklenjenih geodetk. Po-
tem navedemo potreben in zadosten pogoj, da je dana geodetka del skle-
njene geodetke.

V cetrtem, zadnjem, razdelku uporabimo razvito teorijo na primeru
rotacijskega elipsoida. Obravnavamo in resimo analiticen pogo] sklenjenih
geodetk in klasificiramo tipe sklenjenih geodetk.

Geodetke na rotacijskem elipsoidu, ki ga dobimo, ce enotsko sfero v
raztegnemo za b > 0 v smeri os1 z, oscilirajo med dvema vzporednikoma
z = =konst., od katerih se periodicno ,odbijajo”. Glavni rezultat clanka
je izrek 7 (izhaja iz izreka 6), ki pove, da je za vsako naravno Stevilo
n € IN stevilo razlicnih tipov sklenjenih geodetk na rotacijskem elipsoidu,
ki se n-krat odbijejo od obeh vzporednikov, enako moci mnozice {k € IN
n < k < n-b, dlk,n) = 1}, ¢e je b > 1, oziroma mnozice {k € IN
n-b<k<mn,dkmn)=1} cejeb<1.

R 3

Ziahvala. Zahvaljujem se recenzentu Pavletu Saksidi za vse pripombe,
predvsem pa za to, da je z menoj delil svoj globoki fizikalni vpogled v
diferencialno geometrijo. Vsi nazorni fizikalni komentarji, zaradi katerih
ima clanek vecj smisel in je lepse berljiv, so plod diskusij z njim.

. Rotacijske ploskve

Zanimajo nas ploskve, ki jih dobimo z rotacijo gladke krivulje v ravnini
y,z” okoli os1 z. Vzemimo torej parametrizacijo gladke krivulje K

p:J =R pv)=(0,f(v),g(v)),

kjer je J interval ter sta f in ¢ funkeiji razreda C?. Mnozica, ki jo dobimo
7z rotacijo krivulje K, je enaka |

S ={(f(v)cosu, f(v)sinu,g(v))|u € [0,27], v € J}.

Za f in g morajo veljati dolocene omejitve, da bo dobljena mnozZica v resnici
gladka ploskev. Prvi pogoj je regularnost parametrizacije p, t.]. pogo]

fw)?+gw?*#0, Vo

Dalje mora biti krivulja K simetricna glede na os z, ce jo seka; povezana je,
ker je J interval. Zato se zozimo na f(v) > 0 in to zozitev prezrcalimo cez
os z. Odtod pride zadnja omejitev: v poljubni tocki vy, kjer velja f(vg) = 0,
mora veljati f'(vg) # 0, ¢'(vg) = 0, kar geometricno pomeni, da se krivulja
K | zapici” v os z kve¢jemu pod pravim kotom 1in je zato krivulja, dobljena z
zrcaljenjem v tocki (0,0, g(vg)), gladka. Takih tock ne obravnavamo prevec
podrobno, ker nekako niso ,zanimive”. Zgornje povzamemo v

08 Obzornik mat. fiz. 46 (1999) 4



Trditev 1. Naj bo J interval wn naj bosta fag J — IR dve funkcuy
razreda 02 Privzemimo, da je f nenegativna in da veljajo druge omejptve
iz zgornjega odstavka. Oznacimo z J' prasliko méww&i& (0, 00) glede na f.

Tedaj 7€

= (f(v)cosu, f(v)sinu, g(v))

imerzija razreda C?, katere zoZitev re na podprostor (6 — m, & + m) X J'
je pry poljubnem ﬁksnem e topoloska, vlozitev, ki zato predsmvlga, reqularno
etmzamja neke odprte podmnozice v .S. Pri tem Ze rg ter v, pokrivata

vso mnozico S brez tock, ki leZijo na ost z.

Ce v tocki vy velja f (vg) = 0, oznacimo s ¢ wnverz k f, ki je definiran
na nekem wntervalu |0, ¢e) in obstaja po privzetku o f. Posebej velja p(0) =
= vg. deday jge

R:K(0,&) —

reqularna parametrizacija okolice tocke (0,0,g(vg)) v S. Seveda gledamo
K(0,¢) C R?.
S ge torej gladka ploskev.

Koeficienti prve fundamentalne forme parametrizacije r, B = (g,z, 32),

o or 8
F:—“<aZ>§Z>> I<azﬁaz>>80

E(u,v) = f*(v), F(u,v) =0, G(u,v) = f'(v)*+g'(v)*

Sy Or
81{ X Ju

T lIgEx

Normala na delu ploskve, parametriziranem z r, n =

podana z

5 (¢'(v) cosu, g'(v)sinu, —f'(v)).

V)24 g (v)

kjer je V odprta oz R*, in naj bo I
C?- pa,rametr:u_zacua (kosa) krlvu e C C S. To pomeni, da 1imamo podani
orientacijl na imr C S in na im

Obzornik mat. fiz. 46 (1999) 4 99



Definicija 2. Ce sta u,v C?-funkciji iz nekega intervala I v IR, tako
da velja (u(s),v(s)) € V, Vs € I, in je I'(s) = r(u(s),v(s)) naravna
parametrizacija krivulje C, definiramo geodetsko ukrivljenost krivulje C v

tocki I'(s) kot
xg(s) = (I'(s) x T"(s), m(u(s), v(s))) = (I'"(s), n(u(s),v(s)) x I'(s)).

Geometricno je to ukrivljenost projekcije krivulje C' na tangentno ravnino na,
ploskev S v tocki I'(s) in je odvisna od izbranih orientacij. Ce ima krivulja
v neki tocki geodetsko ukrivljenost 0, je to neodvisno od parametrizacije.
Zato je smiselna naslednja definicija:

Krivulja C je geodetka, kadar je njena geodetska ukrivljenost 0 v vsaki tocki.

Nazorno gledano so geodetke tiste krivulje, ki imajo lokalno minimalno
dolzino. S staliS¢a mehanike pa imajo geodetke naslednji opis. Ce postavimo
na ploskev S delec, ki ima gibalno koli¢ino, in c¢e nanj ne deluje nobena
druga sila razen tiste, ki ga drzi na ploskvi (torej deluje v smeri normale),
potem se ta delec giblje po geodetki.

Zmnan je naslednji

Izrek 3. Kriwvulja C na S, naravno parametrizirana s preslikavo I' =
= r o (u,v), kjer sta u,v C*-funkciji, je geodetka natanko tedaj, ko funkciji
u 1 v zadoScata naslednjemu sistemu diferencialnih enacb

(GS) u” + (T 0 (w, ) - u'? +2(T'y, 0 (u,v)) - w'v' + (T, © (u,v)) v =0,
v’ + (Fg&u © (u? U)) u'? -+ Q(P?w © (u7 U)> -u'v' + (P'tz)v © (ua U)) 0% = 0.

Christoffelov: simboli I’fj .V — R so definirani s t.1. Gauflovimi

17 17
I1;; 2, 3-t1 element druge fundamentalne forme, tj., 11y, = L, 11, = M,

11, = N.
Iz definicije takoj sledi

> . %r _ 11l Or 2 Or R : o ; :
enacbami go= = I';; - 50 + 1'% - 30 + Iy - n, Kjer 1,5 € {u,v} in pomeni

1 0%r or or
i = ey .
“ EG-—-—F2<32'3j’ ou 8'U>’
1, 0% or or
2 = F. B —).
Y BG --Fz<8i8j’ ou 8U>

Bralec si lahko to podrobneje pogleda v [2], 10. poglavje, ali v [1].
Za prakticno racunanje je pomembna tale

Trditev 4. Ce sta u,v : (—g,e) — IR
1 za neko tocko sg velja

E(u(sg), ’U(SQ))’U,I(SO)Z + 2F(u(sg), v(sg))u'(sg)v'(sg)
+G(u(so),v(30))v'(so)2 =1,

je s naravni parameter krivulje T' : (—e,e) — S, s — r(u(s),v(s)).

resitev geodetskega sistema (GS)
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Posredno bomo potrebovali tudi

Izrek 5. Ce Je pammdmzam;a r (po l ovoru) razreda C 2 055%@9 a
skozi vsako tocko v polyjubni smer: na 1m

v tocki r(ug,vg) je podana z w%ﬁm’jem
enolicnost resitve sistema dife-

pogoje:

Dokaz tega izreka je v bistvu obstoj in
rencialnih enacb, ki zaradi privzetkov o r zadoscajo pravim

Dogovor. Ker bomo v razdelku 3 obravnavali razlicne parametmzacije
iskanih krivulj (geodetk), bomo povsod v tem razdelku lo¢ili med krivuljo

in njeno parametrizacijo.

imajo nas geodetke na nasi m‘éacz_}ski

@tmzamj@ r(u, ’U> = (f(v)cosu, f(v)sinu,g(v)). Po
krajsem racunu dobimo, d geodetsk: sistem za naravno parametrizirano

geodetko v : t — r(u(t), fuzf)) ngJ.

"z f(fU)fN(@) np f!('v}fﬁ(@) g[(?j)g”(?})?ﬁz _ 0 (9)
fi(@)Z gfw}z fﬁ{,y}E .
V splosnem moramo k enacbama torej pripisati Se pogoj naravne parame-

triziranosti. Vemo, da za f‘)/{ﬁ} = r{u(t),v(t)) velja H*’y( WP = E(u,v)u'? +
+ F'(u, v)u'v' 4 ( ( v)v'?, kar pomeni, da zahtevamo Se

(3)

Pri iskanju eksplicitne parametrizacije geodetk bomo bistveno locili dva
primera. Za primer v'(ty) # 0, kar pomeni geodetko, ki seka vzporednik
v tocke r(u(ty),v(to)) transverzalno (to je pod menicelnim kotom), me bo
nobenih tezZav.
Za primer v'(tg) = C 177 geodetko, ki gre skozi tocko
r(u(tg),v(tg)) v smeri vzporednika, pa ne bomo znali takoj poiskati eksplici-
tne parametrizacije.

Izpeljimo najprej enacbi 1 ekvivalentno enatbo. Ce ena¢bo 1 pomnoii-
mo z f*(v), dobimo [f?(v)u]’ = 0 oziroma

FA(v)u = e, (1%)

vt integral geodetskega sistema

kjer je c konstanta. Tej enachi pravimo tudi ;
(GS)
Izkaze se, da je v okolici vsake tocke tg, v kateri zahtevamo v'(tg) # 0, v

zgornjem sistemu treh enach enacba 2 odvec. Iz enacbe 1% sledi v’ = mfziv)ﬁ

dobljeno enacbo odvajamo na t in novo enacbho

OV enachbo 3

in ¢e to vstavim
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delimo z 2v’ (kar po privzetku smemo), dobimo enacbo, ki je ekvivalentna
enacbi 2.

Poglejmo na prvi integral geodetskega sistema s stalisca mehanike. Po-
stavimo torej tockasti delec z neko gibalno koli¢ino na naso rotacijsko plo-
skev. Nanj naj deluje samo sila, ki ga drzi na ploskvi, torej sila, ki je v
vsaki tocki kolinearna z normalnim vektorjem. Delec se giblje po trajek-
toriji v(¢) = (f(v(t)) cosu(t), f(v(t))sinu(t), g(v(t))). Poglejmo, kaj se do-
gaja z njegovo vrtilno kolicino. V vsaki tocki deluje na delec navor, koline-

: v)f (v v)g' (v :
aren z vektorjem y(t) x n(u(t),v(t)) = ﬂ\};/gvgjﬁ;’gi)g )( sinu, cos u, 0)],.
To pomeni, da v dani tocki navor prispeva samo k vrtilni koli¢ini pri1 vrte-
nju v ravnini, ki gre skozi os z in tocko (t) (tj. vrtenju v smeri poldnev-
nika), vrtilna koli¢ina pri vrtenju okrog osi z, tj. tretja komponenta vek-

torja vrtilne kolicine, pa se ohranja. Naj ima delec maso 1. Tedaj je vrtilna

koli¢ina delca v tocki y(t) enaka, po krajSem racunu, f(t) = v(t) X ¥'(t) =

= (-g‘?(v)jt(ggzg sinu),gz(v)éi(ggg cosu), f4(v)u')|,. Iz zgornjega sledi
I'.(t) = f%(v)u/|, = c. Prvi integral geodetskega sistema torej pravi na-

tanko to, da se komponenta vrtilne kolicine za vrtenje okrog osi1 z ohranja.
Prej smo pokazali, da je treba zahtevati samo se to, da 1ma delec velikost
hitrosti konstantno enako 1, in Ze sledi, da je trajektorija v resnici geodetka.

Vrnimo se k splosni obravnavi.

Takoj se prepricamo, da so vse krivulje u = konst., t]. poldnevniki,
geodetke 1n da je krivulja v = konst. = v, tj. vzporednik, geodetka natanko
tedaj, ko velja f'(vg) = 0, tj. ko je ta vzporednik (lokalno) minimalen ali
maksimalen. '

Za splosni primer najprej privzemimo, da geodetka ni poldnevnik, tj.
c # 0. Gledamo okolico tocke ty3. Radi bi napravili substitucijo t = v~1(s),
za to pa potrebujemo v'(tg) # 0. Torej si moramo najprej pogledati , kako
grdo lahko velja” v'(tg) = 0. Iz enacb (3) ter (1x) sledi, ¢e zamenjamo v (3)

u' s fz‘%v)’ enacba
o1 [ Pa) -2 )
"= 55 \/ Fiw®)? + ¢ (0(B)? (3%)

(Brez skode vzamemo le pozitivni koren.) Od tod vidimo, da velja
V(1) =0 < f(t) =|c|.

Ce torej velja f'(u(tg)) # 0, je f v neki okolici totke v(ty) injektivna, kar
pomeni, da je v tem primeru tqg zolirana ni¢la funkcije v’. Zato lahko brez
izgube splosnosti privzamemo f'(v(tg)) = 0, tj. tocka v(¢g) je na ekstremnem
vzporedniku. Toda ker je v'(tg) = 0, je 7'(tg) = ui(to)gﬁ-(u(tg),v(to)), kar
pomeni, da gre geodetka skozi ~y(tg) v smeri vzporednika. Ker pa je ta
vzporednik ekstremen in obstaja v eni smeri natanko ena geodetka, lezi nasa
geodetka na vzporedniku in velja v'(t) = 0 za vsak ¢.
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Pokazali smo, da so tedaj, ko v ni konstantna (@@ je, smo na ekstre-
lem vzporedn iku} , nicle v’ izolirane. Za zd Bj se bomo pri1 M@@) —
0 zadovoljili z eksistencnim izrekom, kasneje p bomo problema lotili
.z druge strani”: v tocks, kjer velja v'(tg) = 0 (an ni na ekstremnem vzpore-
dniku) bomo poskusilt | stakniti” dve ,eksplicitni geodetki”. Pri tem je treba
najpre] odgovoriti na vprasanje, alir je mogoce eksplicitno parametrizacijo
geodetke zvezno razsiriti do take tocke r(u(t),v(t)), kjer je v'(t) = 0, potem
pa; na @pmmnge ali sklop parametrizacy) dveh takih geodetk v 0!%05@& stika

tavlja krivuljo razreda C?.
ﬂz¥ﬂ€>ﬁ@§@§@f{ﬁ@>§# U.

Tedaj je na neki okolici v difeomorfizem
imo A. Zdaj lahko napravimo ze zgoraj]

omenjeno substitucijo

t=A(s): U(s) :=u(A(s)), V(s):=uv(\(s)) =s,
uw'(A(s))

X%S) — ‘ ; Uf(ﬂ —

ki ga zamenjamo s sistemom

v'(A(s))

M (E*}7 <3>3

Sno izpeljemo to substitucijo kot v = v, u = u(v) in 4 = %

oziroma u(v) = 551

geodetke (ki v o

9
dr -+ d.

Ob zgornji definiciji funkcije . 4 lahko naceloma pozabimo na eksistencne
1zreke 1n neposredno preverimo, da je 7. 4 res parametrizacija geodetke.
Po kratkem racunu se prepricamo, da za mng@mm vektor na .o pri

vo velja v o(vo) = (f'(vo), v/ ' (v0)? + ¢'(vo) \/1 Hj@() o ,9'(v0)). Od tod
Yo

je jasno, da lahko 1zberemo

. 'To pomeni, da s spren mjame 1 paran e’ma ¢ pokrijemo
gmdetke v vseh smereh razen tiste v smeri vzporednika.

Mo
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vprasanjem definicijskega obmocja funkcije . 4. Ce definiramo

. [sup{r <wo|f(r)=lc[} ce obstaja
T 00 sicer

Vg = <finf{7— > g | f(7) = |c|} ¢Ce obstaja
L 00 sicer

potem je v, 4 zagotovo definirana na I := (v_, v, )ND,, kjer je D, definicijsko
obmocje funkcije p (iz razdelka 1). Vprasanje pa je, ali se jo da razsiriti (kot
zvezno odvedljivo funkcijo) na [v_, v |ND,, Ce je seveda vsaj eno od krajisc
mtervala v D,. Privzemimo, da je vy v D,. Prepisimo u. 4 takole

(e [T+ g(r)* (v +—““798 dr
uﬁd(v)_ﬂjaafTT)x/ F(r)+lel  VFir) = ef (vy —7)° *

Odtod opazimo, da se da 7. 4 zvezno razsiriti do krajisca v na,tanko tedaj,
ko obstaja s < 1, tako da obsta_}a limita

(v+ —7)° (4)

L(v) je seveda dolzina geodetke . 4 od tocke vg do v.

Opomba. Jasno je, da so tudi vy,v_, L odvisni od ¢, toda ker so v
resnici odvisni le od |¢| in bomo v nadaljevanju potrebovali le ¢ ter —c, tega
ne bomo posebej oznacili. Fiksirajmo torej |c|.

Iz definicije L takoj sledi, da je L na I razreda C? in da povsod na I
velja L' > 0. Torej je L na I C?-difeomorfizem. Iz pogoja (*) pa sledi, da
obstaja limita lim(,_,,,) L(v). L je torejna I := IU{vy} homeomorfizem.

Oznacimo s K inverz k I, K(0) = vy, K(9) = vy. Funkcija K je na [0, )

9 . . L 1 fZ(K(’ﬁD"—CB
razreda C*. Velja tudi K'(¥) = f(K(ﬁ))\/f;(K(ﬁ))2+g/(K(ﬁ))2, v € |0,9,).
/Zdaj se moramo vrnitli k naravni parametrizaciji geodetke, predstavljene z

Ye,d-

Lea(V) = ve,a(K(9)) = r(Uea(?), K(7)),

kjer je U, g(V) = uc q(K (7)) Seveda sta funkciji Uc g ter K v resnici v in v
iz prvega dela obravnave, zato veljajo enacbe (1), (2), (3) (ter (1x), (3%)),
ki jih bomo s pridom uporabljali.
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= fz(}?(ﬁ)) in zato obstaja limi

1
Iim U’i 4(9) = —.
(ﬁ-——ﬂf}.{_} C

Kerje ', ;=Ul 4 m T(Uea, K)+ K- (Ucdy K), imamo

1 or @
[, 4(9) = o —(u(vy), vy ) = sign(c) - (—sinu(vy ), cosu(vy),0),

him
(9—94)—

to pa je ravno v smeri vzporednika. Tako pridemo na ideja kako bi prish
do eksphmtne formule za g@@detko v smeri vzporednika. Sestavili b1 . g
ter v_.q (opomba: slika funkcije *7__(3)@ je slika funkcije ~y.gq, prezrcaljena
prek ravnine, ki vsebuje os z in tocko . o(vg); slika funkcije y_.4 pa je
slika funkcije v_. g, zavrtena za kot d okrog osi z), kjer bi bilo stevilo d
igzbrano tako, da bi Veljado Ye0(vy) = Y—cd(vy). Da pa bi dobili regularno
pammeémzamj@ smo napravili substitucijo, tako da delamo s funkcijama
Peoter ' 4. Ko n doloéili primeren d, se bo definicija glasila

: , 3 \ L jcﬂ(ﬁ) v E {G§l9+]
P20 = R 1) = [ ca(204 —7) v € [dy,204]

. Vemo, da velja

Treba je le se ugotoviti, kaj se dogaja z drugim

o yrn ©T

o — (U, g4, K) - Kﬁ
c,d c,d 91 ( d) ) -+ :

2U] ;K —
* 47 5162

(Uc da

Iz enacbe (1) sledi obstoj limite limy_y. ) U/;(¥) = 0, iz enacbe (2) pa

sledi obstoj limite limy_,y,y K"(J) = T(];—‘ 7 (mr];,(j;‘;‘)(v”z .

I 1 f(vy) Ir L
= T Flon)E + o/ (o2 8o o) o) 5

Zdaj ze (skoraj) lahko dokazemo, da je sestavljena funkcija I' razreda
C?, kar pomeni, da je (naravna) parametrizacija geodetke (geodetska ukri-
vljenost v tocki I'(¥9.) je limita nicelne funkcije).

12{81‘ je [g5T—ca(204 =)y, =[—T 4204 = 9]y, = T ,(¥4) in
je [75zT—c.a(20+ “ﬁmﬁ = | = (=T 4204 = 9))]ly, =T q(94), velja to,

kaz‘ smo zeleli, ker smo zgoraj pokazali, da je I'/ (ﬁ+} odvisna od predznaka

I7

¢, I'cg(¥+) pa ne.
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Preostane nam le Se izbira stevila d, da bo veljalo v, o(vy) = v—c a(v).
Iz definicije sledi, da to velja natanko tedaj, ko velja

uC,O(U-{-) — u——c,d(U—F) ____.. Zkﬂ_a k € Z:

ozlroma

= 2 / i \/ ) g ( " ir + 2km = 2uco(vy) + 2km, k€ Z

f2(7) —
Tako smo dobili tudi eksplicitno parametrizacijo geodetke v smer1 vzpore-

dnika. To je

| . 3  [eo(w) v € |vg,vy]
v [’U032’U+ 'UO] — R ) ’Y(U) T {’Y——-c,d(‘?’v‘*‘ — U) (S {U—i—? 2’U+ o UO]

Je vlozitev in je razreda C? povsod razen pri vy, kjer je zvezna. Skozi tocko
Yeo(vy) gre v smeri vzporednika. Torej je to eksplicitna parametrizacija
tiste edine geodetke na ploskvi, ki gre skozi tocko ~.o(v4) v smeri vzpore-

3.4. Nadaljnja sestavljanja. Sklenjene geodetke Seveda lahko
to geodetko nadaljujemo Se naprej, ce se da 7, 4 zvezno razsiriti do krajisca
v_, t]. Ce se da u.g razsiriti do krajisca v_. Geodetko moramo zopet
zrcaliti (tj. —c zamenjamo s ¢) in jo zavrteti za neki nov kot e okrog osi
z, kar pomeni u_.g(v_) = uc d—i—e( _) — 2km, k € Z, od koder sledi e =
— MZuC@(v ) 4+ 2k, k € Z. Ce oznalimo A := = Uc0(vy), B = uco(v_),

potem je sklop Funkcij 70, Y—c 24, Ve 24—25, T—c4A—25, . .. parametrizacija
geodetke.

Vprasanje, ali je ta geodetka del sklenjene geodetke, je naravno. Ja-
sno je, da se geodetka sklene natanko tedaj, ko se , zacetek” prvega
,elementarnega dela” (ki ga predstavlja ~.g) sklene s | koncem” nekega
nadaljnjega ,elementarnega dela” (ki mora biti seveda prezrcaljen). To
pa se zgodi natanko tedaj, ko obstaja tak n € IN, da velja v.o(v_) =
= Y_c,2nA—2(n—1)B (V- ), oziroma natanko tedaj, ko obstajatan € N, k € Z,
da velja ucg(v—) = —uco(v-)+2nA —2(n—1)B — 2kw. Slednji pogoj se da

prepisati v obliko A — B = [ =F 77 \/f (fz(:)”g ) gr = k"r. Velja tore;

{

Izrek 6. Ce definiramo funkcijo

B (TG
5 dr,

a: (—f(vo), f(vo)) = R, a(c)= f f2(T) —

v_(¢) f(7)

potem so smert sklenjenith geodetk podane z mnozico

-1 ({ ﬁg neN, k€ Z }).
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N U_ V zgornjem

mﬁ@gm}; 1 odvisni od c.

Kot enostavno, vendar pomembno posledico zgornje
obravnave lahke povemo to, da je v primeru —oo < v_ < cm. < 00 poljubno
nadaljevanje geodetke, podane Z Ye,0, OIMEJeno na pas {(z,y,2)|glve) <z <
< g(vy)} C RS,
Druga pomembna opazka je ta, da geodetka na rotacijski ploskvi, ki
se , prilepi” na neki (nujno neekstremen) vzporednik, vedno ostane na
,ist1 strani” tega vzporednika, tj. v istem zaprtem polprostoru, ki ga
dolo¢a ravnina z = g(fyp} (v tem primeru se geodetka prilepi na vzporednik
{(F(vp) cos u, f(vp) sinew, g(up)) | u}).

Nazorna utemeljitev s stalis¢a mehanike je naslednja. Kineticna ener-
gﬁa ﬂasega delca, ki se giblje po geodetki, je konstantna in je sorazmerna
VSOM h? + v? kjer je h horizontalna hitrost (v ravnini z,vy), v pa vertikalna
Ko se delec pm]é@ Ol na Vzpoyemk je megova Vertzw
Oﬂzontama | fmgst pa je maksimalna. T

hitrost (‘v smeri 0si 2).

imenovane Clairautj

K (7)) naravna parametri-
zacl]a geoeﬂie na rota&;skg p( ) je oddaljenost mck@ ['(7) od osi
z (tj. p(7) = f(71)), 9(7) pa je kot med tangentnim vektorjem na I' pri 7 in
vzporednikom, ki gre skozi I'(7). '

1o pomena

(7)) v smeri vzporednika.

oziroma f - cost = |¢|. To je Se ena oblika enacbe ohranitve vrtilne koli¢ine
okrog osi z; ker je velikost hitrosti 1, je cosd(7) ravno komponenta hitrosti
delca v smeri vzporednika, p(7) pa je rocica glede na os z. =

s

Ce se geodetka prilepi na vzporednik v tocki I'(7,), potem velja J(7p,) =
= 0 oziroma f(7,) cos V(1) = f(1,) = Ecj,, Ker je f/(r } 7& 0 (vzporednik ni
ekstremen), v okolici 7, funkcija f bodisi na;msga, bodisi pada. Ker pa ima
funkcija cos pri ¥(7,) = 0 ﬂokaim} mal m, je lahko geoeﬂ{a Samo na
tisti strani vzporednika, kjer velja f > cig
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Pois¢imo geodetke na rotacijskem elipsoidu, podanemsz f,g : |[—5, 5| — IR,
f(v) = coswv, g(v) = bsinv, b > 0. Brez skode privzamemo b # 1, saj nas
sfera ne zanima. Velja tore]

r: (u,v) —(cosv cosu,cosvsinu,bsinv),

or ,
—(u,v) =(— cosvsinu, cos v cos u, 0),
ou
or . . .,
—(u,v) =(—sinwvcos u, — sin v sinu, b cos v),
ov
E

¢
K
s

= COS U\/ b? cos? v + sin® v,
/b2 cos? v + sin? v . '
- (bcosv cosu,bcosvsinu,sinv).

)

U, v) = cos? v, Fu,v) =0, G(u,v)= sin® v + b% cos? v,
)
)

Vzemimo |vg| < 5. Tedaj velja f(vg) # 0.
Dalje lahko zaradi simetrije izberemo poljuben
ug = d. Iz prejsnjega razdelka vemo, da so
parametrizacije geodetk skozi tocko r(ug,vg) v

vseh smereh razen v smeri vzporednika zajete v

druzini, podani z Slika 1. ¢ = ==, b = 4.
.4 \/5)
sin® 7 + b2 cos? T tg? T + b2
5 ——dT +d = | 5 sdT +d.
Cos? T — ¢ cos?T — ¢

Seveda moramo zahtevati cosvg > |c|, kar je ekvivalentno pogoju

vo < arccos|c|. Jasno je, da je definicijsko obmocje wu.q (vsaj)
(— arccos|c|,arccos|c|), torej vedno vsebuje 0. Zato velja u.q4(v) =
2 2 102 .
= 7 \/tg T+b =dr, za d = [,° c\/ tg" 70" Jr. To pomeni, da lahko brez
COS COS® T—C

1zgube splosnosu opazujemo le geodetke skozi tocko (1,0,0), kar pomeni
vo=0,ug=d=0,ce(-1,1).
~ S 5 c
Zgora] preberemo, da velja 7, ¢(0) = b - (0, T 1).
Opomba. Na sliki 1 je v, (0) =b-(0,1,1).
\/5)

Zdaj lahko ugotavljamo ali se da u, g razsiriti. Imamo f(7) = cos7 in

zato v_ = — arccos|c|, vy = arccos|c|. Velja

arccoslc|—r

(v —7)° B (arccos|c| — 7)° B 1 ( 5 )®

\/f(T) — ICI B \/COS T — COS a,rccoslci N \/Sin arccos|c|+T \/Sin arccos|c|—T

2 2
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Vzemimo s = %, lLer obstaja himita limy_,q si:i ~ in limita 1n zvezna

funkcija komutirata”, obstaja limita naSega izraza, ko (v — wv.)_. To
pomeni, da poznamo tudi geodetke v smeri vzporednika in posebej, d
E.a, ge@etkg % 0 : v_,vy| — S poljubno nadaljujemo. Podobno kot prej

dobimo, da je sklop geodetk v o0,v—c24,Vc 44, V—c64,

geodetka. pomeni, d bimo sklenjeno geodetko natanko tedaj, ko
obstaja tak n € IN, da je v.0(v—) = v_¢ (4n—2)4(v—). Iz prejdnje obravnave
sledi, da je slednji pogoj zadosten (opomniti velja, da iz izbora ¢ sledi,
d_& ftangeﬁ*mi vektorji na . d pﬂ 0 Ve&no kaze}@ navzgor to pomeni, da
Ye.d(v4) vedno lezi v zgornji h je Pogoj Gtmben sledi iz
enoliénosti geodetke pri dani tocki v dani smeri.

Imameo torej zahtevo ug@(vw} = U_¢ (4n-2) w(v )=2kw, dne N, ke Z
kar pomeni

=k c /M

o) ,m € IN.
Ce je A = é;‘zj kjer je % okrajsan ulomek, ima nasa sklenjena geodetka
nko 2n , elementarnih” delov. Zanima nas torej zaloga vrednosti funk-

cije (brez izgube splosnosti lahko privzamemo ¢ > 0)

tg? 7 + b2

| cos? T — ¢

dr.

Alc) = lim

(v—arccosc)_ .

Povejmo se nekaj besed o geon @m‘w 1 interpretaciji te preslikave. Ce 1ima
delec na rotacijskem elipsoidu, ki se g&he bo geodetki (s hltms’mg k@nsﬁam_w
tne velikosti 1), vrtilno kohmno okrog os1 z konstantno enaka c, potem j@

- A(c) kot, ki ga opise projekcija delca na ravnino z,y, ko potuje delec od
enega tangentnega, vaoredmka do drugega.

lardno substitucijo £ = tgv, v = arctg

£, dv = df, cos® T =

5 stans

= —1__ dobimo

1+‘tg2 T

1
1+&2
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Po substituciji (in privzetku ¢ # 0) z =1 \/1—‘3-&55, £ =2 1 c” (1 — 2), do-
bimo, da je 1 — c*(1 + €2) = 1 — ¢ — 021"2‘:2(:.. — 2)2 = 1 — ¢% —

C

—(1—¢c*)— (1 =c*)(—2z — 2%) = (1 — ¢?)z(2 — 2) in je zadnji integral enak

fl c \/b222+(1 ;2)(1 z) oziroma
=imter | Hi-c)i—s) \/2(2 2)

[t (% + (1 —c?)(1 — z)2 dz
2+ (1—c2)(1—2)2% /z(2 - 2)

Ker je b%c? < b%c? + (1 — A1 -2 <bP+1-c?injel>c* 4 (1 —c?)-
(1 — 2)? > 2, velja

c# 0= Ale) =

| 2 2 2 2 2
bc<\/b c?+ (1 —c?)(1 — z) S\/bz g 1—c |
N 2+ (1=232)(1 - 2)? c?
Odtod sledi, da integral konvergira enakomerno po kompaktih v (0,1), zato
je funkcija A zvezna na (0,1). To pomeni, da je mnozica A((0,1)) bodisi
interval bodisi tocka. Ce pokaZemo, da je mnozica veija od tocke, vemo
ze veliko o stevilu sklenjenih geodetk, ne vemo pa to¢no, kaksne so. Zato
podrobneje razis¢imo, kaksna je mnozica A((0,1)).
Bodisi 1z elementarne teorije Riemannovega integrala bodisi 1z 1zreka o
dominirani konvergenci in iz zveznosti A na (0, 1) sledi

1 TT

Jlim A(c "“b/ \/z ) :-—mbarcsm(lmz)l :::b«-é--.

c—1 0

Vemo sicer, da velja A(0) = 0, ampak nicesar ne vemo o zveznosti A pri

0. Ker limita m. ,)_(0,0) \/b;f&f_‘;g)gﬁ;@z ne obstaja, se moramo zares

zateCi bodisi k Lebesgueovemu integralu bodisi k posplosenemu Riemanno-
vemu integralu in privzeti, da integriramo po intervalu (0,1). Zdaj pa lahko
opazujemo funkcijo

N b2c? + (1 — 62)p 9
© 1! — IR — = (1 — . c (0.1).
[Oa ] ) QC(C) \/ 62 | (1 Cz) y P ( Z) ( ) )

Ker je (1 —c®)p = p —pc® > p—c in je b°c? + p(1 — %) > 0, je o
dobro definirana pozitivna gladka funkcija na kompaktu. Velja ¢(0) = 1,

(1) = b. Pois¢imo maksimum. Ce je maksimum razli¢en od max{1,5},
potem obstaja tak ¢ € (0,1), da je ©'(¢c) = 0. Ampak izkaze se, da

velja ¢'(c) =

in ker b £ 1 (sfero smo Ze na

110 Obgzornik mat. fiz. 46 (1999) 4



zacetku izvzeli), sta oba ekstrema zavzeta kar na robu intervala |
teorije Lebesgueovega integrala in zveznosti zdaj sledi, da je tunkcija A
oejepa,5 natanéneje, velja = (min{7, b7 },n a}c{giég})ﬁ (O) =
m.—1 A(c) = b%. Iz izreka o dominirani konvergenci in zveznosti A
0,1) sledi dlim._,g A(c) = 7, torej A pri 0 ni zvezna. Dalje velja, da je
Clj&, A na (0, E} Stmgo monotona.

/ia nezveznost A pri 0 imamo nazorno pojasnilo: pri zelo majhnem
pozmwn@m c pmde ydetka zelo blizu obeh polmf a se Vseeno prﬂepi na
neki vzporednik in se od njega ObUS Ce paje c = 0, je geodetka poldnevnik
in gre skozi pola elipsoida, torej je | kvalitativino drugacna od drugih.

V zalogi vrednosti funkcije A je cel interval, kar pomeni, da je sklenje-
1h geodetk | vse p@hl@”: obstaja stevno smeri, v kaﬁcemh d@bimo Ski@nj@no
geodetko. N amﬂﬁ ieje, v odvisnosti od parametra b Eah 0 povemo, koliko
razli¢nih (do mtaeu& okrog osi z) tipov sklenjenih geodetk z 2n elementar-
imi deli (to pom @m da se natanko 2n-krat prilepijo na neki vzporednik)
obstaja na n elipsoidu: ¢e je b > 1, potem ﬁmkmja A pokrije mﬁcwm
Zianima pa nas pres ek z mnoZico {2 ke Z N, d( k ,n) =

Q. ] smo torej

Izrek 7. Stevilo razliénih tipov sklenjenih geodetk na rotacijskem elip-
sotdu, ki se 2n-krat prilepijo na neki vzporednik (oziroma se n-krat odbijejo
,navzgor” in n-krat navzdol”), je natanko Stevilo vseh naravnih stevil k,
za katera velja |

n<k<n-b dk,n) =1,

ce 7¢ b > 1, oziroma stevilo vseh naravnih stevil k, za kaﬁgm velja
n-b<k<mn, dkmn)=1,

cejeb <1 B

Na primer: pri b =4 imamo 2 tipazan =1, 3 tipe zan = 2, 6 tipov za
n =3, itd. Pri b € (1,2) nimamo geodetk z dvema elementarnima d

(tj. n=1).

Pri &6 < 1 nikdar nin

a deloma in

amo geodetk z dvema elementarnim
kve¢jemu eno s Stirimi elementarnimi deli (n = 2), pri b < %-

Sshiki 2, 3 prikazujeta oba tipa sklenjenih geodetk z dvema elementar-
nima deloma za b = 4, slike 4, 5 in 6 vse tipe sklenjenih geodetk s stirimi
elementarnimi deli za b = 4, slika 8 prikazuje edini tip skknjen@ ceodetke s

stirimi eles eﬂmﬁ“m n1 deli za b = §§ slika, 9 pa prikazuje edini tip sklenjene

geodetke s sestimi elementarnimideli za b = 5. Na Shm 7 je na ob @h straneh
podaljsana geodetka 1z slike L 1 del sl
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Math. Subj. Class. (1991): 00A35

Obdelava podatkov je novost v slovenskih uénih nacrtih matematike. Sama vsebina
je pomembna za povezovanje matematike z drugimi predmeti in s problemskimi znanji,
vendar prinasa delo s podatki ob nepravilnem razumevanju pomena in uporabe naucenih
orodij nekatere pasti. V sestavku Zeliva prikazati vzroke uvajanja obdelave podatkov pri
pouku matematike, hkrati pa opozoriti na pomisleke, slabosti, nevarnosti in nesporazume,
ki jih prinasa uvajanje te vsebine v osnovnosolski pouk matematike.

Data handling has only recently become part of the mathematics curriculum in the
Slovenian elementary schools. The authors consider possible beneficial and problematic
implications of such change.

Nekatere prvine znanj o obdelavi podatkov lahk | nekdaj zasle-
dimo v osnovnosolskih 1n srednjesolskih ucébenikih, navadno kot osnove stati-
stike. Ce je teorija verjetnosti, kot zal htevna m atematic¢na vsebina, pridobila
SVO j@ mesto v srednjesolski matematiki, pa Smmmke vecm@ ma ne razumemao
kot del osnw’n@éoﬁs Ke ah - njesolske matematike. Prip matematik

merjeni predvsem v oblikovanje novih pojmov, spoznavanje
in razumevan je rammskih postopkov ter postopno prehajanje na deduktivni
misljenja. Statistiko na pmdumvwmtefsm ravni pa lahko obravnavamo
le kot nabor prakti¢nih znanj o zbiranju in obdelavi podatkov, 1z katerih
izvedemo sklepe, ki presegajo samo vsebino podatkov. Ceprav statisti¢no
sklepanje sloni na teorijyi verjetnosti, pa je celo na srednjesolski ravni tezko
uvideti to povezavo in znanja o statistiki se tako reducirajo na prakticne
racunske recepte in izdelave prikazov. Nekateri didaktiki in ucitelji pa vi-
dijo stvari drugace: znanja o obdelavi podaﬂdmv naj bi bila pomembna, celo
nujna, za povezovanje matematike z rugrm predmeti, mstaﬂjah naj bi
tudi pomemben del problemskih znanj. V nadaljeva 3u bomo najpre] nave-
dl1 vzroke 1n rednosti obravnave obdelave podatkov pri pouku matematike.
Nato bomo v kontekstu pouka obravnavali odnos med obdelavo podatkov
na eni ter verjetnostjo in statistiko na drug: Stmm Na koncu pa bomo opo-
zorili na mozZne pasti, nevarnosti in slabosti, ki jih prinasa obd
kov v pouk mates natike.

Primerljivost z drugimi drzavami. Skorajda vse d
rimi se zehmo pmm@mam na pomqu pouka, matematike, vkijucujejo v m
tematicno 1zobrazevanje pouk statistike oziroma obdelave podatkov, in to
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v vsem obdobju Solanja. Seveda se ucni nacrti razlikujejo v globini obde-
lave posameznih vsebin, stopnji vkljucenosti pojma verjetnosti ter predvi-
deni podpori racunalniskih programov. Novi slovenski osnovnosolski ucéni
nacrt je v tem pogledu dokaj zmeren, Se posebe] pri obravnavi pojma ver-
jetnosti, saj dosledno ostaja na izkustvenem (empiricnem oz. statisticnem)
pojmovanju verjetnosti. Primerljivost s tujimi ucnimi nacrti sama po sebi
seveda Se ni razlog za uvedbo nove vsebine, zavedati pa se je treba, da bi se
nevkljucevanje obdelave cutilo pri mednarodnih primerjalnih studijah, pri
komuniciranju otrok z vrstniki v tujini, pri presolanjih ipd.

Temeljna znanja o obdelavi podatkov so del matematicne pi-
smenosti. Zaradi dostopnosti in razsirjenosti racunalniskih orodij za ob-
delavo 1in prikazovanje podatkov mediji v zadnjem desetletju ali dveh po-
gosto objavljajo tako ali drugace obdelane in predstavljene podatke. Fi-
nancno-ekonomske strani casopisov, reklame, politicna argumentiranja ipd.
so obicajno polni preglednic, grafikonov, primerjav povpreciy itd. Mate-
mati¢na pismenost, ce jo razumemo dovolj siroko, zahteva razumevanje to-
vrstnih sporocil, celo vec, zazeleno je, da znamo kriticno pogledati na tako
prikaza,ne informacije. Podrobneje bomo o teh teznjah govorili kasneje.

Povezovanje z drugimi predmeti. Za vkhucevanje znanj o obde-
lavi podatkov v pouk ma,tema,‘tlke obstaga velik interes pri stevilnih dru-
gih Solskih predmetih. Za mnoge izmed njih, Se posebej druzboslovne, je
prav podrocje obdelave podatkov najpristnejsa vez z matematiko. Lahko si-
cer upamo, da bo matematika spodbudila kriticno razmisljanje o dolocenih
metodah pri delu s podatki. Res pa je, da pri nematematicnih predme-
tih obicajno uporabljajo obdelavo podatkov v tako enostavni ali pa v tako
specificni obliki, da ucenci tega nasploh ne povezujejo z matematiko. Za
ucitelje matematike pa je povezava znanj o obdelavi podatkov z drugimi
predmeti pomembna 1z dveh razlogov: po eni strani tako lahko del mate-
matike prikazemo bolj zivljenjsko, po drugi strani pa take povezave lahko
olajsajo razumevanje obravnavanih znanj o obdelavi podatkov.

Problemska znanja. Problemska znanja omogocajo, da znamo nau-
Cene pojme in postopke uporabiti v novih situacijah. FEden od temeljnih
prijemov pri soocenju z novo situacijo je prav gotovo tudi delo s podatka.
Pri obravnavi nove (matematicne) situacije, na primer pri reSevanju nestan-
dardne, nenavadne naloge, je povsem sprejemljivo, da izhajamo iz bolj ali
manj sistematicno 1zvedenih poskusov ter iz rezultatov skusamo ugotoviti
zakonitosti ali namig k resitvi. Pomadgamo si torej z obdelavo podatkov,
saj rezultate 1zracunov zberemo, primerno uredimo in jih skusamo prika-
zati tako, da ugledamo neko zakonitost ali pot k resitvi. Pri matematicnih
nalogah si z znanji o obdelavi podatkov pomagamo tudi drugace. V zasta-
vljeni nalogi je lahko veliko podatkov, ki jih moramo nekako urediti, preden
sploh zac¢nemo reSevanje, lahko pa je podatkov prevec ali celo premalo in
jih moramo zbrati.

IzkusSnje s slucajnimi dogodk Verjetnost je matematicna teo-
rija, ki se ukvarja s slucajnimi po;am Ko v preduniverzitetni matematika
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razmisljamo o verjetnosti, imamo najvecl mhh matematic¢no d
cijo verjetnosti (torej razmerje med stevilom Inih in stevilom vsel
mentarnih dogodkov v poskugu) Izkusnje 1z Smdme Sole ka,zqg da, '
posredno uvaja,nje mmje verjetnosti za dijakinje in
zd@ zahtevno, saj ne m novih pojmov Opr@m na lastne izkusnje. Sle-
~dnje bi lahko dobili v ng@vm Soh kj@E b1 se pri obravnavi V@meﬁmosm @m@ﬁh
le na izkustveno raven. Menimo, da j@ zzobhkevame emplricnega pojmova-
nja verjetnosti pomembno za kasnejse razumevanje matematicne verjetno-
sti. V osnovni soli naj bi ué@nec S - n ugotovil oziroma ocenil verje-
tnost kakega dogodk& pm Cemer naj bi se zaﬁf@da} pomena stevila | ngugav
Spoznal naj bi, d pri Z d@ velikem Hu p
frekvence d@g@ usﬁahj@ blizu neke an@sm? lmenovane Ver-
j@iﬁOSﬁ dogodka. Ucenci in uc¢enke naj b1 tudi z 1zku m spoznali, da ne
smejo mekm’&mn@ posplosevati ugotovitev, dobljenih ISem vzorcu.

ouéu_j ejo v raznih
stamgm_ka, Verjefsgst Stanstﬂ{;a n V@Ej@w

likujemo Veme%cnoséa je 1 naticna disaphna 0 Siusa}m kih. Ele-
memarna teorija verjetnosti SEom na matematicni definiciji ver Jetnesm (kot
razmerju med S?cevﬂo dnih in vseh elementarnih dogodkov) in je tesno
povezana s kombinatoriko. Zal tevnegga teoryja verjetnosti sloni na aksio-
matski definiciji Vez‘je‘mas‘m in pmuguje predvsem siuca}n@ Spmmenbwk@ in
njihove distribucije. Tudi statistika ima dve veji: pri opisni statistiki pred-
vsem zbiramo podatke o dani populaciji in jih tudi tako ali drugace predsta-
vimo oziroma poenostavimo. Pri inferencni statistiki pa skuSamo na osnovi
Odaﬁ'{ov VZOrca Eaﬁje sklepati o lastnostih celotne populacije
pravimo, d Inferencna statistika mocéno temelji na
Vemetnwsﬁﬁem racunu 1n je ‘éud} za‘m za razumevanje precej zahtevna.

pod n, da nekaj 1zvemo o
ki jo statisticno obdelujemo. 1 ku matematike pa razu-
memo Obdé@ avo podatkov precej sirse. Obdelava podatkov zajema znanja o
zbiranju in predstavitvi podatkov, predam podatkov, o smiselnih prikazih
podatkov, ki on logocajo sklepanje in ugotavljanje za,kommsm Podatke ob-
delujemo iz raznovrstnih razlogov in v okviru razliénih, tudi matemati¢nih
opravil. Vedenja o obdelavi podatkov so posebej pomemben del problem
skih znanj, saj so neke vrste orodje, ki nam omogoca, da v obilici podatkov
ugledamo zakonitosti in pravilnosti.

V okviru osnovnosolskega pouka matematike govorimo izkljuéno o ob-
‘delavi podatkov (in ne o Sm’mgmki) Ucenec naj bi se pri pouku matema-
tike srecal tudi s slucajnimi dogodki oziroma verjetnostjo, vendar le na iz-
kustveni ravni. S tem Zelimo olajSati ucenje verjetnosti v srednji Soli, kier
je pomembna ovira pri razumevanju maten laticnega pojmovanja Vefj@”ﬁn@m
st1 prav pomanjkanje zzkusenj S Sh’l@&jﬂlﬂu dogodki ter poznavanja dela s
podatki.

pulaciji,
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/mnanja o obdelavi podatkov razumemo kot pomembna znanja 1z vec
razlogov: zaradi matematiéne pismenosti, povezovanja solske matematike
7z drugimi vedami (tudi druzboslovnimi) ter sposobnosti dela s podatki,
ugotavljanja pravilnosti (vzorcev) v podatkih oziroma kot pomemben del
problemskih znanj. Ucenci naj bi tudi dobili vpogled v celovit postopek
obravnave problemov od nacrtovanja do zbiranja podatkov, predstavitve
in analize podatkov ter predstavitve rezultatov in ugotovitev. Vsebinsko
naj bi se obdelava podatkov navezovala predvsem na tri1 podrocja: obicajne
matemati¢ne vsebine (npr. razporejanje stirikotnikov glede na en, dva ali vec
kriterijev), povezovanje z nematematicnimi podro¢ji (npr. obravnava visine
igralcev dveh koSarkarskih mostev) ter pridobivanje izkuSenj o slucajnih
dogodkih (npr. eksperimentalno ugotavljanje verjetnosti dogodka).

gost argument predvsem umtehev matematike, ki cuhjo da je nova vsebina
,drugacna” od drugih vsebin. Deloma to drzz, Se posebej ker se obdelave
podatkov (in Se bolj statistike) drzi sloves izrazito uporabnega znanja. Ne-
mara k pomislekom uciteljev pripomore tudi njihova manjsa seznanjenost
s samo vsebino obdelave podatkov in predvsem s pomenom teh znanj pri
obvladovanju problemskih situacij. Moramo se tudi zavedati, da so kriteriji
0 tem kag sodi v osnovnosoisko (ali smdnjesolsko} ma‘temamko SVOJ@VOhm

raven. 1o je razumhw pomzslek Vsakogar, ki se je srecal 7 vemetnos‘tmm
raéunom, inferenéno statistiko ali celo z matemati¢no statistiko. Ceprav so
racunski postopki npr. pri testiranju hipotez navadno razmeroma prepro-
st1 (Se posebej ¢e uporabljamo primerne racunalniSke programe), pa je ra-
zumevanje nastopajocih pojmov in postopkov vse prej kot nezahtevno, ne-
malokrat jim tudi visokosolski studentje niso kos. V resnici pa je tezava
pri osnovnosolski obdelavi podatkov, kot npr. kaZe praksa v anglosaskih
drzavah, prej nasprotna: vsebine so ”prdahke” Pr1 obravnavi se omejimo
predvsem na delo s podatki ter na empiricne izkusnje. In prav tu je pro-
blem oziroma nesporazuim. Pri matematiki delamo z matematicnimi ide-
jami, ki presegajo SaIN0 izkustvo (npr. iz merjenja ploscine prelde o na po-
jem pioscine) Pri osnovnosolski obravnavi , statistike” ni tako: podatke
enostavno zberemo, jih tako ali drugace predstaﬂmo ter 1z vsega tega even-
tualno kaj razberemo. In tu se zgodba konca. Vse se namrec dogaja na
1zkustveni ravni in v tem smislu pride do banalizacije matematike. Tudi
ucencem se nasploh zdijo vsebine, povezane z obdelavo podatkov, dokaj pre-
proste in neproblematicne. Da bi se izognili pretirani banalizaciji matema-
tike, zelimo znanja o obdelavi podatkov navezati tudi na obravnavo mate-
maﬁémh Vsebma

da postopk& dda S podaﬂﬂ kl jih upombh amo v osnovni Soli, niso premrano
zahtevni. Pri uporabi teh znanj, posebno v vsakodnevnem okolju, pa se
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0, da bi uCenci radi raziskali, koliko se (v danem
jeﬂ naloga pyepmgm‘ %enci

hko grdo zaplete. Recim
razredu) doma ucéijo matematike,
povedo, koliko casa se ucijo matem < m
obdelamo in 1 pretiramo. Prave ?mzaN@ pa so drugje: Kaj - nenit umﬂm
se matematiko in kako verodostojno izvedeti za tak podatek? Za nekoga
pomeni uciti se matematiko Ze sedeti ob odprtem zvezku in Sanjaﬁﬁ ali
celo gledati fcdmfizij@ Pa tudi ¢e natanko opredelimo, kaj pomeni usem@
matematike”, je megame ali bodo od govom ucencev verodostojni. Nek
teri ne bodo zdﬁg odgovarjati po pravici, drugi se ne bodo zavedali, kdaj
11 kohk@ se HCHO ﬁ‘@tﬁ bodo spremenih SV@}@ @bnasa,me med samoopazo-
vanjem. Vprasanje je, kol “ pri pouku matern
tike ubadamo. Prav gotovo nas taka razn }Shama Se bolj ovrnejo od m atem
matike, konec km’mev pa tudi ucitelji matematike niso izSolani za tovrstna
Kazgiahama Mozni resitvi sta, da se pouk obdelave podatkov i1zvaja na
,neproblematicnih podatkih” ali pa da se ucence le opozori na zgoraj opi-
sane tezave in pomisleke.

asbv se nanasa na angkske opazovalce vlakov, ki v pmsiem
kot konjicek, opazujejo viake in ugomvha,j@ vzame/ ravﬂnogh vV 1nji-
hovem voznem redu). Ugotovil je, da ucenci skusajo cimprej zbrati p@datke
v zvezl z matematicnim objektom povsem posvetijo stevilskim
podatkom, na objekt pa kar pozabijo. skusajo ugotoviti vzorec ali
pravilnost, ki pa je sploh ne povezejo z lastnostjo obravnavanega objekta.
To pa ni1 cilj pouka matematike, zlasti ne takega, kjer bi znanja o obdelavi
podatkov uporabljali pri reSevanju problemskih situaciy. Ponazorimo to na
Ugotoviti je treba, koliko vzigalic potrebujemo za izdelavo kvadratne
mreze velikosti n (vzigalic).

Za dijaka, ki ze obvlada al gebm je t O ]
Kise jez a&g@bram nim razmisljanjem Kk 3 .\
naloga pmbiemsko situacijo. Ucenm se 7 HEk&j zna,nja, 0 obddafm p@d&'&—-
kov lahko naucijo ,standardnega” postopka: zberejo podatke (prestejejo

remsm naioga osnmmosoku
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vzigalice v prvih nekaj vzorcih), podatke tabelirajo ter skusajo iz tabele
ugotoviti kaksno pravilnost.

Velikost kvadrata 1 2 3 4 5
St. vzigalic 4 12 | 24 | 40 ?

V tabeli nekateri ucenci hitro ugledajo pravilnost: stevila v drugi vrsti

dobimo tako, da stevila v prvi vrsti zaporedoma pomnozimo z 4, 6, 8,
10, ... Za kvadrat velikosti 5 vzigalic torej potrebujemo 5-12 = 60 vzigalic,
nasploh za kvadrat velikosti n potrebujemo n - (2n + 2) vzigalic. Pri takem
razmisljanju skoraj vsi u€enci (in ucitelji) pozabijo na vZzigalice in kvadrate
in opazujejo le stevilke. Ne vidijo, da stevilke v tabeli niso le stevilke, ampak
Stevila vzigalic v nekem vzorcu in da izraz 2n(n + 1) izraza neko lastnost
splosnega kvadratnega vzorca vzigalic. V 24 vzigalicah na tretji mrezi lahko
vidimo 4 navpicne in 4 vodoravne vrste po 3 vzigalice, torej 2-4 -3 vzigalic,
na splosno 2-(n-+1)-n viigalic. Po Hewittu je iskanje pravilnosti v tabelah
podobno neplodnemu iskanju pravilnosti v voznih redih vlakov. Po drugi
strani pa je res, da s tehnikami obdelave podatkov nekateri ucenci lahko vsaj
zmorejo obravnavati nekatere problemske situacije, ceprav resitev vsebinsko
ne povezujejo z obravnavanimi objekti.
Ali so znanja o obdelavi podatkov res del matematicne pi-
menosti? Kako to, da v svetu v zvezi s poukom matematike poudarjajo
znanja o obdelavi podatkov Sele zadnjih 25 let? Odgovor na to vprasanje
lahko 1sCemo v dveh smereh. Po eni strani danes ta znanja razumemo tudi
kot del problemskih znanj, tem pa pri pouku posebej posvecamo pozornost
Sele v zadnjih desetletjih. Po drugi strani pa lahko ugotovimo, da so po-
datki in prikazi podatkov bolj in bolj navzoci v vsakdanjem zivljenju, Solskih
ucbenikih ipd., verjetno zato, ker sodobna tehnologija omogoca enostavno
zbiranje, prikazovanje ter posredovanje podatkov. Vendar pa se ne smemo
pustiti zmesti od |, vsesplosne navzocnosti” podatkov v nasem zZivljenju ter
v zivljenju otrok. V manjsi raziskavi so studentje matematike Pedagoske
fakultete v Ljubljani preucili pojavljanje prikazov podatkov (tabel in raznih
graficnih prikazov) v Casopisih in revijah, ki so dostopni ucencem predmetne
stopnje osnovne Sole. Izkazalo se je, da prakti¢no vsa periodika (tehniéna,
zabavna, verska, poljudnoznanstvena) vsebuje zelo malo prikazov podatkov
(1 prikaz na 20-80 strani), pa Se ti so bili zelo preprosti in lahko razumljivi.
Pogostejsi so bili prikazi le v poljudnoznanstvenih revijah, ki jih berejo na-
darjenejsi ucenci, ti verjetno znajo prikaze sami interpretirati. Veliko vec
prikazov pa je bilo v dnevnem casopisju (1 prikaz na 2—6 strani). Deloma
so bili to prikazi na poljudno-znanstvenih straneh, velika vecina pa jih je
bila na finanéno-ekonomskih ter na reklamnih straneh. Lahko bi rekli, da
so tabele ter razni graficni prikazi podatkov jezik, s katerim nas ogovarjajo
predvsem ekonomske in oblastvene strukture. To, da ucenci (kot bodoci
volivel in kupci) poznajo tehnike obdelave podatkov, omogoca nekaterim
druzbenim strukturam, da lazje komunicirajo z drzavljani. Drzavljan, ki
razume tak jezik, je po eni strani manj odporen proti manipulaciji, po drugi
strani pa je poznavanje tehnik obdelave podatkov pogoj za kriticni odnos
do posredovanih informacij.
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S prispevkom problematike vpeljave
V%bm o obdelavi pod afﬁkov \% naée osnovne sole. Vsekakor gre za mejno
vsebino, ki pa je pomem mo matemartiko kot tudi za uporabo
a‘?ﬁe atﬂ{_e AV druglh kontekgm .. Navedla sva mzbg@? zaradl katerih je tudi

\ ﬂamh Solah uvajanje te vsebine tako reko¢ nuja — obenem pa sva opozorila
- 1, ki jih lahko prinese uvajanje teh vsebin in na katere

. pri niil m uvajanju v osnovnosolski pouk
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ROK HREN, VOJKO JAZBINSEK IN ZVONKO TRONTELJ

PACS: 2.70-c, 2.70-Pt

V tem c¢lanku smo predstavili resitev direktnega problema v elektrokardiografiji.

In this paper, we introduced a solution to the direct problem of electrocardiography.

Direktni problem v elektrokardiografiji

Tonski tokovi, ki spremljajo bioelektricno aktivnost srca, povzrocajo na
povrsini Cloveskega telesa (torza) elektricno potencialno razliko. Kadar jo
pomerimo, ji reCemo elektrokardiogram (EKG) [1], ki nam lahko pomaga pri
diagnostiki nekaterih nepravilnosti v delovanju srca. Velik del diagnosticne
elektrokardiografije je omejen na empiricne in statisticne raziskave. V tem
clanku bomo predstavili model, ki temelji na kvantitativnem opisu odnosov
med izvorl v srcu 1n 1zmerjenimi vrednostmai.

Ce poznamo bioelektricne tokovne i1zvore v srcu in elektricne lastnost:
delov telesa, ki obdajajo srce, lahko izracunamo elektricni potencial na
povrsini torza v poljubni tocki. To v elektrokardiografiji imenujemo direktni
problem |2]. Direktni problem je v primerih geometrij, ki opisujejo clovesko
telo, vedno enolicno resljiv, kar pomeni, da dana porazdelitev bioelektricnih
tokov v srcu povzroci le eno mozno porazdelitev povrsinskih elektricnih
potencialov. ,

Pri razsirjanju akcijskega potenciala po sréni misicni celici se pojavita
dva fizikalno razlicna tokovna prispevka: biolosko aktivni, nekonservativni
del — to je tok v membrani sréne misicne celice, in ohmski — to je volumski
tok v prevodniku s prevodnostjo o,

J=J'+0E= J —oVo. (1)

[{er so bioelektri¢ni signali nizkofrekvencni (pri srcu med 0.1 in 1000 Hz),
so razmere kvazistaticne [1,3]. Zato smo v enachi (1) upravi¢eno zanemarili
premikalni tok in zapisali elektricno polje kot gradient skalarne funkcije.
Zaradi ohranitve naboja je celotni tok solenoidalen, tako da velja

-J=0. (2)

Z uporabo enacb (1) in (2) dobimo Poissonovo enacbo za elektri¢ni
potencial v prostorskem prevodniku |4]
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Biolosko aktivni tok J* je omejen le na celicno membrano aktivnih srénih
15icnih celic |5]. Zato lahko enacbo (3) na podrocju, ki ne vsebuje biolosko
tokov, poenostavimo v Laplaceovo enacbo [4]

aktivnih

(4)

laksna predstavitev je uporabna, saj]
hk@ cloveski torzo razdelimo na pri-
na podrocje srca, ki vsebuje to-
J*, in na podrocje med epikardom
msko povr§ino srca) in POVISINO
ki se obnasa le kot p&swm prevo-
dnik <Sh ka. 1). To pom la opiSem
izvore v srcu z nadomestnim (ekviva-
lentnim) i1zvorom, tj. potencialno po-
Eazdehtvijo na epikardu. S tem se pa
tudi izognemo direktnemu OPESH bm-—
dektmc 0 akmv i1th tokov, ki jih
splosnem zelo tezko pmdsmmm 7 1M
tematiénim modelom (gl. [6]). Enacbo Slika 1. Shematicni prikaz cloveskega
<4> INOraro opredelit1 se z robmm} po- torza. Ploskvi Sg in S7, ki omejujeta
gOﬁ {1) 7 | H‘lChE@‘EOVE homogeni prostorski prevodnik s prevo-

DOVTSini @plka&‘a in ¢ —  dnostjo o, predstavljata povrsino epi-

@"”¢Ena dnostjc dsts oussin ep
¢ na povrsini égggza ter (H) arda in povrsino torza. Biolosko ak-

novim robnim p
povrsinl torza.

@ & ‘z' [ @ ~ W -
tivni tok J° je omejen na podrocje sréne
misice.

m delu b@ no obravnavali resitev direktnega problema v elektro-
fiji. Izpeljava 1zraza za izracun elektricnega potenciala na povrsini
prostorskega prevodnika poljubne geometrije temeljil na drugem Greenovem
teoremu [4],

kjer je vektor n ala na zakbuceno pioskw’ S, ki omejuje prostornino

Funkcijn W dvakrat odvedljivi skalar ﬁmkuﬁ prostorske
koordinate. Funkcijo ¥ si izberemo kot 1/R, kjer je R = |r' — r| razdalja
med tocko izvora r in tocko opazovanja r'. Za funkcijo @ izberemo potencial

¢, ki je doloCen z Laplaceovo enacbo (4). S tem dobimo,

121



Z upostevanjem Laplaceove enacbe in enakosti V#(1/R) = —4nwé(r’ —r) [4]
dobimo izraz

1 1 /
[g_év¢.ndsm[9¢v§-ndS::.élfrcﬁ(r). (7)

Zgornji 1zraz je singularen, ko tocka opazovanja lezi na ploskvi S. Sin-
gularnost lahko odpravimo, ¢e obravnavamo geometrijski pomen ploskov-
nega integrala v enacbi (7). Izraz

—n(r) - Vwa dS = n(;%g dS = d{(r)

je prostorski kot d€}, ki v tocki opazovanja r’ objema ploskovni element d.5
(slika 2). Integral po ploskvi S lahko zapisemo kot

Slika 2. Prostorski kot df2 v tocki opazo- /
vanja r' objema ploskovni element dS. Slika 3. Geometrija za izracun F'(r').

Vzemimo, da na ploskvi S izreZemo majhno odprto ploskev e, na kater:
le7zi tocka s, in da se tocka opazovanja r’ priblizuje tocki s v smeri normale
7z notranje strani ploskve S (slika 3). V limitnem primeru, ko r' — s in
ko tocka opazovanja lezi ravno znotraj ploskvice ¢, je prostorski kot, ki ga
objema ploskvica ¢, enak 2mw. Tako velja

lim F(r') = — /S d(r) dQer (r) — 2me(s) .

r’'—s

¢(r) dp(r). (8)
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, da je cloveski torzo omejen
§€Y SO ‘mrzo @jﬂ]@ z dvema

mo v enacbah (3) in (4) pri
homog@m prevodmk S prevodnosm@ g.
zakljucenima |
lahko mtegmi zakbua@m ploskvi

slika 1. Ker je dmf@sko telo obdano z 0 s pmvadnostjo nic,
@n@ma elektricnega toka na powmm %Eama enaka nic (m
leumannov robni pogoj v Laplaceovi enacbi (4)). Zadnji ¢len v enacbi (9)
Ea,hko zato zanemarimo.
[z enacbe (9) je razvidno, da je elektricni potencial v poljubni tocki
na ploskvi S dolocen prvic, z lego tocke opazovanja r’ na ploskvi Sg in
St 1n dru gié S ] @tendaio n in normalno komponento elektricnega toka na
ploskvi Sg in potencialom ploskvi St. C@ tore] poznamo potenmamo
porazdelitev na epikardu, lahko izradunamo potencial na povrdini torza.
Ceprav potencialna porazdelitev na epikardu predstavlja @kvwaﬁenfcm 1ZVOor
bioelektricnih tokov v srcu, je merljiva kolicina, ki z visoko loc¢ljivostjo kaze
na fizioloske in patofizioloske procese v srcu.

na resitev

Enacbo (9) 3 leru poljubne geometrije resiti numericno.
V ta namen uporabljamo koiokaujsko metodo |7], k1 razdel1 mtegmujo
poljubni ploskm na vsoto b ih integralov. V praksi to pomeni, da
MOTamo povrsino torza in epikaﬁda opisati z numericnim modelom. Slika 4
prikazuje taksen model {8] za predstavitev Mi"@ﬁggmm povrsin zensk@ga
in moskega torza. Povriina moskega in Zenskega torza imata Ny = 782 in
Np = 762 trikotnikov, povrsini epikarda pa imata v obeh primerih Np =
400 trikotnikov. Trikotniki so Se posebe)] uporabni, saj so edini veckotniki,
doloceni z vozlisci, ki nujno lezijo v 1sti ravnini.

Trikotizacija obeh povrsin pomeni, da lahko potencial v enacbi (9)
aproksimiramo z linearno kombinacijo baznih funkcij h;(r'),

(10

jer so koeficienti ¢* neznanke. \ . primeru Jje bazna funk-
cija enaka 1 na trikotniku ¢ in nic povsgd drugod 'To pomeni, da zvezno
potencialno porazdelitev na povrsini @pﬂiara in torza aproksimiramo s p
odsekih konstantnimi p@t@nmah, Neznanko ¢* lahko torej razumemo kot
povprecen potencial na trikotniku 2, kjer vsota v enacbi (10) teCe po vseh

trikotnikih (N = Np + Ng).
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Slika 4. Numericna modela moskega in zenskega torza. Povrsina moskega torza je
trikotizirana s 782 trikotniki in Zenskega torza s 762 trikotniki; povrsina epikarda je v obeh
modelih trikotizirana s 400 trikotniki. Pri konstrukciji moskega in Zenskega torza smo
uporabili magnetno resonancno slikanje in algoritem, ki temelji na razvoju po sferi¢nih
harmoniénih funkcijah [8].

Postopek diskretizacije integralov je pomemben za razumevanje nu-
meritnega resevanja enach, ki nastopajo v obliki enacbe (9), zato ga bomo
v nadaljevanju podrobneje opisali. Privzemimo, da je potencial konstanten
po ploskvi vsakega izmed trikotnikov. Ce uporabimo enacbi (9) in (10),
lahko zapisemo posebej izraza za potenmai po trikotniku 2 na torzu m tri-
kotniku k na epikardu,

- g 1 v
n b1 U + / b A PE  ndS =0, (11)
27 J 5.,

27T Se 2 Sw jgz
Lo 1 L i 1 \/gb E
d$ g5 } -ndS=0. (12
E 5 ¢E dpE o Js, Ry (12)

Taksen zapis je ugoden za izracun integralov, saj eksplicitno lo¢i tocko
opazovanja na torzu od tocke opazovanja na epikardu. Z dePQ smo oznacili

R

diferencial prostorskega kota, ki ga v teziscu trikotnika [ na ploskvi P
objema ploskvica dS na ploskvi (). Integrale v zgornjih enacbah lahko
diskretiziramo v obliki

i=1,...,Np (13)

l=1,...,Ng, (14)

kjer je Lb%qub% gradient potenciala (tj. elektricni tok) v smeri normale na
ploskev Sg.
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Vidimo, da sn

10 7 diskre‘tizadj@ EOM
cil1 geometrijske koeficiente (! PQ n f

Od p@ﬁ@nuﬂ@v po trikotnikih na ﬁorzu
Pomembno je, da, so koe-

~i]

ficienti (! PQ in | _PQ odvisni le od geo-

metmj@ trik mzmmmh ploskev St 1 Sg.

T PO lahko razumemo kot

utezi za prispevek normalne kon ponemeé
gradw ta poter iciala po trikotniku 7 na

O%encm& u po trikotniku !

na ploskvi P. Podobno koeficienti § h, -
Slika 5. Grafiéni pmk&z ge@metrljsklh

Ob:teZ}_j(? msevek.p otencmla . triko- kaeﬁmen’mv matrik Q7. Qrp, Qe
tniku 7 na ploskvi () k potencialu po ) 2.

trikotmiku ¢ na ploskvi P. Na primer,
koeficient (! J_%T ustreza tocki opazovanja v teziscu trikotnika ¢ na povrsimi
epikarda in trikotniku y na povrsini torza, po katerem poteka ploskovna in-

tegracija (slika 5). Geometrijske koeficiente ¢ in [ i:z,@ lahko za poljubna

po odsekih koplanarna vozlis¢a izracunamo analiti¢no |9].
7 uporabo matri¢nega zapisa sistemov enacb (13) in (14)

dobimo

jer so vektorji ®r = (¢h,..., T, GO

(w Ty NE). Matrika I je i1dentiteta. Matrika i ima dimenzijo
NT X NTa matriki {275 n I'rp imata dimenzijo Ny X Ng, matrika 27
dimenzijo N g X NT, ma,tmki. N m ND E pa dimenzuo Ng X Ng. Ce 1z

dobimo konéni izraz, ki povezuje potenci-

enacb (15) in (16) izrazimo W
alno poraz: gmmf na eﬂmru s potencialno poyazdehtwj@ na torzu |10

(17)

kjer je matrika Z7g (N1 X Ng) enaka

|z enacbe U,?) ko 1zracunamo potencial na povrsimi torza 1z znane
potencialne Ofazdehtve na epikardu, ¢e poznamo matriko Zrg. V resnici
je direktno merjenje potencialov na epikardu omejeno le na raziskave na
zivalih |11,12]. Zato je za klini¢ne raziskave nujno, da iz izmerjene poten-

cialne porazdelitve na torzu (od 30 do 200 elektrokardiogramov) pois¢emo
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porazdelitev na epikardu. To je inverzni problem, ki ga lahko v nasem pri-
meru definiramo kot

(19)

kjer je Zgr(Ng x Nr) matrika geometrijskih koeficientov, ki doloca &

$7. Stevilo trikotnikov na torzu N je vecje od stevila trikotnikov na epi-
kardu Ng. Cetudi je inverzna resitev za potencialno porazdelitev na epi-
kardu enolicna, pa je slabo pogojena, kar pomeni, da je Stevilo linearno ne-
odvisnih resSitev manjse od Stevila neznank. Zato je taksen sistem nezado-
stnega ranga in ima praviloma zelo velike vrednosti stevila pogojenosti [13].

Slabo pogojenost lahko razlozimo s fizikalnimi lastnostmi nasega sis-
tema. Potencial pada s kvadratom razdalje od 1zvora. Zato je amplituda po-
tencialov na epikardu pri normalnem elektrokardiogramu precej vecja (10—
20 mV) od amplitude potencialov na povrsini ¢loveskega torza (2-2.5 mV)
112]. Matrika geometrijskih koeficientov Z g mora tako ,ojacati” merjeni
potencial na torzu; relativna ojacitev potencialov je vecja za tiste dele torza,
ki so bolj oddaljeni od epikarda (ledveni in trebusni del torza). Hkrati
S potencmlom matrika Z g7 ojaca tudi Sum in napake zaradi diskretiza-
cije, ki neizogibno spremljajo meritve in simulacije. To potem povzroci
funkcionalno linearno odvisnost med enacbami 1 slabo pogojenost ma,trike
E. Ceprav lahko v nacelu i1zracunamo psevdoinverzno matriko Zpr =

(Z3nZ7E) 1Zm , pa bodo Ze majhne napake v podatkih povzrocﬂe velike
osulacue v reditvi sistema.

Problem z ojacitvijo merskega Suma pa se pri resevanju direktnega pro-
blema ne pojavi, saj je razmerje med signalom 1n Sumom precej vecje pri
meritvah na epikardu kot pri meritvah na povréini torza. Ker so vredno-
st1 potencialov manjSe na povrsini torza, matrika Zrg ,,0slabi” prispevek
potencialov na epikardu in s tem tudi pmspevek merskega Suma.

Fav div
Resitev direktnega problema v elektrokardiografiji je zanimiva, ker pred-

stavlja kvantitativni opis bioelektricne aktivnosti sr¢ne misice, ki temelj:
na fizikalmih zakonih. Natancna resitev je tudi prvi pogoj za resevanje
najvecjega izziva elektrokardiografije, tj. inverznega problema. ReSitev in-
verznega problema in razlicne metode, ki lahko zmanjsajo vpliv slabe po-
gojenosti sistemov, si bomo podrobneje ogledali v prihodnjem clanku.

Ziahvala

To raziskavo je deloma omogocilo Ministrstvo za znanost in tehnologijo
Republike Slovenije.

LITERATURA
[1] R. Plonsey, Bioelectric Phenomena, New York, Mc-Graw Hill, 1969.

2] R. M. Gulrajani, Models of the electrical activity of the heart and computer szmulatzon
of electrocardiogram, CRC Crit. Rev. Biomed. Eng. 16 (1988) 1

[3] A. C. L. Barnard, I. M. Duck, M. S. Lynn, W. P. Tlmlake The application of
electromagnetic theo'ry to electmcczrdiology, Biophys. J. 7 (1967) 443,

4] J. A. Stratton, Electromagnetic Theory, New York, McGraw-Hill, 1941.

[5] J. Luznik, Biomagnetizem, Obzornik za matematiko, fiziko in astronomijo 33 (1986)
24.

126 Obzornik mat. fiz. 46 (1999) 4



7] C

ren, A Realistic Model of the Human Ventricular Myocardium: Application to the
Smdy Of Fectopic Actwation, doktorska disertacija, Dalhousie University, Halifax, 1996.
W. Steele, Numerical C@mpfafmz,mn of Flectrical and Magnetic Fields, New York,

@Straﬂd Reinhold 1987.

R. Hren, . Stroink, Application of the Surface harmonic expansions for modeling the
human torso, IEEE TE‘&HS Biomed. Eng. BME-42 (1995) 521.

9] V. ﬁazbmseh Modeliranje tokovnih izvorov magneinega polja srca ob upostevanju real-

nih robnih pogojev, doktorska disertacija, Univerza v Ljubljani, LLjubljana 1994.

[10] R. C. Barr, M. Ramsey, M. 5. Spach, Relating epicardial to body surface poteniial

1

dwﬁméuﬁmns by means 0f imnsfe?“ coeﬁﬁcwnm based on geometry measurements, 1HHE
Trans. Biomed. Eng BME-24 (1977) 1

1] M. Ramseyg R. C. Barr, M. 5. Spach, C@mpa;rwan of measured torso potentials with
those simulated fmm 8p@ca;fr'dm5 p@iemﬁmgs for ventricular depolarization and repolari-
zation in the intact dog, Cim Res. 41 (1@??} 660.

2] H. S. Oster, B. Taccardi, F L Lux, P . Brshler, Y. Rudy, Noninvasive electrocardi-
oghraphic tmaging: Rewn%ruciwn of epwm*dmi pmanimk? electrograms, and tsochro-

nes and localization of single and multiple electrocardiac events, Circulation 9

1012.
3] Z. Bohte, Numericne metode, Ljubljana, DMFA 1985.

J s mate-
matike pomanjkljivo ali celo nekorektno OV@SC@na zato je smiselno, da vsaj]
del strokovne javnosti podrobneje seznanimo z njimi. Prav kmalu po opra-
vljanju pisnega dela mature 1z matematike so se po Sloveniji sirile govorice
(objavljene tudi v nekaterih javnih medijih), da bosta dve nalogi iz kom-

pleta SHHH&}SMh nalog za osnovno raven mio&em Chm reuhske pred-
metne komisije za matematiko (v nadaljevanju RPK) smo se temu c¢udili,
sa] 1zdelk: 1 aﬁcuyanmv se niso bili nit1 pregledani, ko pa smo nekohka ka-
sneje od republiske maturitetne komisije (v nadah@vamu RMK) dobili pri-
porocilo, da RPK 1zloci iz ocenjevanja najshbse resevani nalogi, smo ugoto-
vili, da se vendarle nekaj kuha. Po mnemu RPK ni bilo nobenega tehtnega
razioga za 1zvzetje nabg 17z ocenjevanja. Temu primerno kratko strokovno

klonilno stalisce o izvzetju nalog je RPK posredovala re-

argumentirano od|
puﬁéké maturitetni kon gsm Na sestanku 9. juhja je RPK redse mku
0}&8@11& svojo odlocitev. /

in dvema c¢lanoma RMEK se msrpneje
RPK za matematiko so bili Sprejem in kazalo je, da se bo zadeva @h}adﬂa
Toda, 19. julija je med sejo RMK njen predsednik po telefonu poklical pred-
sednika RPK in skusal dobiti pm“’mhem@ za 1zloCitev dveh nalog iz oaenjeva-—
nja. Privoljenja Sevea m dobil, RMK pa je kljub temu na isti seji Srejda,
sklep o i1zvzetju omenjenih n&,hg ki ga povzemamo po zapisniku te seje.
RMK doloca, da se 1z ocenjevanja pri matematiks 1zvzameta 6. mn 13.
vprasanje. Kandidatom, kv so nalogo resili, se doseZene tocke upostevajo
kot povecano stewlo tock. Sklep ge bil sprejet z enim vzdrzanim glasom in 7
glasovt za.
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Zaradi tega sklepa se je 23. julija RPK za matematiko ponovno sestala
in sprejela izjavo o odstopu ¢lanov RPK za matematiko. Osrednji del i1zjave
se glasi takole:

7 wveljavitvijo sklepa RMK o izvzetyu dveh nalog 1z maturitetne pole se
bistveno okrni smasel mature 1z matematike in odstopa od njenth globalnih
ctljev. Tak nacéin dela RMK mocéno posega v strokovne kompetence RPK za
matematiko in 1zraza dvom v premisljenost njenih odlocitev. Poieg tega iz
sklepa RMK ni razuviden postopek za pretvorbo tock v ocene pri maturt iz
matematike. Zato se RPK za matematiko distancira od ocen, dobljenih na
podlagi omenjenega sklepa RMK.

Zaradi nastalih razmer se je vseh devet clanov | PK za matematiko
odlocilo, da preneha z delom v RPK in s tem odstopa s svojih polozajev.
Sklep o odstopu je bil takoj po sestanku poslan ministrstvu za sSolstvo
in Sport RS, republiski maturitetni komisiji, drZzavnemu 1zpitnemu centru
ter zavodu RS za Solstvo, tako da b1 RMK lahko pravocasno umaknila al
ustrezno spremenila sklep o 1zvzetju nalog 1z ocenjevanja. Predsednik RMK
je Se 1stega dne reagiral in predlagal ponoven sestanek z RPK v naslednjem
tednu. Takoj po tem sestanku naj bi po njegovih besedah oba predsednika
komisij sprejel bodisi minister za Solstvo in sport bodisi drzavni sekretar za
Solstvo. V pOHedehek 26. julija so bili objavhem rezultatl mature, ki so
pokazali, da RMK ni odstopila od omenjenega skiepa Cez tri dni smo se
sestali predsednik in Se en clan RMK ter predsednik in Se dva c¢lana RPK
za matematiko. Poskus prepricati prisotne clane RPK za matematiko, da
preklicejo svoj odstop, se je 1zjalovil. Napovedanega sestanka z ministrom

oziroma z drzavnim sekretarjem ni bilo.

Iz zapisnika seje RMIK sledi, da je bil sklep o 1zvzetju dveh nalog
1z ocenjevanja sprejet na podlagi edukometricne analize 1zpitnih vprasan;
zaradi izboljsanja uspeha pri matematiki na osnovni ravni. Ta naj bi se
7z uveljavitvijo sklepa izboljsal priblizno za 2.5%. Je to (lahko) res pravi
razlog za tak poseg? Je to strokovna poteza ali morda politicna? Kaksne
bodo posledice takega delovanja RMK? Naj navedem Se nekaj mnenj, ki jih
je RPK za matematiko posredovala RMK na omenjenih sestankih.

Izlocevanje korektnih nalog 1z kompletov je nasploh problemati¢no in
vprasljivo. Struktura konkretne izpitne pole se s posegom RMK bistveno
spremeni. Prvotmi komplet nalog se oklesti za nekoliko zahtevnejsi nalogi,
v okrnjenem kompletu pa takih nalog skoraj ni. Ob tem se na strokovnih
seminarjih za clane republiskih predmetnih komisij vedno poudarja, naj b
se delez manj sablonskih in s tem zahtevnejsih nalog pri maturi povecal,
sa] bl s tem matura pozitivno vplhivala na dvig kakovosti pouka matema-
tike v srednjih solah. Poleg tega s posegom odpadeta na osnovni ravni ma-
ture edini nalogi z verjetnostnega racuna (oziroma kombinatorike) in pro-
centnega racuna.

Naioge letosnje mature 1z matematike so na enakem mvmu kot naloge
lanske in predlanske, uspeh na mej pa bi bil brez posega RMK le malenkost
slabsi od lanskoletnega. Tudi meja za pozitivno oceno je skoraj enaka in
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hkrati tako mizka, da pri maturi iz matematike na osnovni ravni lahko
uspejo (celo brez ti. nearly passa) dijaki, ki so na maturi pokazali koma;
kaj znanja srednjesolske matematike. Dobro tretjino tock (neokrnjenega)
pisnega izpita, ki steje 80% celote in je po uspesnosti praviloma prece;
slabsi od ustnega dela, je mogoce doseci zgolj z znanjem osnovnosolske
matematike. Naj bi ob tem RPK Se znizala mejo za pozitivno oceno, da bo
uspeh na maturi videt: boljsi?

Tudi dijaki menijo, da zahtevnost 1zpita pri maturi iz matematike sploh
n1 problem. Po raziskavi Zavoda RS za solstvo, objavljen: v zborniku Drug:
strokovnt posvet o maturi, Ljubljana 1998, je skoraj 73% anketiranih dijakov
menilo, da je bil pisni izpit iz slovenskega jezika tezak, le dobrih 17% dijakov
pa je to trdilo za pisni izpit iz matematike. V anketi, ki jo je 1zvedla RPK
za matematiko na seminarju za zunanje ocenjevalce, se je velika veéina
pohvalno 1zrazila o letosnjem 1zboru nalog 1z matematike na maturi.

Cemu torej ukrep RMK, ki je (morda zgolj slu¢ajno) udejanil govorice,
omenjene na zacetku sestavka? Sklenimo prispevek z nalogami letosnje ju-
nijske mature iz matematike. Te naj bi bile po besedah direktorja drzavnega

izpitnega centra javnosti dostopne takoj po pisnem izpitu.

1. Kateri pozitivni veckratniki stevila 27 so delitelji stevila 11887 (6 tock)

2. Izracunajte vse nicle (tudi kompleksne) polinoma
— 4 3 2 .
plz)=2z"+2°4+2°+z — 1. (6 tock)

3. 5 pomocjo delnega korenjenja i1zracunajte natancno vrednost 1zraza

(v/300 — /75 — 4/48)(v/24 + +/96 — 4/150). Tudi koncni rezultat delno

korenite. (6 tock)

4. Parabolo z enacbo y = (z—1)% —1 prezrcalite ez koordinatno izhodisce.
V dani koordinatni sistem narisite tako dobljeno krivuljo in zapisite
njeno enachbo. (6 tock)

5. Kroga lezita v 1st1 ravnini: manjsi v veCcjem, njuna robova se dotikata.
Ploscina vecjega kroga je devetkrat toliksna kot ploscina manjsega.
Razdalja med srediscema obeh krogov meri 2 dm. Izracunajte polmera
obeh krogov. Skica je obvezna. (6 tock)

6. Pred tremi leti je bila Katja za 24 % mlajsa od R

woka, ¢ez tri leta pa bo

Rok za 24 % starejsi od Katje. Koliko sta stara Katja in Rok letos?
(5 tock)
7. V dani koordinatni sistem narisite kroznico, podano z enacho
do* + 4y* — 4o + 24y +1 = 0. (6 tock)

Obzornik mat. fiz. 46 (1999) 4



1

1

0.
11.

3
k4

JoA

Samo ena 1zmed spodnjih shik pmﬂk@z@e %ﬂavmﬁgk mrezo piramide. Ob-

krozite ¢rko pod to sliko in izracunajte prostornino ustrezne piramide.

Potrebni podatki so na sliki. (6 wd)

[zracunajte realno stevilo m, tako da bo dolzina vektorja
a={(m=—2,3—m,2m — 12) enaka 11. (5 tock)

- - 52541 9. -
Resite enacbo 3271 + 327 = 108. (5 tock)
Premica se dotika krivulje z ena¢bo y = z°+1 v tocki A4 in jo seka v toéki
B. Tocka A lezi na abscisni osi in je razlicna od tocke B. Izracunajte
koordinate tock A in B. (7 é@ék}
V spodnjem koordinatnem sistemu je narisan graf funkcije s predpis
f(z) = Asin(Bz) + C. Z&pism@ VI‘GdHGSﬁ parametrov A, B in C
osnovno periodo te funkcije. (5 tock)

)

81
el

%**Q

g

e -‘-

—57 —41 ~37

V pritlicju desetnadstropne stolpnice vstopijo v dvigalo stirje pustolovci.
Vsak z enako verjetnostjo izstopi v kateremkoli nadstropju (pri tem
pritli¢ja ne Stejemo za nadstropje). Koliksna je verjetnost, da nobena
dva ne bosta izstopila v istem nadstropju? (5 tock)

L1k je omejen 7z obema koordinatnima osema, grafom funkcije f(z)
= e¥ In premico & = a. Za kateri a > 0 ima ta lik plos¢ino enako 2
Rezultat zapisite na tri decimalke natancno. (6 tock)

RCEN

clant RPK za matematiko
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