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BORIS LAVIC

Math. Subj. Class. (1991) 20B35, 20F60

Obravnavamo osnovne lastnosti grupe A(R) urejenostnih avtomorfizmov realne osi,
zveznih bijekci) realne osi.

edinke te grupe in edinke grupe S.(R

We study basic properties of the group A(IR) of all order automorphisms of the real
line, normal subgroups of A(IR), and normal subgroups of the group S¢(IR) of continuous

bijections of the real line.

jektivna i ohranja naravno urejenost realne osi. Urejenostm avtomorfizem
je tore] strogo ﬂaraééajoéa bgekmja reajne osi 1n je zato zvezna funkcija.
Brz se lahko prepricamo, da je mnozi R) vseh ureje: Ggfcmh avtomorfiz-
mov realne osi, opren h@ 1a 7 OPeracijo kompﬁmmma funkciy, grupa z enoto
e = @dm @novah Jo bomo grupa avtomorfizmov in zaznam ovali z A(IR).

R) z relacijo u

deﬁmmﬁa relacija < je ocitno refl
tivna mrej je relacija delne umj@nesm
ciji f \/ gin f Ag, @m@h@m s predpisoma

(f Vg)z) =max{f(z),g(x)} Vz € R
(f A g)(w) = min{ f(z),g(z)} Vo € R,

tega velja sklep

<) mreza. Ker poleg

(fh < ghin ;hf < hg) Vh € A

Ce pr1 opisani k

R) realno os R n
ljubno linearno -

Mmrezno urejeno gﬂapo

mrezno urejenih
rem 2| vsako m
A(X). Pritem je vbmmv mj@ktwna preshkavm ki ohranja operacije mrezno

urejene grupe. Se veC, iz dokaza izreka 4 v |2] se da razbrati, da je mogoce

vsako stevno mreZzno urejeno grupo vloziti v A( ). V tem sestavku nas
vseh zveznih

bodo zanimale osnovne Eagfmosm egrupe A(IR ape S

bijekelj realne osi. ~del navedenih rezultatov o grui A(R) je v zelo

skopl obhh v [2], nek di knjiga [1| o splosni
npr. knjizica
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2. Osnovne lastnosti grupe urejenostnih avtomorfizmov

Pri1 obravnavi grupe avtomorfizmov si bomo pomagali z naslednjim
pojmonn.

Orbitala elementa f € A(R) v tocki z € IR je najmanjsa konveksna
podmnozica o¢(x) realne osi, ki vsebuje orbito {f™(x) : m € Z} elementa

f. Oznaka f™ seveda pomeni m-to potenco elementa f v grupi A(IR).
Tocka y € R pripada orbitali of(x) natanko takrat, kadar obstajata
taki celi tevili k in I, da je f*(z) < y < fi(z). Ce je z negibna tocka
avtomorfizma f, velja o¢(z) = {x}, ¢e pa je f(z) > =z ali f(z) < z, je of(z)
neprazen posploseni interval. Kadar je f(x) > z, velja -

<)< fHe) <z < flz) < fP(x) < ...
in of(x) = (f~(x), f*(x)), kjer sta f7°°(z) in f°°(x) posploSeni limiti

fo(@) = lim (), f¥(2) = lim f"(a).

nN—> 0O

Zato za vsak y € os(z) obstaja eno samo tako celo Stevilo k, da je fk"l(af;) <

<y < fF¥(x). Od tod sledi f*(z) < f(y) < f* () in tedaj se y < f(y).
Torej v tem primeru za vsak y € os(z) velja f(y) > y. Podobno je z orbitalo
- of(z), kadar je f(z) < z; tedaj za vsak y € of(z) velja f(y) < v.

A
/e

A

Shka 1.

Mnozico Oy = {o¢(z) :
orbital:
Orbitala I € Oy je pozitivna, kadar za vsak « € I velja f(z) > =z,

negativna, kadar za vsak =z € I velja f(z) < x, in tockasta, Ce ni niti
pozitivna nitl1 negativna.

R} torej nasploh sestavljajo tri vrste

Neposredno 1z definicije sledi, da tockasta orbitala avtomorfizma vse-
buje natanko eno njegovo negibno tocko in da je unija vseh tockastih or-
bital avtomorfizma enaka mnozici njegovih negibnih tock. Unija pozitiv-
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na f je mnozica tock xz € IR, za katere

n@gaﬁvm oﬂg%mi avm

 orbitalo Of( ) in pohubne tocko y c os(z). Ker

za ustrezni celi stevili k, [ velja f (x} y < f( ), in ker sta f~ k. f’“z
morfizma, je f § r < f~F(y). Od tod po kratkem racunu dobim

enakost of(z) = o¢( y} Ce se torej orbitali elementa f sekata, se ujen am

Ker poleg t@g& za vsak z € R velja « € of(z), je mnozica Of vseh orbital
elementa f @kﬂﬁj@ maﬂn@ os1 z disjunktnmimi posplosenimi intervali. Zato
ico O¢ uredimo s predpisom

I <J = z<yVeel, VyeJ

Brez tezav vidimo, da relacija < strogo linearno ureja Oy.

Pri obravnavi edink grupe A(IR) si bomo pomagah s kriterijem za ko-
njugiranost avtomorfizmov. Element g grupe A(IR) je konjugiran elementu
;€ A(R), kadar obstaja tak h € A(R), da je g = h ! fh. Konjugiranost je
ekvwaiencna relacija. Ce je G edinka grupe A(IR ) n f pmpasa G, potem
tudi vsi elementi, ki so konjugirani g, lezijo v G. Oglejmo s1 zdaj omenjeni
kriter: konjugiranosti,

Trditev 1. Za elementa f,g € A(R) sta ekvivalentni naslednji 1zjavi:
(a) f in g sta kongugirana;
(b) obstaja byektivna preslikava ¢ :

[LJ€O, I<J = oI) <o),

pozitiune orbitale preslika v pozitivne orbitale, negativne v negativne in
tockaste v tockaste.

Dokaz. (a) = (b).

04(x) postavimo
plog(z)) = {h(y) : y € og(x)}.

Ker sta neenakosti ¢%(z) <y < ¢'(x) ekvivalentni neenakostma

fh(z) = hg"(z) < h(y) < hg'(z) = f'h(=),

- velja p(og(x)) = of(h(z)). Od md sledi, da je preslikava ¢ :
definirana in da ugweza pogojem v trditvi.

(b) = (a). Naj bo mpoinj&n pogoj (b). Konstruirali bomo tak
avtomorfizem h, da bo f = h™'gh. Vzemimo poljuben r € IR.

Ce je g(z) = =, je orbitala o,(z) = {z} tockasta. Zaradi (b) je fcaksna
tudi ornala cp{og( )). Torej je p(oyz(z)) = {y} za ugtm%n y. V
primeru postavimo h(z) = y.

Naj bo zdaj g(x) > =. ' n sta orbitali o4(x) in w(o4(z)) = 0¢(y) po-

~zitivni, torej je f(y) > y. Zato obstaja naraséajoca bijekcija ug : x,9(x)] —
v, f(y)]. Od tod sled,i, - so tudi preslikave

U = fMugg™™ : [¢™ (), g™ (2)] — [F™ (), T y)], m e Z,
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Naj bo g = h™1fh, h € A(R). Za vsako orbitalo
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narascajoce bijekcije. Ker za vsak m € Z velja g™ (z) < g™ (z), f™(z) <
< fmti(z) in

U g™ () = FNY) = Umg19™ T (2),

preslikave u,, lahko , zlepimo” in tako dobimo del strogo narascajoce funk-
cije h, ki o4(x) preslika bijektivno na o¢(y). Ker za vsak z € [g™(z), g™ (z)]

velja h(z) = um(2) € [f™(y), f™(y)] inje g(2) € [g7 " (2), g™ (2)], velja

tudi
hg(z) = um+19(2) = fum(z) = fh(z). (1)
Podobno opredelimo vrednosti funkcije A na negativnih orbitalah avto-
morfizma g. Ker ¢ ohranja urejenost <, je h avtomorfizem. Iz (1) sledi, da

je f — hﬁlgh, torej Veija, (a,)

A

> 7 >

Slika 2. Avtomorfizma f in g sta konjugirana.

2. Grupa I' 7e delpva: za vsak f € A(]R) i vsak n € IN

Posledica 2
obstaja tak g € A(R.), da je g™ = f.
Dokaz. Avtomorfizma f in f™ imata isto mnozico orbital. Ker identi¢na

preslikava ¢ te mnoZice ustreza pogojem trditve 2, sta avtomorfizma f in
f™ konjugirana. Torej obstaja tak h € A(R), da je f* = h™'fh. Za

avtomorfizem g = hfh~! velia ¢® = hf"h™ ! = f. m
Grupa A(IR

) je podgrupa simetricne grupe S(IR) vseh bijekcij realne
osi. Dobro je znano preprosto dejstvo, da je grupa S(IR) nekomutativna in
da ima celo trivialen center. Podobno je tudi z grupo A(IR).

Trditev 3. Grupa A(IR) ima trivialen center.

Dokaz. Najbo f € A(R)\{e} in zy tako realno stevilo, da je f(xzg) # zg.
Konstruirajmo avtomorfizem g € A(IR), ki ne komutira z f. Postavimo yg =
= f(xg). Kadar je zg < yg, imamo f(zg) < f(yo) in zato zg < f(yg), kadar
pa je yg < xg, velja f(yg) < f(xp) in tedaj f(yg) < zg. V obeh primerih
je smerni kolicnik premice, ki poteka skozi tocki (zg,xg) in (yo, f(vo))

pozitiven, zato obstaja tak avtomorfizem g, da je g(xg) = zg in g(yg) =

= f(yg). Ker g # yg, od tod sledi
fg(zo) = f(zo) # f(yo) = 9(vo) = gf(z0),

torej f ne komutira z ¢ in zato ne lezi v centru grupe A(IR).
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omejenimi nogﬂm 11
pa IMI0ZICO aW@mor

nosilci, z Ap(]

med njimi velja zveza A (IR A (IR _\

! }) so zaprte za mn%em@ in Invertiranje, torej so njene
upe. h zvemo 1z naslednjega rezultata.

A1(IR), h R) in f{%} — x za vsak z < zy. Potem
72, Vsah z < Vd}& h(x} < xq in ted ag = h(z) ter A1 fh(z) =
— z. Zato b1 fhe A(R) , torej Je A;(R) edinka. Podobno vidim
tudi A (IR) 1n Ap(IR) edinki

Naj bo G edinka grupe Ag( ), g € Gin h € A(R).
obstaja tak xzq, da je g(z) = z za vsak z < zg. Postavim
izberimo Stevilo 7 < n 1in{zg, s} in avtomorfizem w, tako da je w{(r) = r in

w(s) = xp. P preslikava hy, definirana s predpisom

. Brez tezav se lahko prepricamo, da u =

pohraku [mgj 0o) kot identiteta. Zato vdja u”
1n teaj h Llgh = hy Lghy. Ker je G emk@ grup@ A(IR
h~igh € 7, torej je G tudi o 4(IR). Podobno obravnavamo tudi
druge primere. =

Mnozice Ag( Au(

so podmreze mreze A(R).
f , g v eni @ m mnozic 1 velja f < h
di h . Zdruzimo t1 dve lastnosti v

R) so zaprte za operaciji V in A, tore]

d@g tega so urejenostno konveksne: Ce sta
< g, h € AR

definicijo:

reza In je

A(IR) je strnjena, kadar je njena podn

urejenostno konveksna.

Podgrup R) so torej strnjene. Za
ugotaﬂjame Sfmﬂjenosm podgrupe je uporaben naslednji kriterij, ki velja
tudi v splosnih mreZzno urejenih grupah.

1(IR) je strnjena natanko takrat, kadar sta

Lema 5. Podgrupa GG
zzpoinjem@ pogoja:

(a) za vsak g € G tudi g Ve € G,

(b) ceza f € A(R) veljae < f <gqg, g € G, potem f € G.

Dokaz. Strnjena podgrupa ocitno izpolnjuje oba pogoja.
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Za dokaz nasprotne implikacije predpostavimo, da G izpolnjuje (a) in
(b). Vzemimo g1,g9 € G in si najprej oglejmo preprosto enakost g1 V g9 =
= (glgg“l V e)gs. Zaradi (a) iz nje lahko sklepamo, da g1 Vg2 € G. Od tod s

pomocjo zveze g1 A\ go = (gf1 V 951) ! vidimo, da tudi g1 A g3 € G, torej je
G podmreza. Zdaj predpostavimo, da velja g1 < f < g2, f € A(IR). Potem

je e < fgl_1 < gggfl, od koder zaradi (b) sledi fgf1 c G in teday f € G.
Grupa G je torej urejenostno konveksna.

Lema 6. Vse edinke grupe A( l' SO st'r’njene,

Dokaz. Naj bo G edinka grupe A(R). Za dokaz urejenostne konveks-
nosti predpostavimo, da veljae < f < g € G. Potem je e < g < fg < ¢°,
od tod pa brz sledi, da sta za vsak x € IR ekvivalentni neenakosti g(x) > x
in fg(z) > x. Torej je O, = Oy,, identicna preslikava ¢ : O, — Oy, pa
ustreza pogoju (b) trditve 1. Zato obstaja tak h € A(R), da je fg = h™1gh.
Ker h™lgh e Gin g ! € G, tudi f = (h™1gh)g~! € G, torej je grupa G po
lem1 5 urejenostno konveksna.

Dokazimo zdaj, da je G podmreza A(IR). Vzemimo poljuben g € GG in
s predpisom

_f9(z), g(z) <z
f(z) 2
g*(z), g(z) >
opredelimo avtomorfizem f. Potem je O, = O, identicna preslikava
p : O, — O pa ustreza pogoju (b) trditve 1. Avtomorfizma f in g sta

torej konjugirana, zato f € G 1n tedaj} g_lf € G. Kratek racun pokaze, da
je gmlf =gVe, torej gVeeG. Polemib je G podmreza. =

V grupi A(IR) (kot tudi v vsaki mrezno urejeni grupi). lahko definiramo

pojem absolutne vrednosti. Za vsak f € A(R) postavimo |f| = fV f~ 1.

Ocitno je

fl>e e<fVve<|fline<f've<|f]

Od tod z uporabo enakosti f = (f Ve)(f~ !tV e)™! brez tezav dokazemo
naslednjo trditev:

Za Strnjeno podg'r'upg (; g '- in vsak f c A
feG = |fleG.

Lema 7. Naj bo G edinka grupe A(IR).
(a) Ce G ¢ Au(R
(b) CeG Z AR

Dokaz. (a). Ker je po lemi 6 edinka G strnjena, z uporabo trditve tik
pred lemo 7 vidimo, da zadosca dokazati implikacijo

Jg:e<ge G\ A.(R),

) velja ekvivalenca

(2)

Naj bo torej izpolnjena leva stran implikacije (2). Potem obstaja tak yy € IR,
da je f(x) = = za vsak z < yg. Najprej privzemimo, da je mnozica negibnih
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12, ¢ Navzgor omejena in 7z xg oznacimo kako njeno zgornj
10 avtomorfizem h, ki

tock &Vm
mejo. Potem je g(x) > z za vsak x > xg. Izberin
Yo j}msh a v xg, in postavimo gy = h™'gh. Potem za vsak z > yg velja
h(z) > h(yy) = g, zato gh(z) > h(z) in tedaj g1(z) > =. Ce je g1(z) = z,
od tod sledi z < yp in zato fgi(z) = f(z) = = Ce pa j@ g1(z) > z, velja
fgi(z) > f(z) > =z Od tod vidimo, da je Of,, = O, in da identicna
preslikava ¢ te mnozice ustreza pogoju MEWQ 1. Avtomorfizma fg; n
gy sta tore) komugzmna g1 € G 1n je G edinka, tudi fg1 € . 1z ocCitne
n%n&kogm e < f < fg; zaradi strnjenosti grupe G Ski feaq.

Predpostavimo zdaj, da mnoZica negibnih to¢k avtomorfizma g ni nav-
ZgOT O] nejena. Potem obstajajo taki intervali [%7%] 7 € N, da je g(x) > =
za vsak x € |z;,y;] in velja zj < y; < zjy1 za vsak j € IN. Izberimo avto-

morfizem h, ki ustreza pogojem

hzj) = ys, hly;) = 2501 V5 e N,

Postavimo g1 = h™ gh Ce xz € {yﬁ%_{_l] potem h(x) &€ {xﬁ_hyﬁ_ﬂ zato je
gh(z) > h(z) in ted aj g1(xz) > x. Ker vsak & > x7 lezi v enem od intervalov
x5, y;] ali v enem od mt@waiov [ym Tit1l, za taksne z velja gm (m) >z, P

njegov graf je lahko zlepek daljic od (z;,vy;)

e

Po
predpostavki g € G, ker je G edinka tudi g1 € G 1n éce la] gg1 € G. lz prvega
deh dokaza zdaj Sledi f c G.

Ponovimo definicijo iz teorije grup. Grupa G je enostavna, kadar nima
nobene netrivialne edinke, razlicne od G

R) je enostavna.

Dokaz. Naj bo G netrivialna edinka grupe 4y(R), e < g € G\ {e} in

e < f € ‘ ). Izberimo mg.} tako da je Yo = g(xg) > o, interval 1, yg] D3

naj vsebuje nosilec avtomorfizma f Naj bo h € Ay(IR) ﬁa,k avtomorfizer
Dokazimo, da je potem h™' fh < g.

da ; je h{mg) =z in h(y@} = y1. Do)
Najprej vzemimo = € (xg,%o). Potem je h(z) < h(yy) = yi1, zato

fh(x) < fly1) = y1 in tedaj]
R fh(z) <hTHy1) = yo = g(wo) < g(=).

Ce je ¢ < zq, velja h(z) < h(xg) = x1, zato fh(z) = h(z) in tedaj
. Podobno vidimo, da za vsak x > yg velja h“lfh(x) = x.
Ker je grupa ( - PO E@ml 4

goﬁomh smo, da je e < h“lfh <g€aq.
R) in za‘m po lemi 6 strnjena, A~ Lfh € G
G torej vsebuje vse pozitivne elemente grupe A

Fdine prave netrivialne edinke grupe A(IR
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Naj bo G netrivialna edinka grupe A(R), razlicna od 4;(R) in 4, (R).
Potem Ag( ) € G in tedaj po

R) = Ay(R), zato po

Najprej predpostawmo da je G C A;(IR
lemi 7 (a) G C A,(R). Torej je G C A;(R
trditvi 8 velja G = Ap(R).

Podobno ugotovimo, da iz predpostavke G C A, (IR) sledi G = Ay(IR).

Ce G € 4(R) in G € A,(R), potem po lemi 7 edinka G vsebuje
A(R)U A,(R). Dokazimo, da je potem G = A(IR). Zadostuje ugotoviti,
da A;(R) U A,(IR) generira grupo A(IR). Vzemimo poljuben f € A(R) 1
izberimo zg > | f(0)| ter avtomorfizem w, tako da je u(0) = f(0) in u(zg) =
= xg. Potem predpis

hz) = Su(z), 0<z <z

~ doloca h € Ay(R). Avtomorfizem fh~! € A;(R) ima nosilec navzdol omejen

z 0. Ker velja f = (fh Yh, smo poljuben f € A(IR) zapisali kot produkt
elementov iz 4;(R) in A,(R). =

Izrek 10. Kwvocientne grupe A(R)/A;(R), A(R)/A,(R), 4;(IR)/Ay(IR)

i Ay (R)/Ay(IR) so enostavne in med seboj 1zomorfne.

Dokaz.  Za vsak f € A(IR) zaznamujmo z f* avtomorfizem, definiran
s predpisom f*(x) = —f(—=z). DBrez tezav se lahko prepricamo, da je
preslikava

®: AR)/4(R) — AR)/A,(R),

1zomorfizem grup.
Ogleymo s1 zdaj preslikavo

. Ker velja

= A(R), f € A,(R)}
R) N Au(R) = A,(R)} = {4,(R)},

je W injekcija. Dokazimo, da je W surjekcija. V ta namen vzemimo poljuben

fAI(R) € A(R)/A;(R), f € A(R), in razcepimo f kot pri dokazu izreka 9
v produkt f = fifs, f1 € 4(R), f» € A,(R). Potem zaradi f 'y -
= f1 € A(R) velja foA;(R) = fA;(IR), torej za foA(R) € A, (R)/A(R)
velja W (f:Ap(IR)) = fA;(IR). Podobno najdemo tudi izomorfizem med
grupama A;(R)/Ay(R ) in A(R)/A,(IR).

Dokazimo se, da je grupa A()/Al() enostavna. Naj bo G edinka
grupe A(R)/A;(IR . A(R R)/A;(IR) pa kanoni¢na projekcija.
Potem je 7w !(G) edinka grupe A( V), ki zaradi enakosti kerm = A4;(R)
vsebuje A;(IR). Po izreku 10 je 7™ L(G) bodisi 4;(IR) bodisi A( R). V prvem

primeru je grupa G trivialna, v drugem pa enaka A(IR
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Oglejmo s1 se razsiritev grupe A(IR 1h bijektivnih
preslikav realne osi nase, O;we‘mh@ 1a 7 Opemmjo komponiranja, je grupa;
zaznamovali jo bomo z S.(IR). V grupi S.(IR) so namn 0 Vse Sﬁnmgﬂ mo-
notone funkcije, zato je A(IR) njena podgrupa. Dokazimo, da ima S.(IR)
trivialen center. V ta namen vzemimo od enote razlicen demen‘t f in pred-
postavimo, da lezi v centru grupe S.(IR). Iz trditve 3 sledi, da f ¢ A(RR),
torej je tunkcija f strogo padajoca. To pa naspmtuje qs’wu da f ko-

mutira z avtomorfizmom ¢ : « —— =z + 1, saj b1 v tem primeru veljalo

flz+1) = flz) +1> flz)

Eahka se prepricamo, da je A(IR

| Poiscimo se vse - ge emk@ %Ee grupe.
edinke grupe A(IR).
S5:.(IR), podgrupi A

netrivialnih edink, si bom

iezk@ wdem da 3@ podgrupa
L.(IR) pa ne.

Potem tma edinka H ,

Dokaz. Ker h™1 ¢ H \ ;fif' za vsak f € H

Kompozitum pada_}oah i h™1f narasta, zato h™'f € H4. Od tod
dobimo mkiuzuo [ 4, nasprotna mkh&zua j@ ocitna. Torej
R fmdi enakost

R) velja h™1f ¢ H.

N H netrivi ama edin]
mdpostawmo da je H vsebovana v A(R). ]
R), zato se po izreku 10 ujema z eno od grup
R) in A,(IR) nista edinki grupe S, (R), velja H

Naj zdaj H | } Ker je H 4= H ﬂ A(R

ne bo vsebmf&na v S (IR
grup S.(1 R), je I e}

4 ena Od grup
poljuben h € H \ A(R). A(R), z uporabo leme dobim

_ Najpre;
e dinka v

R). Ker

ka grupe S.(I

Uzn%m nista mogoci. \ th po lemi
hglla. C e je H Eem v centru
0 prisli v protislovye z MH‘O elen @m&

72, Vs&k g € S.(R
grupe S.(R). Ker je ta ﬁmwakn
h. Ce pa je Ap (IR mimo translacijo g:Tr— x+ 11z S
m uosteva jmo, da E hg Ay (R Potem za dovoly velik € IR

+1 =h(z + 1) in tedaj h(&?))h(l’ +1). Ker h ¢ A(IR), to ni m
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ESTI

"LETU 1998

Lani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
vclanilo 60 novih ¢lanov. Drusvo je zapustilo 26 clanov. Umrli so 3 ¢lani.
Novi ¢lani drustva so:

1847.
1348.
1849.
1850.
1851.
1852.
1853.

1854.
1855.

1856.
1857.
18358.
1859.
1860.
1361.
1862.
1863.
18364.
1865.
1866.
1867.
1868.
1869.
1870.
1871.
1872.
1873.
1874.

1875.
1876.

Berk Aljosa
Blazevic Aziza
Bone Jerneja
Bregar Kristina
Brzan Irena
Centa Natasa
Cugelj Marjeta
Ce¢ Eva

Cepic Mojca
Cicak Stipan
Dolensek Marko

Dusak Nevenka
Fakin Milan

(Gazvoda Mojca
Godni¢c Evgenija
Gornik Lidia
Gregori Ivko
Gulic Tatjana
Hiter Matjaz
Hocevar Andreja
Intihar Mojca

Jez Andreja
Kafterle Jozica
Kandus Milojka
Kastelic Pavel
Kejzar Magdalena
Klokocovnik Alenka
Klopcic Jozet
Kodila Franc
Licer Matjaz

1877.
1878.
1879.
1880.
1831.
1882.
1883.

1834.
1885.

1886.
1887.
1888.
1889.
1890.
1891.
1892.
1893.
1894.
1899.
1896.
1897.
1898.
1899.
1900.
1901.
1902.
1903.
1904.

1905.
1906.

Likavec Kristina
Lojevec Mrvic Vida
Lorenc Gregor
Mahni¢c Barbka
Makovec Martina

Marolt Angela
Maurer Roman

Medved Jadranka
Mesaric Vladimir
Mrak Irja

Nanut Maja
Perman Mihael
Peterlin Primoz

Petrica Marjeta
Pugelj Jelka

Rajh Sonja
Repolusk Samo
Slapnicar Vesna
Smej Gabrijela
Staresinic Ticijana
Trampus Mojca
Ujcic Milena
Velak Rebeka
Vencel; Matjaz
Vidmar Barbi
Zevnik Meta
Zor Tine

Zagar Marija
Zagar Sasa

7Zulicek Helena

Simon Vrecar

1 Novi élani za leto 1997 so bili ob javljeni v Obzorniku za matematiko in fiziko 45
(1997), 170.
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Math. Subj. Class. (1991) 14Pxx

Med dokazom Stenglovega izreka o pozitivnosti se seznanimo z osnovnimi pojmi
realne algebre in semialgebraicne geometrije.

We invite the reader to real algebra and semialgebraic geometry and prove Stengle’s
Positivstellensatz.

Na mednarodnem kongresu matem 900 v Parizu je L
Hilbert predstavil 23 problemov. Seden najsﬁ problem sprasuje, ali je
vsak maieﬂ p@EmOm v vec Spmm@mjwkah ki j@ povsod nenegativen, enak
kvadratov ramgnaimh funkcij. Problem je resil Emil Artin leta 1927,

vsoti
okazu je uporabil A mmm r@mrj evo teorijo formalno realnih Ogegovw
letih z razvo

/Zanimanje za to podrocje je spet ozivelo v Sestdesetih
aﬁgemm e teorije kvadratnih form in realne algebraicne geometrije.
-Schrelerjevo teorijo so posplosili na formalno realne kolobarje in postala je
del t.1. realne algebre.

Drugi pomemben H:

__ k k razvoju algebre in geometrije
je njegov 1zrek o niclah (Nul Esmﬂengaﬁz} ki povezuje komutativno algebro
in klasi¢no algebrai¢no geometrijo (glej |6, stran 133, izrek 1.8]). Klasi¢na
algebraiéna geometrija se ukvarja s kompleksnimi algebraiénimi mnoZicami,
torej z resitvami sistemov polino: Sklh enacb v kaftem | nastopajo komple-
ksni polinomi v vec¢ spremenljivkah. Ce komplek INOIN mest:

Z maEmmL dobimo realne algebraicne m jimi se ukvarja realna
algebraicna geometrija. Leta 1969 sta Dubois in Risler dokazala realni izrek
o niclah (Real Nuﬂgteﬂeﬁgafw} ki povezuje realno algebro ter realno alge-
bmmmo geometrijo in Je popolna analogija Hilbertovega izreka o niclah.
iaﬁgebmmna gmm@tmja se ukvarja z mnoZzicami, ki so resitve siste-
mov polinomskih enach in neenacb, v katerith nastopajo realni polinomi v
veC spremenljivkah. Takim mnozicam pravimo semialgebrai¢ne mnozice 1n
vkljucujejo tako realne algebrai¢cne mnozice kot koncne politopske komple-
kse. Leta 1974 je Stengle dokazal izrek o pozitivnosti (Positivstellensatz), ki
je skupna posplositev sedemnajstega Hilbertovega problema in realnega iz-
reka o niclah in povezuje realno algebro s semialgebraicno geometrijo. Stan-
dardne monografije o semialgebraicni geometriji so navedene v literaturai.

Namen tega clanka je predstaviti elementarni del dokaza Stenglovega
izreka o pozitivnosti, ki je zelo degamen Neelementarni del se Skm'm, v
dokazu Langovega Ezmka o homomorfizmu. T “ ma. K i
vendar uporabi eidenbergov princip, ki v jeziku ﬁeomj@
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formulira lastnost semialgebrai¢nih mnozic, da so njihove projekcije na
koordinatne hiperravnine spet semialgebraicne mnoZice.

. Algebrajska verzija

Naj bo R poljuben kolobar z enico, R* mnozica kvadratov elementov
iz R in Y R? mnozica konénih vsot elementov iz R?. Podmnozica T' C R je
predureditev, ce je

T+TCT, T-TCT, RPCT.

O¢itno je mnozica L R? najmanjsa predureditev na R in R najveéja predu-
reditev na K. Vsaka predureditev vsebuje enico 1n niclo. Oznacimo

TH=T\-T, T- =-T\T, T°=Tn-T,
T¢={reR|JkeN:kreT}.

Mnozici TV pravimo nosilec predureditve T'. Predureditev 7' je 1zolirana, e
je T =1, |

Predureditev 1" na kolobarju R je prava, e —1 ¢ T. Ce na kolobarju
R obstaja kaka prava predureditev, potem je tudi predureditev L R? prava.
Pravimo, da je kolobar R formalno realen, ¢e je predureditev X R? prava.
Vsak formalno realen kolobar ima karakteristiko nic. To pomeni, da za
vsako naravno sStevilo n velja n -1 % 0. V nasprotnem primeru bi namrec
veljalo bodisi 1 = 0, bodisi b1 bil element —1 enak vsoti n — 1 kvadratov
elementa 1. Podmnozica P C R je ureditev, Ce je

P+PCP, P.PCP, PU-P=R

in je P M —P pravi praideal.

Lema 1. Naj bo R formalno realen kolobar.
1. Ce ge T predureditev na R, potem je T 1zolirana predureditev na R, ki
vsebuje IT'. Ce je predureditev I' prava, je tudi predureditev I prava.

Ce Q C R, potem je vsaka predureditev na R izolirana.
Nosilec polyubne 1zolirane predureditve je ideal.
Vsaka ureditev je prava izolirana predureditev.

Sves Lo o

Za polyjubno predureditev T' na R wn polyjuben element a € R sta tud:
mnozict T + a1 in 1T — ad’ predureditvr na R, ki vsebujeta T

Dokaz. 1. Ocitno 1'° vsebuje 7', tore] vsebuje tudi vse kvadrate. Za
poljubna x,y € T vzemimo taka k,[ € IN, da velja kx € T'in ly € T'. Ker
je T' zaprta za seStevanje, je kl(z +vy) = l(kx) + k(ly) € T. Ker je T zaprta
za mnozenje, je kli(zy) = (kx)(ly) € T. Torej je z +y € T® in xy € T°.
Ker velja (T€)¢ = T¢, je predureditev T izolirana. Ce —1 € T, potem

76 Obzornik mat. fiz. 46 (1999) 3



je —k € T za neki k € IN. Ker je 1" zaprta za sestevanje in vsebuje 1, je

E+(k—1)eT.
Rin kr € T za kak £ € IN

N, potem je tudi k2r c 1, saj je
Ker je

. Ce je Q)
T zaprta za seitevanje. Ker T vsebuje vse kvadrate, je (k1) € T,
T' zaprta za mnozenje, je r = (k= 1)?(k*r) € T. |
3. Za vsak element a € R velja 4a = (1 4+ a)? — (1 — a)?. Odtod sledi,
dajedla+(1—-a))=(1+a)?+3(1—a)?cT. Sledia+(1—a)?> €T
torej a € Te T¢. Ce je T izolirana, potem odtod sledi, da je T'— T = R.
Sled, R (T ™HT° 1Y ’mr@j j@ mnozica T iﬁai
P poljubna ureditev. a, poljuben r € R velja bodisi r € P
.V obeh pmmemh jer? € P torej Vsebme vse kvadrate.
j@ E; c PY. Ker Je P@ pravi ideal, dobimo ; mhsbwﬁ
em !% c Ninr ¢ P, @fmm je —r € P in zato
- 6 P Ker je t@daj PQ pra&deai ki vgebme k'r* in ne vsebuje r, je k € PY.
- Odtod sledi protislovije —1 = -k +(k—1) € |
5. Naj bosta w = sy +asy 1n z = t1 + aﬁz poljubna d@mema 17z 1+
+ aT'. Poten 3@ tudi w ~i— z = (81 —!— tl) + a(sz + tég} c T+ adl in wz =
I'+ al pm lureditev, ki vsebuje 7. m
Pomen na,sﬁ@dm@ga rezultata najlazje razloZzimo, ce ga primerjamo z
""" Sm‘ez im rezultatom i1z komutativne algebre: Za wvsako multiplikativno
mnozico U wn vsak zdeaﬁ I, disyunkten z U, obstaja tak prardeal J, ki vsebuje
I wn ge disjunkten z U.

. Nag bo T" polyubna predureditev na kolobarju K in U C T taka

uﬁmphkaiwn& mmnozica, da velja ——U NT = ). Potem obstaja ureditev P,
k1 vsebuge T wn zadosca —U NP = ()

k1 vgebujqo T 1n
zadesga

Dokaz. Naj bo M druim& vseh predumditev na R
ne sekajo —U. Druzina M
redp%tavki ‘ornove leme osfsaj& v M
na mkiuzg@

potem obstaja tak element a € R, da «a % P in
P. Predur @@h’&w P+aP in P—aP torej strogo vsebujeta predureditev
P 1n zato sekata —U. Vzemimo take elemente u;,uy € U 1np1,q1,p2,92 € P,
da velja —u; = p1 + agq; In —ug = py — aqy. Ko izraza preuredimo in
zmnoZimo, dobimo —a®q1qs = (u1 + p1)(us + po). Odtod sledi protislovje
—uuy = a’qiqa + prug + uips + p1p2 € P.

Ce PY ni ideal, potem po tock:i 3 leme 1 sledi, da P # P¢€. ]
leme 3 sledi, da je mnozica P¢ predureditev, ki stmgo vsebuje P 20 mbim
oéme Obgtaja tak element u € U, da —u € P° 1z —ku € > sledi

Ce ideal I Y ni praideal, potem obstaja‘m taka elementa a,b % Pgﬁ da
velja ab € PY. Lahko predpostavimo, da a,b ¢ P. Ker pred m*edﬁc vi P+alP
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in P + bP strogo vsebujeta predureditev P, morata sekati —U. Vzemimo
take elemente ui,uy € U in py1,q1,p2,90 € P, da velja —u; = p1 + aqy
In —uy = py + bgy. Odtod sledi abgigs = (u1 + p1)(u2 + p2), kar nam da
protislovje —ujus = —abqiqs + pius +uip2 +pip2 € P. =

Mnozico vseh ureditev na kolobarju R oznacimo s Sper K in jo imenu-
jemo realn: spekter kolobarja E. Mnozico vseh ureditev na kolobarju K, ki
vsebujejo dano predureditev 7', oznacimo s Spery K. Naslednja posledica
izreka 2 je posplo§itev Artin-Schreierjevega izreka za obsege (glej [8], izrek

3.9).

Posledica 3. Za wsako predureditev T' na kolobarju R velja —1 & T
natanko tedaj, ko je Sperp R # 0. Posebej je —1 ¢ L R* natanko tedaj, ko
Sper R # (). |

Dokaz. 'V eno smer uporabimo izrek 2 za U = {1}, v drugo pa
upostevamo, da poljubna ureditev vsebuje X R? in ne vsebuje —1. =

Vsakemu elementu a € R priredimo funkcijo @ : Sper R — {—1,0,1} s
predpisom
a € Pt
a € PY

— T
a < I~

N1 tezko videti, da velja enakost

i ————

ab(P) = a(P)b(P), a,bc R.

Naslednja posledica izreka 2 je znana kot (algebrajski) Positivstellensatz.

Posledica 4. Naj bo T poljubna predureditev na kolobarju R, ki ne
vsebuje —1, 1 naj bo a € R polyuben element.
1. a|sper R = 0 natanko tedaj, ko —a®* €T za neki k € IN.
2. Q|sper, R > 0 natanko teday, ko =1 € 1" — aT".

3. d|sper R = 0 matanko teday, ko —a®* ¢ T — aT za neki k € INy.

Q|

Dokaz. 1. Naj bo U = {a®* | k € Ng}. Ce za vsak k € N velja

—a?* ¢ T, potem je —U NT = . Po izreku 2 obstaja taka ureditev P,
ki vsebuje T in ne seka —U. Velja a ¢ PY. Dokazimo $e nasprotno smer
ekvivalence. Ce —a?* € T za neki k € N, potem velja a** € 79 C PO
za vsako ureditev P, ki vsebuje T'. Ker so nosilci ureditev praideali, sledi
a € PY.

2. Ce velja —1 ¢ T — aT', potem obstaja po lemi 1 in izreku 2 neka
ureditev P, ki vsebuje T' — aT. Iz —a € P sledi a ¢ P%. Za dokaz
nasprotne implikacije predpostavimo, da obstaja taka ureditev P € Sperp R,
da a ¢ Pt. Potem a € —P, odkoder sledi, da je T'— aT" C P in zato
—1¢T —aT.
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3. Ce velja —a?” ¢ T —al za vsak k € Ng, potem je =UNT —al = 0.

Po izreku 2 obstaja, taka ureditev P, ki Vsebuje T — a1 1in ne seka —U.
c sledi —a € Pin a ¢ PY ?tomj a ¢ P. Dokazimo se nasprotno smer
ekvéva,}éence, Ce je ——-a% c T — aT za neki naraven k in a € —F za 1 ek@
P € Sperp I, potem Je —a? ¢ pY. Torej 1z —a?* ¢ T — aT sledi

Posledica T" polyubna predureditev na R, kv ne vsebuje —1,
N naj 505:&& a,b € R poljubna elementa. Potem velja Glsper,. r = b

’SperT R
natanko tedaj, ko —(a® 4+ b*)* € T — abT za neki k € IN.

Dokaz. Naj bo U = {(a? +b*)* | k € Np}. Ce —(a® + %)% ¢ T — abT

N, potem je —U N (T — abT') = (). Po izreku 2 obstaja taka

za vsak k € | 2 <
' ki vsebuje T' — abT' 1 Odtod sledi ab(P) < 0. Ce
Odtod sleds, da

ureditev P, 1 ne Silia -,
e a(P) = 5(P), potem je 0 > ab(P) = B2(P) = a%(P) > 0.

’) = 0, kar nam da protislovje —a? —b?% ¢

Ce w(a + b3 € T — abT za neki k € IN, potem za vsak P € Spery R

noznosti. Ce —ab € P, potem je T — abT C P. Odtod sledi, da

(a® + b?)" 6 PY. Zato je a® + b° € PY, odkoder po kratkem rac¢unu dobimo
a,b & PO (e je ab € I potem je bodisi a,b € I bodisia,b € P .,

je v vseh primerih a(

V' tem razdelku nas bo zanimal kolobar pohno ov A = R
Za p@buben element a € R™ je mnozica P, := {h c A l h( ) 2 0} uredltev
Ogleyjmo si preslikavo @ : 1 Sper A, def

. Preslikava ® je ingektivna.

Dokaz. Naj bosta a,b € IR™ taka elen @ma da, a # é

h(zy,. .., 2n) = (21 —a1)® + ...
Torejje P, # FP,. =

Za vsak f € A definirajmo mnozici U(f) := {P € SperA  fePT}
in Z(f) :=={P € SperA | f € P } Topdogm na Sper A4, ki j@ generi-
rana z mnozicami oblike U(f), praw no Harrisonova iopoiag@ja [opologiji
na Sper A, ki je generirana z mnozicami oblike U(f) in Z(f), pravimo kon-
struktibilna topologyja.

Brez dokaza nastejmo osnovne lastnosti obeh ’mpoiogg Harrisonova
topologija je kompaktna, T, normalna in ®!(Harrisonova topologija) =
= evklidska topobgua onstrukﬁbﬂna topologija je kompaktna, T5, po-
polnoma nepovezana in ®!(konstruktibilna topologija) = diskretna topo-

Eogﬁaé
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Izrek 7 (Langov izrek o homomorfizmu, glej |9, Theorem 1.1.2]).
Naj bo B polyjubna linearno wurejena koncéno generirana komutativna IR
algebra brez deliteljev nica in naj bodo by, ..., b, € B strogo pozitivni ele-
menti. Potem obstaja tak homomorfizem IR-algeber ¢ : B — IR, da velja

B(b1) > 0, .., ¢(bx) > 0.
Mnozice oblike U = Z(f)NU(g1)N...NU(gr), kjer so f,g1,...,95 € A

poljubni elementi, tvorijo bazo konstruktibilne topologije, zato jim recimo
bazicne konstruktibilne mnoZice. MnoZicam oblike & Y(U) =
= {a € R" | f(a) = 0,g91(a) > 0,...,gx(a) > 0} recimo bazicne semial-
gebraicne mnozice. Koncnim unijam bazic¢nih konstruktibilnih mnozZic pra-
vimo konstruktibilne mmnozice, koncnim unijam bazicnih semialgebraicnih
mnozic pa semualgebraicne mnozice. Iz kompa,ktnosti konstruktibilne to-
pologije sledi, da so konstruktibilne mnozice ravno odprto zaprte mnozice
glede na konstrukhbﬂno topologijo.

Posledica 8. Bazicna konstruktibilna mnozica U je neprazna natanko
tedaj, ko je mnozica ® H(U) neprazna.

Dokaz. Najbo U = Z(f)NU(g1)N...NU(gw), kjerso f,g1,...,9r € A
poljubni elementi. Ce je mnozica U neprazna, potem obstaja taka ureditev
P na A, davelja f € P'in ¢1,...,9, € PT. Algebra B = A/PY je
konéno generirana in brez deliteljev nica. Slika P ureditve P je pozitiven
stozec linearne ureditve na B (glej npr. [8]). Ker so elementi g,,...,q, € B
strogo pozitivni za P, obstaja po Langovem izreku tak homomorfizem
R-algeber ¢ : B — IR, da velja &(g;) > 0,...,6(g,) > 0. Za vsako
tocko a = (¢p(z1),...,0(Tn)) € R™ velja ®(a) = {h € A | h(a) > 0} =
={h e A l d(h(z1,...,75)) > 0 = {h € A | ¢(h) > 0}. Odtod sledi, da
f e ®(a)’ingy,...,gr € ®(a)", torej ®(a) € U. Nasprotna smer je oéitna.

Naslednji izrek opisuje bijektivno korespondenco med semialgebraicnimi
mnozicami na R™ in konstruktibilnimi mnoZicami na Sper A. Ta bijektivna
korespondenca je osnovna zveza med realno algebro in semialgebrai¢no
geometrijo.

[zrek 9. Naj bo S C IR" poljubna semialgebraicna mnozica.

1. Obstaja natanko ena konstruktibilna mnozica ST C Sper A, za katero
velja ®~1(S7) = S.

2. Mnozica ®(S) je gosta v mnoZici S7 glede na konstruktibilno topologijo.

Dokaz. Eksistenca mnozice S7 sledi iz definicije Semialgebraicne mno-
zice. Ce za konstruktlbﬂm M10ZicCl U V C SperA velja @~ 1(U) = &~ 1(V),

potem je mnozica @ H(UAV) = &~ (U)A@ L(V) prazna. Iz posledice 8
sledi, da je mnozica U AV prazna, odtod paslediU = V. S tem je enolicnost
dokazana.
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Naj bo sedaj U poljubna baziéna konstruktibilna mnozica na Sper A. Ce
mnozica U seka mnoZico S¥, potem je po posledici 8 mnozica &~ H(U N S7)
neprazna. Za poljuben element a € &~ U N S7) velja ®(a) € U N ®(9).
Torej U seka tudi (5). =

O¢itno je 07 = @ in (R™)" = Sper A.

4. Geometrijska verzija

Naj bodo g1,...,9r € A dani polinomi, S = {a € R" | gi1(a)
> 0,...,g,(a) > 0} pripadajoca semialgebrai¢na mnozica in 7' najmanjsa
predureditev na A, ki vsebuje elemente g1,...,gr. Velja

. ’”?‘éj g‘zl e & s gﬁj § S‘il}‘”?@j E }

in S7 = Spery A.

ko ge predureditev T

. Mnozica S je neprazna natanko teday,

Dokaz Lema je posledica naslednjih |
prava natanko tedaj, ko obstaja neka ureditev P, ki jo vsebuje. Za poljubno
ureditev P velja T' C P natanko tedaj, ko P € S#. Mnozica S¥ je neprazna
natanko tedaj, ko je mnozica S neprazna. =

Izrek 11. Za polyuben f € A velja

1. (semialgebraicni izrek o niclah) fls = 0 natanko tedaj, ko —f?* € T za
nekr k € IN. |

2. (izrek o pozitivnosti) flg > 0 natanko tedaj, ko —1 € T — fT.

3. (izrek o nenegativnosti) f|g > 0 natanko tedaj, ko —f?* ¢ T — fT za
nekr k € INg.

Dokaz. Dokazujemo tretjo trditev. Dokaz prve in druge je analogen.
Trditev f|g > 0 je ekvivalentna s wdﬁvi}%o f(P,) > 0 za vsak a € S, kar je
ekvivalentno s f}@(g > 0. Glede na konstruktibilno moiogljo je funkci;

] e zadn]

f zvezna in mnoZica @(S ) gosta v mnozici S # = Sp
trditev ekvivalentna s f lSperT A Z l Mmev seda] sledi 1z tret;
trditve v posledici 4.

O W W

1 N0Z1CO

10 realno algebraicno n

Polinomom g1,..., g9 € A priredin

R" | g1(z) =0,...,g9x(z) = 0}

1n 1deal
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Mnozica

rr(l):={a€ A|Tk e NIt e DA% a* +tec I}

je ideal. Imenujemo ga realn: radikal 1deala I. Realni 1zrek o niclah je
posledica semialgebraicnega izreka o niclah.

Posledica 12. Za poljuben element f € A velja fly = 0 natanko teday,
ko ge f € rr(l).

Dokaz. Mnozico V lahko zapisemo v obliki V = {z € R" | g1(z) > 0,
—g1(z) > 0,...,g95(x) > 0,—gr(x) > 0}. Naj bo T" najmanjsa predureditev
na A, ki vsebuwje {91, —91,.-., 9%, —9gr - Po tocki 1 iz trditve 10 velja f|y =
= 0 natanko tedaj, ko —f?* € 7" za neki k € IN.

Zadosta dokazati enakost TV = I + 2 A%. Ker je mnozica I + L A?
predureditev in ker vsebuje mnozico {g1,—9g1,...,9%, —9gx}, velja T C I +
+ 2 A%, Ker je A realna algebra, velja Q C R C A, torej je predureditev 7"
izolirana. Po tocki 2 leme 1 je TV —T" = A. Odtod sledi, da I = Agy + ...+
+Agr, CT'g1 +T'(—g1)+ ... +T'g, + T'(—gr) CT'. S tem je dokazano,
da T +3A4%2CT' =

Tudi sedemnajsti Hilbertov problem je posledica 1zreka 11.

Posledica 13. Za poljuben element f € A ‘Udja, flr» > 0 natanko
tedaj, ko obstaja tak h € A\{0}, da velja fh? € LA?.

Dokaz. Najbo S=R"={z € R" |1 >0} in T = Y A%. Za poljuben
f € A, ki zadosca f|g > 0, obstajajo po tock: 3 1zreka 11 tak k € IN in taka
s,t €T, da velja —f2k = 5 — ft. Cejet =0, potem je f = 0 in trditev
drm zZa, h — 1. Ce pa t # 0, potem trditev drm za h = t, saj je ft? =
= [t +st € DA% = .
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PACS 01.40.-d

Odnos fizike in matematike je v poucevanju fizike se bolj zapleten kot v raziskovanju.
Ucitelju fizike utegne koristiti, ce se zaveda razlockov med fiziko in matematiko.

The relation of physics and mathematics is even more complicated in physics educa-
tion than in research. A physics teacher may benefit by being aware of the distinctions

between physics and mathematics.

V matematiki in ﬁZﬂﬂ vidijo nekateri nekaksnega znanstvenega d VGJCka
Na to n ap el U] jeta p med d rugj_ m Fakulteta za matemat ﬂ‘m in fizik
Obzornik za matematiko in fiziko. Toda matematika in fi
zelo razliéni znanosti. Matematiko stejejo med formalne znanosti in jo
pogosto opredelijo kot znanost o strukturah, fizika pa je osnovna znanost o
naravi. Od hzike 1n matematike je dokaj zapleten. O vlogi matematike
v fizikalnem raziskovanju je veliko razlicnih Je zaslo tudi

mnenj in nekaj jih
Obzornik [1]-[3].

,Nekoc je nekdo rekel, da je filozofija zloraba terminologije, ki so jo iznasli
prav v ta namen. V istem smislu bi rekel tudi jaz, da je matematika veda spretnih
operacij s pojmi in pravili, ki so jih iznasli prav v ta namen. Njen glavni poudarek
lezi na iznajdbi pojmov.” [1]

., Ve kot vem o fiziki, bolj sem prepric¢an, da ponuja fizika najglobljo uporabo
matematike. Matemati¢ni problemi in metode, ki so izsli iz fizike, so bili v
preteklosti zivljenjski sok matematike. In Se je tako. Problemi, ki jih naskakujejo
fiziki, so tudi s stalisca matematike silno zanimivi, tezki in izzivalni. Mislim,
da bi se moralo ve¢ matematikov uciti dolocenih podrocij fizike in se ukvarjati
z njimi. Morali bi uporabiti nove matemati¢ne metode na fizikalnih problemih.
Fizika je izredno zamotana. Je zelo matematicna. Fizikalni obcéutek na eni strani

in matemati¢ne metode na drugi so globoka povezava med predmetoma.” |2]

”C@ je tako, se morda zazdijo nekatere od nenavadnosti, ki jih raziskujemo,
manj nenavadne. Ce matematika obravnava strukture, ki so dejanski del naravnega
sveta, tako dejanski kot pojmi teorijske fizike, ni tako presenetljivo, da je ucinkovito
orodje pri raziskovanju dejanskega sveta. Tedaj bi tudi pricakovali, da bo lepota
skupna znacilnost fizikalnih in matematicnih struktur. Razum se je zagotovo razvil
tako, da so mu naravni vzorci prijetni. Temu pogledu je ocitno mogoce ugovarjati.
Teorijske fizike omejujejo poskusi. Njithove tvorbe morajo biti tudi pravilne, ne
samo lepe 1in ucinkovite. Morajo se skladati s poskusi in uspesno napovedovati.”

3]
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Eksperimentalni fizik Leon Lederman si je ustvaril sliko piramide zna-
nosti, katere temeljno plast sestavlja matematika |4]. Matematika se opira
samo na logiko, ki jo imajo nekateri za njeno vejo. Na matematiko se opira
fizika, na matematiko in fiziko pa druge znanosti o naravi, na primer astro-
nomija, geologija, kemija in tako dalje. Fiziki, ki so usmerjeni v teorijo,
vecinoma mislijo, da je vez med fiziko in matematiko Se tesnejsa. Za neka-
tere | fizika brez matematike sploh nima smisla” |5|. V skrajnost gre mne-
nje, da so vse, kar imamo [v fiziki], matematic¢ni simboli” [6], v drugo pa
1zjava: ., Knacbe so potrebne, ce delate knjigovodstvo, ampak so dolgocasni

1

del matematike. Vecino zanimivih slik lahko sporocimo z besedami.” |7]

Velik pomen matematike za fiziko izhaja 1z zgradbe teorij, ki so osnovni

eradniki fizike. Teorijo sestavljajo:

— formalizem, ki ga fizika zajame 1z matematike,

— obmocje dejanskosti z rezultati merjenj pri poskusih in drugimi izkusnjama
pri opazovanjih ter

— korespondencna pravila, ki nekaterim elementom matematicnega forma-
lizma priredijo merljive koli¢ine na obmocju dejanskosti |8]. Teorije ni
mogoce 1zpeljati 1z podatkov z obmocja dejanskosti.

Poleg njih je potrebno Se ustvarjalno dejanje, ki ne sodi v fiziko in v
katerem se rodi nova zamaisel. Na 1st1 vrsti podatkov z obmocja dejanskosti
je mogoce zgraditi veC razlicnih teorij, zato tega obmocja nekateri nimajo za
sestavni del teorije |9]. Zopet drugi poudarjajo, da izvira pomembna razlika
med matematiko in fiziko i1z tega, da je v matematiki izjava ali pravilna
ali nepravilna, na obmocju dejanskosti v fiziki pa je trditev pravilna ali
nepravilna ali pa se ob tistem casu ni mogoce odlociti ne za prvo ne za
drugo [10].

Ceprav si zaradi zgradbe teorij fizikalnega raziskovanja brez matema-
tike n1 mogoce zamisliti, to ne pomeni, da b1 ga z matematiko 1z¢rpali, saj]
obstajata se nabiranje izkusSenj pri opazovanjih in pri merjenjih ob poskusih
ter ustvarjanje novih zamisli. Zelo pomembna so tudi nepricakovana eks-
perimentalna odkritja [11]. Nekateri raziskovalci se pri delu bolj oprejo na
enache in drugi bolj na nazorne predstave in se nova zamisel lahko rodi 1z
enacbe ali 1z nazorne predstave. To vsaj delno pojasni razlicne 1zjave o vlogi
matematike v fiziki.

Matematika v pou

O vlogi matematike v poucevanju fizike je smiselno razmisliti posebej,
ne glede na njeno vlogo v raziskovanju. Za ucitelje fizike utegne biti koristno,
Ce s1 ustvarijo svoj pogled na vlogo matematike v poucevanju fizike. Na poti
do tega pogleda lahko pomagajo mnenja, ki jih zastopajo drugi ucitelji. Ta
mnenja so precej razlicna, zato ni mogoce pricakovati, da b1 prish vsi ucitelj:
do enotnega pogleda.

Ucenec fiziko dojema po drobcih in ne pozna celote, v katero se za razi-
skovalca ali ucitelja t1 drobci skladajo in dopolnjujejo. Spoznava le majhne
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Ce raziskovalca ali ucitelja prim .f
nincem, ki z vrha gore opazuje okolico, je ucenec podoben planincu, h se
mukoma vzpenja na goro in vidi le del doline ali dveh v svoj | hmm 12].
rugi prispodobi se ucencu fizika utegne zdeti siva dverazsezna senca
usp@?vaj@@ega 11 kosaﬁega zelenega drevesa [13].

dele nekaterih fizikalnih teorij.

1im se zdi nga matematike v pmm@vamu hizike dvorezna. Ma-
b1 bila d most, po katerem je mogoce varno vstopiti v tr-
mske pasti, toda v vecCini primerov je glo-
, k1 preprecuje vsakomur vstop v presveto notranjost
jave, Ce se prej ni naucil leteti ali (vsaj) plavati. Tistim, ki ze zivijo v
trd n:aw se l msﬂm pas, vrzen v morje napak. Toda za uta; hajm@g& se

h izkaze za kaj spolzko resilno napravo.” |13
misel svari pred , da b1l opazovanja in merjenja
ngodaj pmhh \4 enasbe n 1 mko nadomestili z raumame @_
mgevanj@ n racunskih nalog pri f3
bilica fizikalnih ma&og lahko 1z fizike naredi slabo kopijo m
Na drugi strani pa pri matematiki le redko resujejo naloge s fi
vsebino. Preradi zgubimo iz vida, da se ucenci vzpenjajo hkrati na goro
hzike 1n na goro matematike, Morda bi bilo oba vzpona mogoce povezati,

da bi bila skupaj lazja kot vsak zase”

;Ogoé@

O matematiki v pguégvanju fiz1ke j@ posebno veliko razmislhjanj n
najti v angleskih revgah zd1 se, da bolj zaradi zadreg kot zarad: o
Ne glede na okolje pa j@ vredno razmisliti o zaht @m da naj pri fiziki
ki so jo uCenci pri matematiki ze predelali H@j
pr1 fizikl prece] dagsab izkugme kazejg
1mo na vektorje p zadnien

alni racun 7z vektorskims
dveh letih

resitev.
v SOh o le na vrsto Ee SOV,

da to ni 1zvedljivo. |
osnovne sole, infinitezin
ijami vec spremenljivk v toploti v prvih srednje S@E@ na
mam in zvezne Spek&m 1n - porazdelitve v prvem letniku univerze.
Ce b b1 zZe p@ teh zgledih hudo omejili obseg fiz:
na osnovni, srednji in visoki soli. Ker obsega fizike n1 smiselno tako omejiti,
htevi n1 mogoce ustreci. To razkriva eno 1zmed tezav, s katerimi se srecuje
poucevanje fizike. IKoristno bi bilo, ¢e bi sestavljalci u¢nega nacrta za fi
ziko 1n tudi za matematiko tega ne pozabili in b1 vsaj v obliki komentarja
uéiteljem fizike pomagali prebroditi nevseénost. Cetudi bi kaj takega obsta-
jalo, pa bi ne vzelo uciteljem glavnega bremena oioéﬁw o tem, kako naj
zadevo 1zpelje. A ngi@ska spogledovanje z omenjeno zahtevo je zaﬁm neure-
snicljiva édja Te vrste je tudi misel, da bi bilo za matematiko in mk@ ug@m
dno, ¢e bi ju pouceval ist1 ucitely [H} To bi bilo celo v idealnem primeru
nas z;zvedbwo le v osnovni soli, na srednji pa Ze ne vec, ker je izabmmva,m@
bojih uciteljev loceno. Ne giede na to naj bi s1 ,, skupnost uciteljev fizike in
pnost uciteljev matematike resno pmzamfah da bi mzmshh probleme,
ki se po. javijo v pmseku - amo mimogrede omenimo, da so
nekater: ruski fizik matematiko za svoje Studeme n
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se lotili tudi pisanja ucbenikov.

Nekateri gredo v razmisljanju o poucevanju fizike za tiste, ki jim fizika
ni glavni predmet, Se dlje: | Matematika naredi fiziko tezavno, toda tudi
mocno, vznemirljivo in za nekatere od nas lepo. Zelo skoda je, da nima vec
Studentov priloznost, da bi izkusilo to vznemirjenje, moc in lepoto. |...]
Morda smo ... | na poti, po kateri smo potovali, poskusali prevec hiteti
.| Napacno bi bilo spremeniti na$ cilj, prav pa je spremeniti hitrost, po
kateri vodimo ljudi do tega cilja.” [17], [18]. Vendar Student zaradi svojega
delnega pogleda to tezko uvidi.

Razumljivo, da poucevanje fizike v srednji soli vsebuje vec matematike
kot v osnovni Soli in na univerzi ve¢ kot v srednji soli. Tudi o vlogi matema-
tike v fiziki na univerzi je mogoce prebrati vec razlicnih mnenj. V tej zvezi je
zanimiv angleski predlog, da b1 uvedli studij fizike ob zmanjSanih zahtevah
glede matematike [19]. Kot so oddelki za klasi¢no filologijo vzcveteli, ko so
ponudili studentom angleske prevode starih piscev, naj b1 tak studij na od-
delke za fiziko pritegnil vecje stevilo studentov. |, Fizikalne pojave razkrijejo
v opazovanjih in poskusih, ki jih lahko razume vsakdo in o njih razpravlja.
V razvoju je bilo koristno opisati fiziko z jezikom matematike, toda ne bi
smeli dovoliti, da b1 ta jezik odvrnil tiste, ki bi jih zanimalo razmaisljati o
zamislih. Pojavi se vprasanje, ali lahko poucujemo fiziko brez matematike.”
V pismih uredniku so predlog zavrnili in spomnili pisca na Russellovo pri-
pombo, da , fizika ni matematicna, ker toliko vemo o fizikalnem svetu, am-
pak zato, ker vemo tako malo: odkrijemo lahko samo njegove matematicne
lastnosti”. Fizike brez matematike ni1 mogoce razumeti, kot je mogoce ra-
zumeti Iliado brez gré¢ine. Ce bi matemati¢no vsebino fizike v srednji soli
se nadalje zmanjsali, bi s tem mocno prizadeh naravo predmeta, njegovo
objektivnost in njegovo zmoznost, da pojasni ekspemmen‘taine in tehniske

zadeve.” |20]

Ceprav bi bila za nekatere tudente na univerzi morda zanimiva . fizika
brez matematike”, pa je vprasanje, ali bi se nanjo vpisali, saj vecini tak
predmet ne bi prinesel otipljive prednosti pri nadaljnjem studiju in v poklicu.
S stalisca Sirse druzbe pa bi bil predmet brez dvoma koristen za novinarje in
urednike, ki se nameravajo poklicno ukvarjati tudi z naravoslovjem. Vendar
bi bilo najbrz takih studentov premalo, da bi bilo smiselno uvajati poseben
studij. Dodatno znanje bi si lahko pridobili, na primer, po diplomi 1z ene
od znanosti o naravi s specializacijo na drugem obmocju.

matematiko pri poucevanju

V nadaljnjem omenimo nekaj razlik med fiziko in matematiko v Soli,
ki utegnejo spraviti ucence v zadrego. Zacnimo z bolj formalnimi. Znak,
ki ga v matematiki najbrz najveckrat uporabimo, to je enacaj, pomeni
v matematiki, da sta dva izraza enaka na vseh mestih, tudi na tistih, ki
morebiti niso zapisana. V fiziki pa enacaj pomeni, da sta kolicini enaki v
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okviru dosezene natancnosti pri merjenju. Kdor to spregleda, lahko zaide v
nacelne teZave in mora, na primer, reci, da je klasi¢cno mehaniko izpodrinila
relativisticna mehanika. V resnici se Se naprej ucimo klasicne mehanike in jo
uporabljamo v vsakdanjem zZivljenju. Samo pri majhnem stevilu poskusov
z velikimi telesi — z malo pretiravanja jih je mogoce prestet: na prste ene
roke — je bilo treba uporabiti enacbe posebne teorije relativnosti. O
odloc¢a natancénost merjenja. Pri natancnosti na del promila, s katero se pri
velikih telesith pogosto zadovoljimo, bi morala hitrost telesa preseci nekaj
tiso¢ kilometrov na sekundo, preden b1 se morali odreci klasi¢ni mehaniki.
V fiziki velikokrat uporabimo znaka < i >, ki v mates k1 menda
nimata prave domovinske pravice. Sorazmernost je v fiziki zelo po-
k Pozornost za-

membna, medtem
sluzijo tudi stevilni prim
priblizek, pa potem pozabimo, da gre za priblizek.
enacaja, na primer =, ne bi pomagal dosti, ce ne bi vedeli, za kaj gre. Za
nitno nihalo dobimo nihajni ¢as f(pg)ty, ¢e je to = 2m(1/g)/? nihajni Eas
pri dovolj majhni amplitudi, ko sinus odklona nadomestimo z locno merje-
im odklonom. Od amplitude ¢y odvisni faktor je:

Drug znak namesto

7T 57@"

17E8

©o 0
f (o)

77 5
1,013

Podobno ravnamo Se velikokrat. Za zgled mimo kapaciteto ploscatega
kondenzatorja in induktivnost tuljave. Kapaciteta praznega ploscatega

kondenzatorja s kroznima plos¢ama je C = fo(l/r)eqmr? /L.
/7

fcll/r)

0,01
1,023

0,05
1,167

0,02
1,042

1,286

Induktivnost prazne valjaste tuljave z IV gosto navitimi ovoji pa je L =

— fL QN’JT’}“?‘/g

2r /1

0,01

0,3

0,7

1

0.959

0,884

0,818

0,788

0,711

0,688

0,996

fL(ZT’/Z}

ed ploscama ali dolzina

Pri tem je r radij plosce ali tuljave in [ razm
tuljave.

kdo popravnih faktorjev sploh ne zaveda. V ucbenikih jih
veCinoma ni najti, ker zahtevajo dokaj nerodne izpeljave, veCinoma jih
najdemo v zbirkah podatkov. Se huje je na primer pri navajanju induktivosti
dusilk z zeleznim jedrom za izmenicm tok, ki sploh ni konstantna, ampak
je odvisna od amplitude jakosti magnetnega polja, torej od amplitude toka.
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Da bi izracunali L(1Iy), bi potrebovali podatke za histerezno krivuljo, ki jih
je v pripravni obliki tezko najti.

Podobnih drobnih tezav je Se nekaj. Omeniti kaze uporabo znakov A
in d za razliko in diferencial ter v manjsi meri > in [ za vsoto in integral.
V matematiki navadno uporabijo znak A za kon¢no razliko in znak d za
razliko, ki postane poljubno majhna. V fiziki se zavedamo, da naj bo
razlika d dovolj majhna, ne pa tako majhna, da b1 jo prevpile napake pri
merjenju. Iz obzirnosti do ucencev in uciteljev, ki jith znak d pogosto moti,
pa uporabljajo osnovnosolski in nekateri srednjesolski ucbeniki znak A. V
posebnih primerih fiziki uporabijo znak d kot opozorilo, da ne gre za totalni
diferencial. Tako na primer z dA nakaZejo, da ne gre za majhno dovedeno
delo, ne za spremembo dela. Med zgledi za razlicne poglede matematikov
n fizikov bi lahko od osnovnih zadev navedli vektorje in Se precej drugega
121].

Za poucevanje so pomembnejse vsebinske razlike med matematiko in
fiziko, ki se skrivajo bol; v ozadju. Na prvem mestu pomislimo na nabira-
nje izkusenj pri opazovanju in merjenju in na drugem na ustvarjanje novih
zamisli pri povezovanju izkusenj z matematicnim formalizmom v korespon-
dencnih pravilih. Toda pri tem naletimo pri poucevanju na resne tezave.
Kdo bi predlagal, da je treba delati ¢im ve¢ poskusov in ¢im natancneje
meriti. Toda naprave za demonstracijske poskuse in za laboratoriske po-
skuse v Soli so navadno preproste in nenatancne, pa se Casa mamnjka. Ne-
katerih poskusov s takimi napravami sploh ni mogoce narediti. Mogoce pa
je porocati o nekdanjih poskusih in njithovem pomenu za razvoj fizike ali o
njithovih sodobnih i1zvedbah in o njih pokazati tudi kak poucevalsk: film.

Po podobni poti, prek zgledov 1z zgodovine fizike, bi u¢enci lahko dobili
nekaj obcCutka za nacin raziskovalnega dela v fiziki in za to, kako tesno
je fizika povezana z obmocjem dejanskosti, ki je oster preskusni kamen za
vse zamisli, Nasprotno pa b1 razpravljanje o zgradbi fizikalnih teoriy ali o
metodah raziskovalnega dela in odkrivanja novega in o ustvarjalnih korakih
najbrz zgresilo svoj namen. Kot kaze, pricakujemo, da se bo ucenec tega
navzel pri fiziki, kot je rekel R. P. Feynman, .z osmozo”.

7N

Poucevalci priporocajo . raziskovalni prijem”. Zveza ima smisel toliko,
kolikor spodbuja ucitelja, naj poskusa pripraviti ucenca do tega, da ga stvar
zanima, da je z mislimi pri njej in je pripravljen vloziti svoj del napora.
Zia kaj veC pa ni ne znanja ne razgledanosti ne casa. Ucenec ne more na-
prej brez uciteljevih posredovanj, dovolj pogostih in dovolj obseznih. Ucitel;
ucenca lahko poskusi napeljati, da uvidi potrebo po novi kolicini in spozna
njeno povezavo z znanimi kolicinami, ko navede 1zkusnje pri opazovanjih in
merjenjih ter teoreticno ozadje. Ucenec pa ne more podozivet: ustvarjal-
nega dejanja, ki je uspelo raziskovalcu v razvoju fizike. Ze sklicevanje na
zgodovino fizike je dovolj nevarno in lahko ucenca zavede, razvoj je namrec
potekal precej boly zapleteno, kot b1 nam v soli prislo prav.
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/aradi omenjenih znacilnosti je poucevanje fizike tezka nabga 1n ni poti,
ki bi 70 mogh priporocitl vsem uciteljem v vseh okolis¢inah. Vsak od ﬂjlh
Mora gﬁ_ed@ na svoj pogled na mcevame in na okolis¢ine presoditi, kaksSen
prijem bo uporabil, posebno glede vsebinskih razlik med fiziko in drugimi
znanostmi o naravi na eni strani in matematiko in drugimi znanostmi na
drugi. Ni boljse opore za to misel kot devet razlicnih — tehtnih — odgovorov
na vpraSanje o znanstveni metodi v naravoslovju |22].
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ALENKA KLOKOCOVNIK
Math. Subj. Class. (1991): 51M15, 51M04, 12D15

Definirali bomo origami konstruktibilne tocke in origami stevila. Podali bomo
algebrsko karakterizacijo origami stevil in ugotovili, kaj lahko konstruiramo z origamijem.

ORIGAMI NUMBERS

We define origami constructible points and origami numbers. We give algebraic
characterization of origami numbers and examine what can be constructed by origami.

Origamu je stara japonska umetnost izdelovanja papirnatih figuric.
Njen1 prvi zametki sezejo v cas 1zpred tisocC let, v zadnjih dveh stoletjih pa
je dosegla tudi Evropo. Prepogibanje papirja ni zanimivo le za ustvarjalne
in spretne rokodelce, navdusilo je tudi mnoge matematike. T1 so se ga lotili
z matematicnimi prijemi. Poigrajmo se s papirjem se mi.

V roke vzemimo list papirja pravokotne oblike. Ta nam bo rabil za
model pravokotnika z oghséi A, B, C in D. Za zacetek prepognimo list po
diagonali AC in ga razprimo. Na njem ostane sled, v kateri prepoznamo
model daljice. Ce prekrijemo dva nasprotna robova lista, na primer rob AD
in BC, in pogladimo nastali pregib, ostane na papirju del premice, ki poteka
po sredini med obema vzporednima robovoma. Ta je hkrati tudi simetrala
daljice AB (slika la). Simetralo kota DAB pa dobimo tako, da prekrijemo
sosednja robova AB in AD (slika 1b).

Ce zapognemo na listu dve pre-
mici, dobimo z nekaj vec¢ koraki zr-
calno sliko ene premice prek druge
(slika 2).

Nastete primere prepogibanja
bomo uporabili pri definiciji mate- (a) -~ (b)
maticnega origan

11ja. Slika 1. Premica, simetrala daljice (a) in
simetrala kota (b).

Slika 2. Zrcaljenje premice prek premice.
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Nas cilj je raziskati, kaj lahko k
Najprej natanéno opredelimo pravila origamaiy
10 mnozico tock 7 in m

/ ravnini R? vzemin
zata naslednjim pogojem:

Presecisce dveh premic 1z P ]
Skozi dve razlicni tock: 1z 7

/ia vsakl dve razlicmi tock: iz 7 , ki jo dolocata
t1 dve tocki, premica v P.

A4 (i) Za vsaki sekajoCi se premicl iz
dolocata, tudi premici iz P.
(ii) Za vsaki dve vzporedni p

obeh enako oddaljena.

sta simetralt kotov, ki ju

P tudi premaica, ki je od

tudi zrcalna shika premauce

A5 Za vsaki dve pren
p1 prek ps.

od Al do A5, bomo imenovali origam

Par (7,P), ki ustreza aksiomom

1anj kot dva elementa, niso
vsebuje vsaj dve tocki.

Ker origami pari, kjer mnozica 7 vsebuje n
posebe] zanimivi, bomo privzeli, da mnozica tock 7
Prepri¢ajmo se, da za vsako podmnozico tock 7 ravnine R?, ki vsebuje
vsaj dve tocki, obstaja najve¢ ena taka mmnozica premic P, da je (7,P)

| 7 ,P) origami par, in dokaZzimo,
na katerih lezita vsaj dve tocki iz *
Vse’bovam vse premice, ki potekajo skozi ;

da so tedaj v P
T P aksiomn
oljubni dve

natanko vse pren
A2 mora mnozica P
razhcm tocki 1z 7.

mimo poljubno premico p - vsaj dve

MnNozici

Oznacimo juz A in B.
Preglejmo vse moznosti.

%

Premici p in AB nimata Skupmh tock (i)
(slika 3). Po aksiomu A3 je v P sin efarala
s daljice AB. PresecCisce simetrale s 1n
premice p naj bo tocka 17, ki je po &ksi—
omu Al v7. V P je tudi simetrala kota

med premico AB in simetralo s (aksiom
A4). Tudi ta seka premico p v tocki, ki
10 bomo oznacili s T2 Ta j@ DO aksiomu
7T, tore] smo na premici p naslhi dve

’mdﬂ iz T,
(ii) Premici p in AB imata eno skupno tocko 717 (slika 4).

|t

Ao ! 11

Slika 3. Premici nimata sku-
pnih tock.
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B

Ce premica p ni pravokotna na premico AB, je presecisce simetrale da-
ljice AB s premico p tocka 15, ki je po aksiomu Al v 7. Ce je Ty = T5,
simetralo daljice AB nadomestimo s simetralo daljice AT7.

Bralec naj sam razmaisli, kako je v primeru, ko sta premici p in AB pravo-
kotni. Pri tem si lahko pomaga s slikama 4b in 4c.

(ii) 3
: p
T2 f S1
; s
. ; o
% E ,fo
/"‘“ Y L ° © 7 —0 n:f’“"# , < o
1 1o A B 11 A 7 T B
(a) (b) (c)

Shka 4. Premici se sekata.

Dokazali smo torej, da je za dano mnozico 7 le mnoZica premic P =

= {;lf, A, B € T} taksna, da je (7,P) lahko origami par. Ker 7 ne more
biti kon¢na (privzeli smo, da ima vsaj dve tocki), vsak tak par ni origami
par.

Potrebujemo novo definicijo. Rekli bomo, da je podmnozica 7 C R?
zaprta za origamt konstrukcijo, ¢e obstaja taka mnoZica premic P C R?, da
je (7,P) origami par.

Smiselno je poiskati najmanjSo mnozico tock, ki je zaprta za origami
konstrukcijo in vsebuje vsaj dve tocki, tocki npr. (0,0) in (1,0).

Naj bo {75 C IR*; A € A} druZina vseh podmno#ic ravnine IR?, ki vsebu-
jejo tocki (0,0) in (1,0) ter so zaprte za origami konstrukcijo. Mnozico 7, =
= [hea Zn 1menujemo mnozica origami konstruktibilnih tock. Prepricajmo
se, da je zaprta za origami konstrukcijo.

Vzemimo take mnozice Py, da (7, P») tvorijo origami pare za vsak
A € A, in postavimo P, = (1,cp Pa. Brez tezav ugotovimo, da par ustreza
aksiomom A1-A5 in je tedaj (7,,P,) origami par.

V nadaljevanju naj bo (7,P) origami par.

Doslej smo se seznanili z dokazovanjem v aksiomatskem sistemu origa-
mija. Da dobimo se obcutek za konstrukcije z origamijem, konstruirajmo
pravokotnico na dano premico p iz P skozi dano tocko T iz 7 (slika 5). Naj
tocka 7' lezi na premici p. Ker je p € P, vemo, da je na njej se vsaj ena
tocka 1z 7. Ogznacimo jo s Ty. 7Z uporabo aksiomov A3 in Al naredimo
simetralo sy daljice 1717, ki seka premico p v tocki 1. Zapognemo Se sime-
tralo sp daljice 115 ter v skladu z aksiomom A5 zrcalimo premico s; prek
premice sy. Dobimo iskano pravokotnico g 1z P. Ce pa tocka 7' ne lez1 na
premici p, naredimo naslednje. Ker je premica p 1z P, sta na njej vsaj dve
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mici pmzm&ﬁ Prezrcaljen:

Vs
W

L T i R T oo A —

o

skozi dano tocko m s konstrul
tama. Pri slednjem se mora ;
yazdahe 0Z1ron na namncnqe C.

; origamijem kons%c uira ﬁc@ pravokotni trikotnik
1n kateto dolzine iTgT 4l. Ce se vam bo porodilo
V1] msa,m@ ali je ta konstrukcija sploh mogoéa, boste odgovor nasli v éetrtem
poglavju nasega clanka.

absolutna vrednost je o
bomo oznacili z I

stevil, katerih
uktibilnim
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7 uporabo dejstva, da znamo z origamijem prenasati razdalje, brez tezav
dokazemo, da je tocka (xz,y) origame konstruktibilna natanko tedaj, ko sta
r in y ortgamsi Stevile. Od tod sledi enakost 7, = IF, x IF.

Ker je z vsakima dvema foi’lzka,lma origami konstruktibilno tudi razpo-

lovisce daljice med njima, so 3, 3, 5, - .- origami stevila. Ni tezko videti, da

je za vsak n € IN stevilo % origami stevilo.

Po definiciji IF, je z vsakim =z € IF, tudi —z € F,. Ker znamo z
origamijem prenasati razdalje, je vsota dveh origami stevil spet origami
Stevilo. S podobnimi trikotniki preverimo, da je z-y € IV, za vsaka z,y € IF

in 27! € F, za vsak nenicelni z € 1

0,0 (1,O)  (z,0) (0,00 (1,0) (2,0)
Slika 7
Dokazimo, da je tudi /1 + I'y. Po definiciji
origami &tevil je /1 + z2 E I3 jata tak: Ty, Ty € 7, da je
d( po definiciji, 1n

T, T ) \/Haﬂ
ZL’

Mnomca omgarm Stevﬂ je torej polje (komutativni obseg), zaprto za

operacijo & — /1 + 2. Definirajmo

' polje, zaprto za = — /1 + z2}.

Podobno, kot smo se prepricali, da je mnozica 7, zaprta za origami kon-
strukcijo, preverimo, da je ¥ Arae polje, zaprto za = — 1+ z2. Gotovo

Je vsebovano v vsakem polju, ki ] Je zaprto za z — /1 + x2. Ker je 7e polje
o taksno, velja ¥ iz € T, Dokazimo, da sta polji celo enaka.

[zrek 1. Velja enakost Bo = F 470

Dokaz. Dokazati moramo se vsebovanost I, C I 1-—5.

F, C Ik ViTa® Ker je 7, po deﬁmcm Vsebova,na v vsaki za origami zaprti
mnozici, je dovolj preveriti, da je F jz—5 X I 47—5 za origami zaprta
mnozica.

Ce dokazemo, da je 7, C F g2 X F 4759, bo od tod sledilo, da je
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Definirajmo 7 . {P O: P.O
Pfeverjanjem aksiomov Al do A5 pokazimo, da tako definirana 7
tvorita origami par (7,P).

Al Vzemimo dve nevzporedni prem:s_cl p1 m 1 P2 1z . Preveriti moramo,
da je presecisce teh dveh premic tocka 1z 7.

da je 71 = Ty 75 in

Tocka T; n&j 1ma koordinati {miﬁy@} za 1 =1,2,3,4, kjer so
Premici p; 1n py naj ne bosta pfavokotm na abscisno

Ker sta pren 1c1 v P, obstajajo stiri take tocke 1z 7T,

T = T3Ty.
T; 1N Y, 17 IF 1+z2 "
- 0s. Enachi premic sta

)

| ,, Yo — @
P11 Y =k1x + ny, kjer k1 = 2 I n ny = —k1x1 + yi,

Lo — L]
: Y4 — Y3 .
po 1y =kox + no, kjer ko = n ny = —koxy + ys3.
L4 — L3

polje, so skupaj z x; in y; v njem vsebovana tudi
11c Je tocka s koordinatama

Ker je ¥ ;70 |
stevila k; 1n n; za 2 = 1,2. Presecisce pren
(nZ““’"nl king—kong

Kaj pa, ¢e je ena od premic navpicna?
Privzemimo, da je p; pravokotna na abscisno os. | remlca py 1ma poten
enacho x = m, kjer m € I itz P2 pa tako kot prej. Njuno pmgecm% je
tocka (m, kom +ny), katere koordinati sta spet stevili iz JiT.z- Presecisce
dveh premic je res tocka 1z 7.

A2 Drug1 aksiom 1z definicije origami para je izpolnjen po definiciji

mnozice P.

s daljice 17175 v P.

r1,T2,Y1,Y2 1z I g

10 mdﬂ Ty i Ty 1z T .
§@r sta mdﬂ Tl(xbyﬂ in To(xo,ys) iz
Simetrala s ima enacho

Dokazati moramo, da je simetrala
o

2(y1 — yo)y = 2(z1 — 22)x + ] — 25 + Y7 — Y5,
17 T .

od tod pa brz sledi, da je na njej dovolj tock
A4 Naj bosta premici p; 1n py 1z P.

(i) Ce premici nista vzporedni, se sekata v toéki T (z1,y;) in na n_mu
obstajata Se vsaj po ena tocka Tg(%zjfyg} S p1 in T5(xs,ys3) € p2
sta premici iz P, so vse tri tocke v 7. E

sta

kjer je

mlmlscg———a?l!\/l—k(yzmyl)z in my = |xg — o141 (yg-—--yl)g.
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Smerni vektor simetrale, ki jo premici dolocata, je s1 + 53, zato je na

njej tocka Ty( @T;’” | ‘837,;;1, yzﬂ;yl | y3ﬂ:2y1) 1z 7. Tocki 17 in Ty lezita

na simetrali, zato je ta v P.
(11) Ce sta premici p1 in py vzporedni, obstajajo tocke Th(zq,y1) €
c T Npin To(mo,ys), T3(zs,y3) € T N py. Tocki (mlgmz,ylgyz) n

(B1tZa yl‘;y?’) sta v 7 in lezita na iskani premici, zato je ta v P.
A5 Vzemimo premici p; 1 ps 1z P. Dokazimo, da je zrcalna slika premice
p1 prek py v P. Spet moramo lociti dva primera glede na to, ali sta
premicl pj 1n py vzporedni ali ne. Oglejmo s1 najpre] primer, ko nista
vzporedni. Seveda lahko predpostavimo, da nista pravokotni. Naj bo
tocka S njuno presecisce in I' € 7 M py. 7 nekaj racunanja preverimo,
da je v P tudi pravokotnica p na premico ps skozi tocko 1. Krajevni
vektor zrcalne slike tocke A’ presecisca A med p in py je Far = 277 — 7 4.
Ker A € 7T, smo nasli tocko na iskani premici, ki je v 7. Torej je tudi
zrcalna slika premice p; prek po, ki poteka skozi tocki S in A, v P.
Naj bosta sedaj premici py 1n py vzporedni. Na premici py izberimo
tocko 77, na premici ps pa tocki 75 in 15, ki so vse 1z 7. Potem tocki

A1 in As, ki ju dolocata krajevna vektorja ¥4, = 7, + 2(Fp, — 71, ) In

T A, = 7, + 2(F, — 77, ), lezita na iskani premici A1 4, € P.

S tem 1zrekom smo podali algebrajski opis polja origami stevil. Sedaj

/ i~ _ . . . e , ~ L~
lahko povemo, da je na primer 1/4 + 2+/2 origami stevilo, saj je \/4 + 242 =
= \/1 +(14++/1+12)2. Da bomo lahko preverili, ali je \/1 + /2 origami

stevilo, bomo morali poiskati boljso karakterizacijo origami stevil.

Najprej s1 osvezimo nekaj definicij in dejstev 1z abstraktne algebre.

- Stevilo « je algebraiéno 3tevilo, ¢e je koren polinoma 7z racionalnimi
koeficienti.

- Zavsako algebraicno stevilo o obstaja natanko en polinom mq(z) v Q|z]
7z vodilnim koeficientom 1 in lastnostjo, da deli vsak polinom, ki ima
Stevilo a za svojo niclo. Taksen polinom m(z) imenujemo minimalns
polinom stevila «.

x| imenujemo konjugiranke

[{orene minimalnega polinoma mq(z) v Q
stevila a.

- Algebraicno stevilo je pouvsem realno, Ce so vse njegove konjugiranke
realna Stevila. MnoZico povsem realnih stevil bomo oznacili z Frg.

Izze se, da so vsa origami stevila povsem rea:h.la stevila, l. a7 C
['tr. Da se o tem prepricamo, moramo preveriti, ali je mnozica IF1rg polje
in zaprta za operacijo  — /1 + 22, saj je po definiciji origami Stevil I
vsebovan v vsakem takem obsegu. Zaradi obseznosti in kompleksnosti bomo

dokaz izpustili, bralec ga lahko najde v [3].
Ali je /2 origami &tevilo?
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Konjugiranki stevila /2 sta \3’/5(——“% + ?z) ki pa nista realni stevili,

torej /2 ¢ IFrr, in zato ni origami stevilo. Ker je Stevilo /2 povezano z zelo
znanim problemom podvojitve kocke, smo s tem pokazali, da ta problem ni
resljiv s tako definiranim prepogibanjem papirja.

Prav tako ne moremo z origamijem konstruirati pravokotnega trikotnika
S pohubno hipotenuzo in kateto. Ce bi bilo to mogoée, bi lahko konstruirali

tudi trikotnik s hipotenuzo \/ 2+ /2 in kateto 1. Dolzina druge katete bi

potem bila \/(,\/2 +/2)2 — 12 = \/1 + +/2, ki pa ni origami stevilo, saj sta

njegovi konjugiranki imaginarni stevili ::i\/ 11— /2].

b

ukcije s sestilom ter ra

Oglejmo si povezavo med klasi¢nimi konstrukcijami s Sestilom in ravni-
lom ter konstrukcijami z origamijem. Za zacetek se spomnimo konstrukeij s

Sestilom in ravnilom (|4]). Ce je 1 najmanjse podpolje v C, ki je zaprto
mnozica s Sestilom in ravnilom

za, operacijo x + ~/x, potem je E z MR
konstruktibilnih stevil.

2. Vse, kar se da konstruirati z origamijem, se da tudi s
sesmiom 1n ravnilom.

Dokaz. Dovoly je videti, da je F, C I ~. Ker je F, najmanjse polje
j Jz jmanjée polje,

zaprto za operacijo z — /1 + x2, moramo pokazati, da je tudi '  zaprt

F 7. Ker je IF 5 obseg, je tudi

za to operacijo. Vzemimo stevilo o &€

Ker je ]F\/ZE zaprt za korenjenje, je ocitno tudi V1+a? v

Obrat trditve ne velja, saj smo na koncu prejsnjega razdelka obravnavali

Stevilo \/ 1 + /2, ki je konstruktibilno z ravnilom in gestilom, ni pa origaimi
Stevilo. |

Izkaze se, da je origami stevilo vsako povsem realno stevilo, ki je
konstruktibilno s sestilom in ravnilom. Zapisimo s simboli

1z dosedanjega dela je razvidno, da je I, C I¥ 5 N IFrr. Dokaz, da velja
tudi F z NFrr C F ;773, lahko bralec poisce v [3].

/, origamijem tore] ne moremo resitli znamenitih problemov podvojitve
kocke, trisekcije kota in kvadrature kroga, vendar naj vas to ne potre prevec.
V nasprotju s konstrukcijami s sestilom in ravnilom, s1 namrec¢ avtorji niso
enotni, kaj so dovoljene operacije pri origamiju (|5]), torej kaj vzeti za
- aksiome origamija.
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