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IN

SLIKAH Z MAR SA
SANDI KLAVZAR

Math. Subj. Class. (1991): 94-01, 94B05, 94B15, 94B35, 94B65, 94B70

Vpeljani so osnovni pojmi teorije kodiranja in predstavljene so temeljne lastnosti

linearnih kod. Opisana je tudi Reed-Mullerjeva koda prvega reda (32,6,16).

ES FROM MARSON CODING THEORY, LINEAR CODES AND PICTUR

Basic notions of coding theory are introduced and some properties of iinear codes

are given. The first order (32,6,16) Reed-Muller code is also presented.

1. Uvod

Teorija kodiranja oz. natančneje teorija kod za odkrivanje in popravlja-

nje napak, kot jo bomo predstavili v tem članku, se je začela razvijati v

štiridesetih letih tega stoletja. Prve pomembne dosežke na tem področju so

dosegli Golay, Hamming in Shannon. Gre torej za dokaj novo matematično

panogo, ki ima po eni strani že dobro razvito teorijo, po drugi strani pa je

sredi intenzivnega razvoja, glej npr. monografije [1,4,5,6,8]. |

Temeljni problem teorije kodiranja je iskanje , dobrih kod" in osnovno

sporočilo teorije je, da je takih kod malo in da jih je težko najti. Zato teorija

uporablja konstrukcije in metode mnogih drugih matematičnih področij, kot

na primer linearne algebre, teorije kolobarjev, kombinatorike, (algebraične)

geometrije, verjetnosti, teorije števil, ..., kar daje tej teoriji še poseben mik.

Teorija kodiranja se je razvila na podlagi problemov, ki so se pojavili

na področju informacijskih znanosti in inženirstva. Nasploh je celotna te-

orija ne samo potencialno, temveč tudi dejansko zelo uporabna. Na koncu

prispevka bomo kot primer prikazali Reed-Mullerjevo kodo, ki je bila upo-

rabljena leta 1972 pri prenosu slik Marsa z vesoljske ladje Mariner 9. Pri za-

dnjih vesoljskih poletih so bile za isti namen uporabljene Reed-5olomonove

kode, ki so med drugim implementirane tudi v sodobnih CD-jih. Zanimivo

poljudno branje o zgodovini in uporabi Reed-Solomonovih kod najdemo v

[10].

Pojasnimo sedaj, kakšne vrste problemov pravzaprav rešujemo. Po

kanalu (na primer žici ali vesoljskem prostoru) želimo prenesti sporočilo,

pri čemer lahko pri prenosu pride do motenj, ki sporočilo pokvarijo. Zato

bi radi razvili mehanizem, ki bi znal napake pri prenosu odkriti in jih po

možnosti tudi popraviti. Na primer, radi bi se izognili, da bi pri prenosu

slik z Marsa zaradi 8ončevih motenj namesto marsovske kamenine na sliki

zagledali Marsovca. Zato pred prenosom po kanalu sporočilo zakodiramo in

ga po prenosu dekodiramo. Shematično je ta proces prikazan na sliki 1.
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motnje

Slika 1. Prenašanje sporočila s kodiranjem in dekodiranjem.

Dobre kode morajo zadoščati naslednjim zahtevam:

e popravljajo naj čim več napak;

e količina dodatne informacije, potrebne za iskanje in popravljanje napak,

naj bo čim manjša;

e kodiranje in dekodiranje naj bosta enostavna in učinkovita v algo-

ritmičnem smislu.

Prvi dve zahtevi sta si nasprotujoči, saj če želimo popravljati več na-

pak, potrebujemo več dodatne informacije. Dober kompromis med prvima

zahtevama, združen s tretjo zahtevo, nam torej da dobro in praktično upo-

rabno kodo.

2. Kode

Naj bo V < 410,1) in naj bo V" množica vseh besed dolžine n, sesta-

vljenih iz 0 in l:

Ko bomo imeli v nadaljevanju opravka z matričnim računom, bomo besede

na naraven način pretvorili v vektorje in jih obravnavali na običajen način,

tj. kot vektor stolpec.

Dvojiška koda dolžine n je podmnožica množice V", njene elemente

imenujemo kodne besede. Ker bomo obravnavali le dvojiške kode, jim bomo

na kratko rekli kar kode. V splošnem lahko definicijo kode razširimo s

tem, da namesto množice V izberemo poljubno končno množico simbolov

(tj. poljubno abecedo). Toda za naš namen bodo povsem zadoščale dvojiške

kode, še posebej, ker je večina praktičnih kod dvojiških. Jasno je tudi, da

ne bo vsaka podmnožica uporabna koda, saj, kot smo že omenili, dobrih

kod ni v izobilju.

Naj bosta u,v e V". Hammingova razdalja d(u,v) med besedama v in

v je število mest — bitov — v katerih se besedi razlikujeta. Na primer, če je

u < 00110011 in v < 10110000, tedaj je d(u, v) <— 3, saj se u in v razlikujeta

v prvem in v zadnjih dveh bitih. Množica V", opremljena s preslikavo

d, ki slika iz V" x V" v nenegativna cela števila, tvori metrični prostor,

kar bo bralec brez težav preveril sam. Kratek premislek je potreben le za

dokaz trikotniške neenakosti. Minimalna razdalja 86(C) kode C je definirana
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kot najmanjša razdalja med poljubnima različnima kodnima besedama. Na

primer, za kodo

C <— /00000000,00110011,10110000,11111111/

je 8(C) — 3. Kadar bo koda C razvidna iz konteksta, bomo minimalno

razdaljo kode na kratko označili z 0.

Osnovni princip kod za odkrivanje in popravljanje napak je prencip

bližnjega soseda, ki pravi naslednje. Naj bo w beseda, ki jo prejmemo prek

kanala, in naj bo u kodna beseda, za katero je d(w,u) < d(w,v) za poljubno

kodno besedo v 74 u. Tedaj besedo w dekodiramo v kodno besedo u. Z

drugimi besedami, preneseno besedo dekodiramo v najbližjo kodno besedo

glede na Hammingovo razdaljo. (Ta princip seveda funkcionira le tedaj, če

napak pri prenosu ni veliko. V nasprotnem primeru nam ni pomoči.)

Naj bo e naravno število. V skladu s principom bližnjega soseda

pravimo, da koda popravlja e napak, če za vsako besedo w velja, da obstaja

kvečjemu ena kodna beseda u z lastnostjo d(w,u) < e. Drugače povedano,

če je pri prenosu besede prišlo do kvečjemu e napak, bomo s principom

bližnjega soseda prejeto besedo pravilno dekodirali.

Trditev 1. (a) Koda z minimalno razdaljo č odkriva 8 — 1 napak.

(b) Koda z minimalno razdaljo 8 popravlja e napak natanko tedaj, ko je

o > Že --1.

Dokaz. (a) Naj bo u poslana beseda in recimo, da je pri prenosu prišlo

do kvečjemu 0 — 1 napak. 'Tedaj prejeta beseda ne more biti kodna beseda,

različna od u, saj je minimalna razdalja kode enaka 0. Torej vemo, da je

prišlo do napake pri prenosu.

(b) Naj koda popravlja e napak in recimo, da je 6 < 2e. Naj bosta u in

v kodni besedi z d(u,v) < 8. Tedaj lahko v dobimo iz u z 6 spremembami

bitov. Naj bo w beseda, ki jo dobimo v tem procesu po |0/2| korakih.

Tedaj velja d(w,u) < e in d(w,v) < e. To pa je protislovje, saj bi moralo

veljati d(w,u') < e za kvečjemu eno kodno besedo u'.

Obratno, naj bo 6 > 2e--1. Če bi beseda w ležala na razdalji kvečjemu
e od kodnih besed u in v, bi zaradi trikotniške neenakosti imeli

d(u,v) < diu,w) - d(w,v) < ed£ex< Že,

to pa je v nasprotju s predpostavko. s

Posledica 2. Koda z minimalno razdaljo 6 odkriva 8 — 1 napak tn

popravlja |(8 — 1)/2| napak.

Naj K,(u) označuje kroglo s polmerom r okrog besede u metričnega

prostora (V", d):

K,(u) <41wec V" | diu,w) < r].
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Trditev 1 sedaj lahko prepišemo v naslednjo ekvivalentno obliko:

Trditev 3. Koda popravlja e napak natanko tedaj, ko so krogle s

polmerom e okrog kodnih besed paroma dtsyjunktne.

Obstajajo različne meje, ki povezujejo dolžino kode, število njenih ko-

dnih besed in njeno minimalno razdaljo. 'Te meje predstavljajo eno izmed

ovir pri iskanju novih kod. Za primer navedimo najpreprostejšo med njimi.

Izrek 4 (Singletonova meja). Naj koda C dolžine n vsebuje M kodnih

besed. Tedaj velja M < 2"5?"l,

Dokaz. Naj bo C' množica M4 besed, ki jih dobimo iz kodnih besed z

odstranitvijo prvih 8 — 1 bitov. Besede v C' so dolžine n — (8 — 1) in so

paroma različne, saj so vse besede v C paroma na razdalji vsaj d. Ker je

besed dolžine n — (8 — 1) kvečjemu 22—8Fl je izrek dokazan. m

Singletonova meja na primer pravi, da ima lahko koda dolžine 10, ki

odpravlja dve napaki (8 < 5), kvečjemu 64 kodnih besed.

3. Linearne kode

V množici V" definiramo seštevanje dveh besed kot besedo, ki jo dobimo

s seštevanjem istoležnih bitov po modulu 2. Na primer, 0101010--1100110 <

— 1001100. Tedaj je (V",--) Abelova grupa, če pa vpeljemo še (trivialno)

množenje s skalarjema 0 in 1, postane (V",-,.) vektorski prostor nad

obsegom Z.

Koda C C V" je linearna, če je (C, --,-) vektorski podprostor prostora

(V" --,.. Ker je množenje s skalarjem iz ZZ, notranja operacija na vsaki

podmnožici v V?, ki vsebuje ničelno besedo, je koda C linearna natanko

tedaj, ko je skupaj s poljubnima kodnima besedama u in v tudi u -- v kodna

beseda. Brž ko linearna koda vsebuje eno besedo, recimo u, vsebuje tudi

ničelno besedo, saj je u -- u <— 0.

Množica V" vsebuje 2" besed. Ker po Lagrangeovem izreku moč pod-

grupe deli moč grupe, ima linearna koda dolžine n 2" elementov, kjer je

O < k < n. Eksponentu k pravimo dimenzija kode. Singletonova meja iz

izreka 4 se zato za linearne kode prepiše v:

Posledica 5 (Singletonova meja za linearne kode). Naj bo C linearna

koda dumenzije k. Tedaj velja 8 < n— k-1l.

Praktična uporabnost linearne kode C je povzeta v parametrih n, k

in 0. Pravimo, da je C (n,k,8) koda. Zaradi pomembnosti ponovimo še

enkrat, da je pri tem

e n dolžina kode (C C V"),

e k dimenzija kode (|C| — 2") in

e O minimalna razdalja kode.
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Na primer, koda

C — 40000000, 1000111, 1001100, 0001011,1110000,0110111,0111100, 111011;

je (7,3,3) linearna koda. Da je n — 7 in k — 3, je očitno, bralec pa naj sam

preveri, da gre za linearno kodo. Dejstvo, da je 8 — 3, lahko pri linearnih

kodah ugotovimo precej hitreje kot po definiciji. To naredimo takole:

Teža wtl(u) besede u je število enic v tej besedi, tj. teža besede je

Hammingova razdalja besede do ničelne besede. Winamalna teža kode je

najmanjša teža med vsemi neničelnimi besedami kode.

Trditev 6. Za linearno kodo je minimalna razdalja enaka minimalni

leži.

Dokaz. Po definiciji minimalna razdalja ne more biti večja od minimalne

teže.

Za dokaz obratne neenakosti naj bosta u in v kodni besedi, ki realizirata

minimalno razdaljo: d(u,v) < 6. Najprej opazimo, da se d(u,v) ne spre-

meni, če obema besedama prištejemo isto besedo. Prištejmo vw in imamo:

6 — d(u,v) < d(iu d-u,v d-u) < d(0,v 4 u).

Ker je koda linearna, je tudi v -- u kodna beseda, zato je desni izraz vsaj

tako velik, kot je minimalna teža kode. as

Izračun minimalne razdalje linearne kode je torej preprost. V nadalje-

vanju bomo videli, da je tudi kodiranje in dekodiranje linearnih kod eno-

stavno.

Po definiciji je linearna koda dolžine n vektorski podprostor v V". Če je
torej C (n, k, 6) koda, jo naravno opišemo z njeno bazo — množico k linearno

neodvisnih besed. Matriko razsežnosti k x n, v katero po vrsticah napišemo |

teh k besed, imenujemo generatorska matrika kode C.

Kodi sta izomorfni, če lahko s permutacijo koordinat dobimo eno kodo

iz druge. Z elementarnimi transtormacijami po vrsticah lahko generatorsko

matriko G kode C pretvorimo v standardno obliko G' < [I,, Aj, kjer je

I;, identična matrika reda k in je A neka k x (n — k) 0-1 matrika. Kodi,

ki ju določata generatorski matriki G in G', sta izomorfni, zato bomo v

nadaljevanju brez izgube za splošnost predpostavili, da so generatorske

matrike podane v standardni obliki.

Kodiranje z linearnimi kodami je zelo preprosto. Recimo, da želimo

zakodirati 2" sporočil. Naj bo C (n, k,8) koda in G njena generatorska

matrika (v standardni obliki). Najprej sporočila identificiramo z besedami

iz V", nato pa posamezno besedo u — ujuj...u;, zakodiramo z

T
u G — Z]T2... UETEEJ]... Ep — U]U)... UEEkJI EN.
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Prvih k bitov zakodiranega sporočila torej nosi dejansko informacijo, preo-

stalih n — k bitov pa je redundantna informacija, ki jo potrebujemo za od-

krivanje in popravljanje napak.

Za postopek dekodiranja linearne kode potrebujemo še nekaj pojmov.

Dualna koda C- kode C je koda, definirana z

n

CE — fu — ujug...un € V" | Ž u;vi <0, Za VSe V — VV)... € C].
i5l

Da ne bo nesporazuma, dodajmo, da gre v zgornji definiciji za vsoto v ZZ.

Tudi produkte matrik, ki jih bomo imeli v nadaljevanju, bomo izračunavali

na ta način.

Dualna koda C je torej množica vseh besed, .ortogonalnih" na vse

besede iz C. Zato včasih dualno kodo imenujemo tudi ortogonalna koda.

Generatorsko matriko dualne kode C- imenujemo nadzorna matrika kode

C. Ker je vsota ranga matrike in njenega jedra enaka n, je nadzorna matrika

kode dolžine n in dimenzije k razsežnosti (n—k) xn. Zveza med generatorsko

matriko kode in nadzorno matriko kode je naslednja:

Trditev 7. Naj bosta G in H 0-1 matriki dimenzij kxn in (n—k)xn z

linearno neodvisnimi vrsticami. Tedaj sta G in H generatorska 1n nadzorna

matrika neke linearne kode natanko tedaj, ko je GH? <— 0.

Dokaz. Naj bodo gi,g2,..., g, vektorji vrstice matrike G.

Predpostavimo najprej, da je GH? < 0. Iz pogoja preberemo, da

velja Hgli — Hgi — o... Z Hgi <— 0, torej je podprostor, generiran z

vektorji g£,gi,... gi, vsebovan v jedru matrike H. Toda dimenziji teh dveh

podprostorov sta enaki k, zato mora biti to isti podprostor.

Obratno, recimo da sta G in H generatorska in nadzorna matrika neke

kode. Po definiciji nadzorne matrike je Hg]; < Hg, < '«« < Hgli <0.

Torej velja GH? — 0. m

Naj bo G < [l,, A] generatorska matrika kode C. S pomočjo trditve 7

se takoj lahko prepričamo, da je nadzorna matrika kode C enaka [A?,1,. kj.

Lotimo se sedaj dekodiranja linearnih kod. Naj bo C linearna koda, ki

popravlja e napak, in H njena nadzorna matrika. Po trditvi 1 je 8(C) >

> Že-1. Naj bo u poslana kodna beseda in w prejeta beseda. Po

predpostavki je pri prenosu prišlo do kvečjemu e napak, zato lahko w

zapišemo kot w — u -- v, kjer je wt(v) < e. Izračunajmo Hw. Ker je Hu <

— 0, izračunamo Hw <— H(u - v) — Hu 4 Hy < Hv. Rezultat izračuna

Hw, ki ga imenujemo sindrom besede w, je torej odvisen le od napake pri

prenosu.
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Pokažimo, da različnima napakama pripadata različna sindroma. Naj

bosta w; in ws besedi z wt(w;) < e in wt(ws) < e. Recimo, da je Hw;, <

— Hws. Torej je tudi H(w; — wa) < 0, to pa pomeni, da je w; — w, —

— wj J- ws kodna beseda. Po drugi strani je zaradi trikotniške neenakosti

wt(w; -- ws) < 2e. Trditev 6 potem pove, da je 8 < Že, kar je protislovje.

S tem smo opisali postopek za dekodiranje linearnih kod. Najprej

izračunamo sindrom prejete besede. Ker sindromu enolično pripada vek-

tor napake v, nekako (recimo v tabeli) poiščemo ustrezen vektor napake in

odpravimo napako. Konkretna implementacija tega postopka je najprepro-

stejša za primer kod, ki popravljajo eno napako, saj je sindrom enak enemu

izmed stolpcev nadzorne matrike, koordinata tega stolpca pa nam pove, na

katerem mestu je prišlo do napake.

Za konec tega razdelka omenimo najpomembnejši podrazred linearnih

kod — ciklične kode. Linearna koda C je ciklična, če skupaj s poljubno

kodno besedo u <— ujua...un, € C tudi beseda % — u,u,...un,-i pripada

kodi C. Besedo % imenujemo ciklični pomik besede u. Ciklične kode so

posebej pomembne, ker jih po eni strani v praksi enostavno realiziramo s

t.i. pomikalnimi registri, po drugi strani pa nam algebrski pristop omogoča

njihovo temeljito proučevanje. Pojasnimo, kaj mislimo s slednjim.

Kodni besedi u < ujus...u, lahko priredimo polinom u(4) iz kolobarja

polinomov nad Z), na naraven način:

u(r) < uj usa te trupa].

Cikličnemu pomiku pripada polinom i():

i(r) <u, tuje dt: 4 unp-17

—a(uj kuge be du, gal? kupa Ti) — up(a"7! —1)

—x u(r) -u,(ga'-1.

Račun torej pove, da polinom (1), ki pripada cikličnemu pomiku, dobimo

tako, da pomnožimo polinom kodne besede z z (po modulu x" —1). Zato naj

bo V"|z] kolobar polinomov po modulu x" —1 s koeficienti iz Za. Spomnimo

se še, da je podmnožica 5 zdeal komutativnega kolobarja Z, če je zaprta za

seštevanje in za vsak r ec R in vsak s c S imamo rs € 8. Osnovna zveza

cikličnih kod z algebro je naslednji izrek.

Izrek 8. Koda C C V" je ciklična natanko tedaj, ko ustreza idealu v

V" z].

Dokaz. Naj bo C ciklična koda, ki smo jo predstavili kot podmnožico

v V"ix|. Ker je po definiciji C linearna, je izpolnjen prvi pogoj za ideal

— zaprtost seštevanja. Naj bo sedaj u(r) c C in w(x) e V"|r|. Pokazati

moramo, da je u(x) -u(x) € C. Zgoraj smo pokazali, da je z : u(r) ciklični
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pomik za u(1). Ker je koda C ciklična, je z :u(x) € C. Odtod s preprosto

indukcijo sledi, da je za vse z tudi x": u(x) c C. Ker je nadalje C linearna,

lahko sklepamo, da je u(1) :uw(x) € C, torej je C ideal.

Obratna implikacija sledi neposredno iz definicij. s

4. Primer

V tem razdelku bomo na konkretnem primeru ilustrirali večino koncep-

tov, ki smo jih vpeljali v članku. Najprej pa dokažimo naslednjo trditev, ki

nam da preprost recept, kako lahko konstruiramo linearne kode, ki popra-

vljajo eno napako.

Trditev 9. Naj bo H nadzorna matrika linearne kode C, v kateri noben

stolpec ni načeln 1n nobena dva stolpca nasta enaka. Tedaj koda C popravlja

eno napako.

Dokaz. Zaradi trditve 6 zadostuje dokazati, da je minimalna teža kode

C vsaj 3.

Po definiciji minimalne teže je ta vsaj 1. Ali je lahko 1? Tedaj obstaja

kodna beseda u < 00...10...0, ki ima na z-tem mestu enico, sicer pa same

ničle. H je nadzorna matrika, zato je Hu <— 0. Po drugi strani pa je Hu

enako 1-temu stolpcu matrike /, kar je protislovje.

Če dokažemo še, da minimalna teža kode ne more biti enaka 2, je trditev
dokazana. Recimo, da je u kodna beseda, ki ima na :-tem mestu in na j-tem

mestu enico, sicer pa same ničle. Tedaj je fu <— 0, po drugi strani pa je Hu

enako vsoti i-tega in j-tega stolpca v /7. Ta dva stolpca sta torej linearno

odvisna, kar je spet protislovje. s

Naj bo C (n,k,6) linearna koda, ki jo določa naslednja generatorska

matrika G:

1 0 0 1 1 0

G<[|0 1 0 1 0 1

O 0 1 1 1 1

Iz G preberemo n <— 6 in k — 3. Za u <— 000,001,010,011,100,101,110,111

nato po vrsti izračunamo u? G in dobimo vse kodne besede:

C <— 1000000,001111,010101,011010, 100110, 101001,110011,111100/.

Minimalna teža kode C"je enaka 3, zato je po trditvi 6 6(C) < 3. C je torej

(6, 3,3) koda in popravlja eno napako. ičoda C ni ciklična, saj na primer

ciklični pomik kodne besede 001111 ni kodna beseda. Nadzorna matrika

kode C je

1 1:1 1 0 0

H<|1 0 1 0 1 0

O 1 1 0 0 1

V]

bralec pa se naj sam prepriča, da je jedro matrike H enako kodi C.
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Poglejmo še, kako popravimo eno napako. Recimo, da je poslana kodna

beseda 100110 in da je je prišlo do napake v četrtem bitu. Prejeta beseda

je tako w < 100010. Sindrom je enak fiw <— 100, kar je vektor četrtega

stolpca matrike H. Pravilno smo torej ugotovili, da je do napake prišlo v

četrtem bitu.

5. Reed-Mullerjeva koda prvega reda (32,6,16)

Za konec si oglejmo kodo, ki jo je uporabljala vesoljska ladja Mariner 9

za prenos slik z Marsa na Zemljo.

Posneta slika Marsa je bila razdeljena na mrežo pik, posamezni piki pa

je bila določena stopnja sivine z enim izmed števil med 0 in 63. Te stopnje

so bile nato prenesene na Zemljo. Za prenos torej potrebujemo 64 <— 29

kodnih besed, zato je bila izbrana koda s k <— 6. Ker je 0 — 16, je izbrana

koda popravljala 7 napak. Dobimo jo takole:

Naj bo H' (nadzorna) matrika dimenzije 5 x 31, katere stolpci so vsa

dvojiška števila med 1 in 31. (Mimogrede, po trditvi 9 Z/' določa linearno

kodo, ki popravlja eno napako.) Pred matriko H' dodajmo stolpec s petimi

ničlami, spodaj pa dodajmo 32 enic. Tako smo dobili matriko G razsežnosti

6 x 32, ki predstavlja generatorsko matriko Reed-Mullerjeve kode prvega

reda (32,6,16). Da je n <— 32 in k < 6, je jasno, da pa dobimo 8 <— 16, lahko

preverimo z neposrednim, vendar zamudnim računom.

Gornjo Reed-Mullerjevo kodo smo zaradi omejitve dolžine članka opisali

ad hoc. Dejansko gre za celo družino kod, do katerih lahko pridemo na

različne načine. Standardna definicija teh kod je s pomočjo polinomskih

funkcij omejene stopnje, glej npr. [1], zelo zanimiv pa je tudi pristop prek

Hadamardovih matrik, [7].

Za konec se vprašajmo, zakaj sploh potrebujemo zapletene kode za po-

pravljanje napak. Za prenos 64 različnih informacij namreč zadostuje 6 bi-

tov, v gornji kodi pa uporabljamo 32 bitov. Uporabljamo torej

32/6 — 5.3-krat preveč bitov. Mnogo preprosteje bi bilo, če bi uporabljali

t.i. ponavljalno kodo z dvema besedama: 00000 in 11111. Drugače pove-

dano, vsak bit bi prenesli petkrat, torej bi prenesli približno isto število slik

kot z Reed-Mullerjevo kodo. Kodiranje je v tem primeru trivialno, ravno

tako pa dekodiranje: pet prejetih bitov dekodiramo v bit, ki se najavi vsaj

trikrat. |

Za odgovor na gornje vprašanje bomo poklicali na pomoč teorijo verje-

tnosti. Da bo obravnava lažja, naredimo naslednje predpostavke o kanalu,

po katerem prenašamo informacijo:

e verjetnost, da je 0 spremenjena v 1, je enaka verjetnosti, da je 1

spremenjena v 0; —

e ta verjetnost je enaka za vse bite in je manjša od 1/2;

e dogodki, da se spremenijo posamezni biti, so neodvisni.
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Kanal, ki zadošča tem predpostavkam, se imenuje dvojiški simetrični

kanal.

Naj bo torej p verjetnost, da je prišlo do napake pri prenosu enega bita,

in za konkreten primer izberimo p < 0.01. Najprej uporabimo ponavljalno

kodo s petimi biti. Tedaj smo pravilno dekodirali en bit v primeru, če ni

bilo napake, če je bila pri prenosu ena napaka ali če sta pri prenosu nastali

dve napaki. Zato je verjetnost, da smo pravilno dekodirali en bit enaka

(1—p)? £ 5p(1— p)" 4 10p"(1— p)?.

Verjetnost, da smo pravilno dekodirali eno piko slike, ki jo opišemo s šestimi

biti, je tako

(1 — p)? 4 5p(1— p)" 4 10p'(1 — p)"]?.
Za p <— 0.01 od tod izračunamo, da je verjetnost, da napačno dekodiramo

eno piko slike, enaka 6 : 107.

Če uporabljamo Reed-Mullerjevo kodo, tedaj bomo napačno dekodirali
eno piko slike, če je pri prenosu 32 bitov, ki zakodirajo to piko, prišlo do

več kot 7 napak. 'Torej je verjetnost napačnega dekodiranja enaka

32

>, (ea - p)',
i—8 Hi

kar za naš primer s p — 0.01 znese 8: 10719,

Reed-Mullerjeva koda sicer res potrebuje približno isto količino redun-

datne informacije, je pa zato 75000-krat zanesljivejša.

LITERATURA

1] E. F. Assmus, J. D. Key, Designs and their Codes, Cambridge University Press,

Cambridge, 1993.

N. L. Biggs, Discrete Mathematics, Clarendon Press, Oxford, 1989.

P. J. Cameron, Combinatorics: Topics, Technigues, Algorithms, Cambridge Univer-

sity Press, Cambridge, 1996.

[4] P. J. Cameron, J. H. van Lint, Designs, Graphs, Codes, and their Links, Cambridge

University Press, Cambridge, 1991.

[5] D. G. Hoffman, D. A. Leonard, C. C. Lindner, K. T. Phelps, C. A. Rodger, J. R. Wall,

Coding Theory, the Essentials, Marcer Dekker, New York, 1991.

[6] J. H. van Lint, Introduction to Coding Theory, Springer- Verlag, Berlin, 1982.

[7] J. H. van Lint in R. M. Wilson, A Course in Combinatorics, Cambridge University

Press, Cambridge, 1994.

[8] F. J. MacWilliams, N. J. A. Sloane, The Theory of Error- Correcting Codes, North

Holland, Amsterdam, 1977.

[9] C. J. Salwach, Codes that detect and correct errors, College Math. J. 19 (1988)

402—416.

[10] S. Silberman, Code warriors fought errors byte by byte, Wierd News na internetu,

http://www.wired.com/news/news/culture/story/5221.html.

CMS

106 Obzornik mat. fiz. 45 (1998) 4



KROMATIČNIH

4 KROMATIČEN

ALENKA LIPOVEC

Math. Subj. Class. (1991): 05C15

V članku predstavimo Hedetniemijevo domnevo [3| in njene ekvivalentne oblike.

Sledimo dokazu El-Zaharja in Sauerja |2|, ki domnevo potrdi za 4-kromatične grafe.

THE CHROMATIC NUMBER OF THE PRODUCT OF TWoO

4-OCHROMATIC GRAPHS IS 4

Hedetniemi's conjecture [3| and it's eguvalent forms are presented. 'The proof of

Zahar and Sauer |2|, which establishes the conjecture for 4-chromatic graphs, is given.

esiTU

1. Uvod

Problem, ki ga bomo obravnavali, je leta 1966 postavil Hedetniemi [3].

Nanaša se na barvanje produkta grafov. Kljub različnim poskusom je še

nerešen. Predstavili bomo rezultat, ki sta ga leta 1986 dokazala El-Zahar

in Sauer [2].

Vpeljimo najprej oznake in definicije, ki jih bomo potrebovali v nada-

ljevanju. Graf G je urejen par G < (V(G), E(G)), kjer je V(G) neprazna

množica točk, E(G) pa množica podmnožic V(G) z dvema ali enim elemen-

tom. Elemente E(G) imenujemo povezave. Povezavo fu,wvh bomo krajše

pisali kot uv, kjer sta u,v e V(G). Obravnavali bomo torej le neusmerjene

končne grafe brez večkratnih povezav, ki pa lahko imajo zanke. Polni graf

na n točkah bomo označevali s K,,, cikel na n točkah s C,, in pot na n točkah

s D,.

Preslikava f : V(G) — V(H) je homomorfizem grafa G v H, če ohranja

povezave, tj. povezava f(u)f(v) ec E(H), kadarkoli je povezava uv € E£(G).

Primer homomorfizma vidimo na sliki 1. Podobno lahko poljuben dvodelen

graf s homomorfizmom 'navijemo' na Ko.

1 2

sa

6 3 ih > $ b

NI
e cc

5 4

Slika 1. Preslikava f < 1(1,4),(2,5),(3,c), (4,5), (5,4), (6,5) je homomorfizem iz C6 na

Ps,
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Preslikava f : V(G) — 41,2,...,nj je n-barvanje grafa G. 'Točke

v zalogi vrednosti imenujemo tudi barve. Če f priredi sosednjim točkam

različne barve, govorimo o dobrem barvanju. Kromatično število x(G) grafa

G je najmanjše število barv, s katerimi lahko dobro pobarvamo graf G.

Če ima graf G zanke, definiramo x(G) < co. Relacijo < v tem primeru
razširimo na co na običajen način (za vsako naravno število n je n < oo).

Če je kromatično število grafa G manjše ali enako n, obstaja homomorfizem

f:G— K,,. Velja pa tudi

Trditev 1. Če obstaja homomorfizem grafa G v graf H, je x(G) < x(H).

Dokaz. Naj bo f homomorfizem G v H in b dobro x( H)-barvanje grafa

H. Potem je bo f dobro x(H)-barvanje grafa G, saj iz uv € E(G) sledi

Y(u)f(v) e E(H), od tod pa b(f(u)) £ b(f(v)). Torej za dobro barvanje

grafa G potrebujemo kvečjemu x(H) barv. m

Kategorični produkt grafov G x H je graf z množico točk V(G) x V (H)

in množico povezav

E(G x H) <4(a,z)(b,y) | abe E(G), zy ce E(H)I.

Grafa G in H imenujmo faktorja (glej sliko 5).

fi O

fa fs

Vzemimo vse možne preslikave f : V(G) — V(K,) in si jih predstav-

ljajmo kot točke novega grafa C,(G). Dve preslikavi f in g povežimo tedaj,

ko za vsako povezavo xy grafa G velja f(r) Z g(y) in f(y) s£ g(x). Dobljeni

graf imenujemo graf n-barvanj. Oglejmo si C2( K) in C5(K,). Ko je n <— 2,

imamo v C,(K,) le 4 točke:
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Za n < 3 pa dobimo že 9 točk:

fisWi,0),(2, 0], fa < 11,2),(2,2)], Ja <41,3), (2,3)/,

fasWl,i), (2,2), fs <1(1,1), (2,3 h fe <1(1,2), (2, 1)$,

Jr — 1(1 , 2) (2,3), Ja — 1(1,3 , (2,1) H Je — 1(1,3), 2,2)).

Definicija določa, da ima graf C,(G) zanke natanko pri tistih točkah

(funkcijah), ki predstavljajo dobra barvanja grafa G. Zato C,,(G) nima zank,

če je x(G) > n. Potrebovali bomo še naslednjo preprosto ugotovitev:

Trditev 2. Za vsako naravno število n je x(C,(G)) > n.

Dokaz. Vsa konstantna n-barvanja, ki jih je ravno n, sestavljajo poln

podgraf v C,(G). Torej za dobro barvanje C,(G) potrebujemo vsaj n barv,

2. Hedetniemijeva domneva

Kategorični produkt G x H lahko dobro pobarvamo z n barvami, če

znamo z n barvami pobarvati vsaj en faktor G ali H. Projekcija produkta

na prvo (drugo) komponento je homomorfizem grafa G x H v graf G (graf

H), torej je po trditvi 1

X(G x H) < min(x(G),x(H)):

Domneva 3. Za vse grafe G tn H je

x(G x H) < minix(G),x(H)i

oziroma za vse grafe Gr in H in za vse n > 0 velja,

če je x(G) > n in x(H) > n, potem je x(GxH)>n

Domnevo poznamo tudi pod imenom Lovasz-Hedetniemijeva domneva

(naprej Hedetniemijeva domneva ali samo domneva). Zapišemo jo v več

ekvivalentnih oblikah.

Domneva 4. Če je x(G) — x(H), potem je x(G x H) — x(G).

Pokažimo, da sta domnevi 3 in 4 ekvivalentni. Da iz domneve 3 sledi

4, je jasno. Za obrat pa naj bo x(G) < m in x(H) <— k ter m > k. V

tem primeru v G obstaja podgraf Gi, tako da je x(G;) < k. Za takšen

podgraf zaradi domneve 4 velja x(G x H) > x(Gi x H) < k. Ker je vedno

x(G x H) < min41x(G), x(H)], je s tem ekvivalenca obeh oblik preverjena.
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Zapišimo Hedetniemijevo domnevo še v jeziku grafa barvanj.

Domneva 5. Če je x(G) > n, potem je x(C,(G)) < n.

Dokažimo, da je domneva 3 ekvivalentna domnevi 5. Najprej predpo-

stavimo, da domneva, 3 ne velja, in pokažimo, da potem tudi domneva 5 ne

velja. Vzemimo torej, da sta G in H grafa, za katera velja x(G),x(H) > n

in x(G x H) < n. Označimo z f : V(Gx H) — 411,...,n]) dobro n-barvanje

produkta. Za vsako točko v e V(H) definirajmo n-barvanje f, grafa G z

fy(4) < f(2,v) (x e V(G)). Preslikavo f, imenujemo barvanje grafa G,

nducirano s točko v.

Pokažimo, da je preslikava 8 : V(H) — V(C,(G)), ki preslika točko vw

grafa H v preslikavo f,, homomorfizem. Vzemimo torej poljubno povezavo

uv € E(H) in pokažimo, da je povezava f,,f,, € E(C,(G)). Po definiciji

grafa barvanj mora za vsako povezavo xy € E(G) veljati f,(£) A f,(y)

oz. f(x,u) 7% f(y,v) za vsako povezavo uv € E(H) in vsako povezavo

xy € E(G). Z drugimi besedami: f(z,u) A f(y,v) za vsako povezavo

(z, u)(y,v) e E(G x H). To pa velja, saj je f dobro barvanje kategoričnega

produkta. Preslikava 0 zares ohranja povezave in je torej homomorfizem.

Ker je 6 homomorfizem, velja x(H) < x(C(H)). Ker pa je 6(H) C C,(G),

sledi x(C,(G)) > x(8(H)) > x(H) > n. Torej za graf G domneva 5 ne velja.

Dokažimo še nasprotno: recimo, da domneva 5 ne velja. Naj bo torej

G graf, za katerega je x(G) > n in x(C,(G)) > n. Ce vzamemo H <

— C,(G), je G x C,(G) protiprimer k domnevi 3. Dobro barvanje grafa

G x C,(G) z n barvami dobimo namreč tako, da vsak urejen par (z, f)
a da di

(z, f)(y,g) € E(G x C,,(G)) pobarvani z različno barvo. Po definiciji

kategoričnega produkta je namreč xy povezava v G in fg povezava v C,(G).

Veljati mora torej f(x) 7 g(y). S tem smo prišli v protislovje z domnevo 3,

saj smo G x C,(G) pobarvali z n barvami.

9 tem je ekvivalenca domnev 3 in 5 dokazana. Kasneje bomo pokazali,

da domneva 5 velja za n <— 3.

3. 4-kromatični grafi

Produkt 2-kromatičnih grafov je znova 2-kromatičen graf, saj se dvodel-

nost pri produktu ohranja. Tudi ekvivalentna trditev za 3-kromatične grafe

drži. Poglejmo produkt dveh 3-kromatičnih grafov G in H. Oba grafa vse-

bujeta lih cikel (drugače bi ju lahko pobarvali z dvema barvama). Naj G vse-

buje lih cikel s točkami v,,v2,..., v, in H lih cikel na točkah uj,us,..., um,

in naj bo n < m. Tudi v grafu G x H najdemo lih cikel

(vi, uj)(v2, u2) ... (vn, un)(vn-1, Uni)(vn, un2)(Vn-i; un-3) ... (vn, um).
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Dobimo ga tako, da potujemo po diagonali, nato cik-cak in nazaj do prve

točke. Ker gre za lihe cikle, se pot konča. Za dobro barvanje produkta

potrebujemo torej najmanj tri barve. V resnici zadoščajo tri, saj smo že

povedali, da je x(G x H) < min4x(G),x(H)]. Preveriti, da je produkt

d-kromatičnih grafov znova 4-kromatični graf, je precej težje. Eleganten

dokaz sta podala El-Zahar in Sauer leta 1985 v |2j. Opirala sta se na zapis

Hedetniemijeve domneve s pomočjo grafa barvanj. Pokazati moramo torej,

da je x(C5(G)) < 3 za poljuben 4-kromatičen graf G. Spomnimo se, da

so točke grafa C3(G) preslikave. Posebej nas bodo zanimale omejitve teh

preslikav na lihe cikle grafa G. Zato si bomo najprej natančneje ogledali

graf 3-barvanj lihega cikla.

3.1. Graf 3-barvanj lihega cikla

Naj bo f poljubna točka v C3(C,). Točko v; € C, imenujemo fiksna

točka za f, če v;., in v;,, dobita različni barvi, tj. f(v;.,) Z f(vis,). Naj

bo g poljubna soseda f v grafu C3(C,) in v; fiksna točka za f. Vrednosti

J(v;.;), g(wvi) in f(v;,1) morajo biti različne. Ker imamo na voljo le tri

barv«, točka v; vedno dobi isto barvo ne glede na g. Barva v; je torej z

izbiro f določena. Pravimo, da je f izho barvanje, če ima liho število fiksnih

točk. Podobno definiramo sodo barvanje.

Lema 6. Naj bo f e V(C3(C,)). Tedaj je število trojic zaporednih točk

Vi-1, Vi, Viji, ki dobijo tri različne barve z f, hho, če je f lho barvanje, in

sodo, če je f sodo barvanje.

Dokaz. Za konstantno preslikavo sta število trojic in število fiksnih točk

enaki 0. Predpostavimo lahko torej, da f ni konstantna preslikava. Raz-

delimo C,, v enobarvne intervale zaporednih točk. Prispevek k celotnemu

številu fiksnih točk iz enobarvnega intervala fu;,...,w;,,) (k > 1) je 2, ker

sta edini fiksni točki v tem intevalu v; in v;,;,. Interval ene same točke 4v;h

prispeva l tedaj, ko v;.,, v;, vza, dobijo tri različne barve. m

Lema 7. Dobro barvanje lhega (sodega) cikla z največ tremi barvami

je liho (sodo).

Dokaz. Vporabili bomo indukcijo po dolžini cikla. Dobro barvanje

trikotnika ima tri fiksne točke. Dobro barvanje kvadrata nima fiksnih točk

ali pa ima dve fiksni točki, odvisno od tega, ali za barvanje uporabimo dve

ali tri barve.

Naj bo f dobro barvanje C,, (n > 5). Če je za f vsaka točka fiksna,

je lema dokazana. Predpostavimo torej, da v,, ni fiksna točka za f. Poleg

tega naj bo f(v,.;) — f(w;) < 1 in f(w,) < 2. Če odstranimo v,, in

identificiramo v,,., in v,, dobimo cikel, ki ima (n — 2) povezav in je še vedno
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Slika 4. Število fiksnih točk se ni spremenilo.
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2
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dobro pobarvan z f. Preverimo lahko tudi, kot kaže slika 3, da se število fik-

snih točk zmanjša za 2, če je f(va) — f(v,,.2) — 3. Iz slike 4 pa je razvidno,

da se v drugih primerih število fiksnih točk ne spremeni.

Torej je f na C,, soda (liha), če je f na C,,.3 soda (liha). Indukcija

dokaže lemo. m

Lema 8. Naj bosta f; in fa povezani s povezavo v C3(C,). Tedaj sta

al obe lihi ali obe soda.

Dokaz. Graf C,, x K, vsebuje cikel z 2n povezavami, če je n lih, in dva

cikla dolžine n, če je n sod.

Označimo z aj,as točki K5 in definirajmo dobro barvanje C, x K, z

Hv;,a,) < fi(w;) in f(v;,a2) < fa(v;), za <1,...,n. Prvo navpično plast

pobarvamo torej tako, kot pravi f,, drugo pa tako, kot pravi fa. Dobili

smo dobro barvanje f. Na ciklu C,, je točka (v;,a,) povezana s točkama

(v;-1,42) in (v;,,, a). Ti dve pa sta glede na (v;, a;) pobarvani z drugačno

barvo, saj sta f; in f2 po predpostavki povezani v C3(C,,).
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Točka (v;, aj) je fiksna točka za f natanko tedaj, ko dobita njeni sosedi,

že omenjeni (v;.1,42) in (v;,i,a2), različni barvi. 'To pomeni, da mora biti

f(u;.,,a3) ZA f(v;,a,a2) oz. fa(v;-1) A Jalviga). Zato je točka v; fiksna za

fa. Podobno ugotovimo, da je točka (v;, a,) fiksna točka za f natanko tedaj,

ko je točka v; fiksna za f;. To dokazuje, da je število fiksnih točk za f; in

fa skupaj enako številu fiksnih točk za f. Po lemi 7 je le-to sodo, saj je f

dobro barvanje sodega cikla. s

Posledica tega je, da so vse funkcije v isti komponenti C3(C,) ali sode

ali lihe. Torej lahko govorimo o sodosti (lihosti) komponente C3(C,,).

Oglejmo si primer 3-barvanja C5 x C5 (glej sliko 5).

% Gelo plast pobarvamo z barvo 3.

Celo plast pobarvamo z barvo 2.

Celo plast pobarvamo z barvo 1.

Slika 5. Barvanje C3 x C5.

Barvanja grafa C5, ki jih inducira dano barvanje kategoričnega pro-

dukta, so vsa konstantna in so soda, saj so brez fiksnih točk. Barvanja grafa

C5, ki jih inducira dano barvanje kategoričnega produkta, pa so liha (gre za

dobra barvanja). Bolj splošno:

Irditev 9. Naj bosta C,, s točkami v,,...,v,, in C,, s točkami uj,

.., Um liha cikla. Tedaj je za vsako dobro 3-barvanje f grafa C, x Cm

inducirano barvanje f,, lhho, če je inducirano barvanje f,,,; sodo, 1n obratno.

Dokaz. Označimo z M; in N; število fiksnih točk glede na inducirani

barvanji f,, in f,, ($< 1,...,n; j < l,...,m). Vse preslikave J,, ležijo

v isti povezani komponenti C3(C,,). Velja namreč, da je f,,(£) A f,;,, (9)

za vsako povezavo xy € E(C,,), saj je f(v;,£) x f(v;41,y), ker je f dobro
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barvanje, (v;,4) in (v;,1,y) pa sta povezani. Po lemi 8 je M,; ali sodo ali

liho število. Enako velja za N;.

Da dokažemo, da je število 4; sodo (liho) natanko tedaj, ko je število

N; liho (sodo), je dovolj dokazati, da je število

n mn

a<nm-> M;- N;
i—l jel

sodo. Število nm je produkt lihih števil in zato liho. Če dokažemo, da je a

sodo, mora biti (>;;., M; - >,;-, N;) liho. To pa je možno le, če je število

i-i Mi liho in število >,;-, N; sodo ali obratno. Ce bi bili M;-ji in N;-ji

sodi (lihi), bi bila >;;.; M; soda (liha) in >,;-; N; soda (liha).

Da dokažemo sodost števila a, si oglejmo, kako so z f pobarvani kvadrati

v C, X Cm. Naj G;,;y označuje kvadrat s točkami (v;.,,u;), (v;,u;41),

(v;,i,u;) in (v;,uj;-1). Točka (v;,u;) je torej v sredini kvadrata 0; ;.

Ker f uporablja samo 3 barve, so možni le trije primeri:

1. f(v;-i,uj) Z (via, uj), tj. v; je fiksna za f,,,

2. f(vi,uj-1) A FUvi, ujga), tj. uj je fiksna za f,,,
3. f(v;-i,u;) — f(viga,u;) in f(v;,uj;-1) — f(v;,uj,a), tj. nobena točka

ni fiksna.

Točki v; in uj; ne moreta biti hkrati fiksni za J,, in f,,, ker bi v tem

primeru potrebovali 4 barve.

Število a dobimo, če od vseh točk odštejemo fiksne v; in fiksne u;.

Število a je torej enako številu kvadratov, v katerih drži tretji primer, tj.

f(vi-i,u;) < f(vija,u;) in f(wi,u;-1) — J(vi,uj;4i). To pa velja natanko

tedaj, ko so točke ();; pobarvane z dvema barvama. Dokaz bomo končali

tako, da bomo dokazali, da je število 2-barvanj kvadratov sodo.

Usmerimo povezave v C, x C, tako, da gredo puščice od barve 1 k

barvi 2, od barve 2 k barvi 3 in od barve 3 k barvi 1, kot kaže slika 6.

2 2 2

Slika 6. Nasprotne povezave so enako usmerjene, če je kvadrat dobro pobarvan s tremi

barvami.
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Če preverimo vse možnosti, vidimo, da imajo nasprotne povezave v ); ;

enako orientacijo, kadarkoli barvamo s tremi barvami oz. kadar veljata prvi

dve možnosti. Ker pa ();; dobi le dve barvi, imajo nasprotne povezave

različno orlentacijo.

Oglejmo si zaporedje kvadratov

Oaa, O3,3, CDaa,..., Di, Diga,ja,..., Gaja.

Če je n — m < 5, gre za zaporedje 0,4, O33, Oaa, O5,5, Oli, O2aa. V
primeru n < 3, m < 5 dobimo zaporedje (),2, ()53, Gi4, 2,5, D3j1, Gi,
O2,3, O3a, 01,5, aja, O3,2, Ci,3, O2,4, 3,5, Gli, C)2,2. Zadnje zaporedje si
lahko ogledamo tudi na sliki 7. Uokvirjene so kopije produkta C; x C;5, ki

so narisane zaradi boljše preglednosti, v resnici vse povezave potekajo v eni

sami kopiji.

Slika 7. Zaporedje kvadratov za primer n — 3, m — 5.

Poljubna dva zaporedna kvadrata imata skupno povezavo. Število kva-
dratov v tem zaporedju, ki so pobarvani z dvema barvama, je enako številu

obratov orientacije skupne povezave. Le-to pa je sodo, saj je zadnja skupna

povezava enaka prvi.

Množico vseh kvadratov se da razdeliti v k disjunktnih zaporedij zgornje

oblike. V primeru n < m <— 5 dobimo pet zaporedij, ki ustrezajo začetnim
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kvadratom (32, 021,0 3,1, G4i in OGs5ji. V primeru n < 3, m < 5 pa

zgoraj omenjeno zaporedje pobere vse kvadrate. V splošnem ugotovimo,

da dobimo k < D(m, n) disjunktnih zaporedij. Ker je v vsakem zaporedju

sodo število kvadratov pobarvanih z dvema barvama, je s tem dokazano, da

je skupno število vseh kvadratov, ki so pobarvanih z dvema barvama, sodo.

To pa smo želeli. m

4. Graf 3-barvanj 4-kromatičnega grafa

V tem razdelku bomo dokazali, da je x(C3(G)) — 3 za vsak 4-kromatičen

graf G. V ta namen si bomo ogledali omejitev barvanja f c V(C3(G)) na

lihe cikle v grafu G. Lihi cikli v tem grafu gotovo obstajajo, saj bi bil sicer

G dvodelen graf. Do sedaj še niso našli primera 4-kromatičnega grafa G in

barvanja f e V(C3(G)), katerega omejitev na poljuben lih cikel v G' bi bila

liha. Kaže, da takšno barvanje ne obstaja. Če pa bi obstajalo, bi šlo za
izolirano točko C3(G), tako vsaj pravi:

Lema 10. Naj bo G 4-kromatičen graf. Recimo, da obstaja barvanje

f ec V(C3(G)), katerega omejitev na poljuben lih cikel v G je hha. Tedaj je

f izolirana točka v grafu C3(G).

Dokaz. Recimo, da obstaja povezava fg € E(C3(G)). Definirajmo pod-

množico točk v G z izrazom

X —<ize V(G)| dye V(G), daje zy e E(G) in f(r) < f(y)].

Trdimo, da ima podgraf G, induciran z X, imenujmo ga G(X), kro-

matično število najmanj 3. Ker v C3(G) ni zank, obstaja takšna povezava

xy € £(G), daje f(z) <— f(y). Torej množica X ni prazna. Ker pa z in y

lahko zamenjata vlogi, je 41,yh C X. Kot inducirani podgraf G(X) vsebuje

vsaj povezavo zy. Zato je x(G(X)) > 2.

Recimo, da je G(X) dvodelen in naj bo X <— X; U X, delitev v dva

barvna razreda. Tedaj lahko definiramo dobro 3-barvanje h na grafu G na

naslednji način:

—IHv); za ve V(G) — X;j,

h(w) — phai za v € XI
Pokažimo, da je h dobro barvanje. Vzemimo povezavo vw ce E(G). Točka v

je vedno v V(G)— X; in w € X; ali obratno. Ker paje fg povezava v C3(G),

mora biti f(v) £ g(w). S tem smo prišli do protislovja, saj je x(G) < 4.

Torej je x(G(X)) > 3 in zato G(X) vsebuje lih cikel, ki ga označimo s C.

Ker je f na C liha, obstaja po lemi 6 trojica zaporednih točk v;,vs, vz na

C, ki dobijo tri različne barve. Postavimo lahko kar f(v;) < 2. Ker je fg

povezava v C3(G), mora biti g(va) < 2. Ker je va e V(C) € G(X), mora po

definiciji množice X obstajati takšna točka u ec V(G), ki je povezana z va,
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daje f(u) < f(v>) < 2. Iz tega sledi, daje f(u) — g(w,), kar je v protislovju

s povezanostjo f in g v C3(G). m

Lema 11. Naj bo x(G) — 4 tn C,, lih cikel v G. Tedaj je vsaka soda

komponenta v C3(C,) največ 3-kromatična.

Dokaz. Naj bo T soda komponenta v C3(C,). Predpostavimo, da

obstaja povezan podgraf H v T, ki je 4-kromatičen. Definirajmo 3-barvanje

p grafa C, x H s p(v,h) < h(v). Preslikava p je dobro barvanje C, x H,

ker iz povezanosti točk (v,h) in (w,g) v C, x H sledi h(v) ZA g(w). Velja

namreč, da je povezava vw € 5(C,) in povezava hg € E(C5(G)). Poleg tega

je za vsak h e V(H) inducirano barvanje g,(v) < plv,h) < hiv). Torej je

vp < h € V(T) in zato sodo.

Po trditvi 9 pa mora biti vsako inducirano barvanje $, liho na vsakem

lihem ciklu v H. Če je povezava vv' c E(C,) in povezava hg c E(H),
tedaj mora biti h(v) z£ g(w') oz. p,(h) € p,'(g), kar pomeni, da je povezava

popo E C3(H). Inducirani barvanji p, in $,: sta torej povezani v C3(17),

kadarkoli sta v in v' povezani v C,. Ker sta poleg tega v, in s, lihi na

vsakem lihem ciklu, smo prišli do protislovja z lemo 10. s

Izrek 12. Graf 3-barvanj Ca(G) je 3-kromatičen za vsak 4-kromatičen

graj G.

Dokaz. Naj bo H povezan, 4-kromatičen podgraf v C3(G) in h, točka

v H. Iz leme 10 sledi, da mora obstajati takšen lih cikel C v G, da je na

njem omejitev h; soda. Definirajmo preslikavo gu : V(H) — V(C3(C)), ki

preslika vsako barvanje h e V(H) v njegovo omejitev na C. Očitno je, da je

u homomorfizem, saj ohranja povezave. Torej slika H v sodo komponento

T C C3(C). Ta komponenta nima zank, ker ne vsebuje dobrih barvanj C.

Torej je x(T) > x(H) <— 4, kar je v protislovju z lemo 11.

> tem je dokazana Hedetniemijeva domneva za n — 4.

Za potrditev domneve za n < 4 je bilo treba približno dvajset let.

Dokaz je nadvse eleganten in domiseln. Kaže pa, da se ga ne da preprosto

posplošiti na višje kromatične grafe. Hedetniemijeva domneva bo verjetno še

nekaj časa ostala eden izmed najbolj zanimivih problemov v teoriji barvanja

grafovskih produktov.
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KUBIČNI GRAFI

TOMAŽ PISANSKI

Math. Subj. Class. (1991): 05-01, 05C75

Obravnavamo nekaj lastnosti trivalentnih grafov.

CUBIC GRAPHS

Some properties of cubic graphs are considered.

Regularni in kubični grafi

Kubična grafi — pravimo jim tudi trzvalentma grafi — imajo v teoriji grafov

posebno vlogo. Ravno dovolj komplicirani so, da niso trivialni. Po drugi

strani pa niso tako komplicirani, da jih ne bi mogli pregledno narisati. Od

bralca pričakujemo, da je seznanjen z najnujnejšimi pojmi teorije grafov, ki

jih na tem mestu ne bomo vseh ponavljali. Bralec si lahko osveži poznavanje

grafov npr. v [1,2,4,5], pa tudi v Obzorniku bo našel več prispevkov na to

temo.

Spomnimo se, da je graf regularen, če iz vsakega vozlišča (včasih rečemo

tudi točke) izhaja enako število, recimo k, (pol)povezav. Takrat pravimo,

da je graf k-regularen ali k-valenten. Za vrednosti k <— 0,1,2 ne dobimo kaj

prida zanimivih grafov.

Pri k < 0 dobimo prazen graf Z, na n vozliščih. 'To je ravno komplement

polnega grafa K,. Pri k < 1 dobimo unijo n povezav: graf nK, na 2n
Eaz nes

vozliščih. 'To je ravno komplement t.i. grafa koktejl. Na koktejl pride n

zakonskih parov. Vsak se pogovarja z vsakim udeležencem zabave razen s

svojim zakonskim partnerjem. Pri k < 2 dobimo unijo ciklov, pri čemer so

lahko dolžine ciklov poljubne.

Pri k <— 0 je edini povezan graf F; <— Kj, pri k < 1 je to Ko, pri

k — 2 je neskončno mnogo povezanih ciklov C,, ki jih je še vedno preprosto

razumeti. Prvi resnično netrivialni primer, ko ni več pregleda nad dobljeno

družino grafov, dobimo pri k <— 3. To pa so kubični grafi. Odslej se bomo

omejili na povezane grafe.

Ni se težko prepričati o veljavnosti naslednje trditve.

Trditev 1. Vsak kubični graf ima sodo mnogo vozlišč.

Majhni kubični grafi

Najmanjša kubična grafa sta t.i. graf theta in lisice. Oba imata dve

vozlišči. Medtem ko ima graf theta tri vzporedne povezave — tako kot grška

črka 0, imajo lisice na vsako vozlišče grafa K, nataknjeno še eno zanko,

zato po obliki spominjajo na lisice. V nadaljevnaju se bomo omejili na

enostavne grafe. Pri kubičnih grafih je to pogosto smiselno, saj lahko vse

neenostavne kubične grafe s preprostimi transformacijami prevedemo na
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enostavne. Izbira transformacij je običajno odvisna od problema, ki ga

rešujemo.

Torej, (enostavni, povezani) kubični grafi si sledijo takole:

Pri n < 4 obstaja en sam: K,, polni graf na štirih vozliščih.

Pri n < 6 imamo dva neizomorina primerka. Prvi je graf tristrane

prizme Il3, drugi pa je Mobrusova lestev M5, ki ga poznamo pod imenom

polni dvodelni graf K3 3. Oba lahko posplošimo. V prvem primeru dobimo

grafe prizm IL, z 2n vozlišči. V drugem primeru pa je to Mobrusova lestvica

M,, ki jo dobimo iz cikla C,, tako, da dodamo glavne diagonale.

Pri n < 8 imamo že več možnosti: Poleg "4, in IM, dobimo še tri grate.

Mimogrede, graf štiristrane prizme II, je bolj poznan kot graf trirazsežne

kocke ()5.

Pri n < 10 imamo že 19 neizomorfnih enostavnih in povezanih kubičnih

grafov.

Snarki

Kubični grafi so najbrž prvič zasloveli ob prvih poskusih reševanja

problema štirih barv z njimi. lzrek štirih barv je namreč ekvivalenten

naslednji trditvi:

Izrek 2. Vsak ravninska kubični graf brez mostov je mogoče obarvati po

povezavah s tremi barvami.

Preden nadaljujemo, si osvežimo pojme, ki nastopajo zgoraj. Graf

je ravninski (ali planaren), če ga lahko narišemo v ravnini brez dodatnih

presečišč povezav. Graf barvamo po povezavah tako, da povezavi, obarvani

z isto barvo, nimata skupnega vozlišča. Most ali prerezna povezava je

taka povezava v grafu, ki ohranja povezanost; če jo odstranimo, se število

povezanih delov grafa poveča.

oprva so domnevali, da je zgornja trditev trivialna, saj so menili, da

velja celo za vse kubične grafe brez mostov. Na sliki 1 vidimo, da trditev

ne velja za ravninske grafe z mostom.
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Protiprimer za posplošitev zgornje trditve, ki je bil hkrati tudi neslavni

konec veljavnosti ,,dokaza" izreka štirih barv iz prejšnjega stoletja, je znani

Petersenov graf na sliki 2.

Slika 2. Petersenov graf.

Pri proučevanju barvanja povezav kubičnih grafov se je izkazala trdi-

tev, ki je znana pod imenom parnostna lema. Z njo je mogoče dokazati več

pomembnih izrekov na tem področju. Preden jo predstavimo, se spomnimo

na pojem prereza grafa. V grafu G z množico vozlišč V določa vsaka pod-

množica U množice V prerez. Naj W označuje komplement: W <V -U.

Naj bo E(U, W) oznaka za množico povezav grafa G, ki imajo eno krajišče

v U, drugo pa v W. To so ravno povezava prereza, določenega z U,

Lema 3. Naj bo G poljuben kubični graf s triobarvanimi povezavami

m U poljuben prerez v njem. Naj bodo k;,ks tn k3 števila povezav prereza

EU, W), ki so obarvane s prvo, drugo oz. tretjo barvo. Tedaj so bodisi vsa

tri števila soda bodisi liha.

Ker lema ni preveč težka, jo bomo tu dokazali. Kot kaže, jo je prvi

uporabil pri svojem delu hrvaški matematik Danilo Blanuša leta 1946.

Dokaz. Dokazali bomo še več, kot trdi parnostna lema. Kubični graf

ima sodo mnogo vozlišč. Zato bosta v prerezu množici U in W nujno bodisi

obe vsebovali liho mnogo elementov bodisi sodo mnogo elementov. Dokazali

bomo, da se sodost-lihost prereza ujema s sodostjo-lihostjo barv prereza.

Izberimo si poljubno barvo c. 'Takole sklepamo: vse povezave, obarvane

z barvo c, razdelimo na tri skupine: na tiste iz U, tiste iz W in tiste iz

E(U, W). Množica točk U pa razpade na dve množici: U; in U;. V U, so

krajišča povezav iz U, obarvanih s c, v U, so krajišča povezav iz E(U, W),

obarvanih s c, ki niso v W. Zdaj je konec dokaza: Uh; ima sodo mnogo
da dd

takšna, kakršna je parnost množice U. Ker je v U5 ravno toliko povezav,
kolikor jih je v E(U, W) obarvanih s c, je torej tudi parnost te barve enaka
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pom

parnosti množice U. Ker sklep velja pri isti množici U za vse tri barve, je

lema dokazana. 8

Parnostna lema nam pomaga razumeti pomen mostov pri barvanju

povezav kubičnih grafov.

Posledica 4. Kubični graf z mostom ni povezavno 3-obarvljiv.

Petersenov graf je prvi v serlji t.i. snarkov. Ko so iskali druge kubične

grafe, ki niso po povezavah 3-obarvljivi, so hitro našli načine, ki so iz znanega

posebneža generirali novega, večjega. Preprosta metoda je denimo priseka-

nje vozlišča. Vozlišče kubičnega grafa prisekarno tako, da ga odstranimo, na

viseče povezave pa napnemo nov trikotnik. Za ilustracijo si oglejmo le en

zgled. Ce bi prisekali eno vozlišče kubičnega grafa K,, to je ravno graf tetra-

edera, tristrane piramide, bi dobili graf tristrane prizme ll; < C5 x Ko. Pri

tem smo z oznako G x H označili kartezični produkt grafov G in H. Spet ni

težko videti, da grafov, ki jih dobimo iz Petersenovega grata z zaporedjem

prisekanih vozlišč, ni mogoče obarvati po povezavah s tremi barvami.

Druga podobna operacija je povezavna vsota grafov. Recept je takšen:

vzemi dva kubična grafa G in H. V vsakem od njiju izberi povezavo in jo

razreži na dve polovici. Stiri dobljene polpovezave poveži skupaj v nov graf.

Na ta način bi iz Petersenovega grafa in grafa K, dobili nov kubični graf na

sliki 3.

Slika 3. Povezana vsota Petersenovega grafa in K,. Graf ni po povezavah tri-obarvljiv.

Zdaj s parnostno lemo zlahka pokažemo, da lahko iz povezavne 3-obar-

vljivosti sestavljenega grafa sklepamo na povezavno 3-obarvljivost obeh de-

lov. SŠnarki so nekakšni pragrafi, ki niso povezavno 3-obarvljivi in jih ne

moremo reducirati na preprostejše grafe s to lastnostjo.

Posledica 5. Povezana vsota dveh kubičnih grafov, od katerih vsaj eden

m povezavno š-obarvljiv, ni povezavno 3-obarvljiva.

Dokaz. Recimo, da je povezana vsota obeh grafov 3-obarvljiva. Pove-

zana vsota ima prerez, ki je sestavljen iz dveh novih povezav. Po parnostni
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lemi morata biti obe obarvani z isto barvo. To pa je mogoče le pri pogoju,

da sta tudi oba dela povezavno 3-obarvljiva. s

V literaturi obstaja več neekvivalentnih definicij snarkov. Običajno je

snark povezan kubični graf, ki ima dolžino najkrajšega cikla vsaj 5 in ga

ne moremo prerezati prek treh povezav, tako da bi v vsakem dobljenem

kosu imeli cikel, in ni povezavno 3-obarvljiv. Zanimivo je, da je poleg

Petersenovega grafa našel naslednji najmanjši snark že omenjeni Danilo

Blanuša. Pravzaprav je našel dva neizomorfna snarka na 18 vozliščih.

Ogledamo si ju lahko na sliki 4. Več o snarkih pa je mogoče prebrati na

primer v [3|.

4

Slika 4. Snarka, ki ju je odkril Danilo Blanuša.
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POPRAVEK

V članku O konstrukcijah z ravnilom tn šestilom, ki je izšel v prejšnji

številki Obzornika, je prišlo do neljube pomote. Zadnji izrek v članku, ki

pove, katere pravilne n-kotnike lahko konstruiramo le s šestilom in ravnilom,

ne drži v obe smeri. Izrek 4 se pravilno glasi takole.

Izrek 4. Pravilni n-kotnak lahko narišemo le s šestilom in ravnilom

natanko tedaj, ko velja naslednje: Vsak liha praštevilski delitelj p števila n je

oblike 2" --1, kjer je s nenegativno število. Hkrati število p? ne sme deliti

števila n.

Marjan Jerman
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Pot do enačbe za hitrosti zvoka sodi med zanimivejše zgodbe v zgodovini fizike. Iz

akustike se je vprašanje preselilo v termodinamiko in zajelo specifični toploti in adiabatne

spremembe plina. Pri tem je mogoče zasledovati medsebojni vpliv merjenj in teoretičnih

zamisli.

THE VELOCITY OF SOUND

The way to the formula for the velocity of sound represents a rather interesting story

in the history of physics. From acoustics the guestion shifted to thermodynamics where

it touched upon the specific heats of gases and adiabatic changes of state. [hereby the

interplay of measurements and theoretical ideas can be traced.

Zvok

.. Newtonovi Principi so na glasu kot ena od najpomembnejših knjig.

Cetudi jih kdo ne ceni tako visoko, mora priznati, da vsebujejo zasnovo

vse klasične mehanike, ne da bi pred njimi obstajalo kaj več kot posamezni

drobci. Ce se ne oziramo na načelne pomanjkljivosti, ki so na začetku

vsake teorije neogibne, je bilo treba preklicati zelo malo trditev. Ena od

najpomembnejših je izpeljava hitrosti zvoka.

V prvi izdaji leta 1687 je Newton po dokaj dolgi in zapleteni poti

prvi izpeljal hitrost zvoka kot kvadratni koren iz ,prožnosti", deljene z

gostoto. Prožnost je današnja stisljivost p(dp/dp), tako da je hitrost zvoka

(dp/dp)W?. Z Boylovim zakonom p cx p je sledilo

en < (p/p)M?. (1)

Z gostoto 1,15 kg/m? je pri navadnem zračnem tlaku 10? N/m? Newton

izračunal hitrost 295 m/s. 'To je primerjal s podatki od Robervalovih

183 m/s iz leta 1644 do Mersennovih 449 m/s iz leta 1636 (Mersenne je

istega leta navedel še 316 m/s). Newton je sam izmeril 280 m/s do 331 m/s.

Tako se je zdelo, da se račun zadovoljivo ujema z merjenjem.

Leta 1666 je firenška akademija objavila za hitrost zvoka 350 m/s. Top,

ki je ustrelil, so opazovali iz razdalje poldrugega kilometra in izmerili časovni

razmik med bliskom in pokom. Francis Bacon je že leta 1627 predlagal, da

bi mož na stolpu prižgal svetilko in hkrati zazvonil, oddaljeni opazovalec pa

bi izmeril zakasnitev zvoka za bliskom. Mersenne in Newton sta merila tudi

tako, da sta določila razdaljo od zidu, pri kateri je odmev za sekundo zaostal

za krikom. Pozneje so se vsi oprijeli firenškega načina. Vsa ta merjenja so

izvedli, ne da bi se ozirali na veter, tlak, temperaturo in vlažnost.

Leta 1708 sta člana londonske Kraljeve družbe John Flamsteed in Ed-

mund Halley namerila za hitrost zvoka 348 m/s. Pet let pozneje je v drugi
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izdaji Principov Newton priznal, da je z novo gostoto zraka izračunana hi-

trost 298 m/s premajhna. Odstopanje je pojasnil z dodatnima privzetkoma.

Zrak naj bi sestavljali delci s premerom, ki bi meril desetino povprečne raz-

dalje med sosednjima delcema. Hitrost naj bi se povečala za 11 %, če bi

med delci zvok potoval s hitrostjo (1), po delcih pa z veliko večjo hitrostjo.

K povečanju hitrosti zvoka naj bi prispevala še vodna para in druge primesi,

zaradi katerih bi se gostota zmanjšala še za 10 %. 'Tako je dosegel, da je

račun dal Flamsteedovo in Halleyevo hitrost [1].

Drugi fiziki Newtonovega pojasnila niso sprejeli, vendar niso mogli

ponuditi boljšega. Leonard Euler je leta 1727 upošteval popravek, ki je

dal za hitrost zvoka 326 do 372 m/s. Leta 1759 ga je nadomestil z drugim

in dobil 272 m/s ter ob tem priznal: ,, Vemo, da prepotuje zvok v sekundi

335 m, in še nihče ni odkril razloga za ta presežek nad teorijo." |2; Istega

leta je Joseph Louis Lagrange izpeljal hitrost (1), ne da bi posebej privzel,

da deli zraka sinusno nihajo, in razočarano pripomnil, da , ne bi smeli biti

presenečeni, da se teorija malo razlikuje od poskusa, ker vemo, da dovolj

zapleteni poskusi ne morejo dati preprostih podatkov brez zunanjih pogojev,

kakršne zahteva čista analiza."

Toplota

Na drugi strani je že leta 1755 William Cullen raziskoval hlajenje ob

izhlapevanju tako, da je bučko natančnega termometra, kakršni so tedaj

prihajali v rabo, ovil z vlažno krpico. Postal je pozoren na pojav, da

se je plin ohladil tudi, ko ga je razpel. Pri poskusih s termometrom v

posodi zračne stiskalke je opazil, da se je temperatura zvišala, ko je povečal

tlak, in znižala, ko je tlak zmanjšal. Znižanje temperature je povezal z

izhlapevanjem vode v okolici in zvišanje pripisal uporu ob stiskanju zraka.

V naslednjih desetletjih so posamezniki razpravljali o pojavu, a se niso lotili

merjenj [2|.

Prvi je sistematično meril John Dalton v letih 1802 in 1803. Med dru-

gim pa je trdil, da toplotna kapaciteta določene prostornine zraka narašča s

pojemajočim tlakom in za vakuum naraste čez vsako mejo. 5 tem je usmeril

pozornost k specifični toploti plinov. Večina raziskovalcev je sprejela nje-

gove zamisli z izjemo neomejene specitične toplote vakuuma. Le Joseph-

Louis Gay-Lussac se jo je leta 1807 namenil raziskati. Občutljiv termome-

ter je obesil na vrh dolge cevi živosrebrnega barometra. Temperatura se ni

spremenila, ko je nenadoma zmanjšal prostornino dela cevi nad živim sre-

brom. Potem je delal poskuse z dvodelno toplotno izolirano posodo. Iz dela

je zrak izsesal in ga stisnil v drugi del, nato pa dopustil, da se je iz drugega

dela razširil v prvega. Na koncu je bila vedno temperatura zraka enaka kot

na začetku. 5 tem drugim Gay-Lussacovim poskusom so pozneje utemeljili

posebnost idealnih plinov, da notranja energija ni odvisna od tlaka in pro-

stornine.
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Pierre Simon de Laplace je prvi domneval, da se zrak v zgoščini segreje

in v razredčini ohladi. Za ta primer ni mogoče uporabiti Boylovega zakona,

ki velja pri konstantni temperaturi. Privzel je, da si v zvoku spremembe

sledijo tako hitro, da toplota ne utegne preiti iz zgoščin v razredčine [3|.

Sklep je obveljal, ne pa privzetek. Enačbe za adiabatno spremembo namreč

tem bolje veljajo, čim nižja je irekvenca. Vendar v običajnih tekočinah to

območje sega do frekvence več gigahertzev |4l.

Laplace je leta 1802 mlajšemu sodelavcu Jeanu Baptistu Biotu naročil,

naj razišče ,, morebitni vpliv temperaturnih sprememb, ki spremljajo razte-

zanje in zgoščanje zraka, na hitrost zvoka". Biot je vzel za hitrost zvoka

((p 4 p')/p]W?, češ da tlak dodatno naraste za p' zaradi povišanja tempera-
ture. S podatki, ki jih je prej — pri prvem poskusu — dobil Gay-Lussac za

odvisnost prostornine plina od temperature pri konstantnem tlaku, je Biot

ocenil, da se mora temperatura povišati za 86 stopinj, če naj bi dosegla hi-

trost izmerjeno vrednost."

Simeon Denis Poisson je leta 1807 izračunal, da se temperatura dvi-

gne za 1 stopinjo, ko se adiabatno izoliranemu plinu prostornina zmanjša za

1/116 začetne vrednosti. Ta rezultata so sprejeli." Z Laplaceovim korakom

se je vprašanje hitrosti zvoka preselilo v termodinamiko in povezalo z adi-

abatnimi spremembami plina. Biotovo in Poissonovo računanje kažeta, da

jih tedaj še niso obvladali.

Specifično toploto zraka sta prva merila Laplace in Antoine Lavolsier

leta 1783. V lednem kalorimetru sta spustila določeno maso zraka po cevi

v obliki vijačnice ter izmerila maso staljenega ledu in znižanje temperature

zraka. Dobila sta 1,4 J/gK. Pet let pozneje je Adair Crawford meril z dvema

enakima posodicama i iz medenine, od katerih je iz ene izsesal zrak. Posodici
je enako segrel, ju dal v enaki posodi z vodo in izmeril zvišanje temperature
vode. Tako je dobil kar 7,5 J/gK. Pri tem so spregledali, da prvi podatek

zadeva konstantni tlak, a drugi konstantno prostornino. Danes navedemo

za prvega 1,0 J/gK in za drugega 0,72 J/gK.

Leta 1811 je pariška akademija znanosti razpisala nagradno nalogo:

, Določi specifično toploto plinov, predvsem kisika, dušika in nekaterih spo-

jin, s tem, da jo primerjaš s specifično toploto vode." Vprašanje ni bilo po-

vezano s hitrostjo zvoka, ampak je izhajalo iz zanimanja za toploto, ki se

sprosti pri kemijskih reakcijah, za parne stroje in absolutno ničlo. Za prispe-

vek iz leta 1813 sta dobila nagrado F. Delaroche in J. HE. Berard. Odklonila

sta Crawfordov način merjenja, češ da ne dopušča plinu, da bi se razširil ali

To je bilo veliko preveč. Amplituda spremembe temperature (87')o <— [(x — 1)/x] -

(F/p)8p)o < (8p)o/pep V zraku doseže pri zvoku z največjo jakostjo, ki jo prenese

uho, 0,023 K, v zvoku, ki ga komaj še slišimo, pa milijonkrat manj. (0p)o je amplituda

spremembe tlaka in x < cp/cy < 1,4.

? Iz zveze TV"7'< konst. dobimo -dV/V — — dI/T(x — 1). V zraku se temperatura
poviša od 273 K na 274 K, ko se zmanjša prostornina za 1/273-0,4 < 1/109,2 začetne

vrednosti.
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skrčil. 'To kaže, da sta slutila razliko med specifičnima toplotama pri kon-

stantnem tlaku in pri konstantni prostornini in da se jima druga ni zdela

pomembna. Zrak sta segrela in izmerila, za koliko stopinj se je ohladil, ko je

tekel skozi kalorimeter. Pri konstantnem tlaku sta dobila specifično toploto

1,1 J/gK. Zmedo sta povzročila, ko sta po Daltonovem zgledu zagotovila, da

je specifična toplota zraka odvisna od tlaka. Merjenje naj bi dalo pri 1,36-

kratnem navadnem zračnem tlaku 1,24-krat večjo specifično toploto. Poleg

tega sta s Poissonovim podatkom za absolutno ničlo izračunala —318"C.

Prispevek sta poslala tudi Nicolas Clement in Charles Desormes, a njuno

delo so objavili šele leta 1819. Stekleno posodo z zrakom sta povezala z

vodnim manometrom in v njej malo znižala tlak. Nato sta za kratek čas

odprla ventil, da se je tlak v posodi izenačil z zunanjim tlakom, in izmerila

povišani tlak, ko se je izravnala temperatura. Leta 1822 sta Gay-Lussac

in J. J. Welter za razmerje specifičnih toplot pri konstantnem tlaku in pri

konstantni prostornini za zrak dobila 1,37. Najbrž sta merila tako kot

Clement in Desormes, čeprav tega nista navedla.

Zaradi novih podatkov se je Laplace vrnil k vprašanju o hitrosti zvoka.

Pri tem se je oprl na merjenja Delarochea in Berarda. Tedaj je prevladovalo

mnenje, da se toplota ohrani. Imeli so jo za kalorik, to je snov z nemerljivo

majhno gostoto, ali za gibanje molekul. Pri poskusih s kalorimetrom se je

oboje enako obneslo in Laplace in Lavoisier se glede tega nista opredelila.

Pri zvoku pa je Laplace poskušal sestaviti mikroskopsko sliko s kalorikom.

Kot Newton je tlak plina na steno posode pojasnil z odbojnimi silami med

molekulami.

Zagovornikom kalorika adiabatnih sprememb ni bilo lahko pojasniti, saj

se je plin segrel, se pravi, da se je v njem sprostil kalorik, ko so ga stisnili.

Od kod izvira sproščeni kalorik? (Odkod izvira kalorik, ki se sprosti pri

trenju? Pri trenju naj bi sila med dotikajočima se telesoma iztisnila iz njiju

nekaj kalorika. Podobno naj bi bilo pri hitrem stiskanju plina. Povprečna

razdalja med molekulami se zmanjša in zato se sprosti nekaj kalorika, ki je

sicer vezan na prostor med molekulami.

Laplace je spočetka privzel, da je količina vezanega ali ,latentnega"

kalorika v plina pri določeni temperaturi sorazmerna s prostornino. Ko

plin stisnemo na polovično prostornino, se gostota molekul v plasteh ob

steni podvoji in se tlak podvoji, če se odbojna sila med molekulami ne

spremeni. Ob tem ostane vezana samo polovica kalorika, druga polovica

pa se sprosti. Kmalu se je popravil: gostota molekul v plasteh ob steni ni

sorazmerna s spremembo prostornine, ampak s to spremembo na potenco

2/3. Ko plin stisnemo na polovico prostornine, se sprosti manj kot polovica

kalorika, del kalorika, ki ostane vezan, pa povzroči povečanje odbojne sile

med molekulami, ,,kar se ujema s poskusom in z izmerjeno hitrostjo zvoka".

Po Delarocheovem in Berardovem podatku za specifično toploto pri po-

višanem tlaku je Laplace vzel, da se sprosti 1,24-krat toliko kalorika, ko se

tlak poveča na 1,36-krat, kot bi se ga sprostilo pri navadnem tlaku. Zato

je za razmerje specifičnih toplot postavil 0,36/0,24 — š in pomnožil hitrost
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(1) s (3/2)'/? <— 1,22. Leta 1816 je potem zatrdil, da ,,je prava hitrost zvoka
enaka produktu Newtonove enačbe in kvadratnemu korenu iz razmerja med

specifično toploto zraka pri konstantnem tlaku in |...| njegovo specifično

toploto pri konstantni prostornini":

c< (up/p)M?, — x< cp/ev. (2)

Enačba velja, čeprav je do nje pripeljala zgrešena pot, saj specifična toplota

plina ni odvisna od tlaka.

Leta 1821 je Laplace postregel s popolnoma drugačnim premislekom.

Vsaka molekula veže kalorik g. Odbojna sila med molekulama in tlak sta

sorazmerna s g%. Pri podvojenem tlaku bi se kalorik, ki bi bil potreben

za vzdrževanje novega tlaka, povečal samo w/2-krat, preostali kalorik pa
bi se sprostil. Ob tem pa bi se sprostilo preveč kalorika, tako da bi bila

hitrost zvoka cyw2 — 1,4ley prevelika. Zato je privzel, da vendarle nekaj
sproščenega kalorika iz zgoščin preide v razredčine. Naslednjega leta je

zopet spremenil mnenje in se vrnil k privzetku, da kalorik ne prehaja iz

zgoščin v razredčine, a vsaka molekula veže kalorik g -- g', tlak pa je še

naprej sorazmeren s g?. Po tem je za hitrost zvoka dobil cy[2d(pg)/gdp]M?.
oklepal je, da 1,36-kratnemu tlaku ustreza g4/1,36 <— 1,17g-kratna količina

kalorika. (Ob 1,24-kratni specifični toploti postane latenten 0,075g-ti del

kalorika, torej (dg/g)/(dp/p) < 0,075/0,36 — 0,20 in d(pg)/gdp < 0,80.

Leta 1823 je Laplace postregel še s tretjim računom hitrosti zvoka.

Naposled se je oprl na Gay-Lussacova in Welterjeva merjenja. Za razmerje

specifičnih toplot je vzel 1,37 in za hitrost zvoka (2) dobil 337 m/s, kar se je

zadovoljivo ujemalo s tedaj izmerjenimi 340 m/s. Rezultat je podprl s starim

računom: x < cpy/cy < (g44')5/(g-4)y < pldV/dp)/p(dV/dp). Upošteval

je, da je gostota obratno sorazmerna s prostornino, in tako izpeljal enačbo,

ki jo uporabljamo danes:

pV" <— konst. (3)

Ta , potencirani Mariottov (Boylov) zakon" nekateri imenujejo tudi po Pois-

sonu, ki je Laplaceovo enačbo razširil s svojo teorijo valovanja v tekočinah.

Laplaceov preskus z Delarocheovima in Berardovima podatkoma in Gay-

Lussacovim razmerjem specifičnih toplot pa zapre sapo: ,, 1,244" — 1,34,

kar se dobro ujema z 1,36". Laplace je več računov oprl na napačna Dela-.

rocheova in Berardova merjenja, a prišel do veljavnih enačb (2) in (3)!

Niti Laplaceov ugled niti ujemanje z merjenji nista prepričala sodobni-

kov, da je vprašanje hitrosti zvoka rešeno. Zanj so se začeli zanimati tudi

drugi, a vsakdo je računal po svoje. John Herapath je leta 1830 v eni od

prvih različic preproste kinetične teorije prišel do razmerja x — v2 in je La-
placea celo obdolžil plagiata. Drugi so namesto tega predlagali druge vre-

dnosti od (3/2)!/? do z.
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Zaključek

Sadi Carnot je leta 1824 v Razmišljanjih o gibalni moči ognja tn o stro-

nih, prirejenih za izkoriščanje te moči uvedel krožno spremembo s plinom,

ki jo danes imenujemo po njem [5|. Dva od njenih štirih delov ustrezata

odsekoma adiabat. Carnot je vsaj v Razmišljanjih sprejel misel o ohranitvi

kalorika in upošteval samo Poissonov podatek, da se plinu poviša tempe-

ratura za l stopinjo, ko mu prostornino hitro zmanjšamo za 1/116 začetne

vrednosti. Izračunal je, da velja pri večji spremembi temperature /AT' zveza,

V/V' — (115/116)91, če je V' začetna in V končna prostornina. Postavil

je V/V' <— 3 in dobil AT < InV'/V/ln (116/115) < 80 stopinj ter V/V' —

— 1/14 in dobil AT' < 305 stopinj. Plinu naj bi se temperatura zvišala

za 80 stopinj, ko bi ga stisnili na polovico, in za 305 stopinj, ko bi ga sti-

snili na štirinajstino začetne prostornine. Sicer je že poznal absolutno ničlo

—267?%0, a je v navedenem primeru ni uporabil. Račun je objavil pod črto,

ker se je bal, da bi specifična toplota utegnila biti odvisna od temperature.

Zaradi tega bi se v prvem primeru lahko plin segrel ,,za 90 stopinj". Zapisal

je: ,, Poznavanje tega razmerja je povezano s specifično toploto plinov pri

različnih temperaturah in z nekaterimi drugimi podatki, ki nam jih fizika še

ni dala." Potemtakem tudi Carnot še ni obvladal adiabatnih sprememb."

Emile Clapeyron je podrobneje obdelal Carnotovo krožno spremembo

[6]. Obregnil se je ob Laplacea in Poissona, ki da sta , objavila zelo nenava-

dna teoretična raziskovanja, za katera pa se zdi, da slonijo na hipotetičnih

izhodiščih, ki jim je mogoče ugovarjati. Privzela sta, da je razmerje spe-

cifične toplote pri konstantnem tlaku in specijične toplote pri konstantni

prostornini nespremenljivo |..." "Tudi on je mislil, da sta specifični toploti

plinov odvisni od tlaka in prostornine. Sprejel je Carnotovo ugotovitev,

da je , razlika specifičnih toplot za vse pline enaka" (če primerjamo enake

začetne prostornine plinov). Nato je pripomnil: , Gospod S. Carnot se iz-

ogne uporabi matematične analize, z vrsto delikatnih in težko razumljivih

sklepov pride do rezultatov, ki jih je mogoče brez truda izpeljati iz splošnega

zakona, ki ga bom poskusil postaviti." > |

Clapeyron je vztrajal pri misli, da se kalorik ohrani, in ga pri plinu imel

za enolično funkcijo tlaka in prostornine. Z zapletenimi računi je povezal

odvoda (dO0/dV), in (dO/dp)y. Odklonil je enačbo (3) in v diagramu pV

risal adiabate , po občutku". Potemtakem tudi on ni obvladal adiabatnih

sprememb. Vendarle pa je prišel do enačbe za oddano delo pri Carnotovi

krožni spremembi, ki jo danes zapišemo v obliki —dA < (O0/T)dT.

Zadevo je dokončno uredil šele Rudolf Clausius leta 1850 (7|. Uvedel

je notranjo energijo plina in ugotovil, da je odvisna samo od temperature.

Po spoznanjih Roberta Mayerja, Jamesa Prescotta Joula in Hermanna

von Helmholtza, da ,je mogoče delo spremeniti v toploto in obratno",

Š Napaka je bila znatna. Iz enačbe 7/7" < (W'/V)"7! za V' — 14V izhaja T/T' —

— 2,87 in T — 785 K, če je T' < 273 K. Zvišanje doseže kar 512 stopinj, če je začetna

temperatura 0 ?C.
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je zapisal energijski zakon v današnji obliki. Pri adiabatni spremembi

plinu ne dovajamo toplote, tako da je sprememba notranje energije enaka

dovedenemu delu. Iz tega je prvič naravnost izpeljal enačbo (3). Rezultati

njegovih računov se ujemajo s tistimi, ki jih najdemo v današnjih uvodnih

učbenikih fizike pri energijskem zakonu za idealne pline. 'To velja tudi

za račun hitrosti zvoka. 'Tako šele od Clausiusa znamo za idealni plin v

diagramu pV utemeljiti enačbo (3) in izračunati adiabatno stisljivost 1/xp

v enačbi za hitrost zvoka (2).
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VABILO

Upravni odbor Društva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vabi

vse matematike, fizike in astronome na

STROKOVNO SREČANJE IN JUBILEJNI 50. OBČNI ZBOR
DRUŠTVA

ki bo 22., 23. in 24. oktobra 1998 v hotelu Maestoso v Lipici

Program:

Četrtek, 22.10. 1998 | UH
Ura Matematika O5 | Matematika 55 Fizika

15.00—15.10 N. Razpet: otvoritev strokovnega srečanja

15.10-15.40 |'T. Hodnik M. Razpet J. Ferbar

15.45-16.15 | Z. Magajna L. Grahor 3. Južnič

16.20—16.50 | Z. Perat M. Čepič, T. Erčulj

16.40-17.10 Odmor

17.20—17.50 | V. Manireda, D. Jereb, G. Selevšek | N. Razpet

17.55-18.25 5. Mutič I. Turičnik M. Prosen

19.30 Degustacija lokalnih specialitet



Petek, 23.10.1998

Ura Matematika Matematika Fizika

SS (OS)

9.00-9.45.:%—., D. Repovš T. Prosen

10.00-10.45 | M. Brešar T. Mertelj

11.00-11.45 |P. Šemrl 3. Kocjančič, K. Šmigoc

12.00-12.45 ;I. Vidav, Popotovanje po matematiki od delitve dediščine

do avtomorfnih funkcij

13.00—15.00 Išosilo

15.00-16.00 Ogled dresurnega programa v Kobilarni Lipica

(približno 40 min)

16.00-16.30 | A. Cedilnik N. Razpet V. Babič

16.35—17.05 | M. Petkovšek |S. Šmuc R. Dužič, M. Zorec

17.10-17.40 ;'T. Pisanski M. Rugelj M. Mrzlikar

17.40-18.00 Odmor

18.00-18.45 I. Hafner, A. Čadež, M. Hribar,

| P. Legiša T. Zwitter

18.50-19.35 Razgovor članov DMFA s predstavniki sekcij,

komisij in podružnic

20.00 Večerja, družabni večer

Sobota, 24.10.1998

9.00 Občni zbor Društva matematikov, fizikov

in astronomov Slovenije

14.00 Ogled Vilenice

Pregled predavanj ter predstavitev, prijavnica, dnevni red občnega zbora

in predlog kandidacijske liste za novi upravni odbor so objavljeni v prilogi

OMEF.

Clani DMFA lahko predlagajo svoje kandidate za upravni odbor društva.

Pisne predloge z obveznim pisnim soglasjem predlaganega kandidata pošljite

najkasneje do srede, 21.10.1998 na spodnji naslov ali oddajte neposredno na

strokovnem srečanju v pripravljeno škatlo do petka, 23.10.1998 zvečer (do

19.30). Vzorec predloga je v prilogi.

Svoje prijave za udeležbo na strokovnem srečanju in občnem zboru pošljite

najkasneje do torka, 13. oktobra 1998 na naslov: Janez Krušič, DMFA

slovenije, Jadranska c. 19, 1000 Ljubljana.

Predsednica DMFA Slovenije:

Nada Razpet
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