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Predstavljen je Hallov poroéni izrek in njegove razlicice. Podani so tudi nekateri
primeri uporabe tega izreka, in sicer s podrocja matrik, permanent in latinskih kvadratov.

Hall’s marriage theorem is described in several variants. Some of i1ts applications to
matrices, permanents and Latin squares are also presented.

& e &

Med najpomembnejsimi izreki s pomqa

je prav gotovo Hallov poroé¢ni 1zrek. Im
ki ga je dokazal leta 1935. Dodati pa m
rezultati objavljeni Ze prej. Tako je Konig d@kaza} mmh za katerega se je
kasneje izkazalo, da je ekvivalenten Hallovemu izreku. Pri tem z ekviva-
lentnostjo mislimo na dejstvo, da je vsak i1zmed obeh rezultatov relativno
preprosta posledica drugega. Tudi Frobenius je posegel na to podrocje, in
sicer je leta 1917 objavil rezultat, ki ga tu navajamo kot posledico 2. Vec o
zgodovini teh rezultatov lahko preberemo v uvodu knjige [6].
razdelku bomo podali Hallov izrek v treh razlicnih obli-
. v smuslu teorije grafov, kot resitev porocnega problema in v jeziku te-
orije mnozic. Na kratko bomo Se pogledali, kaj se zgodi, Ce dopustimo tudi
obravnavo neskoncnih mnozic. V tretjem razdelku pa bomo mdsmwh ne-
katere izmed mnogih uporab Hallovega izreka. Posegli bomo med r 1k
permanente 1 latinske kvadrate.
/:a konec uvoda se spomnimo tistih po jm@V 1z teorije grafov, ki jih bom
potrebovali v nadaljevanju. Vsi | obravnavani gmﬁ bodo konéni grafi brez
veckratnih povezav in zank. V() naj oznatuje mnoZico tock grafa G in
F(G) mnoZico njegmrih povezav. Naj bo GG graf in W C V(G} Tedaj z
W) oznacimo mnozico vseh mck grafa G, ki so Sasedne 7 *vsag eno md@
V. 7 drugimi besedami, je mnozica sosedov tock iz W. G
r- reguiaren ce Je stopnja vsake njegove tocke enaka r.
Graf je dvodelen, ce lahko njegove tocke razdelimo v dve mnozZici tako,

ima vsaka povezava grafa eno krajisce v prvi in drugo krajisce v drugi
mnozicl. Znano je, in tudi ni tezko videti, da je graf dvodelen natanko tedaj,
ko ne vsebuje ciklov lihe dolZine.
Mnozict neodvisnih povezav grafa pravimo tudi prirejanje. Prirejanje
je torej taksna mmnozZica povezav, v kateri nobeni dve nimata skupnega
krajisca. Prirejanje je popolno, ce je vsaka tocka grafa krajisce neke povezave
prirejanja. Ce 1ma graf popolno prirejanje, tedaj ima seveda sodo stevilo
tock. Naj bo G dvodelen graf, kjer je V(G) = Vi UV, razdelitev tock

na&?ﬁdﬁj em
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grafa G v neodvisni mnozici, torej vse povezave v G potekajo med Vi mn V5.
Prirejanje v G, ki se s svojimi povezavami dotika vseh tock 1z V1, imenujemo
prirejanje, ki pokrije V1. Na sliki 1 je primer takega prirejanja. Povezave 1z
prirejanja so prikazane krepko.

Slika 1. Prirejanje, ki pokrije V7.

. Hallov izrek in njegove variacije

Hallov izrek odgovori na vprasanje, kdaj v dvodelnem grafu G z razbi-
tjem tock V(G) = Vi U Vs obstaja prirejanje, ki pokrije V1. Naj bo W po-
ljubna podmnozica tock v V3. Da bo iskano prirejanje obstajalo, mora prav
gotovo veljati |[IN(W)| > |W|, saj v nasprotnem nimamo niti prirejanja, ki
pokrije W. Ta ocCitno potrebni pogoj za obstoj prirejanja, ki pokrije V7,
imenujemo Hallov pogoj. Natancneje, Hallov pogoj za mmnozico V; v dvodel-
nem grafu G z razbitjem tock V(G) = V3 U Vs, pravi:

VW C Vs IN(W)| = [ (1)

Presenetljivo pa je, da je Hallov pogoj tudi zadostni pogoj, kot prawi
naslednji 1zrek.

Izrek 1 (Hallov izrek z grafi). Naj bo G dvodelen graf z razbitjem tock
V(G) = V1 UV,. Tedaj obstaja prirejange, ki pokrije Vi, natanko tedaj, ko
7e 1zpolnjen Hallov pogojg (1).

Dokaz. Videli smo zZe, da je pogoj potreben. Dokaz zadostnosti bomo
naredili z indukcijo na m = |V;|. Za m =1 trditev ocitno velja, saj Hallov
pogoj zagotavlja, da 1ma edina tocka 1z V7 vsaj enega soseda v V5. Naj bo
sedaj m > 2 in naj trditev velja za vse primere, ko je |Vi| < m. Loc¢imo dva
primera:

Primer 1. Za vsako podmnozico W C Vi z [W| = k < m velja
IN(W)| > k.

V tem primeru 1zberemo poljubno povezavo grata (4, recimo vivgy, Kkjer
je v1 € V3. Na m — 1 tockah mnozice Vi \ {v1} je zaradi predpostavke
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tega pm era, mdm@ 1 Hallov pogoj tudi v grafu G — vy — vy, zato po
indukcijski predpostavki obstaja prirejanje med V7 \ {vi} in Vo \ {va}, ki
pokrije V1 \ {v1}. Skupaj s povezavo vivy dobimo prirejanje, ki pokrije V;.

mozica W C Vi,

| = k < m, za katero je

Obstaja podn

ki pokrije W (glej
" \ W in naj bo W podmnozica v W' s s
Vo \ N(W) vsaj s sosedov, sicer bi imela mnozica
man kﬁg@ VUW"| = k + s sosedov, to pa ni mozno, saj je v G

W' n Hallov pogoj (s sosedi v

mdukmjsh pmnasmvm obstaja pmrejame
Shk@ 2)

Naj bo
. Tedaj

n Hallov pogoj. Tore] je na W' izpolnje
W), zato po indukcijski predpostavki obstaja prirejanje Y, ki pokrije
irejanji X in Y Se zdruzimo, pa je dokaz koncan.

Slika 2. K primeru 2 v dokazu izreka 1.
P

(zornj1 dokaz je le eden izmed mnogih znanih dokazov Hallovega izreka.
V literaturi pogosto najdemo tudi pristop, ki povecuje prirejanje s tako
imenovano metodo alternirajocih poti. Ta pristop je posebe] pomemb
algoritmicnega vidika, glej npr. [1].

[z izreka 1 takoj dobimo naslednji posledici.

Posledica 2. Naj bo G dvodelen graf z razbitjem tock V(G) = V3 U V5.
Tedag ima G popolno prirejanje natanko tedaj, ko je |Vi| = |V in je
rzpolngen Hallov pogog (1).

Lallov

Dokaz. Naj G premore popolno prirejanje. Teda] je izpolnjen |
pogoj, in ker je G dvodelen graf, je |Vi| = |V3].

Obratno, ce je mpoimen Hallov pogogj Imarmo pmm}ame ki pokrije V3.
Toda ker je | Vﬂ = |V5|, je to prirejanje popolno. &

Vsak r-regularen dvodelen graf premore povolno prireja-
nje.

Dokaz. Naj bo GG r-regularen dvodelen graf z razbitjem tock V(G
= V1UV;,. Stevilo povezav, ki gredo iz V1, je enako r|V1|, in to je seveda enak
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r|Va|, tj. Stevilu povezav, ki izstopa iz V. Zato je |Vi| = |V2|. Podobno, ce
je W C Vi, tedaj iz W izstopa r|W/| povezav, stevilo povezav iz N(W) v
W pa ne more biti vecje od r|N(W)|. Torej je r|W| < »|N(W)|, in odtod
dobimo |V(W)| > |W|. Uporabimo posledico 2 in dokaz je koncan. =

Pojasnimo sedaj . poro¢nointerpretacijo izreka. Imejmo skupino fan-
tov in skupino deklet, kjer za vsakega fanta vemo, katera dekleta pozna.
Vprasanje je, ali lahko vse fante porocimo tako, da je vsak porocen z de-
kletom, ki ga pozna. To vprasanje imenujemo porocnt problem. Ce fantom
priredimo tocke ene mnozice in dekletom tocke druge mnozice razbitja tock
dvodelnega grafa, v katerem so povezave podane na naraven nacin (fant je
povezan z dekleti, ki jih pozna), oCitno sprasujemo, ali obstaja prirejanje,
ki pokrije mnozico fantov. Zapisimo to kot 1zrek:

[zrek 4. (Hallov izrek — poroc¢na oblika). Poroéni problem je resljv
natanko teday, ko vsaka skupina k fantov, k > 1, skupaj pozna vsajy k deklet.

Obstaja se tretja standardna interpretacija Hallovega izreka, ta je v je-

ziku teorije mnozic. Naj bodo Aj, As, ..., A, podmnozice kon¢ne mnozice
S. Elemente a1, a9, ..., a, mnozice S imenujemo sistem razlicnih predstav-
nikov mnozic Ay, Ao, ..., A,, Ce so t1 elementi paroma razliécni in je a; € A;

za 1 = 1,2,...,n. Naj bo G dvodelen graf z razbitjem tock Vi U V5, kjer
postavimo V; = {1,2,...,n} in Vo = S. Tocko ¢ € V] povezemo s tistimi
tockami v V5, ki pripadajo mnozici A;. Prav hitro vidimo, da sistemom
razlicnih predstavnikov mnozic A1, As,..., A, ustrezajo ravno prirejanja,
ki pokrijejo V7. Zato imamo:

Izrek 5. (Hallov izrek z mnozicami). Sistem razliénih predstavnikov
mnozic A1, Ao, ..., A, obstaja natanko tedaj, ko 1ma unyja polyubnih k 1zmed
teh mnozic, 1 < k < n, vsaj k elementov.

Seznam variant Hallovega izreka s tem sSe ni 1zérpan. Ravno tako
obstajajo tudi mnoge njegove posplositve. Na primer, Rado je dokazal
posplositev na matroide. Vendar nam bodo zgornje razlicice zadoscale.

Za konec razdelka bezno poglejmo, kaj se zgodi, ce pr1 interpretaciji z
mnozicami dopuscamo tudi neskonc¢ne mnozice. Najprej povejmo, da v tem
primeru 1zrek ne velja. Na primer, naj bo

Ag=1{1,2,3,...}, A ={1}, Ay={2}, A;={3}, ...

Tedaj je v unij1 £ 1zmed mnozic A; vsaj k elementov in v uniji neskoncnega
Stevila mnozZic je neskoncno elementov. Toda po drugl strani opazimo,
da ne moremo najti sistema razlicnih predstavnikov, saj ¢e 1zberemo 7 za
predstavnika mnozZice Ag, ne moremo izbrati predstavnika mnozice A4;. Pac
pa velja naslednji izrek, ki ga tu navajamo brez dokaza, bralec ga lahko

najde v [1, str. 318|.
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Naj bo {A; |1 € I}

druzina koncnih mnozZic in naj za vsako
konéno mnozico indeksov J velja || ),y A;| = |J|. Tedaj ima druzina mnozic

{A; |1 € I} sistem razliénah predstavnikov.

Kot zanimivost dodajmo,
(Hallov izrek imenujemo po Phil;

V nadaljevanju bomo prikazali nekaj najbolj znanih uporab Hallovega

izreka in tako vsaj delno utemeljili, da gre res za enega najpomembnejsih
1zrekov s podroc¢ja kombinatorne teorije mnozic.

3.1 Matrike

Zacnimo s Konigovim izrekom, ki smo ga omenili v uvodu. Najprej ga
bomo form ulirali v matri¢ni obliki, kasneje pa Se v grafovski. (0, 1)-matrika
0 ah 1. Vrstici ali stolpcu matrike bomo rekli

eiememi so (
atrike sta neodvisni, ce ne lezita v ist1 vrsti.

vrsta. Dve enici (07

7 (Konigov izrek — matri¢na oblika).
minamalno stewilo wvrst, ki vsebujejo vse enice
alnemu stevilu neodvisnih enic v A.

akﬁ N

Dokaz. Naj bo m minimalno stevilo vrst, ki vsebujejo vse enice matrike
A, in naj bo M maksimalno stevilo neodvisnih enic v A. Ocitno velja
m > M, saj za vsako neodvisno enico potrebujemo vsaj eno vrsto, s katero
jo pokrijemo.

Dokazati moramo Se, da je M > m. Recimo, da minimalno pokritje
enic matrike A z vrstami vsebuje v vrstic mn s stolpcev. Torej je m =
= v +s. Lahko pr@dposmﬂma da 1mmamo tako minimalno pokritje, ki
Vsebme prvih v vrstic in prvih s stolpcev. Za1 =1,2,...,v sedaj postavimo
A; = {j | a;; = 1, 5 > s}. Ce bi unija k izmed 1 teh mnoiic vsebovala
Rw@qe nu k— 1 eiememev bi usmf@zm . k& vrstic pokritja nadomestili
s k—1 stolpci, kar n1 mozno. T imajo mnozice A; po izreku 5 sistem
razlicnih predstavnikov. Z drugimi besedami, v prvih v vrsticah imamo v
neodvisnih enic, ki niso v prvih s stolpcih. Analogno vidimo, da imamo
v prvih s stolpcih s neodvisnih enic, ki niso v prvih v vrsticah. Torej je
V> v+s=m. s

[Kot smo omenili Ze
posledico

Konigov 1zrek je torej posledica Hallovega izreka. |
pmjﬁ velja tudi obratno, namre¢ Hallov 1zrek lahko izpeljemo kot
omgove ga 1zreka.

Prevedimo sedaj Konigov izmk se v grafovsko obliko, v kateri je Konig
originalno formuliral rezultat. MnoZica tock U grafa G jﬁ pokritje povezav,

Ce ima vsaka povezava iz E(G) vsaj eno krajis¢e v mnozici U.
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Izrek 8. (Konigov izrek — grafovska oblika). Naj bo G dvodelen
graf. Tedaj je velikost najvecjega prirejanja v G enaka velikostt naymanjsega
pokritja povezav v G.

Da je 1zrek 8 res druga oblika izreka 7, naj se preprica bralec sam.
Namig: (0,1)-matriki priredimo dvodelni graf, v katerem so tocke ene
mnozice razbitja vrstice matrike, tocke druge mnoZice razbitja pa so njeni
stolpci. Povezavo med tockama potegnemo tedaj, ko je na ustreznem mestu
v matriki enica.

Kot drugi primer uporabe Hallovega izreka na matrikah podajmo na-
slednji 1zrek, ki je znan kot Birkhoffov izrek. Spomnimo se, da je permu-
tacijska matrika (0,1)-matrika, ki ima v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu
natanko eno enico.

Izrek 9. Naj bo A kvadratna matrika velikosti n X n z nenegativnima
celostevilskimi elementi. Ce je vsota vsake vrstice in vsakega stolpca v A
enaka s, teday A lahko zapisemo kot vsoto s permutaciyskih matrik.

Dokaz. Za s = 1 1zrek velja, saj je tedaj A enaka permutaciski matrika.

Naj bo sedaj s > 2. Zat = 1,2,...,n postavimo A; = {j | a;; > 0}.
Oglejmo si1 unijo poljubnih k& izmed teh mnozic. Vsota elementov ustreznih
vrstic matrike A je ks, vsota vsakega stolpca pa je enaka s. Zato so
nenicelnl elementi izbranih vrstic v vsaj &k razlicnih stolpcih. To pomena,
da lahko uporabimo Hallov izrek in zaklju¢imo, da imajo te mnozice sistem
razlicnih predstavnikov. Le-ta doloca permutacijsko matriko P, ki jo lahko
odstejemo od matrike A. Po indukcijski predpostavki pa lahko matriko
A — P zapisemo kot vsoto s — 1 permutacijskih matrik in dokaz je koncan.

3.2. Permanente

Ostanimo Se malo pri linearni algebri in se najprej spomnimo definicije
determinante kvadratne matrike A velikosti n X n:

det(A4) = )

> S(M)ar 1) Gnr(n) -
TES, |

Pri tem vsota tece po vseh permutacijah 7w na n elementih, s(7) pa oznacuje

predznak permutacije. Ce gornjo vsoto poenostavimo, dobimo permanento
matrike A:
per(A) = )

1,m(1) " An,m(n) -
TESy

Permanenta kvadratne matrike je torej definirana kot vsota vseh tistih
produktov njenih elementov, pri katerih iz vsake vrstice in vsakega stolpca
izberemo natanko po en element.
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Zvezo med permanentami in sistemi razlicnih pmdsta‘vmkav dobimo na
nasﬁenﬂ nacin. Naj bodo 41, 4s, ..., A, podmnoZice mnozice {1,2,...,n}.
Definirajmo matriko A z:

Q5 = 9

atriko A velja:

7a tako definirano n

Stevilo sistemov razlicnih  predstavnikov mnozic
Ao, ..., A, je enako per(A).

Dokaz. Sistem razlicnih predstavnikov mnozic Aj, Ao, ..., A, ocitno
ustreza ﬂﬁnm&m@ nu produktu v izracunu permanente matrike A
tega produkta je enaka 1. Obratno, vsak nenicelnt produkt v 1zracunu
permanente 1ma vrednost 1 in ustreza sistemu razlicnih predstavnikov
mnozic Ay, Ay, ..., A,. Torej je vrednost permanente enaka stevilu siste-
mov razlicnih predstavnikov. =

Ceprav smo definicijo permanente dobili s poenostavitvijo definicije
inante, je 1zracun permanente neprimerno tezj kot izracun deter-
/nano je, da lahko determinanto poljubne racionalne matrike
iskem Casu. Po drugi strani pa je Valiant [8] dokazal,

#P-poln:

Problem: Izracun permanente (0, 1)-matrike.
Vhod: (0,1)-matrika A reda n.
zhoJ per(A).

Seda] sled1 odstavek, ki ga lahko vsi, ki jih teoreticno racunalnistvo ne
zanima, brez skode ézpustijo #P p@h'mbt je definirana anaiog*‘m 7z obicajno
NP pohmstj@ le da gre pm tem za Turingove stroje, ki stejejo. Na kratko,
Tumngov stroy za sée@e je nedeterministicni Turingov stroj, ki za &am
vhodni niz vrne sStevilo E@M«*’okmt j@ stroj sprejel ta niz. R azmd g
tvorijo vse ﬁmkmje ki so v pohn@ mskem Casu 1zracungwe na Turingovern
stroju za stetie. Problem II je #P-teZak, ce lahko nanj v pahnomskem casu
(T mngovo) prevedemo vsak problem iz #P. Ce nadalje II pripada #P, je
problem Il #P-poln. Tiste, ki so prebrali odstavek do konca, za podrobnosti
napotimo v [3].

Omenimo, da je prestevalna oblika wvecine NP-polnih problemov
#P-polna. dem 1j1 problem izracuna permanen‘te pa je boly zanimiv. Po
enl stranl znamo ucinkovito ugmowm all 1ima dani dvodelni graf popolno
prirejanje, po dyugl strani pa je pmbi@m prestevama popolnih prirejan] v
dvodelnem grafu #P-poln problem. 7 drugumi besedami, gre za problem

ki je v odlocljivi varianti polinomski, v prestevalni razlicici pa #P-poln.

Vel o permanentah lahko preberemo v monografiji [7].

determ
minante.
1Zzracunamo v polinon
da je naslednji problem
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3.3. Latinski kvadrati
Latinskr pravokotnik reda m x n, m < n, je matrika velikosti m X n,
katere elementi so Stevila iz mnozice {1, 2,...,n}, pri ¢emer velja, da imamo

v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu same razlicne elemente. Latinsk: kvadrat
reda n je latinski pravokotnik reda n x n.

Hallov 1zrek lahko uporabimo tudi za dokaz naslednjega rezultata:

[zrek 11. Vsak latinskr pravokotnik reda m < n, kjer e m < n, lahko
dopolnimo do latinskega pravokotnika reda (m + 1) X n.

Dokaz. Za 1 = 1,2,...,n naj bo mnozica A; definirana kot mnozZica
tistih Stevil iz {1,2,...,n}, ki se ne pojavijo v i-tem stolpcu latinskega
pravokotnika. Izberimo poljubnih £ 1zmed teh mnozic. Trdimo, da je v
njihovi uniji vsaj k stevil. Ce upostevamo ponavljanja, potem je v tej uniji
k(n—m) stevil. Ce bi bilo med njimi manj kot k razlicnih, bi se eno pojavilo
vec kot (n—m)-krat. Toda to ni mozno. Zato imajo mnozice A; po Hallovem
1zreku sistem razlicnih predstavnikov, ki ga lahko uporabimo za razsiritev
latinskega pravokotnika na (m + 1)-vo vrstico. =

Iz gornjega 1zreka seveda takoj sledi, da lahko vsak latinski pravokotnik
dopolnimo do latinskega kvadrata. S pomocjo Hallovega izreka pa lahko
dokazemo se marsikaj drugega. Iz ene izmed njegovih variant sledi, da je
stevilo latinskih kvadratov reda n vsaj 1! . 2!.-..n!. Dokaz tega dejstva,
kot tudi omenjeno varianto Hallovega izreka, najdemo v [1]. Prav tako bi
lahko izpeljali potreben in zadosten pogoj za razsirljivost delnega latinskega
kvadrata (kvadrata, v katerem so zapisani le nekateri elementi) do latinskega
kvadrata, glej npr. |5|. Ker pa je Obzornik pred kratkim Ze pisal o latinskih
kvadratih (glej |2]), izpeljav tu ne bomo naredili. Za konec dodajmo le se
to, da lahko latinske kvadrate uspesno obravnavamo tudi s pomocjo barvan]
povezav grafov, glej [2,4].
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Pokazano je, katera stevila lahko nariSemo le s pomoc¢jo ravnila in Sestila. Podanih
je nekaj geometri¢nih primerov.

We show which real numbers can be constructed using ruler and compass only. Some
geometrical examples are given.

o narisat

N\ imamo velik list papirja, ki nam bo rabil kot model yavmn@
, ravnilo, na katerem je oznacena enota 1, in obicajno Sestilo. N
abscisno os in si izberimo izhodisce (0, 0). Katere tocke na abscisni osi la} k@

oremo na tak nacin

natanéno dolo¢imo le s pomod&jo ravnila in Sestila? Ce m
doloéiti tocko (x,0), bomo rekli, da moremo narisati stevilo x.
VS@h stevil, ki se dajo narisati, oznacim
/, ravnilom lahko risemo premice, s Sesfcﬂo .
vsako premico potegniti le S 071 e dgg%@m todki. smemo zapiciti E@
M m@ko jG ze poznamo. Ce hocemo narisati k moramo s Sestilom
dmeriti ﬁj@ﬁ polmer r. Zato moramo znati narisati tudi stevilo r.
Torej se da dolociti natanko tiste tocke, ki jih lahko dobimo s |
zam‘@jem OGE&CU nagknﬁ el +

MmnoZico

kmém@e

(1) sekanj
(11) sekan]

nacrtamo pravo-

kotnico ¢ na dob ﬁ*@ p@znam nacin. C@ skozi skom tocko T' potegnemo pra-
vokotnico na dobljeno - m dobili vzporednico k premici p

1mo natanko

[Katera stevila lahko se

lahko narisemo razliko © — y in vsoto x + y.
postopkom

[Ker 1imamo na ravnilu oznaceno enoto 1, lahko s tem

narisemo vsa cela stevila.
Ce je stevilo y razlicno od nic¢, lahko s pomocjo podobnosti narisemo

bl

0 premico p skozi tocki ($ 0
0 vzporednico ¢ k prem

tudi ulomek x/y. Potegnin
Skozi tocko (0,1) potegnin
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g seka abscisno os v tocki (z/y,0) (slika 2). Zato lahko narisemo
katerokoli racionalno stevilo, torej je Q C F. ]

(¢) Lahko narisemo tudi produkt zy. Stevilo 0 Zze imamo. Ce je y # 0,
znamo po prejsnji tockl narisati ulomek 1/y. Zato znamo narisati
tudi ulomek 'i%} = xv.

(d) Ce je stevilo x nenegativno, znamo narisati koren /xz. Narisimo
kroznico k s srediscem v tocki (%ll, 0) in polmerom %+, Naértajmo
premico p, ki je pravokotna na abscisno os in gre skozi tocko (1, 0).

w P o

Presecisce kroznice k& in premice p oznacimo s 1. Razdalja med
tockama T in (1,0) je /= (slika 3).

Po tockah (a), (b) in (¢) je mnozica F zaprta za seStevanje, odstevanje,

mnozenje in deljenje z nenicelnim stevilom. Zato je F obseg, vsebovan med
obsegoma @) in IR.

Shke 1, 2 in 3

Recimo, da po nekaj korakih (i), (i1) in (i11) skonstruiramo Stevila, ki

lezijo v mnozici K C F. Po tockah (a), (b) in (¢) K lahko razsirimo do
najmanjsega obsega, ki K vsebuje. Zato lahko privzamemo, da je mnozica

JC obseg.

Katere nove tocke lahko dobimo v naslednjem koraku? Loc¢imo vse tri

Ze omenjene primere,
(1) Naj bosta p in ¢ nevzporedni premici, ki potekata vsaka skozi razlicni

74

tocki s koordinatama v obsegu K. Ko racunamo 1implicitni enacbi obeh
premic, koordinate seStevamo, odstevamo, delimo 1n mnozimo, zato so
koeficienti v implicitni enachi elementi 1z obsega /C. Naj bosta ustrezni
enachi

piar+by=c m qdr+ey=7Ff;, a,byc,de el

A R

Presecisce (x,y) je reSitev zgornjega sistema linearnih enacb. Ker se
premici p in g ne sekata, je determinanta tega sistema ae — bd razlicna

od 0 1n stevili
ce — [b af —cd

mmae-——-bd ’ y“a&—bd
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o0 novih sStevil.

lezita v obsegu IC. S tem korakom tako ne pridobim

Naj bo k kroZnica s sredisCem (a,b) in polmerom r, kjer so a, b in r
stevila 1z obsega K. Enacba kroznice se tedaj glasi:

(i)

(z —a)> + (y—0b)° =r* abrek.

Premica p, podana implicitno z enacbo

naj seka kroznico k v tocki (z,y). Vsaj eden od koeficientov ¢ in d je
razlicen od nic¢. Presek (x,y) je tako reSitev sistema zgornjih enacb.
Ker je vsaj eden od koeficientov ¢, d neniceln, lahko iz druge enache
izrazimo bodisi ¢ z y bodist y z . Ko to vstavimo v enacbo krozZnice,
dobimo kvadratno enacho z eno spremenljivko. Njena diskriminanta [
lez1 v obsegu K. Znan obrazec za resSitev kvadratne enacbe nam pove,

da smo pridelali stevili 1 y oblike

er dveh sekajocCih se kroznic. Naj bosta podani z

Ustane nam Se prin
enacbama

(iii)

(z—a)’+(y—0) =r* in (z—c)+(y—d)* =s° a,becdrsclk.

Ce tocka (z,y) zadosca obema enacbama, zagotovo zadosca tudi razliki
obeh enacb:

22(c —a) +2y(d —b) =r® + ¢ +d* —a® — b* — s*.

To pa je enacba premice, kakrsno smo obravnavali v tocki (1).

/iato nase presecisce lahko dobimo kot eno od resitev sistema kvadratne
enacbe in linearne enacbe s koeficient:i v obsegu K. S tem smo tocko
(i11) prevedli na tocko (ii).

Tako smo videli, da nam en korak na poti od K do F prinese najvec
stevila oblike a +6+/D in c+dv D, kjer so a, b, ¢, d in D stevila iz obsega IC.
Po tockah (a), (b) in (¢) smemo mnozico KU{+/D} razsiriti do najmanjsega
obsega, ki jo vsebuje. Temu obsegu pravimo obseg, dobljen s privzemom

(adjunkcijo) elementa v/ D, in ga oznacimo s simbolom (v D). Malo bol;j
natanc¢no si oglejmo njegovo zgradbo. Izberimo si pozitivno stevilo D € I,
ki nmi kvadrat nobenega elementa iz obsega IC. MnoZica

{a+b
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je ocitno zaprta za sestevanje, odstevanje in mnozenje. Ker je

1 a b
— v D
a+bv/D a?—0b:D a?—b%2D

In je po privzetku D # (%)2, je zaprta tudi za deljenje z nenicelnim
Stevilom. Zato je ta mnoZica enaka obsegu KC(v/ D). Mnozica (v D) je

tako dvorazsezni vektorski prostor nad obsegom IC z bazo {1,V D}.
Zaporedni koraki operacij tipa (i), (i1) ali (ii1) nam dajo konéno strogo
narascajoco verigo obsegov

QCKiCKyC...CKy, (1)

v kateri je vsak obseg dvorazsezni vektorski prostor nad obsegom, ki lez:
v verigli mesto pred njim. Vsak obseg te verige vsebuje vsa stevila, ki jih
moremo na danem koraku narisati.

Za dokonc¢no dolocitev stevil, ki se dajo narisati, rabimo naslednjo
ugotovitev:

Lema 1. Naj za obsega K in F velja @ C K C F. Ce je K m-razsezen
vektorskr prostor nad obsegom ©Q wn F n-razseZen vektorski prostor nad
obsegom K, je F' mn-razseZen vektorski prostor nad obsegom Q).

Dokaz je enostavna vaja 1z linearne algebre. Bralec ga lahko najde v

Vidavovi knjigi |2, I1X.3, izrek 6].

Recimo, da znamo narisati realno stevilo r. Tedaj zagotovo obstaja
veriga oblike (1), katere zadnji obseg IC,, vsebuje stevilo ». Naj bo Q(r)
obseg, ki ga dobimo s privzemom stevila r k racionalnim stevilom. Tedaj]

velja
QCQ(r) C K.

Po prejsnji lemi je obseg IC,,, vektorski prostor razseznosti 2™ nad obsegom
Q. Po isti lemi mora biti razseznost vektorskega prostora Q(r) nad obsegom
Q) delitelj stevila 2. To pa se zgodi natanko tedaj, ko je razseznost prostora
Q(r) nad obsegom Q nenegativna potenca Stevila 2.

Po tocki (d) znamo narisati kvadratne korene Ze narisanih pozitivnih
stevil, zato lahko na vsakem koraku obsegu Ze narisanih stevil dodamo
poljuben kvadratni koren stevila, ki smo ga narisali na enem od prejsSnjih
korakov. Zato lahko nariSemo vsa tista stevila » € IR, za katera je razseznost
prostora Q(r) nad obsegom Q nenegativna potenca stevila 2.

Tako smo dokazali naslednji izrek:

Izrek 2. Stevilo r € R se da narisati le s pomocéjo ravnila in Sestila
natanko tedaj, ko je razseznost obsega Q(r), kot vektorskega prostora nad
obsegom ), enaka nenegativni potenct stevila 2.
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Naj bo 7 realno stevilo, ki ga Zelimo narisati. Ce hofemo nado teorijo
koristno uporabiti, je H‘eba ugotoviti, ka,ko 1zracunati razseznost obsega
Q(r) kot vektorskega prostora nad obsegom ). Tej razseznosti pravimo tudi
stopnja raziritve obsega Q.

Naj bo r realno S’@@Vﬂ@ ki je nicla kaksnega ﬁem%hleg& polinom
ramonaimmi kOQCwnm zmmaim poimo , stevila r je poEmo

f1C) m 1, ki ima najnizjo stopnjo med
Q|x], ki ustrezajo pogoju p(r) =
Debm je znano (in lahko je d@k&zaﬁﬁ} da minim
vsak polinom Q|z| z niclo r. (Glej na primer \ 1da,vmf@ knﬁgo 2],
Pri racunanju smme razsiritve nam prihrani veliko racunskih neprijetnosti
naslednji izrek 1z teorije obsegov:

Naj bo r ?"ﬁaina mda kaksnega nemceﬁnega p@imom@ Z Taclo-
Vaymanjst obseq, ki vsebuje unigo QU {?’ } , 7€ enak naj-

kv vsebuje unijo Q U {r}.

lzrek 3
nalnima ﬁ@@ﬁmenm
manjSemu podkolobariu v IR,

/iahteva le nekaj osnovnega znanja o
Vidavovi knjigi |2, IX.1, izrek

Tudi dokaz tega 1zreka ni tezak.
kolobarju polinomov. Bralec ga lahko najde v

2.

1a Stevilo r minimalni polinom m
anjsi kolobar, ki vsebuje unijo

Izrek in
StOpnj@ k

a ugodne posledice. Naj in
Lahko je premisliti, da je najm
mno#ica oblike

M ={ag+ar+...+ap_17" 7; ag,...

/elo neprijetno bi bilo z elemen‘t&rmmi Smdstw pokaza,‘ti da so tudi obratne
vrednosti eﬁememov’ 17z mnozice M Tako ima obseg Q(r)

ogrodje, sestavljeno 1z elementov
m najnizje stopnje, za katerega je
Zato je stopnja razsiritve obsega,
imalnega polinoma stevila r.

risekcija kota. S tem smo pripravili teren za resitev zelo starega
pmb]&ema ki pravi, da se samo z ravnilom in Sestilom ne da razdelit:
poljubnega kota na tri enake dele.

Pokazimo, da nam
pri kotu 60°

Kot 60° znamo narisati. Ce bi
ga znali razdeliti na tri enake kote,
b1 znali narisati tudi kot 20°. Ker
znamo vleci pravokotnice, b1 s tem
narisali stevilo cos20°. PokazZzimo,

da to ne gre.

to ne uspe

10,

Obzornik mat. fiz. 45 (1998) 3 77



Izracunajmo minimalni polinom stevila cos 20°. Ker je

1
5 = cos 60° = cos(3 - 20°) = 4 cos® 20° — 3 cos 20°,

ima polinom p(z) = 8z° — 6z — 1 niclo cos 20°. Minimalni polinom stevila
cos 20° deli polinom p. Ce polinom p razpade na produkt dveh polinomov s

koeficienti v Q, je eden od polinomov zagotovo linearen. To pa b1 pomenilo,
da ima polinom p vsaj eno racionalno niclo. Edini kandidati za racionalne

nicle polinoma p so stevila 1z mnozice

1 11 11 1}
27 2’47 4’8 8
Nobeno od teh stevil ni1 nicla polinoma p, zato se p ne da razcepiti na

produkt dveh polinomov z racionalnimi koeficienti. Minimalni polinom
stevila cos 20° je torej enak

{19““1)

.1 3 1
m(:c)m—g—p(a:)mxlg——z:cw-é.

Tako je razseznost prostora Q(r) nad obsegom @ enaka 3 in stevila cos 20°
se ne da narisati le z ravnilom in sestilom.

Zato trisekcija kota nasploh ni1 mogoca.

Podvojitev kocke. Neki drug star problem sprasuje naslednje. V
prostoru imamo kocko. Al se da samo z ravnilom in Sestilom narisati
stranico kocke, ki ima dvakrat vecjo prostornino kot dana kocka?

Ce je stranica kocke dolga 1, je stranica podvojene kocke dolga /2. Se

lazje kot prej vidimo, da je obseg Q(+/2) vektorski prostor razseznosti 3 nad
obsegom ). Zato podvojitev kocke nasploh ni mogoca.

Konstrukcije likov. Nasa metoda nam vcasih Ze samo s pomocjo
racunanja pove, ali se da kak lik narisati samo s Sestilom in ravnilom. Bralca
vabim, naj pokaze, da se ne da narisati trikotnika, ki ima dve stranici dolgi
6 in 10, polmer vcrtanega kroga pa enak 1.

Z, malo vec znanja algebre bi lahko pokazali tudi naslednje zanimivo
dejstvo:

Izrek 4. Pravilni n-kotnik lahko narisemo le s sestilom in ravnilom
natanko tedaj, ko je stevilo n oblike

n=2"(2" +1),

kier sta r in s nenegativnt celi stevils, stevilo 2°° + 1 pa je prastevilo.

Fermat je domneval, da je vsako stevilo oblike 22" + 1 prastevilo. To

pa ni res. Ze Euler je ugotovil, da je stevilo 22° 11 sestavljeno. Deljive je
s stevilom 641.
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V tem clanku najprej pokazemo, kako lahko na druzini vseh nepraznih kompaktnih
podmnozic metriCnega prostora (X, p) definiramo Hausdorffovo razdaljo. Potem na kratko
obravnavamo iteraciiske funkcijske sisteme.

1% i 3% 5 =9 B OB & i £ % i b= 4 B et I i
... S Yy o = - B L ril by i . i A Wl r. B B, 2

In this paper we show first how the Hausdorff metric in the family of all non-void
compact subsets of the metric space (X, p) can be defined. Then a short description of
iterated function systems 1s given.

1.

. Naj bo X neprazna mnoZica. Realna funkcya

p : X xX — IR

Y

k1 zavzame le nenegativne vrednosti, je razdalja na X, ¢e zadosca naslednym
POGoIEM.:

(1) p(z,y) = 0 natanko tedaj, ko je © = v,
(ii) p(z,y) = p(y,z) n

(i) p(z,y) < p(z,2) +p(2,y),
pri cemer so x, Y in z poljubne tocke 1z X.

Meimcm prostor je urejen par (X, p), kjer je X neprazna mnozica in p
razdalya na X .

Evkhdska razdalja med tockama z = (1,...,2) In ¥ =
C® je definirana s predpisom

2
y) = (jy1 — x|+ ..+ ue — 2]

Ker se v tem clanku ne bomo preve¢ oddaljili od obicajne evklidske
ravnine — ceprav bomo uporabljali splosne oznake — lahko bralec vedno
pomisli na prostor (IR?,ds), ko bomo zapisali (X,p). Po drugi strani pa
bomo '?a,mdi tega Vzeh za zhane OSNOvIe topoloske pojme in 1zreke iz
’Eeomje metricnih prostorov. V primeru kakrsne koli nejasnosti pa bralcu
priporocamo, da poise podrobnejso razlago v |3]. Tam bo nasel tudi dokaz
naslednjega 1zreka, ki govori o skrcéitvah polnih metricnih prostorov. Za
lazje razumevanje izreka povzemimo po |3]:

Definicija. Preslikava f iz metrinega prostora (X, p) vase je skréitev
pmstora X, ce obstaja taksno stevilo 0 < s < 1, da za poljubmi tock: xz 1n y

X velja
p(f(z), f(y)) < sp(z,y).
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V nadaljevanju bomo stevilu s rekli koeficient skrcitve.

Izrek 1.1 (|3], Izrek 14.14). Naj bo (X, p) poln metricen prostor wn
f: X — X skrcitev prostora X. Potem 1ma preslikava f natanko eno
negibno tocko, tj. taksno tocko xy € X, za katero velja f(xs) = xs. Pri
poljubni tocki zg € X konvergira zaporedje {x, }, ki ga rekurzivno definiramo
s formulo z, = f(xn-1), k 5.

2. Hausdorffova razdalja. Naj bo (X, p) poln metricen prostor.
Oznacimo s H(X) druzino vseh nepraznih kompaktnih podmnozic v X. Ce

sta A in B iz H(X), potem je tudi AU B v H(X). (Zakaj?) Ni pa nujno,
da je AN B v H(X), saj sta A in B lahko disjunktni mnozici.

Oddaljenost tocke © € X od mnozice B € H(X) je stevilo

p(z, B) = min{p(z,y); y € B}.

Da je definicija dobra, se najlazje prepricamo tako, da definiramo funk-
cijo f : B — IR s predpisom

fy) = p(z,y).

Zveznost funkcije f sledi 1z neenakost:

F@) = FW)] = lp(z,y) — plz,y")| < p(y',y").

Ker je B kompaktna mnozica, obstaja taksna tocka b € B, da je

p(z,b) = f(b) < f(y) = p(z,y), VyeB.

Torej je p(x,b) = min{p(z,vy); y € B} nenegativno stevilo.
Podoben razmislek nas preprica, da je dobra tudi naslednja definicija.

Za poljubni mnozici A in B iz H(X) naj bo
D(A,B) = max{p(z,B) ; x € A}. (2.1)

Ker sta A in B neprazni kompaktni mnozZici, obstajata taksni tocki a € 4
ter b€ B, da je
D(A,B) = p(a, B) = p(a,b). (2.2)

Z (2.1) ni definirana razdalja na H(X). Poglejmo naslednji primer.

Zgled. Vzemimo prostor R?, ki je opremljen z evklidsko razdaljo.
Oznacimo z A zaprti krog s polmerom r; = 1 in s srediscem v koordinatnem
zacetku, mnozica B pa naj bo zaprti krog z istim srediscem in s polmerom
T — 2.

Po definiciji je D(A, B) = max{min{dy(x,y); y € B}; € A}. Ker
je AC B, je do(x, B) = min{ds(x,y); y € B} = do(x, ) = 0 pri vsakem
x € A. Torej je tudi D(A, B) = max{dy(xz,B); © € A} = 0.
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A}» Vzemimo ?E@C 0 X

lzracunajmo se | —

lastnosti (ii), ki smo jo n&vedﬂ Y deﬁmcm ra,zdahe

max{D(A, B

H(X) defintrana razdalja.

(2,0) Iz
1.

Torej D nima

. p) poln metricen prostor. S predpisom

(2.3)

. Oc¢itno za poljubni mnozici A in B 1

n

A) =

taksni tocki a € A ter b € B, da velja (2.2). Razdalja med poljubnima
tockama v X je koncno Stevﬂo zato imamo D(A, B) < co. Zaradi enakih
(B, A) < co. Se pravi, da je h(A B) < oo.

raﬂogmf velja tudi D
IKer sta A mn B razlicni mnozici, obs’mja vsaj v eni od njiju tocka, ki ni

s drugi, Recimo, da je g € A in xg % B. Potem je h(A,B) > p(zg,B) > 0.
Dokazati moramo se veljavnost trikotniske neenakostl,

Najprej bomo pokazali, da za poljubne tri mnozice A, B in C 1z H(X)
D(A, B) < D(A,C)+D(C, B). Pripoljubni tocki a € A je za poljubno

velja [
tocko ¢ € C o

p(a, B) =min{p(a,b); b € B} < min{p(a,c) + p(c,b); b € B}
=p(a,c) +min{p(c,b); b € B} = p(a,c) + plc, B).

Ker je p(c, B B). velja torej
P a J ]

D(C,A). Sklepamo

Tocka a € A
Seveda velja tudi neenakost D(B, 4) <

| je bila poljubno izbrana, zato je D(A

prejsme ga Z la.
Ugotovili smo zZe, da je D(A, B) = 0. Ocitno v primerux = (z1,x3) € A

velja min{ds(x,y) : y € A} = 0. Ce pa je z € B\ A, imamo min{ds(x, y):
y € A} = \/ﬁ + x5 — 1.
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Torej je D(B,A) = max{min{dy(z,y) : y € A} : = € B} =
= max{ /z?+ x4 —1: = € B\A} = 1, kar pomeni, da je Hausdorffova

razdalja med mnozicama A in B enaka 1.

Bralec sam bo premishl, koliksna je Hausdorffova razdalja med single-
tonoma {x} in {y}, kjer sta z in y tocki iz X.

Pri racunanju Hausdorffove razdalje med dvema mnozicama iz H(X ) si
lahko pomagamo z naslednjima pomoznima izrekoma.

Lema 2.2. Mnozici A in B naj bosta iz H(X). Ce je ¢ > 0 poljubno
stevilo, potem velja

h(A,B) < e

natanko tedaj, ko je

ACB., m BCA,,

pri cemer smo z As oznacilt mnozico
{z € X; p(z,A) <¢}

i ema By podoben pomen.

Dokaz. Najprej dokazimo ekvivalenco D(A,B) <e <— A C B..

Vzemimo, da je D(A, B) < e. To pomeni, da je max{p(a, B); a € A} <
< €, od koder pri poljubnem a € A sledi neenakost p(a, B) < . Se pravi,
da je a € B.. Ker je a € A poljubna tocka, smo dokazali veljavnost inkluzije
A C B..

Predpostavimo, da je A C B.. Potem je p(a, B) < € za poljubno tocko
a € A. Velja torej D(A,B) <e.

Ocitno lahko na enak nacin dokazemo ekvivalenco D(B,A4) < ¢ <=
<= B C A.. Iz obeh ekvivalenc sledi nasa trditev. e

Lema 2.3. Za polyjubne mnozice K, L, M in N 1z H{(X) velja
WK UL, MUN) < max{h(K, M), h(L, N)}.

Dokaz. Najpre] pokazimo, da za poljubne tri mnozice A, B in C 1z
H(X) velja
D(AUB,C)=max{D(A,C),D(B,C)} (2.4)
11
D(C,AUB)< D(C,A), D(C,AUB)< D(C,B). (2.5)
Prva enakost sledi iz tega, kako i1zracunamo maksimum funkcije na uniji
IMNoZIC:
D(AU B,C) =max{p(z,C);z € AUB} =
=max{max{p(y,C);y € A}, max{p(z,C);z € B}} =
=max{D(A,C),D(B,C)}.
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Neenakosti v (2.5) pa sta |
inozice ni vecja kot oa,]éj@nosé od n

N E C velia

vosledici d@jg’é&va da Oddab@n%é} 0 veéj@

olz, AUB) =min{p(z,y);y € AUB} < min{p(z,y);y € A} = p(z, 4),

zato je

3),z € C} <max{p(z,A);z € C} = D(A,C).

D(C,AUB max{ p(z,

To dokazuje prvo neenakost v (2.5), druga neenakost pa je preprosta posle-

/iam @BE BQJE mo vio g0 1M nozic K 1
ove razdalje h, pa 1mam

Torej velja tudi

JN)

=max{ (K UL, M
< max{h(K, M

Glede na pomen, ki ga imajO med vsemi metricnimi prostori polni
metricni prostori, nas seveda zanima, ali je pmgmr (H(X),h) poln. Ce Je
X,p) poln n @M‘M@n prostor, p@ﬁ@m je odgovor na zasm‘vh@ne vprasamnje

: O tem govori naﬂenﬂ 1izrek, katerega dokaz bo bralec nasel

X, p) poln metricen prostor, je tudi metricen prostor

poljubno Cauchyjevo zaporedje, potem je

o

njegova limita enaka mnozict

X; obstaja Cauchyjevo zaporedje {zp}oo ; C X

Y

ki konvergira k x in zang velja =, € A, pri vsakem n}.

A zaprt kmg v prostoru R 2 kz smo ga opremili z
hdsk& razdaljo. Pri vsakem indeksu n € IN n zaprt pravilen
(n 4 2)-kotnik, ki je oértan krogu A.
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Ni tezko videti, da pr1 vsakem stevilu € > 0 obstaja tak indeks IV, da
1z n > N sledi 4,, C A.. Ker vedno velja A C A,, lahko na osnovi leme 2.2
sklepamo, daiz n > N sledi h(A, A,) < e. Se pravi, da je {4, }52; C H(X)
Cauchyjevo zaporedje z limito A € H(X). Hitro se lahko prepricamo, da
tudi v tem primeru velja zgornja karakterizacija limitne mnozice.

3. Iteracijski funkcijski sistemi. V tem razdelku bomo ves cas
delali s polnim metri¢nim prostorom (X, p), zato tega ne bomo vec posebe;
poudarjali.

Definicija. Konc¢en nabor skrcitev wy, ..., wy prostora X s koeficient:
skréitve s1, ..., sy, imenujemo tteraciyyskr funkcijskr sistem (krajSe IFS) s
koeficientom s = max{sy, ..., sy}

Ce je {w;}N IFS s koeficientom s € [0,1), potem je z
W(B)=wi(B)U...Uwn(B), zavse B ¢&H(X) (3.1)

definirana skréitev prostora H(X) s koeficientom s. Da je to res v primeru
N =1, lahko preveri bralec sam. Mi bomo pogledali primer N = 2, saj
lahko 1z njega s pomocjo indukcije sklepamo na splosen primer. Najprej pa
povejmo, da je definicija (3.1) dobra. Namrec, preslikave w;, 1 = 1,..., N
so zvezne 1n torej slikajo kompaktne mnozice v kompaktne mnozice; prav
tako je unija konc¢no mnogo kompaktnih mnozic kompaktna mnozica.

Vzemimo mnozici B in C iz H(X ). Potem z uporabo leme 2.3. dobimo

hW(W(B), W(C)) =h(wi(B)Uwz(B), wi(C) Uwy(C))
Smax{h(wl(B)a wl(C))a h(w2(3)> ’LUg(C))}
<max{s1h(B,C), soh(B,C)}
=s h(B,C).

Zdaj, ko vemo, da je s (3.1) definirana skréitev polnega metricnega
prostora (H(X), h), lahko uporabimo izrek 1.1; prepisan za primer preslikave
iz (3.1) se glasi:

Izrek 3.1. Naj bo {w;}Y, IFS s koeficientom s € [0,1). Potem je z
W(B)=wi(B)U...Uwn(B), zawvseB € H(X),

definirana skréitev prostora H(X) s koeficientom s.

Preslikava W . H(X) — H(X) tma natanko eno negibno tocko A.

Ce je Ay € H(X) poljubna kompaktna mnozica, potem za zaporedje {A,}
kompaktnih mnoZic, ki je definirano rekurzivno s formulo A, = W(A,_1),
’Uelja, hmn__;.oo An = A. B

Definicija. Kompaktno mnozico A iz izreka 3.1 imenujemo atraktor

steracijskega funkcijskega sistema {w; iy ;.
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Preslikavi wi(z) = 0 in way(z) = %:E -} -g: sta skrcitvi prostora

k}. ) ga opremlh Z obxcajno razdaljo. Ker je koeficient skrcitve prve

pr’esh ave enak 0, druge pa %, je

skrcitev prostora H(IR) s koeficientom skréitve %. Uporabimo izrek 3.1 in
poiééi no atraktor A tega IF'S.

bo Ay = {0}. Naslednji ¢leni zaporedja, ki ga dobimo po formuli
W (Ag_1), so mr@j

po velikosti in jih oznacimo 0 = zg < 1 <

uredimo stevila v Ay =
< x9 < ..., potem se lahko z indukcijo prepricamo, da je v .

< |, poleg
xg = 0 Sse natanko k pozitivnih sStevil ;1 < x99 < ... < xp, pri Cemer

so x1,T2,...TL—1 natanko vsa pozitivna stevila 1z Aj_q, stevilo z; pa je
dobljeno po formuli z;, = %:ck 1+ %— Ce na zadnjo enakost pogledamo kot

na diferenc¢no enacbo in jo resimo pri zacetnem clenu x; = Mo xj =

=1- ()"
3
[z povedanega sledi, da so v atraktorju A poleg stevila 0 se vsi clem
zaporedja {1 — (£)¥}%2,. Ker pa je atraktor kompaktna mnoZica, morajo
biti v njem tudi vsa njegova stekalisca. Se pravi, da je v A tudi stevilo 1.

Oznacimo kompaktno mnozico {1 — (—z—)k}io , U{0,1} z A", Ker za vsako
stevilo z 1z A’ velja fwl( ) = O in je wo(0) = 3, (H = 1 ter wo(1l — (z)k) =

=1 - (S)kﬂ‘, je W Toda atraktor je edina negibna
zato mora veljati A" =

Z.a konec poglejmo nekoliko daljsi zgled uporabe navedene teorije.

Naj bo b € C pohubno kompleksno stevilo z absolutno W@dﬂosmo
tbl > 1. ( znammo z D mnozico kompleksnih stevil {dg,d1,...,d,}, pri
cemer je dg = 0. V |2] smo urejenemu paru § = (b, D) rekli stevilski sistem

z osnovo b in z mnozico stevk D.
Opremimo C z obicajno razdaljo. Pri vsakem indeksu: = 0,1,... . n

je z

wi(a) = b ta 4+ b1, (3.2)
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definirana skrcitev prostora C. Zlahka preverimo da so vsi koeficient:
skréitev enaki [b|71. Se pravi, da je {w;}"_, IFS s koeficientom [b|™!. Kaj
je njegov atraktor?

Naj bo W skrcitev prostora H(C), ki jo porodi IFS (3.2). Po izreku
3.1. lahko atraktor A poiscemo kot limito rekurzivno podanega zaporedja
mnozic A,11 = W(A,), pri cemer je zaCetna mnozica Ay poljubno izbrana.
Pa za¢nimo z mnozico Ay = {0}. Potem je

= {b"d;, +5 ™V, 4. b7, d. €D}, n=1,2,..

Ce 7z Ay oznadimo mnozico vseh tistih kompleksnih §tevil, ki jih lahko
zapilsemo kot Zf__:l b~'a;, a; € D, k € N, potem je Aoy = . Y
zaprtju Ae, so natanko tista kompleksna stevila, ki jih lahko zapiSemo kot
Y. 2 b ta;, a; € D. Ocitno velja

‘A()CAlCAzC...CADO. (33)

Izrek 3.1 nam zagotavlja, da zaporedje {A4;}:2, konvergira. Oznacimo
8 J P 1—0) 8

z A njegovo limito. Ce je poljubno stevilo 1z Ao, potem obstaja v A
Cauchyjevo zaporedje {a;}24, ki konverglra, k a. Ker velja, (3.3), lahko
zaporedje {a; 150, izberemo tako, da pri vsakem indeksu ¢ = 1,2,... velja

a; € A;. Po H Se pravi, da je Aos C A. Mnozica A je kompaktna, zato je

tudi Ao, kompaktna.

Zdaj lahko pokazemo, da ] je Ao = A. Namred, ce bi veljalo Ao # A,
b1 imeli A(A4, As) > ¢ > 0, od koder bi zaradi A; C Ay, sledilo h(A4, A;) >
> c pri vseh mdek81h 1 = 1 2,... Toda to ne more veljati, saj je A limita
zaporedja A;.

- Definicija. Premer ali diameter neprazne mnozice U v metricnem
prostoru (X, d) je

diam(U) = sup{d(z,y); =,y € U}.
Oznacimo z 2 mnozico vseh , celih” stevil ZM 0 bzaz, a; € D. Ocitno

je mnozica Z stevna, in ker so pm dani Stevki a # 0 vsa stevila ab’, ¢ =
= 0,1,2,..., med seboj razlicna, je Z stevno neskoné¢na. Naj bo torej Z =
= {zp; k=0,1,2,...}, pri Cemer je zg = 0.

Izrek 3.2. Ce lahko v stevilskem sistemu S izrazimo vsako kompleksno
stevnilo, potem obstaja neskonéno mnogo kompleksnih stevil, ki ph lahko v
stevilskem sistemu S 1zrazimo na dva razlicna nacina.

Dokaz. Vzemimo najprej, da obstaja taksno sStevilo w € C, ki ima v
stevilskem sistemu § dva razlicna zapisa. Recimo, da je

O

c; b“”i7 a;, C; € D, a4 Ny # 0
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111

D poljubna nenicelna stevka, so vsa

med seboj razlicna in vsako lahko v
primeru tore]

Naj max{ M Ce je a €
stevila w, = ab*™ 4+ w, n € N, 1
stevilskem sistemu & 1 imo na dva razlicna nacina. V tem
1zrek velja.

loremo v stevil-

redpo%aﬁﬂm@ zdaj, da nobeno kompleksno stevilo ne n
zapm@ﬁm na dva razlicna nacina.

m mndeksu & = 0,1,2,... naj bo Z; = zp + Ay = {21 + o
nozica Ao premaknjena za zp. Mnozice Zp, £ = 1, 2,
kompaktne, ker je mnoZica Zp = Ao taksna. Predpostavko izreka lahko
zdaj zapisemo kot € = U2 7}, in ker nobenega Stevila ne moremo izraziti
na dva, razlitna nacina, so mnozice 2 paroma disjunktne.

nozica v U je kampaktna natanko tedaj, ko je o3 q@ a 1n zamma

([3 lema 2.25]). Se pravi, da je premer diam(Z}) vsake mnozice Z; koncen.

Se ved, ker je

— Sup{ Zlo -+ O — (Z;:c *i‘@?h Zk + o, Zf ‘i‘,@ & Zﬁe} —

a—pB; o, BE Zy= E—;} = diam(A),

|

c
O
e

mnozice L, k = 0,1,2,..., ist1 premer, ki ga bomo oznacili z

imajg vse
d >0

Prepricajmo se, da notranjosti mnozic 4 nisc prazne. Ce bi pr1 nekem
indeksu kg veljalo, da je notranjost mnozice 2, prazna, b1 to veljalo pri vseh
indeksith £k =0,1,2, ..., saj lahko vse mnozice Z; dobimo tako, da mnoZico
Ly, ustrezno p}femaknema Pa vzemimo, da so notranjosti mnozic 2, k =
= 0,1,2,..., prazne. O ‘imo z U, = Z;, k = 0,1,2,..., komplemente
MNOZIC Z;i To so odprte mnozZice in iz predpostavke, da so notranjosti
MNoZic Zk prazne, sledi, da je vsaka od mnozic Uy, £k = 0,1,2,... povsod
C. Zaradi1 C = U722y velja N — (), kar pa je v nasprotju

D? ki pravi, da je v polnem

m izrekom (gieﬁe [3§ Izrek '
m prostoru X presek zaporedja povsod gostih odprtih mnozic gost
Mnozice Zp, £ = 0,1,2,... torej res nimajo prazne notranjosti. Se
pravi, da lahko najdemo taksen neprazen odprt krog x, ki je vsebovan v
notranjosti mnozice Zyg = A, odprti krogi zp + %, £k = 1,2,..., pa so
vsebovani v notranjosti mnozic 7. Ploséina vsake od mnoZic Z; je vecja
od ploscine kroga x, ki ima seveda od ni¢ razlicno ploséino. Jasno je tudi,
da 1majo vse mnozice Z; isto ploséino. Naj bo p > 0 ploséina vsake od
mnozic Z, £k = 0,1, 2,

Vzemimo poljubno mnoZico Z;, in naj bo K taksen zaprt krog v C, da

111110
je Zr, vsebovana v njegovi notranjosti. Polmer kroga K oznacimo z r.
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Trdimo, da le kontno mnogo mnozic Z; seka K. Namrec, ce to ne bi
bilo res, bi bilo v zaprtem krogu K, — tj. v krogu, ki ima 1sto sredisce kot
K in polmer r + d, kjer je d premer mnozic Z; — neskoncno mnogo mnozic
7. Toda to je nemogoce: krog K4 ima koncno ploséino, mnozice Z; pa so
paroma disjunktne in ploscina vsake njih je p > 0.

Krog K tore] po];eg mnozice Z, seka le Se koncno mnogo mnozic Zy, , .
Zy.. Ker je mnozica Zj, vsebovana v notranjosti kroga K, mora b1t1
n > 1. Oznaéimo F; = KN4, = 0,1,...,n. Mnozice F; so neprazne
i kompaktne, njihova unija je krog K Naj bo F' = U@  F;. Tudi F
je neprazna kompaktna mnozica, saj je unija konc¢no mnogo nepraznih
kompaktnih mnozic. Velja torej] K = Fy U F'. Zaprti krog K smo zapisali
kot unijo dveh nepraznih kompaktnih mnozic. Ker je K enostavno povezana
podmnozica v C, mnozici Fy in F' ne moreta biti disjunktni. Se pravi, da
obstaja v mnozici Fy = Z, vsaj eno Stevilo, ki je Se v neki drugi mnozici
Zy, oz. stevilo, ki ga lahko v stevilskem sistemu § 1zrazimo na dva razlicna
nacina. To pa je v nasprotju s predpostavko, da v C takih stevil ni. =

Se vprasanje: Ali je tudi kompleksnih stevil, ki 1majo vsaj tri razlicne
zapise v Stevilskem sistemu &, neskonéno mnogo?
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OBVESTILO

Pobrskajmo po zaprasenih policah

Ob petdesetletnici delovanja Drustva matematikov, fizikov in astrono-
mov Slovenije nameravamo pri DMFA i1zdati zbornik o aktivnostih drustva
od ustanovitve pa do danasnjih dni. Podatk: o nekaterih matematicnih tek-
movanjih srednjesolcev Slovenije, ki so navedeni v starejSih Obzornikih za
matematiko in fiziko, so nepopolni. Za prvo tekmovanje vemo npr. le, da je
bilo leta 1950, radi pa bi 1zvedeli tudi druge podatke: datum tekmovanja,
kraj (Sola) tekmovanja, stevilo sodelujoc¢ih dijakov oz. Sol. Za tekmovanja v
letih 1951 1n 1958-1967 pa bi radi izvedeli kraj in Solo, kjer je tekmovanje
bilo.

Kdor bi karkoli vedel o navedenih tekmovanjih, naj to cimprej sporoci
na naslov drustva. Morda se bo na kaksni polici nasel tudi bilten, ki so ga
ob tekmovanju izdali organizatorji.

Matjaz Zeljko
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Math. Subj. Class. (1991): 47B60, 15A48

V ¢lanku obravnavamo linearne operatorje med konéno razseznimi linearno urejenimi
vektorskimi prostori, ki ohranjajo urejenost. Ugotovimo obliko matrike, s katero je v

standardni bazi predstavljen tak operator,.

In this note we consider the lexicographical order preserving linear operators in finite-
dimensional vector spaces. We describe the matrices of such operators in the standard

basis.

Naj bo v realnem vektorskem prostoru IR" dana relacija linearne ure-
enosti <. Pravimo, da je relacija usklajena, ce ustreza naslednjima pogo-
J o ) J )

r<y=a+z<y+ zzavsak z € R";
r <y=rx<ryzavsak r € R T

Vektorski prostor z usklajeno relacijo linearne urejenosti (IR
jemo linearno urejen vektorski prostor. Osnovnl primer linearno urejenega

vektorskega prostora je Esﬁsxkogmfsko urejen vektorski prostor (IR
fekakografskz um}enosm za vektorja =,y € IR"™ velja « < y natanko takrat,
kadar je bodisi # = y bodisi z # y in z; < yi za najmanjsi indeks k, pri

, ko je z %+ y 1n

- s s e . L

katerem xp # yi. Po definiciji velja neenakost x < y takrat
xr < vy za najmanjsi indeks k, pri katerem je x # Ul -
Prostor IR" je Eekﬂkografgko urejen v bam {e , ko za poljubna vektorja

iny = > 7 4 y.e; velja x’ § y', kjer je ' = (a},...,2")" in

m bomo besedo usklajena kar opuscali, ce pa urejenost ne
imela te lastnosti, bomo to posebe] poudarili.

Vsaka linearna urejenost prostora IR" je pravzaprav leksikografska ure-
jenost v neki urejeni ortonormirani bazi tega prostora. Ker pa za vsako
tako bazo lahko najdemo natanko dolocen unitarni operator, ki jo preshika
v standardno bazo, obgmja bijektivna korespondenca med unitarnimi ope-
ratomz fs@ga pmsmra 1in usklajenimi linearnimi urejenostmai.

Velja namre¢ naslednji rezultat, ki ga z dokazom vred najdemo v [3]:

Za vsako usklajeno linearno urejenost < na IR™ obstaja

natanko ena taka unitarna preslikava v € L(IR™), da velja ekvivalenca

L
r<y < v(z)<v(y) za
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Obratno, za vsako unitarno preslikavo v € L(IR") je s to ekvivalenco
dolocena na R"™ usklajena linearna urejenost <.
<"} linearno urejena vektorska prostora.

Naj bosta (IR <
Linearni operator u € L(IR™, R*) ohranja urejenost, kadar velja

z,y € R": z<y= ulz) < uy).

Ce upostevamo omenjeno bijektivno korespondenco med linearnimi ureje-
nostmi prostora in unitarnimi operatorji, vidimo, da potem obstajata taka
unitarna operatorja v; € L(IR*) in vy € L(IR™), da zgornja implikacija dobi
obliko:
L NG 1
z <y = viuvy (z) <viuvy (y),
. . L . ) . » »

kjer je < obicajna leksikografska urejenost.

Operatorju u smo priredili operator viuv, . ki ohranja leksikografsko
urejenost. Omejimo se na lastnosti operatorjev, ki ohranjajo leksikografsko
urejenost, pa bomo lahko dobili lastnosti vseh operatorjev, ki ohranjajo
linearno urejenost.

Naslednji rezultati so povzeti po delu [4].

Definicija. Operator u € L(Bn,Bk) je leksikografsko izoton, kadar

ohranja leksikografsko urejenost. Operator u € L(IR™,IR*) je leksikografsko
nenegativen, kadar za standardne bazne vektorje e;, 7 = 1,...,n, velja

L
u(e;) > 0.

Pr1izrekih, ki kazejo obliko matrike leksikografsko izotonih operatorjev,
bomo potrebovali Se pojem leksikografskega indeksa.

Definicija. Leksikografski indeks vektorja y = ) ., yje; € R™ je dan
s predpisom:

miny7 €41,...,n¢; y; # 0, 0
a(y).m{oo, {7 €4 by # 0F gi@ ’

Naslednji i1zrek nam poda karakteristicno lastnost leksikografskega in-

deksa.

Trditev 2. Leksikografski indeks kot preslikava o : R™ — {1,...,n,00}
osSc¢a naslednjim pogojem:

zad

(a) (0) = oo,

(b) a(R") ={1,...,n,00},

(c) a(Ay) =aly) za A#0, yeR"
(d)
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Dokaz. Iz definicije leksikografskega indeksa takoj slede lastnosti (a),
L L -
(b) in (¢). Najboy,z € R"in0<y<z Cey # z je yp < 2zj za
najmanjsi indeks k, kjer je yp # zp. Ce sta leksikografgka indeksa vektorjev
y, z enaka, tocka (d) drzi. Ce pa je ay) # oz(z}j mora imeti vektor y v k- m
kompon@mm vrednost 0, tore] j@ leksikografski inc ekg tega vektorja V@Cﬁ O
leksikografskega indeksa a(z). Implikacija v tocki (d) je tudi v tem primeru

izpolnjena. &

Opomba. Da se pokazati (glej [4]), da je leksikografski indeks edina
preslikava z lastnostmi (a), (b), (¢) in (d).

Vsak leksikografsko i1zotoni operator je ocitno leksikografsko nenegati-

VEIL.

Katero lastnost moramo dodati, da bo leksikografsko nenegativen ope-
rator mksﬂwgmfgkﬁ zzoton nam poda:

rek 3. Za operator u € L(IR™,IR") so ekvivalentne naslednje izjave:

pﬁmmr u je leksikografsko izoton.
Operator u je leksikografsko nenegativen in zanj velja

a(y) = alz) = alu(y)) = a(u(2)).

(iii) Operator u je Eeksﬁkograz%ko nenegativen in obstaja natanko ena
preslikava ¢, : {1,...,n,00} — {1,...,k,00}, ki zadosca enakosti

a(u(y)) = pu(aly)), y € R™.
Operator u je leksikografsko nenegativen in izpolnjuje neenakost

m
(ii)

a(ule;—1)) +1 < a(u(e;)); -

Dokaz. (i) = (i1). Leksikografsko izoton operator je tudi leksikografsko
nenegativen. Naj za vektorja y,z € R"” veija a(y) = a(z). Brez izgube

za splosnost dokaza lahko vzamemo O < y < z. Zaradi tocke (i) velja

1) trditve 1 neenakost

L L
0 <u(y) <u(z). Od tod dobimo s pomocjo tocke (

a(u(y)) > alu(=)).
Razviymo vektorja vy, z po standardni bazi, leksikografski indeks a(y)

pa krajse oznacimo z jg:

7=Jjo

’ ° - s, o . L L
Vektor z;,y— %yjo z je leksikografsko pozitiven, zato je u(z;,vy) > u(%yjoz) >0,

Upostevamo tocki (c) in (d) trditve 1 in dobimo
| ) 1 \.
(u(y)) = alzjouly)) = a(ulz;,y)) < a(u(5yjo2)) = alu(2)),
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(i1) = (ii1). Opredelimo preslikavo ¢, : {1,...,n,00} — {1,...k, o0}
s predpisom

pu(o0) =00 In @u(7) = alule;)), 7=1,...,n.

Ce upostevamo e lastnost leksikografskega indeksa v tocki (ii) tega izreka
za nenicelni vektor y in ey (y), velja o (a(y)) = pulaleary))) = a(uleqy))) =
= a(u(y)). Posebej za y = 0 dobimo ¢,(a(0)) = p,(c0) = co = a(0) =
= a(u(0)). Preslikava z lastnostjo v tocki (iii) tega izreka je ena sama, saj
je leksikografski indeks za poljuben vektor natanko dolocen.

(ii1) = (i1). Ocitno.

(i1) = (iv). Dokazimo s protislovjem. Naj za j € {2,...,n} velja

a(u(ej_1)) + 1> a(ule;)). _ (1)

Lo¢imo dve moznosti: a(u(e;_1)) = 0o, a(u(e;j_1)) < co. Cejea(u(e;_1)) =
= oo, zaradi (1) velja a(u(e;)) < oo, torej imamo u(e;—1) = 0 # u(e;). Le-
ksikografska indeksa slik vektorjev e;_1 in e;_1 + e; nista enaka, saj velja

a(u(ej—1 +¢€5)) = a(u(ej—1) +ule;)) = alu(e;)) <oo in alu(e;j—1)) = oo,

enaka pa sta leksikografska indeksa originalov a(e;—1+e;) = 7—1 = afe;_1).
To pa je v protislovju s tocko (ii).

Ce je a(u(e;j_1)) < oo, potem lahko neenakost (1) zapiSemo kot
a(u(ej—1)) > a(u(e;)). Razvijmo vektorja u(e;_1) in u(e;) po standardni
bazi, kjer za njuna leksikografska indeksa g := a(u(e;—1)) in h = a(u(e;))
upostevamo h < g < k in je operator u predstavljen z matriko U = |u;;]:

Ce je g > h'3 p:?idemo do protislovja z (i1) pri vektorjih €j—1 me;_1+e;. Ce
je g = h, b1 bila vektorja e;_1 1n —u, j_1€; + up je;-1 tista, pri katerih bi
prishi v protislovje z (i1).

L
(iv) = (i). Izberimo poljuben vektor vy = (y1,...,yn)' > 0 z leksiko-
grafskim indeksom jg := a(y). Vektor u(y) lahko zapiSemo

(2)

7=7J0

Dokazati moramo, da je v zapisu (2) prva nenicelna komponenta veéja od
ni¢ ali pa, da je u(y) = 0. Ce je u(e;,) = 0, velja seveda a(u(e;,)) = co. Po
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Podobno bi sklepali

tocki (iv) je tedaj au(ej,+1)) = oo, torej u(e;,+1) = 0.
' " h vektorjev enake nic:

naprej in dobili tudi nadaljnje slike standardnih baznih

u(e;) =0, j7=30+1,...,n.

drzi.

neru je u(y) = 0 in tocka (1)

m prii
Ce pa imamo u(e;,) 7 0

obravnavamo

| dve moznosti: u(ej,+1) = 0 in

= jo + 2,...,n enake ni¢ po sklepu, ki smo ga malo

(2) to pomeni:

eru so tudi nadaljnje komponente vektorja u(e;) za 7 =
prej izpeljali. V zapisu

-
u<y> — <“Lj@yjm b 7uk,jﬁyj0> *

Ce upostevamo se u; 5, = 0zai=1,..., a(u(e;))—1in Ua(ulejq ))rjo = 0, kar
velja zaradi nenegativnosti leksikografskega operatorja u, koncno dobimo

u(y) = (0

L
e 0y Uau(esy ) joYios - -+ Uk,goUjo) = 0

eru iz tocke (iv) sledi a(u(ej;,)) < a(u(ej+1)) < oco. To
prva nenicelna vrednost nastopi kvecjemu

pomeni, da pri vektorju u(e;,+1)
v kasnejsi komponenti kot pri u(e;, ).

Ya(u(ejo)).d

Ker so seveda ni¢ tudi vse ko: ponente u; 5, za 1 = 1,... 7&@(%0)) - 3 je
prva nenic¢elna komponenta vektorja u(y) v (2) enaka Ua(u(ej, ))jo Y- 3

pozitivna, torej je u(y) leksikografsko pozitiven vektor. =

Swt”

Povzemimo trditve izreka. Ce je operator leksikografsko 1zoton, je leksi-
kografski indeks slike odvisen le od leksikografskega ideksa originala; ob-
staja natanko dolocena preslikava, ki nam poda leksikogratski indeks slike
17z leksikografskega indeksa originala; leksikograiski indeksi nenicelnih slik
standardnih baznih vektorjev strogo narascajo. Ce je operator leksikograt-
sko nenegativen in velja ena od zgoraj navedenih lastnosti, je operator le-
ksikografsko izoton.

Dokaz izreka 3 pove, da je pri leksikografsko 1zotonem operatorju za-
radi neenakosti a(u(e;—1)) +1 < alule;)), 7 € {2,...,n}, preslikava ¢,
narascajoca.

Matrike leksikografsko izotonih operatorjev imajo posebno obliko. Nad
diagonalnimi elementi so le nicle; od leve proti desni ima vsak naslednji
stolpec kasneje prvo nenicelno komponento. Prikazimo nekaj prim
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Shlika 1. Leksikografsko izotoni linearni operatorj:.

matrik, kjer so prazni kvadrati nicle, temni del vsakega stolpca se zacne
s pozitivnim elementom, n je Stevilo stolpcev 1n £ stevilo vrstic.

Injektivii leksikografsko izoton operator ima posebno lepe lastnosta.
Zato definirajmo:

Definicija. Operator u € L(IR"™,R*) je strogo leksikografsko izoton, ¢e
L L
za vsak vektor y > 0 velja u(y) > 0.

Ker je strogo leksikografsko izoton operator injektiven, je smiselno
predpostaviti £k > n. Izpeljimo nekatere trditve o leksikografsko izotonih
operatorjih Se za strogo leksikografsko izotone operatorje.

Izrek 4. Za operator u € L(IR™,R*) veljajo ekvivalence med izjavami:

(1) Operator u je strogo leksikografsko izoton.

(ii) Operator u je leksikografsko nenegativen in obstaja natanko doloce-
na strogo narascajoca preslikava ¢, : {1,... ,n,00} — {1,...,k, 00},
ki zadosca pogoju a(u(y)) = vu(aly)), y € R™.

(ii1) Operator u je leksikografsko nenegativen in velja

Q(U,(Ej,__l)j < &(U’(EJ)) < k? ] — 27 sy T

Za k = n so te izjave ekvivalentne tocki (iv):

(iv) Operator u je leksikografsko nenegativen in u je nesingularen ope-
rator s spodnjetrikotno matriko.

Dokaz (i) = (i1). Po izreku 3 vemo, da je preslikava ¢, : {1,...,n,00} —
— {1,...,k,00} narascajoca na o 1{1,...,k}. Zaradi injektivnosti opera-
torja pa ni mogoce, da bi se kak indeks j € {1,...,n} preslikal v co, kajti
velja co = a(0) = a(u(0)) = pu(a(0)) = @yu(o0). Preslikava ¢, je strogo
naraScajoca na vsem definicijskem obmoéju {1,...,n,00}. Ostale lastnosti
druge tocke veljajo po 1zreku 3.

(1) = (iii). Iz predpostavke (ii) sledi a(u(e;—1)) = pu(j —1) < wu(j) =
=afu(e;) <kzaj=2...,n

94 Obzornik mat. fiz. 45 (1998) 3



(iii) = (i). Ce tocka (iii)
3 dobimo, da je operator u leksikografsko izoton.
strogo leksikografsko 1zoton.

(i) A (i) = (iv). Zaradi (i) je matrika operatorja u nesingularna
(obrnljiva za k = n). Po tocki (iii) dobimo 1 < a(u(er)) < ... < aluley)) <
k = n, zato je izpolnjeno a(u(e;)) = j za vse indekse 7 = 1,...,n.

drzi, zaradi ekvivalence tocke (iv) in (1) v izreku
Ker je tudi injektiven, je

Ze pri dokazovanju opazimo obliko matrike strogo leksikografsko izoto-
nega operatorja u € L(IR™, IR*). Matrika je spodnjetrikotna, pri kvadratni
matriki je brez nicelnih elementov na diagonalnih mestih.

Slika 2. Strogo leksikografsko izotoni linearni operatorji.

5. Za operator u € L { | n) je ekvivalentno:
Operator w ohranja kako linearno urejenost prostora IR

Lastne vrednosti operatorja u so realne in nenegativne.
Ce je operator u nesingularen (obrnjiv), sta tocki (1) in (12) ekvivalentni
tocki:

(iii) Lastne vrednosti operatorja u so realne in pozitivne.

i 0

ool @

Ce je u izometrija, so vse tocke ekvivalentne tocki:
(iv) Operator u je identic¢ni operator.

Dokaz. (i) = (ii). Ce operator u ohranja linearno urejenost <’ v
u IR”, za poljuben z iz R™ velja implikacija 0 <' z = u(0) <’ u(x).

pomocjo trditve 1 vemo, da za to linearno urejenost najdemo natanko

L
doloc¢en unitarni operator v € L(IR™), tako da velja 0 <wv(z) < 0 < z in
implikacijo lahko zapisemo v obliki:

L L 1
0<z=0<wvuv (m% reR™.

Tak leksikografsko izoton operator vuv™! ima po izreku 3 spodnjetrikotno

matriko. Diagonalni elementi take matrike so tudi njene lastne vrednosti,
torej lastne vrednosti operatorja vuv™', ki pa se ujemajo z lastnimi vre-
dnostmi operatorja u. Zaradi oblike matrike leksikografsko izotonih opera-
torjev pa so te lastne vrednosti realne in nenegativne.
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(i1) = (i). Naj bo operator u € L(IR") predstavljen z Jordanovo matriko
J, ki ima po diagonali realne in nenegativne lastne vrednosti z morebitnimi
niclami na zadnjih diagonalnih mestih pod diagonalnimi elementi v bazi
{ei}7 (za konstrukcijo take matrike glej na primer [2]).

Zapisemo J = VUV ™! kjer je V prehodna matrika med bazo {eg}?

in standardno bazo {e;}] ter U matrika, ki predstavlja operator vuv L v

standardni bazi. Matrika J = VUV ™! pa predstavlja operator vuv™! v

standardni bazi. Ta matrika zadoiéa tocki (iv) izreka 3, zato je vuwv ™!

leksikografsko izoton operator. Ker pa je v unitarni operator, zanj po
L
trditvi 1 obstaja linearna urejenost <’, da velja ekvivalenca 0 < wv(z) <=

<= 0 <’ z za poljuben vektor x € R". S pomocjo te ekvivalence in

implikacije 0 % x = 0 % vuv~ (), ki velja za leksikografsko izoton operator
vuv ™!, dobimo Zeleno izjavo 0 <’ & = 0 <’ u(z). Torej je u operator, ki
ohranja linearno urejenost, doloceno z operatorjem v.

(ii) <= (iii). Ce je operator bijektiven, mora biti determinanta
matrike razlicna od ni¢. Ker pa je determinanta matrike J produkt njenih
lastnih vrednosti, morajo biti le-te razlicne od nic.

(iii) <= (iv). Ce je operator u izometrija, so absolutne vrednosti
njegovih lastnih vrednosti enake 1. Ker unitaren operator standardno bazo
preslika v ortonormirano bazo, mma vsak stolpec matrike normo 1; enic
pod diagonanalo v Jordanovi matriki J ne sme biti, na diagonali pa so
realne, pozitivne lastne vrednosti z absolutno vrednostjo 1. Operator je
torej 1denticen.

Obrat je oCiten. m
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NOVE KNJIGE

Gerlinde Faustmann, Osterreichische Mathematiker um 1800, un-
ter besonderer Berucksichtigung ihrer logarithmischen W

Osterreichischer 1 Wien 1994.

Cunst-und |

{ult urver lag,

Knjiga Gerlinde Faustmann, srednjeSolske profesorice matematike in
kemije, obsega 194 strani teksta in Se 10 dopolnilnih strani ter je avtoric¢ina
disertacija. V njej obravnava pomembnejSe matematike, ki so delovali okoli
leta 1800 v Avstriji; poseben poudarek je namenila njihovim naporom pri
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sestavi logaritmic¢nih tablic, ki so v tistem casu pomenile priblizno to, kar
danes pomenijo racunalniki, kadar jith uporabljamo za racunanje.

Disertacija se zacenja s podrobnim pregledom zgodovinskega razvoja
pojma 1ogari‘tma in konstrukeciy logaritmiénih tablic do konca 18. stoletja.
Sledi kratek opis avsécmjske zgodovine na prelomu 18. S‘toie‘tja, Osrednje
je Cetrto poglavije. V njem avtorica opise zivljenjske poti in strokovno
delo petih matematikov: Leopolda von Unterbergerja (1734-1818), Johanna
Pasquicha (1753-1829), Jurija von Vege (1754-1802), Johanna Konrada
Blanka (1757-1827) in Ignaca Lindnerja (1777-1835).

Podobno kot Jurij Vega je bil tudi Unterberger profesor matematike na
topnicarski akademiji na Dunaju, prav tako je dosegel visok oficirski cin.
Poleg ucbenikov matematike za studente topnicarske akademije je 1zdal leta
1777 tudi tablice naravnih vrednosti in njihovih logaritmov kotnih funkcij
n logaritmov naravnih stevil od 1 do 20 000.

Johann Pasquich (morda Ivan Paskvic), doma iz Senja, je bil katoliski
duhovnik. Pouceval je visjo matematiko na univerzi v Budimpesti, deloval
pa je tudi na zvezdarnah v Pesti in na Dunaju. Objavil je vec knjig in
znanstvenih clankov 1z matematike, mehanike, astronomije in geodezije, pa
tudi skrajSane logaritmicno-trigonometriéne tablice (1817).

Sledi Zzivljenjepis in opis logaritmicnih tablic Jurija Vege, ki je bil med
temi petimi matematiki najmocnejsi kot matematik in sestavljalec loga-
ritmicnih tablic.

Tudi Johann Konrad Blank je bil katoliski duhovnik. Predaval je
matematiko na razlicnih akademskih institucijah na Dunaju. Umrl je kot
zrtev morilca 1z koristoljubja. Poleg matematicnih ucbenikov je Blank
leta 1816 izdal tablice logaritmov naravnih stevil do 10 000 in logaritmov
trigonometricnih funkecij.

Ignac Lindner je bil rojen v Pragi. Kariero je zacel kot topnicar in
je dosegel ¢in polkovnika. Postal je profesor matematike na topnicarski
akademiji na Dunaju, kjer je pouceval desetletji pred njim tudi Jurijy Vega.
Poleg ucbenikov mehanike za potrebe topnicarske akademije je 1zdal tudi
prirocnik Zepnega formata z logaritmi stevil, logaritmi trigonometricnih
funkcij in zbirko raznih tabel in formul.

V zadnjem razdelku avtorica ugotavlja, da so se omenjeni matematiki
vecinoma poznali osebno ali pa so bili vsaj v pismenih stikih. Opise tud:
relacije med logaritmicnimi tablicami vseh teh avtorjev. Kot Dunajcanka
je seveda imela lazji dostop do literature kot nasi raziskovalci Vegovega
zivljenja in delovanja. O Vegi n1 odkrila kaj bistveno novega, mnoga znana
dejstva pa je mogla z novimi dokumenti potrditi ali dopolniti.

Anton Suhadolc
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Knjiga je namenjena predvsem matematikom in uporabnikom markov-
skih verig.

Osnova za stohasuicne modele v mnogih vejah uporabne verjetnosti, od
genetike, ekonomije, teoreticne fizike, teorije strezbe do numericne integra-
cije v velikih dimenzijah, so markovske verige. Ceprav so konceptualno pre-
proste, je le redko mogoce eksplicitno izracunati prehodne verjetnosti po
velikem stevilu korakov, posebej Se, Ce je prostor stanj precej velik.

Pricujoca knjiga je sistematicna obravnava numericnih metod za izracu-
navanje prehodnih verjetnosti, tako za markovske verige v diskretnem kot
tudil v zveznem casu. Avtor uporablja kombinacijo numericnih metod in
verjetnosti in obravnava mnozico posebnih verig, ki se pogosto pojavljajo v
uporabi. Tako nas knjiga popelje skozi mnozico iterativnih in rekurzivnih
shem, prikaze razlicne razcepe, obravnava transientne in Hessenbergove
markovske verige in Se metode za periodicne verige. Knjiga se sklene z
diskusijo racunalniskih programov, ki so trenutno na voljo. Vseskozi je
posejano tudi mnogo primerov.

Knjiga n1 namenjena branju od prve do zadnje strani, ampak je ne-
kaksen prirocnik za tiste, ki se srecujejo z numericnimi problemi, poveza-
nimi z markovskimi verigami.

Mihael Perman

OBVESTILO

V lanski prvi stevilki Obzornika za matematiko in fiziko sta bila na 29.
m 30. strani objavljena pravilnika:

Razpis DMFA Slovenije za posebne pohvale solam,

Pravila o podeljevanju priznanj uciteljem matematike, fizike, astrono-

mije in racunalnistva za delo z mladimi in za popularizacijo teh znano-

sti.

Pisne predloge za priznanja ucrtehem in pohvale Solam poslhjite do
20. septembra 1998 na naslov: DMFA Slovenije, Komisija za pe-
dagosko dejavnost, 1000 Ljubljana, Jadranska 19, p.p. 2964.

Predlogi morajo Vsebova,tl dovolj podatkov, da bodo zadoscali komisiji
za vsestransko presojo in tehtno odlocitev.

Sekretarka komisije za |
pedagosko dejavnost: Predsednica DMFA Slovenije:

Danica Jereb Nada Razpet
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