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Math. Subj. Class. (1991) 15A24

V ¢clanku obravnavamo obstoj in klasifikacijo S@bmdjungwa,mh resitev algebrajske
Riccatijeve enacke v algebrin X n kompﬁeksmh matrik. MnoZica sebiadjungiranih resitev
v bijektivni korespondenci z mnoZico invariantnih podprostorov doloéenega operatorja.

m ﬂm paper the emgfﬁence and fﬂhe CE&SSEﬁQaﬁM@n of S@Hadjomt solutions of the alge-
. All the S@mfsmms are in one—to—one correspon-

uporabi obica j No ne n agﬁ opa Vv '*E a o enostavni obliki.
aﬁzm ke velikosti n X n imamo lahko za linearne preslikave
: mduk“mm ki ga bomo oznacevali s ( , ).
pod ane z maﬁﬂ A bomo oznacili z 1m A4
ebm jungirana matrs
in pozitivno defin:

A Je ] Ozm;wm e je
Az, xz) > 0 za vse n
mpleksne ravnine bomo oznacili s 7_ = {z E C:
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Izrek 1.1

a) Naj wma matrika A wvse lastne wvrednosti na odprti levi polravnin:
m_={z € C:Rez < 0}, matrika C pa naj bo pozitivna. Potem ima
enacba (1.1) natanko eno resitev X. Ta resitev je pozitivna matrika.

Ce je C pozitivno definitna, je X

tudr pozitivno definitna.
b) Ce ima enacba (1.1) pri pozitivno definitni matriki C pozitivno definitno
resitev X, so vse lastne vrednosti matrike A v mw_.

Opomba: Izrek lahko brez velikih tezav posplosimo na primere, ko C
ni pozrtwno deﬁmtna kot tudi na operatorje na neskoncno dimenzionalnih
prostorih. Operator A tudi ni nujno omejen operator. Seveda pa moramo
v tem primeru zapisati enacbo v drugacni obliki.

Dokaz: a) Najprej pokazimo, da ima enacba pri danih pogojih eno samo
resitev.

Zmano je, da je vsaka kvadratna matrika podobna SpOdﬂjetﬂkOtl’H ma-
triki. Obstaja torej obrnljiva matrika P, da je B = P! AP spodnjetriko-

tna. Ce bomo lahko enoli¢no izradunali Y = P*X P, bo to veljalo tudi za
Ko ti dve zamenjavi vstavimo v enacbo (1.1), dobimo:

X.
YB + B*Y = —P*CP (1.2)

Preslikava B vektorskega prostora n X n matrik vase, podana z

je linearna. Pois¢imo matriko, ki j1 pripada. Za bazo v prostoru n X n
matrik vzemimo matrike F;;, ki imajo na ¢j-tem mestu enico, drugod pa

niéle. O¢itno je teh n? matrik linearno neodvisnih in vsako n X n matriko
lahko 1zrazimo kot njihovo linearno kombinacijo. V bazo jih postavimo v
naslednjem vrstnem redu:

By, B9, Bng, ... B, Bo1, Boo, Eos, ... Bopy ... Eop1, Epa, Bns, ... By,

o po vrsti 1zracunamo slike baznih vektorjev, to je matrik E;;, in slike

zapisemo kot stolpce v matriko (tokrat bo to n? x n? matrika), dobimo
blo¢no zgornjetrikotno matriko:
BTbnl  bal bl o ba
0 BY +boel  bgpl oo bpal
0 0 BT + b3l --- b3l
0 0 0 oo B 4 b1

Determinanta zgornje matrike je enaka produktu determinant blokov na
diagonali.

det B = det(B* +by11) - det(BL + by I) - - - det(BY + by ) .

66 Obzornik mat. fiz. 43 (1996) 3



Wit

h92, - . . bpn 80 lastne vrednosti m Ker so vse na @dpm
mb@‘ts ?’ - E 2

Stevila b1, { __
levi p@h"a;vmm SO stevila .1 Na desm p@h'afvmm B

Ce enacbi odstejemo enacbo (1.
0. Tudi ta en a,c ba 1m

Tu integriramo kar vsak element matrike pod integralom posebej. Vsi so
zvezne funkcije ?éwja 1 vsl padajo po absolutni Vrednﬁsm dovolj hitro proti
G da 1zhnwa 1 integrali asfsa}ago To Je zaﬁm ker 1majo Eaﬁé‘n@ vrednosti

ke A negativne realne d | d 0 7, resitev

@I‘nhﬂf& bi obsta, j jal o # 0
+ (X, Ax) =
pozitivna, 1m

) ”V 33”2 0b1m0 /O Cm
nagpmtju S tem da je C pozitivno definitna. Matrika X j;
definitna.

enacbe (1.1) sledi <A£

x lastni vektor m

predpostavki X in C' p ozn ivno definitni m
stevilo. S tem smo dokazali, kar smo Zeleli.

. Ker sta po

negativno
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. Riccatijeva algebrajska enacba

V tem razdelku si bomo ogledali, kako s pomocjo resevanja enache
Ljapunova lahko pois¢emo sebiadjungirane resitve Riccatijeve algebrajske
enacbe v algebri n X n matrik.

Naj bosta A in B n X n matriki. Matrika A naj bo sebiadjungirana.
Enacba, katere sebiadjungirane resitve 1scemo, je

~X*+B*X+XB+ A=0. (2.1)

Pred izrekom o obstoju sebiadjungiranih resitev, dokazimo lemo.

Lema 2.1 Naj bo {X,} zaporedje sebiadjungiranth matrik, za katere
velja X, > X,11 2> X, za neko sebiadjungirano matriko X. Potem je

zaporedje {X,} konvergentno. Limita Y je sebiadjungirana matrika in

Y > X.

Dokaz: Lemo bomo dokazali tako, da bomo pokazali, da istolezni ele-
menti matrik X,, konvergirajo. Oznacimo element v 7-ti vrstici in k-tem
stolpcu matrike X, z (X, ),x. Za poljuben x je zaporedje (X, z, z) padajoce,
navzdol omejeno z (Xz, x), zato je konvergentno.

Oznacimo z e¢; = (0,0,...,1,...,0) vektor, ki ima na z-tem mestu
enojko, drugje pa nicle. Diagonalne elemente lahko zapisemo kot (X,,);; =
= (X,e;,€e;). Zato diagonalni konvergirajo. 7 izvendiagonalnimi bo vec
dela. Pokazali bomo, da konvergirajo njihovi realni in njihovi imaginarni

deli. Tudi zaporedje
(Xn(ej + ek), (ej T ek)> = <Xn€j, €j> + 2 Re(Xnejj €k> + <Xn€ka 6;,3)

konvergira. Ker konvergirata tudi prvi in zadnji sumand na desni strani,
konvergira tudi zaporedje realnih delov Re(X,e;,er) = Re(X,)k. Za to,
da opazimo konvergenco imaginarnih delov, s1 moramo ogledati zaporedje
(Xn(ej+iex), (ej+ier)). Ker so vse matrike X,, sebiadjungirane, je (Xn)jk =

= (Xp)k; za vse j in k. Seveda tudi za limite velja isto.

Ker je za vsak z € C, ((X,, — X)z,z) > 0 za vse n, mora biti tudi

Eksistenco sebiadjungirane resitve Riccatijeve algebrajske enacbe bomo
dobili s pomocjo rekurzivno podanega zaporedja sebiadjungiranih matrik.
Ideja dokaza je Newtonova tangentna metoda za iskanje nicel funkcije.

Poglejmo si, kaksna je za realna a in b. Enacba tangente na kvadratno
parabolo y(z) = —z?+2bz+a v tocki z se glasi Y —y(z) = 2(b — z)(X — z).
Pri tangentni metodi postavimo za x,.1 niclo tangente, postavljene na
funkcijo v tocki z,,. Enacba, iz katere izracunamo 11, je 2z,11(b — x,,) =

= —x2 —aq. Ce kvadratna enacba ima reditev, je tako dobljeno zaporedje
padajoce 1 omejeno navzdol z ni¢lo parabole, ¢e smo le za xg i1zbrali
stevilo, veCje od obeh korenov. Ko delamo z matrikami, moramo seveda
paziti na nekomutativnost, namesto deljenja pa nam bo prisla prav enacba

Ljapunova.

68 Obzornik mat. fiz. 43 (1996) 3



Ximax N mzmmaino sebtadjungirano

ksgmaino 565@&&?@@?@&%@ mmﬁm
zadosca relaciy

, da vsaka resitev X

Kadar pa je A
je A pozﬁwna

pm@iwna resgitev @fna@ he (2.1). Ce
1 X max pozzﬁwna o initna in lasine

Preveriti moramo le to, da na vsakem koraku res lahko izracunamo X, .

Enacba (2.1) je enacba Lja,punova, Ce so ia,stne vrednosti matrike B — X,
v o, iahko enacbo (2,2} 10 na X Dokazovali bomo z mdukm}o
Predp mo, da so Eastne wednosm matri e B — .

opﬂi levi pOH’a’v 1n
obstaja, 1z (2 2) in

n)® = (X = Xnp1)”. (2.3)

Ker ne vemo, ali je desna stran obrnljiva matrika, s pomocjo lzreka 1. 1 ne
MOoremo dok&zam da so lastne vrednosti matrike B — Xnt1 vr_. R
B — Xn+1 lastno vrednost z nenegativnim realnim delom.

ReA >0, z=#0.

X, 1)z = Az,
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Leva stran zgornje enakosti je nenegativna, saj je ReA >0 X, — X >
> 0. Potem pa mora biti desna stran enaka 0. Za ta x je zato X, 1ax =
= X,z. Racun (B — X))z = (B — X411 + Xpnt1 — Xp)z = Az pove, da je
prav ta A Ze lastna vrednost matrike B — X,,, kar pa je protislovje. Zato
morajo lastne vrednosti matrike B — X,,1 1 lezati na odprti levi polravnini.

Ce identiteto (2.2) zapiSemo za n, od nje odstejemo (2.2), zapisano za n+1,
in jo preuredimo, dobimo:

(Xn — -Xn—l—l)(B - Xn) + (B ""' Xn)*(X'n - Xn+1) — ""(Xn——l - X’n)2 °

Zgornja identiteta pa nam s pomodcjo izreka (1.1) pove, da je X,, — X141 >
> 0. Dobili smo torej zaporedje sebiadjungiranih matrik, za katero velja
Xnpi1 > X, in X, > X za vse n. Lema pove, da to zaporedje konvergira
proti sebiadjungirani matriki X .5, ki je oCitno resitev enacbe (2.1). Tako
dobljena resitev je maksimalna, saj velja Xax > X za poljubno resitev X
enacbe (2.1).

Minimalna resitev enacbe (2.1) je Xmin = —Ymax, Kjer je Yiax maksi-
malna resitev enacbe —Y? — Y B — B*Y + A = 0.

b) Vrstica (2.2) pove, da iz A > 0 sledi X, 11 > 0. Ker velja
Xn41(B=Xn11) + (B = Xpt1) Xny1 = —A— (Xny1— X0)* = Xy, (2:6)

lahko dokazemo, da so lastne vrednosti matrike B — X, 11 na odprti levi
polravnini, tako kot prej iz (2.5), le da imamo sedaj na desni strani tri
nepozitivne Clene. Preostali del dokaza eksistence maksimalne resitve tece
kot prej. Dobili smo seveda nenegativno definitno matriko, saj je za vse n

veljalo X, > 0.
Ce je A pozitivno definitna, nam izrek 1.1 s pomoéjo identitete

Xma.x(B — Xma,x) + (B ""' Xma,x)*Xmax — “Xz — A

Inax

pove, da so lastne vrednosti matrike B — X,,.x na odprti levi polravnini. =

Opomba: Povejmo, da ima enacba (2.1) sebiadjungirano reSitev na-
tanko tedaj, ko je za vsak A € R

(B +i\)(B +i\)* + 4 > 0. (2.7)

Dokaz si bralec lahko ogleda v [5]. Pogoj (2.7) se v primeru, ko imamo
opraviti s skalarji, zreducira na obicajno diskriminanto kvadratne enacbe.

70 ' Obzornik mat. fiz. 43 (1996) 3



Doka-
resitev

ghvnega 1zreka bomo opugmh ker je tehnic¢no zahteven.
kdaj je p@g@g v Ezmku o klasifikaciji vseh

1ko

1n

—0. (3.2)

mba: Identiteta (3.1) nam po jasni, od kod kvadratni enacbi (2.1)
mcamjeva@ enacba. Kot pm difere maim enacbi, ki jo je obravnaval
6 mo potem k@ eno resitev nekako

J%' acobo F. | 5
dobimo, za druge resitve resevati linearno enacbo

E

X nax — Xmin med maksimalno m manimalno
fmgzﬁmj@ @na,ﬁée (2.1 ) 7e obrn ija; matrika natanko tedaj, ko 1ma matrika
X max vse lastne vrednostt na odprti lev polravning.

sebi o jungir aﬁa res f@ ev enac o e
resitvi, ve 1j ja za razliko Z = X

Z(B — X (3.3)

Ali ima enacba (3.3) kaksno obrnljivo resitev?

po 1zreku 1.1 pozitivno definitno, mm_g Obr 1lj1vo resitev ] Ma-
V=1 je obrnljiva resitev enacbe (3 3) fudi Y1 lahko napiSemo kat

Ker je X > Xonin
pove, da je A

, za neko Sebmdjungimna resmev X enacbe (2.1).

b omo klasificirali vse resitve enacbe (2&} Z3 pﬁm
(min obrnljiva matrika.

matrika in naj bo V1 poijuéen imvarianten
Oznacimo Vo = A™1(V;-). Potem je Vi®V,y = C™.
Ce s P oznacimo pripadajoci projektor na Vi, je

podprostor za B —

(3.4)
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sebiadjungirana resitev enacbe (2.1). Se veé. Vse sebiadjungirane resitve
enacbe (2.1) dobimo tako in korespondenca med za B — Xpax tnvariantnima
podprostor:t V1 in resitvama je byektivna.

Opomba: Direktna vsota v izreku ni nujno ortogonalna.

Dokaz izreka lahko bralec najde v [4] ali [7].

Naslednji 1zrek pa nam bo povedal, da je struktura mnozice sebiadjun-
giranih resitev enaCbe (2.1), glede na delno urejenost v mnozici sebiadjun-
giranih matrik, kar enaka kot struktura mnozice invariantnih podprostorov
matrike B — X ,.x glede na inkluzijo.

[zrek 3.3. Naj bo A = Xpax — Xmin 0brnlyiva matrika ter X in
Y sebiadjungirani resitve enacbe (2.1). Oznacimo pripadajoca tnvariantna
podprostora matrike B— X ,ax 2 V1 oztroma z Uy. Potem j3e Uy C Vi natanko
teday, ko e X > Y.

Dokaz: Naj bosta X in Y reSitvi enacbe (2.1) in X > Y. Potem je
Xmax — Y > Xmax — X in zato ker(Xpax — Y) C ker(Xpmax — X ). Po iz-
reku 3.2 sta reSitvama Y in X prirejena invariantna podprostora matrike
B — Xpax. Imenujmo ju Uj oziroma Vi. Iz (3.4) vidimo, da je

ker(Xmax —Y) = Uy in ker(Xpax — X) = V3. Iz X > Y torej sledi Uy C V3.

PanajboU; CVi. Kerje Vo = A™Y (VN ) in Uy = A7HU), je Vo C Us.
Ker je za z € Vo, Xz = XpinT = Ya:' je Vo C ker(X — Y) Za x € V7 pa
je Xx = Xpyaxx. Ker je cel prostor C” direktna vsota Vj in V5, lahko vsak
x € C" zapisemo kot © = x1 + x9, kjer je x1 € V] 1n 9 € V5. Racun
(X =Y)z,z) = (X =Y)z1,21) +{(X = Y)z1,22) + (X —=Y)29, 21 + 23) =

— <(Xma,x — Y>3717331> >0,

pove,daje X > V. m

Enako klasifikacijo vseh Sebiadjungiranih resitev dobimo tudi pri enacbi,
ki ima za koeficiente linearne preslikave Hilbertovega prostora vase |2].
Izkaze se tudi, da se enacba obnasa enako tudi tedaj, ko so koeficienti
elementi poljubne C*—algebre. Resitve so v isti C*—algebri, klasificiramo
pa jih lahko z dolo¢eno mnozico idempotentov |3].
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Predstavljene so osnovne znacilnosti simbolnega racunanja. Nakazane so tudi dileme,
ki jih tako ra¢unanje prinasa na podrocCje matematicnega izobrazevanja.

- 2 b B i ; ] r e B O RSf B
s B & B S =1 S, 4 % B

Basic features of symbolic computation are presented. Its role in mathematical
education is also discussed.

mu Se vedno ni enotne ga mnen nja, kdaj
ku matematike. Nazorno se je to
pokaz ai@ na @km gh mizi , Racun ku matematike”, ki je potekala
v _ Semmama S je tudi mcumm_ prispevek. V delu razprave,
| na kalkulatorje, smo lahko, ce malo pmﬂa iravam, sl

, kalkulatorj od zaceft ka in vedno” 1in

unanje s pomocjo racunalnika je naslednji m
poucevanju matematike. Po mojem mnenju gre Se za - 1 globlja Vmsama
se po javljajo v zvezi z (ne)uporabo kalkulatorja. Tam prim
vprasamo, ali ] Je se vedno treba razlagati postopek za 1 HOZ@ 1je veCmestnih
SWWL imbolno mcunam@ pogfcaw pred dilemo, ali ] je treba
ucitl poei Ostaﬂja je 1zrazov?! V ! na Skd 1je vprasal j@ veCina ne-
mudoma odgovorila pritrdilno, 1 kdo potrel o @vai nel ka] C&S& 7.3,
V@ndar
mo , pes” raﬁunam@
vec! Kaj p a. Ce vas kdo v,
onalnih funkcij?
3@ o (ne)vpeljavi simbolr -
zacet1 resno razgmisljati, potrjuje - pt mednarodne m . Na m €]
je trenutno dovoljena uporaba graficnih bmz alfmm @m@n@
tipkovnice in brez moznosti sim Gh’}.ega, m,Cu ama,
ou pojavil graficni )ﬁ kiima med

o1l kalkulat or i L'1-6
za Szmbomo racunanje (Derive) in za n
ABRI). Derive je vgrajen tudi v serijo H

*Predavanje na seminarju DMFA | Racunalnik pri pouku matematike”, Ljubljana,
10. 2. 1996.
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Kot sem izvedel, niso vsi izvajalci mednarodne mature zelo natancni pri
pregledovanju, katere (graficne) kalkulatorje dijaki dejansko uporabljajo,
tako da bi (je) lahko simbolno rac¢unanje skozi stranska vrata ze vstopilo na
to maturo. Zaradi vsega navedenega se zdi dokaj realno predvideti, da bo
v nekaj letih simbolno racunanje dovoljeno na mednarodni maturi. Ce se
bo to res zgodilo in bo obi¢ajna matura ostala nespremenjena (kot vemo,
je pri njej dovoljenih zelo malo pomagal), bodo dijaki z eno oziroma drugo
maturo v neenakopraven polozaju pri nadaljnjem 1zobrazevanju.

Da bi o navedenih vprasanjih lahko argumentirano razpravljali, moramo
najprej vedeti, kaj je simbolno racunanje, kaj nam ponuja in kaj so njegove
omejitve. Nekaj osnovnih dejstev o tem bomo zapisali v tem sestavku,
vsakdo pa se lahko sam odloci, ali bo to preizkusil tudi v praksi. Na
koncu sestavka bomo tudi nakazali resevanje maturitetnih nalog s pomocjo
programa Derive.

Kot pove Ze ime, simbolno racunanje pomeni racunanje s simboli
— torej] ne s stevili. Osnovni princip delovanja programov za simbolno
racunanje je, da racunajo s simboli, razen ce jim ne ukaZzemo drugace. Teda]
znajo racunati tudi numeri¢no. Nekaj primerov, ki naj razjasnijo gornja
pojma, je zbranih v naslednji tabeli:

Numericno racunanje Simbolno racunanje
11+ 12 = 23 122 + 7z — 4o = 15x
20 —5.20 4 7.2 =12|2%"* — 5. 272 1. 7.2 =3. 27

Opozorimo na Se eno pomembno razliko med simbolnim 1n numeri¢nim
racunanjem. Obicajni kalkulator izracuna izraz (1/3) - 3 kot 0.99999999.
Razlog za to je, da najprej (numeri¢no) izracuna 1/3 in to Stevilo zapisSe kot
,predstavljivo realno stevilo” 0.33333333. Ko nato to stevilo pommnozi s 3,
1zracuna ze omenjeni rezultat. Program za simbolno racunanje pa predstavi

Stevilo 1/3 kot ulomek in raCunanje izraza (1/3) - 3 izvede kot mnoZenje
ulomkov (1/3) - (3/1). Zato vrne tocni rezultat 1.

Programi za simbolno racunanje nam obicajno omogocajo tudi risanje
funkcij, kar je lahko zelo koristno pri poucevanju. Oglejmo si naslednji
primer. Najprej narisemo graf neke funkcije, na primer sin z. Nato funkcijo
razvijemo v Taylorjevo vrsto in na isti sliki v razli¢nih barvah nariSemo grafe
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nekaj prvih Taylorjevih priblizkov. Na spodnji sliki je prikazan rezultat
nam da dober @béw&ek? kaj pomeni razviti funkcijo v

(zaE ne v barvah), ki
; Razen funkcije sin & imamo na sliki se Taylorjeve priblizke
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mi za Simbdno racur 1anje seveda niso vsemogocni
67 (1]
napacen remﬂmﬁ B

bo za,m se o Meba c&va,m verjetno pa bomo m
kot tega poucevanja.

Poznan L0 kar neka j programov,
d najbolj razsirjenimi so Derive,
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Maple in Mathematica spadata med najzmogljivejSe programe za sim-
bolno racunanje. Zal pa zahtevata tudi zelo zmogljivo strojno opremo. Se
posebej zahtevna je Mathematica. Razen zmogljivega simbolnega racunanja
oba programa odlikujejo tudi velike graficne zmogljivosti, ki pridejo najbolj
do izraza pri risanju v treh dimenzijah. Programa omogocata tudi progra-
miranje, pri cemer programski jezik v Maple spominja na programski jezik
pascal.

Derive je program, ki je sistemsko presenetljivo nezahteven, po drugi
strani pa je relativno zelo zmogljiv. V operacijah, ki jih zmore, se Derive
lahko mirno kosa s prej omenjenima programoma. Po mnenju vecine je
to najprimernejsi program za uporabo v srednjih solah. V grobem lahko
recemo, da nam Derive omogoca simbolno racunanje do nivoja prvega letni-
ka matematicne fakultete (vklju¢no). Tipi¢ne naloge, ki jih lahko z njim iz-
vedemo, so: delo z ulomki, razstavljanje izrazov, iskanje nicel (polinomov),
risanje grafov funkcij, resevanje enacb, delo z vektorji in matrikami, odva-
janje, doloceno in nedoloceno integriranje, Taylorjev razvoj, racunanje limit
in se marsikaj drugega.

Omenili smo, da v Maple in Mathematici lahko tudi programiramo. V
Derive tega ne moremo, na voljo imamo le funkcijsko programiranje. Kot
primer funkcijskega programiranja navedimo naslednji definiciji:

Hi(x) :=TF(x<-1,1/x+2,1)
H(x) :=IF(x<1,H1(x) ,-x"2+2),

ki dolocata funkcijo

S tem primerom tudi koncajmo ta razdelek, saj je o programu Derive
Obzornik Ze pisal [4], pa tudi v tej stevilki najdemo ¢lanek o tem [5].

Za konec si oglejmo prvih osem nalog z osnovnega nivoja mature z
dne 17.6.1995. Pri resevanju si bomo pomagali s programom Derive. Pri
preostalih Sestih nalogah s te mature si lahko le obrobno pomagamo s
programom, zato teh nalog ne bomo navajali. Na tej maturi b1 lahko s
pomocjo programa za simbolno racunanje ugnali priblizno polovico nalog.

1. Ce od stevila b odstejemo dvakratnik stevila a, dobimo 2: ¢e zmanjsamo
petkratnik stevila a za (b+ 1), pa 6. Izracunajte stevili a in b.

e Pritej nalogl moramo znati nastaviti sistem dveh enacb.

e Sistem enacCb resimo s programom.
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v/ 3 izracunajte vrednost izraza:

Vtipkamo izraz in takoj dobimo resitev 2.
V splosnem (za poljubna a in b) moramo razumeti rezultat,

2a? sign(b)'/3 | a?

E

3
Ce v gornjem 1zrazu omejimo b
poenostavljen izraz a

na nenegat W 13, Stevila,

V2 je rezultat seveda 2.
Poenostavite izraz: sin(m + x) + sin(m — z) + sin(z 5 ) +sin(z + ).

2

e Vtipkamo in dobimo (pravilen) rezultat O.
4. Dan je polinom p(z) = 2% 4 32% + 3z + 5. Zapisite tocko, v kateri
eraf polinoma seka ordinatno os, in izracunajte enacbo tangente na graf

Kroznici s srediscem d
in druga z notranje strani dotﬂ{am @hse
ploscino kolobarja med obema kroznicama.

Pri tej nalogi si s programom ni kaj pomagati.
mpleksno Séﬁ evilo z = (1 + 2¢
in dobimo z =1 / 5.
2

$3
in 0sjo z na intervalu [1, 2}

m narise gmf funkaj@ in

[zracunajte |z|.

Glynn, Beginner’s Guide to Mathematica, Addison-Wesley, Reading,

. Gray in J.

1992.
12] B. Kutzler, Introduction to Derive, Soft

Warehouse, Hagenberg, 1994.

M. Lokar, Deriwve, program za simboliéno racunanje, Rackova knjiznica 7,
in ucbeniki, DMFA in Zavod RS za Solstvo in sport, Ljubljana, 1991.

M. Lokar, Program: za simboliéno racunanje — Derive, Obzornik Mat. Fiz.
1-7.

5] M. Lokar, Novosti v programu Derive 3, Obzornik Mat. Fiz. 43 (1996), 78—83.
6] L. Munda, Matematiéna orodja za PC radunalnike, Monitor 3 (1993) 5, 52—60.
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MATIJA LOKAR
Math. Subj. Class. (1991) 97B99, 68U30, 68-04

Predstavljene so poglavitne novosti, ki jih je v program za simbolno racunanje Derive
prinasa razli¢ica 3.

The most important new features in Derive Version 3 are presented.

Ze nekaj casa i1majo tudi v slovenskih sSolah program za simbolno
racunanje Derive. Veliko strokovnjakov meni, da je med vsemi programi, ki
znajo simbolno racunati, verjetno najprimernejsi za uporabo v srednji Soli.

Jeseni 1994 je podjetje Soft Warehouse poslala na trg novo razlicico
programa Derive, in sicer 3.0. Tudi ta je se vedno i1zredno skromna, kar se
tice zahtev po strojni opremi. Pri sodobnih programi, ki obicajno zahtevajo
vec 10M zlogov prostora na trdem disku in pri katerih delo ni mozZno,
ce nimamo vsa] racunalnika s procesorjem 486 in 8M pomnilnika, Derive
deluje kar malo smesno, saj ga Se vedno lahko poganjamo na zaprasenem
racunalniku tipa XT. Pri tem pa majhnost programa se ne pomeni, da ni
zmogljiv. Derive se vedno ostaja med mocnejSimi programi za simbolno
racunanje in se po svojih matematicnih zmogljivostih mirno lahko kosa z
Mathematico, Maplom, Macsymo in podobnimi.

Seveda pa so z majhnostjo programa povezane tudi nekatere manj
prijetne posledice. Tako uporabniski vmesnik za danasnje razmere deluje
zastarelo, Ceprav raziskave v avstrijskih solah kaZejo, da imajo ucenci zelo
malo tezav z njim. Prilagodljiv menujski sistem, ki je novost v razli¢ici 3
(ve¢ o tem kasneje), nam tudi omogoca precejsnjo proznost in odpravi vrsto
tezav. To nas resuje tudi tezav z vgrajeno pomocjo, ki je precej neuporabna.
Prav tako "neprijazno” je delo z datotekami: shranjevanje, nalaganje, 1zpis
na tiskalnik. Vendar je to pa¢ cena, ki jo dobro odtehtajo druge odlike
programa. \

Derive je poleg razlicice za PC racunalnike na voljo tudi na seriji Hewlett
Packardovih kalkulatorjev: HP 95LX, 100LX in 200LX. Konec lanskega leta
" pa se je Derive v malce spremenjeni obliki pojavil se na novem kalkulatorju
podjetja Texas Instruments (T1-92). Ta vsebuje Se razlicico programa Cabri
Geometre in je vsekakor kalkulator, ki je izredno zanimiv za uporabo v solah.

Poglavitne novosti

Derive 3 prinasa veliko novosti, ki morda na prvi pogled niso najbol;
opazne. ObiCajni uporabnik ob prehodu na to razlic¢ico mogoce niti ne bo
opazil razlik. Vendar obstajajo spremembe, ki vsekakor zasluzijo omembo.

* Predavanje na seminarju DMFA Racunalnik pri pouku matematike, Ljubljana,

10. 2. 1996.
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mMoznost

Za Solsko rabo je verjetno najpomemb prilagoditve m

nujskega sistema.

Poglejmo menujsko vrstico — na : nje] nas cakajo slovenski 1 mmm
ebstaja, Derive v slovenski mzhmm SEOV@ﬂSkE W
@HW le omo goca, da men

"Substitute

m svo] menujski sistem, prﬂagojen nasim po-
namo za razlic e namene o- razlicne

kna za risanje v dveh dim
.men datoteko, nenavedem ukazz_ km ﬁ_
Derive, niso ve¢ dostopni (denimo Factc

da kad ar I ZaZenemo 7
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Poleg .men datotek si lahko pripravimo Se datoteke s podaljskom .lan.
Na to datoteko lahko zapisemo prevode vecine sporocil in obvestil, ki jih
1zpisuje Derive.

‘Tako smo Derive pognali z

DERIVE moj.lan moj.men

Seveda lahko prevedmo Se .hlp datoteko in s tem (skoraj) poslovenimo
Derive. Seveda pa bi bilo smiselno, da bi se tega lotili organizirano in bi
pripravili enotne vzorce za SLDerive.lan, SLDerive.men in SLDerive.hlp
datoteke. Na Fakulteti za matematiko in ﬁzzko sem v okviru 1zobrazeva,lne
delavnice pripravil predlog teh datotek, ki si jih lahko ogledate na WWW
streZzniku na naslovu HTTP://WWW. EDUCA FMF.UNI-LJ.ST.

Risanje

Nekaj zelo zanimivih novosti lahko zasledimo pri risanju.

Sledenge grafu funkcye

Mislim, da je najpomembnejSa moznost, da graficni kazalec | zaklene-
mo” na graf funkcije. Tako zlahka raziskujemo vrednosti, ki jih funkcija
zavzame. Odcitamo ekstreme, nicle in druge znacilne tocke grata. Da krizec
sledi funkciji, dosezemo z ukazom Options/State v oknu za risanje. Tu
s1 izberemo Trace in nastavimo na Yes. Pri tem pa mora biti narisana
vsa] ena funkcija. Kakor hitro pobriSemo vse funkcije, ima Trace spet
vrednost No. To je razlog, da sledenje funkcij ne spada med stalne nastavitve
programa Derive, zato moramo vedno preklopiti na sledenje, potem ko
nariSemo funkcijo. Zato je zelo prirocno, e si zapomnimo, da s funkcijsko
tipko F3 preklapljamo med sledenjem in obicajnim delom.

Ko sedaj s puscicama levo, desno premikamo krizec, ta sledi funkciji.
Zato laze odcitamo vrednosti, ki jih funkcija zavzame. Ce je na sliki vec

grafov funkcij, s puscicama gor in dol preklapljamo med slednjem ene oz.
druge funkcije.

Sledenje graficnega kazalca

Ce smo raziskovali funkcijo v oddaljenih tockah, je bilo neprijetno, da
smo morali vedno premikati okno, potem ko smo graficni kazalec premaknili
v tocko zunaj zaslona. Sedaj v Options/State lahko nastavimo, da okno
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Standardno je ta moZnost ze vkljucena.
lam ta nastavitev omogoca raziskova-

sledi gibanju kazalca (Follow).
] Z I @znosmo S}@ema fumkcm

Auto 1zberemo Yes, to pomeni, da bo
primernejso skalo na obeh oseh. To nam
takrat, ko o grafu ﬁmkcéje ne vemo dosti. Pri obicajni
del grafa ne lez1 71 O‘Mfaj trenut: ega Gkna
preveliko. P predvid

pride prav predvsem
nastavitvi morda noben
ali pa je to premajhno oz.
avtomaticnega skaliranja.

okna
za msam% jev mzhmm

mp g?;mm@ riSanje

Derive sedaj omogoca neposredno risanje implicitno definiranih funkcij.
Tako lahko ﬂepgsmdno narisemo krog. Vnesemo enacbo, npr. x"2+y~2 =5,
jo osvetlimo in z ukazom Plot/Plot narisemo.

G

Oznacevanje 01
emve nam z ukazom
ob eh os1 in d U

eﬁve? SO V

Zie tako d dge mu seznamu funkcij in zm oznogm

razlicict 3 dodah se nekaj novih moZnosti. T

Staﬂjam tudi bgmne 1zraze, 1zdelati pmvﬂnostne tade vgmjene SO funk-»
d D mi - enje ostanek pri deljenju, najvecji skupni d
konstanta unit_circle (en @#ES ki krog), izb OE jSan
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Druge novosts

oieg teh novosti je vV programu se vrsta '
omcen@ O@mﬂj@ g_zva,ja, 1stveno
@U za d@]@@ z ve Zelo pomembna je novost, ki smo jo ze videli Pf i
eNV@ S0 VP dg all spremenlj wk@ v katere 83 zapomnim

. da Je nova mzh@ma vredna nakupa, Ce Ze
zaradi rugega, ne, zami prﬂagadhwega menujskega sistema. Za mm ki se

morete odmgm od Oken, pa Se obvestﬂ@ da je za poleti 1996 n&oveda,na
razlicica, ki bo delovala v okohu

. Klavzar, O simbolnem racunanju, Obzornik M
B Kutz}er Enﬁmd'mcimn to D

. Lokar,
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IVAN KUSCER

PACS 32.80.Qk

Svetloba v plinski zmesi povzroci difuzijo, ¢e je njena frekvenca premaknjena od
sredine dopplersko razsirjene resonancne crte za eno izmed sestavin. Nastali difuzijski
tok se da pripravno izraziti z razliko transportnih poti za vzbujeno in za osnovno stanje
opti¢no interagirajocih molekul.

LIGHT-INDUCED DRIFT

Light induces diffusion in a gaseous mixture if its frequency deviates from the middle
of a Doppler-broadened resonance line of one of the constituents. The resulting diffusive
flux is conveniently expressed by aid of the difference of transport mean paths for the
excited and ground states of the optically interacting molecules.

1. Opis pojava

Ko me je pred 30 leti neki profesor 1z tujine vprasal, s ¢im se ukvarjam,
sem sramezljivo odgovoril, da vecidel s kineticno teorijo plnov. | Kaj, ali
ni ze Boltzmann vsega opravil,” je vzkliknil. — No, n1 bilo tako hudo, kajti
veliko novega najdemo Se dosti kasneje v vrsti monografij s tega podrocja.
Za Casa Boltzmanna se je teorija omejevala na enoatomne pline [1,2], s
Cimer niti Boltzmann sam ni bil zadovoljen; saj nas obdajajo v glavnem
dvo- 1n vecatomni plini. Vendar se je ustrezna posplositev Boltzmannove
enacbe posrecila sele slabih sto let kasneje, s ¢imer se je odprla vrsta novih
raziskovalnih smeri [3]. V zadnjem Casu pa so posebne pozornosti delezni
kineticni pojavi, ki jih tako v eno- kot v vecatomnih plinih sprozi svetloba.

Leta 1979 sta Geljmuhanov in Salagin iz Novosibirska napovedala, da
svetloba lahko povzroci difuzijo v plinskih zmeseh [4]. Poskusi, ki jih je nekaj
let kasneje naredila Woerdmanova skupina v Leidenu [5], so prepricljivo
potrdili obstoj pojava. Po anglesko mu pravijo light-induced drift (LID) in
o njem so od tedaj napisali ze veliko ¢lankov, tudi dva zbirna [6,7].

Prve eksperimente so naredili z zmesjo argona (Stevilska gostota nekaj-
krat 101" cm™3) in natrijeve pare (102 cm™°) v 2 mm debeli stekleni cevki
(sl. 1). Po dolgem posvetimo skoznjo z lasersko svetlobo (gostota toka nekaj
W /cm?), ki je skoraj v resonanci z atomi natrija, ki pa ji frekvenco lahko
nekoliko spreminjamo z akusti¢cnim modulatorjem. Razglasitev sme biti le
toliksna, da je frekvenca svetlobe Se vedno znotraj dopplersko razsirjene
resonancne crte. Resonanco ujamejo teda) samo atomi, katerih hitrost je
pravsnja za nastavljeni Dopplerjev premik. Ce je njihova hitrost v smeri sve-
tlobnega curka pozitivna, dobimo resonanco z zvisano frekvenco svetlobe:

wmwo(ll UL). ‘ (1)

C

* Podiplomsko predavanje, 7. 5. 1996.
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hitrost tistih atomov, ki so v resonanci
dano (w} Easerske S'veﬂobe mvzapmv Je to samo k@ponenta
hitrosti v smeri svetlobnega curk I ka1t 1  kom

nentl v, In v, na resonancni pogoj ne vp hmﬁﬁa,

laser

Slika 1. Poskus z natrijevo paro v argonu. Kvadrata prikazujeta merilnika svetlobe

otodiodi) [5].
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poti, preden trcijo, tako da se skupno tezisce vseh teh atomov ne premakne.
Po vzbuditvi mnozice atomov, katerih hitrost v smeri svetlobnega curka je
blizu vy, je drugace. Ti zaradi povecanega preseka v povprecju prej trcéijo
kot nasprotno usmerjeni, ki so ostali v osnovnem stanju. V povprecju zato
natrijevi atomi potujejo nasproti curku.

V zaprti cevki se opticno inducirani difuzijski tok natrijevih atomov
kajpada kmalu ustavi, s tem da se pojavi koncentracijski gradient. Ta sprozi
nasprotno usmerjen difuzijski tok, ki uravnovesi prejsnjega. Koncentracijsko
razliko natrijeve pare lahko doloc¢ijo z merjenjem absorpcije. Pri vibracijsko
in rotacijsko vzbujenih vecatomnih plinih, kjer je pojav dosti Sibkejsi, pa
uporabijo dvojico termistorjev, ki ju vkljué¢ijo v Wheatstonov mosticek in
ki pravzaprav zaznavata razliko toplotnih prevodnosti. Celo koncentracijske
razlike v obmocju 107° se dajo na ta nacin Se meriti [7].

2. Zametek t eoﬁj €

Prve teorije pojava so si pomagale bodisi s pogostostjo v(v), s katero
trkajo natrijevi atomi z argonovimi, ali z ustrezno prosto potjo l(v) =
= v/v(v). Obe koli¢ini sta funkciji hitrosti, s katero se atom Na giblje pred
trkom. Pogostost trkov izracunamo iz diferencialnega sipalnega preseka za
trke Na + Ar, in sicer z integracijo po prostorskem kotu ter s povpreéenjem
prek Maxwellove porazdelitve argonovih atomov, ob upostevanju njihove
Stevilske gostote ny [3,8]:

 ’ 2T d(COS X) Ugp O-(’U’r‘) X) (
T

Maso argonovih atomov (mp) smo z indeksom locili od mase natrijevih (m).
Navedeni presek je definiran v tezisénem sistemu obeh partnerjev in smo
ga 1zrazili kot funkcijo ustreznega sipalnega kota in relativne hitrosti v, =
= |v — vp|. Vrednosti v za vzbujeno in osnovno stanje bomo kasneje locili
z indeksoma e, g (excited, ground), razlike pa pisali z A, torej Av(v) =
= 1e(v) — v4(v).

Vedeti moramo se, kolikokrat na sekundo svetloba vzbudi atom Na z
neko hitrostjo v, kar naj opise produkt PF(v, — vy,). Spektralni faktor F

bomo normirali,

F(v, —vp)dv, = 1. (3)

Natancneje povedano: PF naj bo razlika med pogostostjo ekscitaciy in
stimuliranih deekscitacij. Spontane deekscitacije so tako redke, da jih bomo
smeli zanemariti. Faktor F' uposteva, da je pogostost prehodov odvisna od
razglasitve, torej od razlike med komponento v,, s katero se giblje atom,
in hitrostjo vy, pri kateri atom ujame sredino resonance. Resonanca ima
koncéno sirino zaradi spontane deekscitacije atomov in Se zaradi njihovih
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1M acijo s

Foy —vp) = 8(vy — vr), (4)

Bolj realisticna je aproksimacija z Lorentzovim
se uceno imenuje navadna resonancna krivulja. Poloviéno
h m merilu b omo zaznamovali z I, |

1 I
. {@@ B @L}E T 9

(v, —vp) =

bomo razclenjevali, se izraza s . za optic¢no
Ce smo dale¢ pod

11mo Se, da se natrijev atom
1zotropno v Eabomﬁmmjske n koordinatnem
atom v njegovo osnovno stanje. V obeh primerih
veC k povprecni potovalni hitrosti Ue VZ n i1h atomov.

jthovi maxwellski porazdelitvi dobim

/acasno privzen

Mnozili smo pogostost Vzbuja 1ja s projekcijo proste poti na smer svetlob-
nega Cnrka m 3@ 7 loVy / v. V integralu prepoznamo ma,xweﬂsko memm no-

kciy hitrosti, kar upravicuje kratico v drugi vrstici.
onec, ker potujejo tudi atomi, ki so ostali v osnovnem
smmu Ce b1 bila njihova porazdelitev Maxwellova, b1 v povprecju ne po-
mvah mka nor. Toda Easerska svetloba je 1z te i @razd@htve ngaia vrzel,
precno potovalno hitrost man jkajocih &mm
lobimo hitrost u(vy,), s katero v celoti potuje

oblak natrijeve pare:

u(vyg) =

(6)

Nadaimﬁ racun 3@ Eahek samo Vv skrajno idealiziranem p
ksimiramo s funkcijo delta in ko sta obe pogostosti éﬂmv (v& yg)

d
1mo l. 4(v)/v = 1/ve 4in difere: cial razstavim
in radialni fakmr d*v = dv, 2w v dv . Ker pri v, = const velja v| dv| =
= v dv, opravimo integracijo v (6) tudi drugace:
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Slika 2. Porazdelitev opticno vzbujenih natrijevih atomov glede na njihovo hitrostno
komponento v, (zgoraj), in podobno za tiste v osnovnem stanju (spodaj) [7].

Rezultat je

1 m mv%
u(vy) = PA( ) S VL exp( ZkT)' (7)

Ce je razlika recipro¢nih v-jev relativno majhna, jo lahko takole poenosta-
vimo: A(1/v) = — Av/v2.

Namesto da bi dolocali ali teorijsko izpeljevali pogostost vzbujanja PF',
raje merijo izgubo Al(vy), ki jo gostota svetlobnega toka pretrpi pri pre-
hodu skozi cevko. Ko to delimo s stevilsko gostoto vzbujanih delcev, z
dolzino cevke x in z energijo kvanta, dobimo pogostost vzbujanja, integri-
rano po spektru:

Al(vr)

nxhw

— P (F(vy —vg)) . ‘ (8)

Lomljeni oklepaj spet ukazuje maxwellsko povprecenje. V primeru ozke re-
sonance se izraz takole poenostavi:

Al(vr,) P\/
= exp
nxhw 2mkT

Primerjava z enacbo (7) pokaze, da v primeru konstantnih v, , velja

muy,

2kT |

1

u(vr) = A (}J‘) o 210L)

nehw

(9)
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Koncentracijska razlik a, ki se v stacion arnem
cema zaprte mvk@ C

Do ppkr jevega (_.._ X |
enacbi {?} ali (10) skuj

Jazmsd jo kvocient A

navedejo kot koncni izsledek.
malokdo beli glavo.

absorpcija

pplersko razsirjene absorpcijske érte (a) ter dveh krivulj LID: stan-

dm"de {b} in anomalne (c) [10].

Spocetka se je zdelo, da je samo laserska svetloba zaradi svoje enob ary-
nogm Sposabna V7l udfm dlﬁiﬂjo Tak vtis pa j@ napaeen kajm uporabim
lahko tud irsim spek , samo da je njen spektralni profil zno-
[zraz za u(vy,) moramo tedaj

S mpmsm 11 f@@rpreﬁaﬁijo opazovan] so pok
/i T kim1 plini so vcasih dobili b odgm narobe 0 brn j ene
imele tri obracaje namesto enega. To pa ni bil edini |
'Vod A 1Skame boljse teome kagm prej upombhen@ poenostawtve SO Skf&jﬂ@
umly jive. T 1sta o neskoncno ozki resonanci je Se razmeroma nedolzna, ka;
ka dimo konvoluci] JO s spe
’ krbi je s privzetkom




ima funkcija v(v) hiperboli podoben graf. Potek asimptot je razumljiv: ko
v nadtermitnem obmocju naraséa hitrost natrijevega atoma, raste v(v) pri-
blizno linearno, ker so zadetki ob skoraj mirujoce atome Ar sorazmerno bol;
in bolj pogosti. Pripomniti je treba, da sta Ze sami definiciji proste poti
in pogostosti trkov dvomljivi. Kadar doseg interakcije ni omejen, sta po
klasicnem izracunu presek in z njim pogostost trkov neskoncéna, prosta pot
pa je enaka nic. Lahko se 1zgovarjamo, da v kvantni mehaniki ni te tezave,
e interakcija dovolj hitro pojema z razdaljo |9]; tolazba pa ni veliko vredna.
Nadalje je sumljiva domneva o 1zotropnem sipanju, ker nasprotuje izreku o
gibalni koli¢ini, razen ce bi bil natrijev atom neskoncno lahek v primeri z
argonom. Zaradi svoje konc¢ne mase se atom Na tudi po trku v povprecju
Se giblje v prvotni smeri, Ceprav je povprecni vektor hitrosti manjsi kot v
pred trkom. Tisto, da bi vsak trk ze vrnil delec v osnovno stanje, pa po
navadi tudi ne drzi, zlasti ne za vibracijsko vzbujene molekule.

Obema opisanima tezavama se 1zognemo, Ce namesto s pogostostjo
trkov ali s prosto potjo ra¢unamo s transportno potjo [10|. To je neka;
takega kot doseg delca v danem okolju. Zamislimo si tuj delec, ki ga z
zacetno hitrostjo v spustimo v mirujoc¢ plin. Po prvem trku ne vemo vec
zagotovo, kam je delec sel, ampak si lahko samo zamislimo verjetnostno
porazdelitev, ki jo prikazemo z nekaksnim oblakom. Oblak se razsirja in
hkrati Se vedno leze v smeri zacetnega gibanja, ker ima delec v povprecju
se nekaj hitrosti v tej smeri. Po mnogih trkih ta vpliv izgine, tako da se
oblak ustavi. Se vedno se razsirja, kot veleva difuzijska enacba; vendar nam
tega ni1 mar, ampak gledamo samo tezisce oblaka. Povprecni premik, ki ga
delec naredi v neskoncno dolgem casu, torej celotm1 premik, ki ga naredi
teziSCe verjetnostnega oblaka — to je transportna pot A(v). Seveda ima ta
vektor zaradi 1zotropnosti plina enako smer kot zacetna hitrost v, tako da
zadoSCa poznavanje njegove velikosti A(v). Jasno je tudi, da mora biti to
monotona funkcija zaCetne hitrosti. Tudi pri streljanju v sir narasca doseg

krogle monotono z njeno zacetno hitrostjo.

Hudo poenostavljen zgled, ki velja za trde kroglice pri velikih hitrostih,
naj nam pojem Se pribliza. Predstavljajmo si, da prepotuje tuj delec v plinu
med dvema trkoma pot [, in upostevajmo, da je povprecni kosinus sipalnega
kota v laboratorijskih koordinatah (cos$) pozitiven. Slednje pomeni, da
je sipanje naprej, to je v hemisfero okrog prvotne smeri, bolj verjetno
kot sipanje nazaj. Razume se, da med koti pri zaporednih sipanjih ni
korelacije. Med prvim in drugim trkom naredi delec korak z dolzino [,
katerega projekcija na zacetno smer je v povprecju enaka [ cos 6. Tretji korak
projiciramo naprej na drugega in potem sSele na prvega, s ¢imer dobimo
faktor (cosé)?. Zdaj ze uganemo rezultat:

L )

A=1+1lcosé+1(cosd)’+- - = . - (11)
1 —cosé

Za enake trde kroglice pokaze preprost izracun pri v — oo, da je cosd =
= %, tako da je A = 3l. Za majhne hitrosti zgled ni primeren, ker plin s
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m hitro zmede gibanje delca.

gl m odm 1zracuni kaz ejo, da ima krivulja za funkcijo A( cv)
od dalec ; @déobno obliko kot za arkustangens. Izjema pa je take imenOV&na
ayiﬂgh@'v plin, to j@ zmes lahkega plina in malostevilnih tezkih delcev, k
V njem dezwbajo Brownovo gibanje. Za tak delec se da dokazati, d
sorazmernost

' = const.

1h poti Vsebme 1Zraz mzhko M“a sportmh poti za delec
v vzbujenem m stanju, AN \,. Za potovanje delca je
pomebno le, kako dale¢ v povprecju pmde po zacetnem sunku ne pa, ali
je vmes kaj tréil. Za prim ksimacije (4) se
1zraz poenostavi enako kot

Al(v )/’U koi v (7) imamo sedaj AA'.
m) delcu je I(v) =~ O

/3 namecek s1 Se oglejmo, kako se s transportno potjo izraza difuzivnost.
} Green-Kubovo formulo, ki Ovezuje ta koeficient s casovnim

m hitrostne avtokorelacijske funk

3./

Maxwellovo povprecje pre k vseh p

s mlshmo 1zracunano v d‘veh Najpmj kswama n p OVpremmo
Spren ienljivkah, ki opis uj € j@ mikroskopsko stanje plina.
nazadnje povprecimo po prostoru vektorja v(0). Po prvem povprecenju,
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ki se tie samo prvega faktorja v notranjem produktu (16), Ze lahko opra-
vimo casovno integracijo, s cimer ocitno dobimo transportno pot,

(v(t))v(o) dt = A(v(0)). f (17)

Integrandu smo pripisali, da opisuje pogojno povprecje za izbrani v(0). V
drugem koraku povprecimo po Maxwellovi porazdelitvi po prostoru zacetnih
hitrosti, pri ¢emer pa podatek ¢t = 0 ni ve¢c pomemben. Tako dobimo
predelano Green-Kubovo formulo za difuzivnost,

1

= '§<A(’0) v). (18)

Formula presenetljivo spominja na tradicionalni 1zraz

1 -
ki ga Se najdemo v kakem zastarelem ucbeniku, je pa v tipi¢mh primerih
za kak faktor 2 prenizek. Pri tem uporabimo povprecno termicno hitrost

difundirajocih delcev, (v) = 1/8kT/mm, in t.i. Maxwellovo povprecno prosto

pot, [ = (v)/{v(v)).

4. Nekaj izsled kov

Raziskave opticno inducirane difuzije so razkrile marsikaj nepricako-
vanega. Potovalne hitrosti so pri alkalnih kovinah vcasih dosti manjse,
kot jih izracunamo 1z absorpcijskih presekov. Izkazalo se je, da je do
tega prislo zaradi tako imenovanega hiperfinega precrpavanja [6]. Zaradi
jedrskega spina (%) se osnovni nivo natrijevega atoma (%Sj/9) razcepi na
dvoje, namrec¢ na nivo s celotnim (elektronskim -+ jedrskim§ spinom F =
= -g’?- — -%- = 1, in drugim, pri katerem je F' = -“;’- -+ % = 2. Pr1 trkih skoraj
ni medsebojnih prehodov, ker je jedro zasciteno z elektronskim oblakom.
Pa¢ pa so mogoci prehodi po ovinku, ¢e atom vedno na novo vzbujamo
in mu dovolimo, da z deekscitacijo preide v enega 1zmed osnovnih nivojev.
Ce deluje pri poskusu svetloba samo na enega izmed hiperfinih nivojev,
ga vzbujanje kmalu precej izsusi. Tako dobimo lahko tudi globoko pod

nasicenjem oslabljen in nelinearen LID.

Veé presenecenj je bilo pri vecatomnih molekulah, katerih vibracije in
rotacije so vzbujali z infrardeco svetlobo i1z laserja na CO,. Ker so razlike
Av/v tu v obmocju procentov, je opticno inducirana difuzija dosti Sibkejsa
kot pri atomih; kljub temu pa se da zanesljivo meriti. V vec primerih
so ugotovili krivulje s tremi obracaji kot na sliki 3 desno [13|. Zdelo se
je, kot da bi imel tu kvocient Av/v pri razliéno mocni razglasitvi razlicen
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pri mocni razglasitvi pozitivnega
1 pa @bﬁﬂj@ﬁ@g& C@ z@mpamg m%cwmm@m S écm,ngp@mn@ p@’m@

e(v) ]

neenacayj.
pgtmf‘amg

%} samo po obm
hitrost z |,
zImaga obrnjeni p
krivulj, ni tezko pri

m vy, tore] -
@Qj E{E@E‘S j@

m rotacijsko stanje
o se m@ acl j ska vrtilna kolicina moleku
A(v) se poveca, tako da je kaj

k tudi za locitev nu-
1 so znali loc¢it1 samo

OrtO- pamvg zda] pa se o 1ra V@hk@
aﬂ@ CH3F 1ma celotni spin treh p

nivoji d

veC: enaka SV@Hﬁ ba lahko pomaga pri ugotavl
rimo absorpcijo v merilni @ehm h j@ pmhu%na na en R@ﬂ@@ Eome@m@ C@Eo
casovna, k@ stanta za - :

1d l1 uporabljajo poenostavljeno obliko B
1 ne up%mva, kamk@ga zmamga wﬂhe mh@m@ in ki

ag netnega kvan f@ nega stevila m.
' 7.e o 7 energijskim “ in da ni odvisna od orientacije vr-
ST TR TISP : Da je tvegana, ]
je os kroznika
pm opticnem Vz?buw
OE@ kul glede na elektriéni vek-
kaze, da taka ureditev
|. Tedaj bi tudi morali
pricakovati, da se da na pojav Vphvam 7 1 agn@tmm poljem, namrec zaradi
povzrocene precesije vrtilne kolicine. Tak vpliv so res opazili, vendar uje-
manja s teorijo Se niso dosegli [17].
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Rad bi se omenil imenitno vlogo, ki naj bi jo LID po mnenju nekaterih
1mel v astrofiziki. Ugotovili so, da se relativna pogostost devterija v osoncju
zelo spreminja z razdaljo od Sonca. Na Veneri ga je 1,6% na zunanjih
planetih in tudi zunaj v vesolju pa priblizno 1000-krat manj. Atutov in
Salagin iz Novosibirska [18] sta prisla na misel, da do separacije elementov
in tudi 1zotopov lahko pride zaradi opti¢no inducirane difuzije. Domnevata,
da so bolj notranje plasti prasonca sevale v spektru H2O, in da je ta svetloba
povzrocila difuzijo enakih molekul v bolj zunanjih plasteh. Do potrebne
razglasitve je bojda prislo zaradi rdecega premika.

Hannelore Bloemink in drugi [19] so v Leidnu z meritvami pokazali, da
ima vodna para nekaj spektralnih ¢rt, ki skupaj res dajo LID z zazZelenim
predznakom in primerno velikostjo. Tudi ocenjeni rdeci premik ima ravno
pravsnjo velikost. Vendar je se prezgodaj, da bi razlagi kar zaupali, ker bo
treba preveriti astrofizikalne prepostavke.
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lepo zaloZena s knjigami in revijami, gre prav prof. Sajovcu. Podpisani je bil
skupaj z matematikom F. Lebedincem, ki je kot predavatelj opisne geome-
trije nasledil prof. Sajovica na FAGG, skoraj 5 let demonstrator za opisno
geometrijo. Za njegovo vodstvo po matematicni literaturi sem mu iz srca
hvaleZen.

S profesorjem Sajovcem smo se poslovili Se od zadnjega vplivnega uni-
verzitetnega ucitelja matematike prvih generacij diplomantov matematike,
kamor pristevamo med drugimi tudi prof. Antona Vakslja, prof. Milana Zi-
eglerja in prof. Alojzija Vadnala. Podrobnejsa studija delovanja in vpliva
teh kolegov na razvoj matematike Se caka ustrezne obdelave.

Anton Suhadolc

Letos 10. marca je umrl nas stanovski kolega upokojeni profesor Fa-
kultete za elektrotehniko Tomislav Skubic. Tisti, ki smo sodelovali z njim,
smo ga poznali kot odlicnega predavatelja, izredno delavnega in zagnanega,
strokovnjaka na SirSem podroc¢ju matematike.

Tomislav Skubic se je rodil 6.10.1930 v Ljubljani. Po maturi na
klasiéni gimnaziji se je leta 1949 vpisa na matematicni oddelek takratne
Prirodoslovno-matematicme fakultete in leta 1953 diplomiral. Po krajSem
sluzbovanju na srednjih Solah je v letu 1959 postal asistent za matematiko
na oddelku za tehnisko fiziko. Letu 1962 je dosegel doktorat tehniskih zna-
nosti. Kmalu zatem se je v Zvezni republiki Nemciji specializiral za delo z
enim prvih racunalnikov Z-23. Danes lahko recemo, da je Tomislav Skubic
zaCcetnik organiziranega Studija racunalnistva, saj se je kot predavatelj pred-
meta programiranje za racunalnike razdajal na stevilnih fakultetah, drugih
znanstvenih in gospodarskih ustanovah ne samo v Ljubljani, ampak tudi po
Sloveniji in zunaj nje.

V letih 1963 do 1966 je bil predstojnik racunskega centra Instituta za

matematiko, fiziko in mehaniko in se tako posvetil organizaciji tega centra.
V teh in nekaj naslednjih letih je sodeloval pri mnogih raziskovalnih nalogah
s podrocja racunalnikov in elastomehanike. Seveda je v tem cCasu predaval
matematiko na fakulteti za elektrotehniko in je ostal v spominu takratnih
slusateljev sicer kot strog, toda odli¢en ucitel;.
Kot tajnik je v Drustvu matematikov, fizikov in astronomov zapustil
veliko sled. Delo, ki ga je 1zredno marljivo in zanj s tako znano zagnanostjo
opravil v letih 1955 in 1956, je ne samo stevilcno, ampak tudi organizacijsko
okrepilo nase drustvo.

Velika aktivnost na le nekaj omenjenih podroc¢jih dela je profesorju
Tomislavu Skubicu prezgodaj vzela moéi. Zadnjih nekaj let je prezivel v
pokoju 1n se je v tem casu ukvarjal z zanj najlepSim delom — s pomocjo
mladim ljudem pri studiju matematike.

Za mjegovo uciteljsko in organizacijsko delo smo mu lahko resni¢no
hvalezni. Kot prijetnega, vestnega in delavnega kolega bomo Tomislava
Skubica ohranili v lepem spominu.

Gabryel Tomsié
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Institute series of E@@MM@@& 142 str.

S. Hawking zaseda nekdanje Newtonovo profesorsko mesto v Cambrid-
geu in je zadnje Case znan pr@dVS@ 1 PO ‘usp@émci Kratka zgodovina casa.
R. Penrose, profesor matematike na oxfordski univerzi, je tudi napisal zelo
popularni knﬂgi Cesame@a nova pamet in Sence pame& Leta 1994 m po-
membna zastopnika angleske znanosti v vrsti predavanj na cambriskem New-
tonovem institutu za matematicne znanosti razpmvh ala o tem, ali je mogoce
splosno teorijo rdaﬁwnosm povezatl s kvantno mehaniko. Predavanja so si
Sieﬂa izmenoma in knjiga Vsebm@ Sest predavanj in zakljucno razpravo ter

| M. Atiyaha. Hawking je predaval o klasi¢ni teoriji, o kvantnih ¢rnih

jah in o kvanﬁm kozmologiji, Penrose pa o zgradbi cetvernih singular-
nosti, o kvantni teoriji in cetvernem prostoru ter o tvistorskem pogled na
@@‘W@rm prostor. G ‘lede klasiéne teorije se predavatelja strinjata, o thum‘tw
kvantne mehanike pa se razhajata. Penrose kot Hinstein ne verjame, da je
kvantna mehanika kon¢na teorija, in misli, da vesolje ni zaprto in se bo ve-
nomer Sirilo. Hawking pa sprejema kvantno mehaniko in sodi, da bo mogoce
zacetek vesolja pojasniti z zdruzitvijo s Spiosno teorijo rdatwnosm \4 kva,nm
tno teorijo gravitacije pri dodatnem pogoju, da vesolje nima mej. Zapisi
sicer ne grad;g@ na enacbah, vendar zahtevajo ve¢ kot samo osnovno zna-
j@ splosne teorije rdatwnos’m in kvantne mehanike. Za bralce bo knjiga
Wa zaradi obeh predavateljev in zaradi tega, ker poskusa oziviti duha

1h javnih disj utacu

Janez Strnad

Diplomante pedagoske smeri matematike na Fakulteti za matematiko
in fiziko in na Pedagoski fakulteti Univerze v Ljubljani ter druge kandidate
matematicno fakultetno izobrazbo vabimo k vpisu na podiplomski studij
matematike (izobrazevalna smer). Na FMF organiziramo dveletni studij
pridobitev magisterija iz matematike za podrocje 1zobrazevanja,
pridobi 1alizacije 1z matematiénega i1zobrazevanja.

Formalni vpis bo v zaé@tku oktobm 1996 prijave pa zaradi evidence
zbiramo ze pmj matematike povprecna
ocena najmanj 8 na dodiplomskem Sﬁuduu

Podrobnejse informacije dobite pri prof. dr. Milanu Hladniku (tel. 1766-
-541) ali v pisarni O matematiko in mehaniko FMF, Jadranska 19
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)dd matematiko in mehaniko FME pripravljamo v okviru
t.1. stalnega strokovnega izpopolnjevanja tako kot doslej tudi za sol. leto
1996 /97 ciklus predavanj s skupnim naslovom Izbrana poglavja iz matema-
tike. Namenjen je uéiteljem matematike v srednjih solah. Na teh predava-
njih nameravamo predstaviti sodobne matematicne metode in ﬁjihé‘):y@ upo-
rabo v znanostih, nove informacijske tehnologije, nove knjige in nove ideje
pri pouku matematike v srednji soli.

Podrobnejsi naslovi dveurnih predavanj bodo znani kasneje, okvirni

program pa je naslednji:

% i £ =
- VI g

erman, Verjetnosint racun,

2. Mirko Dobovisek, Kwvadratna enacba,

3. Andreja Prijatel), Matematicna logika,

4. Vladimir Batagelj, Informacyske tehnologye i pouk matematike,

5. Andrej Blejec, Statistika,

6. Milan Hladnik, Uporaba Fourierouh vrst,

7. Matjaz Zeliko, Geometrija,

8. HKgon Zakrajsek, Uporabna matematika,

9. Peter Petek, Kaoticni atraktoryi,

10. Miran Cerne, Analiza,
11. Damjan Kobal, Dejavnikt motivacye za matematicno izobrazevanje

(razgovor),
12. Seminar (predstavitev seminarskih nalog udelezencev).

Program bomo 1zvedli v prostorith FMF', Jadranska 21, Ljubljana v treh
terminih: konec septembra (predvidoma v Cetrtek 26.9. Egﬂf novembra
(predvidoma v p@tek 8 in v soboto 9.11.1996) in konec januarja (predvi-
doma v sredo 29.1.1997). | |
Novost je obvezna prijava z uradno prijavnico in placana kotizacija 1500
SYE do 10.9.1996. Pogo] za pridobitev tocke v okviru uradnega sistema na-
predovanja uéiteljev pa je obisk vsaj dveh srecanj in aktivna udelezba z iz-
delavo 1n zagovorom krajSe seminarske naloge 1z snovi predavanj, 1z meto-
dike srednjesolske matematike, 1z snovi, ki se obravnava na matematic¢nih
krozkih 1pd. ali 1z drugih zanimivih 1n dostopnih podroci) matematike. Pri-
javljenim bomo tocen urnik predavanj in druga obvestila posiljali osebno.

Stalno strokovno i1zpopolnjevanje znanja in izmenjava izkusenj s ko-
legi sta nujna potreba sodobnega ucitelja. Uspehe pri prenasanju znanja
matematike na mladi rod pa lahko dosezemo le skupaj. Zato naj velja
srednjesolskim uciteljem matematike prisréno in stalno vabilo na strokovna
srecanja.

Mailan Hladnik
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