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Math. Subj. Class. (1991): 92H10

Obravnavani so problemi socialne izbire 1in izrek Arrowa o nemogocem.

Social choice m

\Y zgﬂdowm je bila matematika, povezana, predvsem z naravoslovnimi
vedami. V druZboslovne vede se je njena uporaba Sﬁ‘ﬂ& SPTVa m@k stati-
stike, &HQS pa v ?E%h l @SJMJWO cedalje pomemb di drugi m
aﬁmsg o ni. R ke med uporabo matem aﬁcﬂ@ v namvashvm

fc@omje Qgémvhene v 1d%§ @ozﬁﬁme m, povrsine brez Wema)
ki se jim d mentalno pmbh%aﬁ in hkrati lahko aproksimirajo realne
situacije. V druzboslovju pa je vprasanje, koliko idealizirane Sémaﬂje lahko
aproksimirajo realnost, kakor tudi, kako lahko idealizirane situacije ekspe-
rimentalno preverjamo.

Poseben problem so Ze koli¢ine in n;
v naravoslovju koli¢ine (denimo ,,masa’” ali ,dolzina” predn V@amom&
natanéno izmerljive, se v druzbenih vedah ukvarjamo s kategorijami, kot
so ,,izobrazba” ali ,,vodstvena sposobnost”, za katere ni jasno, kako bi jih
merili. Problem je tudi statisticna obdelava eﬂt@v Z2, Maso in dolzino
je naravno privzeti, da sta njuni merjenji porazdeljeni normalno, k&r je
osnovna pred] Osmvm vecine E@smmh gmmmm
druzhb @SE@VH@ ta predp
natancnejsin druzi
obremenjen s Em:@fzmmg nihanji,
velikimi razlikami v davénem sistemu,
iz razli¢nih d g‘éav

V tem clanku se bomo omejili le na en p
lira nja druzbenih sistemov , 12 tako imenovane prob
inm na 8 kupinsk Eh od E@ ufa ev’. G b hko v neki druzbi od
) 1 poti do @E@@W@ vse

. ATl gimi l amil. VD] - maticnih modelih

deakmﬁcnega odlocanja. Pri tem nimamao Vv mishh le dmzbe km celote,
temvec tudi m@ne posamezne dele, kot je na primer upravni odbor kakega
podjetja ali kaka k , ki o ¢em odloca.

merjenje.

qu posa@zm Va,hm in ne n&zadme Z
ko ga primerjamo med posamezniki




2. Nacelo enostavne vecine

Med modeli socialne izbire je najpopularnejse in najpogosteje upora-
bljano nacelo enostavne vecine. Po tem nacelu pogosto odlocajo poslovni
odbori velikih podjetij ali drustev, uporabljajo ga v parlamentih in $e mar-
sikje. Delovanje najlaze razloZimo na preprostem primeru.

Zgled 1. Denimo, da se neka skupina Zeli odlociti med dvema alterna-
tivama A in B. Nekaterim ¢lanom skupine se zdi boljsa alternativa A, dru-
gim alternativa B, tretji pa med njima ne vidijo prave razlike. Iz skupine
izlo¢imo indiferentne” ter prestejemo tiste, ki imajo raje moznost A, ter
tiste, ki jim je bolj vSe¢ B. Ce je vec prvih, pravimo, da se skupina odloca
za. A, ¢e je vet drugih, pravimo, da se odlo¢a za B, ¢e pa je obeh enako,
pravimo, da je skupina indiferentna oziroma se ne more odlociti. =

Na tem primeru se zdi to nacelo zelo enostavno, naravno in prakticno
edino mozno. Toda Zivljenje je navadno bolj zapleteno in na izbiro imamo
lahko tudi po ve¢ kot dve alternativi. Ze kadar so alternative tri, ni ja-
sno, kako posplositi nacelo enostavne vecine. Zaradi'enostavnosti izrazanja
vpeljimo nekaj pojmov. Vsem posameznikom v skupini, ki o ¢em odloca,
recimo volivci. Nadalje zapisimo relacijo ,alternativa A je 2-temu volivcu
bolj vse¢ kot B” na kratko: A >; B. Tem relacijam bomo rekli preferencne
relacije volivcev. Tu ne dovolimo moznosti, da bi bil kak volivec med dvema
alternativama indiferenten. Relacije so torej asimetri¢ne. Ta pogoj sicer v
realnih situacijah pogosto ni izpolnjen. Kajlahko se zgodi, da so ljudje med
nekaterimi izbirami ravnodusni. V<casih lahko ta problem premostimo ta-
kole: Smiselno je privzeti, da je relacija ,,volivec je ravnodusen med alterna-
tivama A in B” ekvivalencna, zato lahko mnozico vseh alternativ razdelimo
na ekvivalencne razrede in potem gledamo preferencno relacijo le med temi
ekvivalenc¢nimi razredi alternativ. Navadno privzamemo tudi, da se volivec
lahko izjasni glede poljubnega para alternativ, da so torej relacije sovisne.
Predpostavimo Se, da so tranzitivne, to pomeni, da za poljubne tri alter-
native A, B in C velja za vsak 7, daiz A >; Bin B >, C sledi A >; C.
Nase preferencne relacije so torej sovisne, asimetric¢ne in tranzitivne, kar po-
meni, da nam mnozico alternativ (vsaka po svoje) strogo linearno urejajo
14]. Glede na relacije >; razpade skupina volivcev na ve¢ podskupin. V

nadaljnjem bomo veckrat uporabljali naslednji primer:

Zgled 2. Denimo, da skupina volivcev razpade le na tri podskupine
glede na to, kako volivci razvrscajo tri alternative A, B in C: v pod-
skupino (1) uvrstimo tiste volivce ¢, za katere je A »; B »; C', v podsku-
pino (2) tiste, za katere B »; C »=; A, v podskupino (3) pa tiste, za katere je
C »; A =; B. Hitro lahko prestejemo, da imamo v sploSnem lahko do Sest
takih podskupin, ¢e nihce ni indiferenten med nobenima alternativama, si-
cer pa do trinajst. e

Kako naj odloc¢imo, kaj je bolj vée¢ skupini, ¢e poznamo velikosti
vseh podskupin? Naj vzamemo kot resitev kar relacijo tiste skupine, ki je

182 Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 6



najéi@vﬂ@jé& pa Ceprav obsega le nekaj vec kot trinajstino cele skupine?
To ni videti naravna posplositev nacela enostavne veline za primer treh
a,h@ma,mv Druga moznost je, da za poljubni dve alternativi obvelja relacija
> za skupino natanko tedaj, kadar glasuje za to relacijo vet ¢lanov skupine
kot za nasprotno. Kadar obstaja alternativa, ki ] primerjavi z vsako
drugo alternativo ocenjuje veéina volivcev kot boljso, ji recemo Condorcetov

magovalec. Ta ne obstaja vselej.

/g 3. Denimo, da skupina volivcev razpade ravno na tri podskupine
EZ dmg@g& zgleda, ki pa so vse tri enako mocne. Tedaj za celo skupino velja

| = B 7 dvotret gmgﬁm vecino, B > C prav tako z dvotretjinsko vecino, pa
D z m@’wms Veﬁ 0. Tako dobljena relacija za skupino je

H&V&dﬂ@ ne @S@E@S“@@m@ na ta nacin. :Jﬂen i nacinov, ki se uporablja,
je gla,samje po p@mh Z zzﬁgwﬁjem To pomeni, da najprej gzbemm@ dve
alternativi ter g mo med njima, nato pa za)wzam@ tisto, ki je dobila

manj glasov, ,zmag ko” primer] &mﬁ s tretjo itd.

4. ] primeru iz tretjega zgleda. Ce
na jmej izbiramo m B, bi zmagala alternativa A, zato bi zavrgli B

- , ko bi se pomerili alternativi A in ', bi zmagala Sigdnj&
T@da, ce bﬁ zageli z B m C, b} hm%@ ug@mwh ZMago ah@maﬁmw Ain v

m je, v kaksnem nem redu so pesa, nezne n Oznﬁsm dane na ghsovaﬂj@

V politicnem odloctanju so zelo popularne ¢ dvokrozne volitve. V prven
krogu volitev zmaga alternativa, ki je najbolj vieé veéini, torej veé k@i
polovici voliveev. Ce take altern aﬁmve ni, se v drugem krogu pomerita le tisti
dve alternativi,
ni brez pomanjk

ki sta dobili najvec glasov v prvem
ljivosti.

da alternati ive A, B podskur
podskupina {2} betih voliveev m eni, d
stirih B > C > Ain podskupina (4)
dveh postavi prvem kmgu 'mm;@v dobita A in B po 6 glasov,
(' pale 5. Ker nima mhce g glasov od 17, se v d rugem krogu
nomerita @hﬂ‘ nativi Ain B, zmaga pa aﬁem&tw& Az 1l ghsow 6. Kaj
D mi voli podskupine (1) prepricajo vohvm
iz c- (4) da svme rangiranje usmauo 7Z njithovim DO

m med alternativama A in B A. ]
k okrepi pomme ahemamve A, toda kaj se zgodi na volitvah? V
prvem krogu dobi A 8 glasov, B samo 4 in C 5. V drugem krogu se tore]
zda] pomerita A in C, zmaga pa C z 9 glasovi proti 8. Navidezna okrepitev
pozicij alternative A je torej v resnici prepreéila njeno zmago |3].

‘ >

Obzornik mat. fiz.

42 (1995) 6 183



3. Bordovo stetje

Potem ko so ljudje ugotovili pomanjkljivosti vecinskega odlocanja, so
se poskusali domisliti , boljsih” metod. Iden od teh poskusov je tudi
Bordovo stetje in njegove posplositve. Ideja je v tem, da vsak volivec
vse alternative, med katerimi se odloca, uredi po vrsti, pravimo, da jih
rangira. Vsak rang, to je zaporedno Stevilo alternative v tej ureditvi od
najbol] do najmanj zazelene, pa da alternativi doloceno stevilo tock, npr.
pri osnovnem Bordovem $tetju dobi tista, ki je voliveu najbolj vsec, 1 tocko,
druga 2, 1td. Ti rangi se potem seStejejo in zmaga tista alternativa, ki ima
najmanjso vsoto tock. Mozno je seveda tudi kaksno drugacno tockovanje. V
sploSnem pravimo tej in podobnim metodam , metode vrsticnih vsot”, ker
si predstavljamo range razvrséene v matriko, katere vrstice so alternative,
stolpci pa volivei. Bordovo stetje je torej le poseben primer metode vrstiénih
vsot, ko tockujemo kar z rangi.

Zgled 6. V primeru iz tretjega zgleda bi ¢lani prve podskupine ocenili
alternativo A z eno tocko, B z dvema in (' s tremi, v drugi podskupini bi tem
alternativam dali 3, 1 oziroma 2 tocki, v tretji pa 2, 3 oziroma 1 tocko. Ko bi
seSteli tocke, bi vse tri1 alternative dobile po 6n tock, kjer je n velikost vsake
enako velike podskupine. Bordovo stetje bi nam v tem primeru povedalo,
da se skupina med temi tremi alternativami ne more odloéiti, kar se za ta
primer zdi edini smiselni rezultat. =

Pa Se eno dobro lastnost ima Bordovo stetje. Opazujmo tri izmed
alternativ A, B in C in denimo, da smo po Bordovem stetju dobili za hotenja
skupine A > B in B > (. To pomeni, da je vsota rangov alternative A
nizja od vsote rangov alternative B, slednja pa je niZja od vsote rangov
alternative C'. Od tod dobimo, da je vsota rangov alternative A tudi nizja
od vsote rangov alternative C, zato velja A > (. Bordovo $tetje nam tore;
vsele] da tranzitivno relacijo. Vendar tudi Bordovo Stetje ni brez napak.
Eden od glavnih problemov tega pravila je, da je njegov rezultat odvisen od
izbora alternativ, ki smo jih vzeli v obzir. To ilustrirajmo na preprostem

zgledu.

Zgled 7. Spet si oglejmo nag primer izbiranja med tremi alternativami
iz drugega zgleda in spet denimo, da se nasa skupina razdeli le v tri pod-
skupine, le da tokrat privzemimo, da so v podskupinah (1) in (2) po stirje
volivci, v podskupini (3) pa le trije. Vse range zapiSimo v matriko

gy Lo

W o
o Do
T N R
0 o =
N = G
Do P QO
Do — OO
o = OO
— 0 b
= G DO
— GO DO

Tokrat dobi alternativa A vsoto rangov 22, alternativa B vsoto rangov 21,
alternativa (' pa vsoto rangov 23. Zmaga torej alternativa B, na drugem
mestu je A, na zadnjem pa C. Ker je C' na zadnjem mestu, bi moralo biti

184 Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 6



vsega zacetka iz igre izpustili in Bordovo
eru dobimo matriko

najbrz vseeno, Ce smo Jo Ze od
Stetje uporabili le na prvih dveh. Toda v tem prin

A B pa 18, torej je zdaj]
skupini ,,bolj vie¢” alternativa A kot alternativa B. Tudi dodajanje novih
&Et@maiw b} lahko spremenilo razvrstitev med megsmnm alternativami.
mo, da smo trem ahemamvam dodali se cetrto alternativo D kg jo
kupin {H in rangira 30 na zadnje mesto, le v podskupini (3)

niti alternativo B. Matrika rangov

Gsﬁ&n@ zda]

sewa alternativa pristala glob
prvim trem, saj je zdaj a,hema;twa
zmagala pa jJe alternativa A. =

/aradi tega in dr ugi
vo litvenih postopkov. M
ooritem, ki E@m a nek j e m
vecCine. V ob D Jolivel jim dolod @U O
range, n&m pa v Nansenovem @jgmﬁmu izlo¢imo tiste ahem&ﬁ@we ki imajo
najvecjo vsoto rangov, v Coombovem pa tiste, ki jih najvec vahvmv UVT-
st1 na zadnje mesto. Zdaj ponovimo ta postopek na pmmfmh alternati-
vah. Zmaga tista &hemaﬁswa ki ostane ﬂmﬂ@%ﬂ& 1d
zmag@wm agh@mafﬁwe @@E@ﬁcm postopek

poskusi 1zb oljsanja
in Coombov al-
@n@smvn@

Nansenov in Coombov algoritem na §tirih alter-

Rezultat Nansenovega, pﬁs’a@pka bo bralec hitro

wm Tangov z Ee Se - dela. Dobil
m da, Caumbav

@sm magﬁw

o alternativi C in A, ki im

E@ tri. Tako sm

Zgled 8. Uporabim
nativah iz S@dm%g@ zgieda
mzbmi iz Ze izracunanib
D @St opek. Naj
ralo 8 V@hVC@V |
vsaka po §tiri zadnji m ,.
,Zmagovite” alternative j ponovimo p
tivah. V prvem koraku izlotimo &h@m&tWG D, v dmgem pa alternativo A,
frm*ej pﬁsmne na drugem mestu alternativa C Po njeni mmm;w mmgzmm
vsi volivel preostali dve alternativi na isti nacin, zato dobi alternativa A

&H@m&"m@
izh Cin

Obzornik



tretje, alternativa D pa cCetrto mesto. Opazimo, da nam v tem primeru ta
dva postopka alternative strogo linearno uredita, a vsak postopek drugace.

Tudi Nansenov in Coombov algoritem ne delujeta vselej. V Sestem
zgledu bi morali, denimo, Ze takoj na prvem koraku po obeh postopkih
izloCiti vse tri alternative, saj bi imele vse enako Stevilo zadnjih mest in
isto vsoto rangov. V osmem zgledu pa sta nam obe metodi alternative
rangirali. Obstajajo zadostni pogoji na stevilo volivcev in stevilo alternativ,
ko se to vselej zgodi. V Sestem zgledu je Stevilo volivcev deljivo s tri, kar
je hkrati enako stevilu alternativ. V sedmem zgledu pa je Stevilo volivcev
prastevilo 11, ki je ve¢je od stevila alternativ 4. V takem primeru Coombov
algoritem vselej deluje. Bralec, ki ga zanima teorija stevil, bo z lahkoto
dokazal, da Coombov algoritem deluje, brz ko je najmanjse prastevilo, ki
deli stevilo volivcev, vecje od Stevila alternativ. Podobni izreki veljajo tudi
za Nansenovo metodo.

4,

Glasovanje z vetom

Tudi kadar je izmed 100 volivcev ena alternativa bolj viec¢ 51, druga
pa 49 volivcem, zmaga po nacelu enostavne vecine prva, pa ceprav sta obe
skupini volivcev priblizno enako moc¢ni. Eno od nacel, ki so ravno nasprotna
temu nacelu, je pravica manjsine, da prepreci ,zmago” katerekoli alternative
z uporabo veta. Ce je pravica veta univerzalna, lahko seveda prepreci
vsako odlocitev, ¢e pa je Stevilo volivcev razmeroma majhno v primerjavi
s Stevilom alternativ (to je nekako ravno nasprotna situacija od tiste, v
kateri deluje Coombov algoritem) in ¢e sme vsak volivec uporabiti veto le
v omejenem Stevilu primerov, lahko glasovanje z vetom privede do nekega
rezultata.

Primer takega algoritma je pravilo proporcionalnega veta. Bodi n
Stevilo voliveev in ¢ Stevilo alternativ. Volivel naj se razdelijo v koalicije, to
je skupine ,,enako mislec¢ih”. To lahko pomeni, da vsi volivel ene koalicije
rangirajo alternative enako, ni pa nujno. Oznacimo s k£ moc neke koalicije.
Tedaj za maksimalno stevilo pravic do veta te koalicije razglasimo tisto
najvecje celo stevilo v(k), ki je strogo manjse od stevila ka/n. To je primer
funkcije veta, ki ji recemo proporcionalna funkcija veta. Hitro se lahko
prepricamo, da je ta funkcija superaditivna, saj za poljubni moci koalicij &4
in ko velja v(k1)+v(ke) < v(k1+k2). Funkcija veta s to lastnostjo spodbuja
volivee k tvorjenju ¢im vecjih koalicij. -

Ce pri neki alternativi B obstaja neka potencialna koalicija K volivcev
moci k in neka mnozica A alternativ moci ¢ — v(k), za katero velja, da
je za vsako alternativo A € A in za vsakega volivca ¢+ € K izpolnjeno
A >; B, potem ima ta potencialna koalicija moc¢ veta, s katero lahko
izlo¢i vsako alternativo, ki ni v A, med drugim torej tudi alternativo B.
Vse tiste alternative, za katere taka potencialna koalicija in taka druzina
alternativ ne obstajata, pa uvrstimo v srz funkcije veta v. V splosnem

186 Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 6



za neko funkcijo veta ne vemo, ali ima neprazno srz. Za proporcionalno
veta pa se mk&m da je njena srZz vsele] neprazna. Izkaze se
i ma neka superaditivna funkcija veta neprazno stz natanko @@&%
aj@nmmﬂa : pmommn&hm hnkm@ veta. V tem sn islu j@ torej

i op veta, saj daje
Kl nas Se zmerom
ni bil uporabljen.

neka neprazna

Mnozica aﬂt@maﬁcw m@ STZ ﬂp@?&bﬁj%ﬂ@ funkcije Wm 3]

/A= Drimn ahemaﬁv je proporcionalna
vem kw @{ M = k. ° ' alternative mkde
‘vsa}{ volivec lahko u@mm eno pmwm do wm? jo bo vsak uporabil za
tisto alternativo, ki mu je najmanj vseé. ,,Zm bo tore] ahemaﬁmm)

Opazimo pa, da i ima to rangiranje tudi

C', ki ni nikoli na zangem i
Con d oyeﬁmvega ' 1o je aﬁem Mwa, A, ki je celo d vmmmmsg

u@naﬁna funkcija veta enaka @{%} = % — 1.1 o krat naj volivei rangirajo al-
tern aﬁﬂ 1ve ft akole: 7 D »=; I, za preostale
B >3C >3 D, L A B>s C,C >5 D >5 F >5
y. LOK mamo Condorcet ovega Zin &gOV&EF a. Kako Da, j@ S STZJ O
vea,aff ﬁﬂt@mafmf@ F lahko izloéi koalicija {1,2}. Za pmgﬂmahm k@&hﬂj@
{1,2,3} obstaja mnozica alternativ {A, B, ('}, ki je boljsa od D, d D
lahko pride s svo jima c vema pravicama do veta; to ehmimm alter ﬂa:mf@ L
nn lahko koalicija {1,2,3,4} s tremi pravicami V@m doseze izbor al-
|, B}, velika Ema,hmja, pa izbor alternative A. Srz veta bo tore]
kvecdiem ivo A, ker pa je vsele] neprazna, je v njej na-
tanko alternativa A. Srz veta pa lahko vsebuje tudi ve¢ kot eno alternativo,
kot se zgodi na primeru iz tretjega zgleda.

mi skupinskega odlo¢anja in mnoZica moZnih nacinov glasova-
klicejo po sistematicni obravnavi vseh teh ; mvﬂ s1
a najpogosteje citiranih pmemov
(konéno) mnozico alternativ, z V pa neko (konéno) mnozico V@hVCeV@ Na-
d aﬁje oznacimo z L mnozico vseh moznih strogo linearnih ureditev na A, ki
smo jim rek i tudi rangiranja. Funkcija socialne izbire je vsaka prireditev,

jlem alternativ vseh volivcev priredi rangiranje alternativ cele sku-
pme To je torej neka funkcija 1z cVy £ Za tako funkcijo pa bi si Zeleli,
da izpolnjuje nekatere naravne zahteve, ki jim pmw mo aksiomi. Elemen-
pmfemncm profili, >, pa naj oznacuje relacijo stroge

nja kar k
podrobneje eneg
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linearne urejenosti, ki jo obravnavana funkcija izbire priredi preferenc¢nemu
profilu =€ LV, ali bolj natanéno povedano, funkcija socialne izbire priredi
poljubnemu naboru preferecnih relacij posameznih volivecev »>q1,>9,..., =,
preferencno relacijo skupine »>;. Za to funkcijo bi si Zeleli, da izpolnjuje
naslednje aksiome:

Aksiom 1 (Paretovo nacelo). Denimo, da za dve alternativi A in B
velja, da je A >; B za vse volivce 2. Funkcija socialne izbire naj postavi
A >s; B za vsak tak preferencni profil.

Aksiom 2 (Usklajenost po parih). Ce za dva preferencna profila >~
in >’ velja, da vsak volivec alternativi A in B ureja v obeh profilih enako,
potem mora tudi =, urejati ti dve alternativi enako kot >/.

Aksiom 3 (Monotonost). Ce pri nekem preferenénem profilu > velja
A > B in za preferencni profil >’ velja A >; B za vse tiste volivce 1, za
katere je A »~; B, potem je tudi A >’ B.

Aksiom 4 (Odsotnost diktatorja). Ne obstaja tak volivec 4, da bi v
vseh preferencnih profilih zanj veljalo, da se > povsem ujema z >;.

Vse metode glasovanja, ki smo jih doslej prikazali, so imele kako po-
manjkljivost. Nekatere niso dale tranzitivne skupinske relacije (vetinsko
nacelo iz tretjega zgleda), mnoge niso vselej definirane (Nansenov in Coom-
bov algoritem), nekatere niso usklajene po parih (Bordovo Stetje) ali pa niso
monotone (dvokrozni volilni postopek iz petega zgleda). Paretovo nacelo,
ki je najbolj nesporno, v glavnem izpolnjujejo. Zahteva po odsotnosti dik-
tatorjev je videti prav tako nesporna. Poudarimo naj, da aksiom 4 ne iz-
kljucuje samo ocitnih, temvec tudi morebitne skrite diktatorje. Diktator je
vsakdo, katerega volja se vselej ujema z voljo skupine, pa ceprav se sam in
drugi volivci te njegove vloge ne zavedajo. Na vprasanje, ali lahko dobimo
tako funkcijo socialne izbire, ki bo zadoscala tem stirim, dokaj naravnim
zakonitostim, je odgovor Zal negativen. To je prvi dokazal Arrow [1], pri-
merjaj tudi [3] in [2].

Za nobeni konc¢ni mnozici ve¢ kot
dveh altemat.zv in vsaj dveh volivcev ne obsta ] ja funkcija socialne izbire, ki
zadosca tem Stirim aksiomom.

Dokaz. Denimo, da imamo skupino K volivcev z naslednjo lastnostjo:
Obstajata dve taki alternativi A in B, da za vsak preferencni profil >
velja, daiz A >; Bzavset € Kin B >; Azavse 7 ¢ K sledi A>; B.
Vsaki skupini voliveev, za katero je izpolnjen ta pogoj, pravimo odlocilna
skupina za preferenco A nad B. Ker je po Paretovem nacelu mnozica vseh
volivcev taka skupina za poljubni dve alternativi, je druzina vseh odlocilnih
skupin neprazna. Med njimi morajo obstajati tudi minimalne odlocilne
skupine. Tako bomo rekli vsaki skupini volivcev, ki je odlocilna za neki par
alternativ, nobena manjsa skupina pa ni odlocilna za noben par alternativ.
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da vsaka taka minim
, Nas] mﬁm da imamo v neki minimalni
0d A nad B vet kot enega volivca. Uznatimo
7 1 - mbmn@ga vohvm 1z te s K’ # l ﬁ*eﬂsmne te skupine
in z I mnoZico vseh tistih volivcev, | adahe 1z beﬁmg
katerokoli tret jo alternativo C ter si og
7z lastnostjo: A >, B >; C, ' >, A B, B> C >y A za, vse 7 € I’
in vse k € L, ¢e jih je kaj. Ker je skupina K = K’'U {¢} odlotilna za
pmfemnm A nad B, mora biti 4 >, B, ker pa je minimalna, skupina K’
m vec odlocilna za Hﬁb@ﬁ par a%@ma,mv torej tudi ne za pfefemn_m C nad
Vd}a C' >, B zaj € K'S medtem Em t1 dve alternativi vsi drugi
volivel Ocenjujej@ ravno nasprotno, mora >—3 C in po tranzitivnosti
tudi A >, C. Ker se torej Soemma izbira ujema s preferenco volivca ¢ na
&H@m&ﬁw"&h A in ¢ v nasprotju z @bm’WUG m@sm_iﬁ je {2} odbaﬂﬂ&
skupina za A nad C v n&sm‘ém 7 mMinim kupine K. Odslej naj
bo “ﬁm’“ej {7 } @b@ﬂna ku; Pri dokazovanju, da

kupina” odlocilna

B> C ter B>, C >, A
m na celu je B »s C, ker 1 odlo ca (za . A n ad B
A =5 O, "mwg z&mz usklajenosti po parih
bno alternativo
A=, CinC >, D>, A
, ker 7 odloca (za, A nad

>—SC Iz

1 odloca ME o pmfemnm
D # A,(C in preferencni profil, za katerega je D
za Vse j £ 1. Spe‘% jepo P m nacelu D A
C'), je A =5 C in po tranzitivnosti ter HSE&}@HOSM o n
dejstva, da ¢ odloca o preferenci A nad B, sm
odloca "E‘Hdi o preferenci D nad C, kjer sta o 1 C'in D Ububm ahemafzw:a
cejele O’ # A. Primer C = A pa Eahk@ dobimo s onmfnmj@ prvega od “?ceh
dveh postopkov. To pa Ze pomeni, da volivec 7 odloca o vseh preferencah.
Dejstvo, da je diktator, zdaj takoj sledi iz monotonosti. &

e, Titn, 8 B T, SOWIE PN - B o ool s T W
E . :

mnoge posplositve. Tudi ¢e pogoje
Zahteva po strogo linearnem urejanju
e” preference j@ denimo, nebistvena, saj tudi mndja sgdam@ 1Z-
a,h@yﬁa‘tw@ sibko ‘M‘@j&m in zadoscala vsem stirim ak
naveh le H&} a en OSMWM vmmnm izmk&

lzrek Arrowa o nemogoctem 1
Oh 0 omilimo, Se zmerom velja.

Kije v l 7. vsemi Stirim
12,J0 volivcl enotno m
merilu pravimo merljiva vredno-
nozice alternativ v realna stevila,
. da znajo volivel povedati ne

hko dobimo funkcijo,
@geﬁ razuimemao S“ﬂﬁ&ﬂj@ Vv k&‘mm
se 1zraza]o njihove preference. Taken
stna funkcija, to je neka preslikava v iz n
ki zadosca dolocenim pogojem. Pri

Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 6 189



samo to, katera izmed danih alternativ jim je bolj vSe¢ od kaksne druge,
temvec znajo tudi povedati, za koliko jim je neka alternativa bolj vse¢ od
druge. Volivec zna skratka vsaki alternativi A dolociti neko vrednost v(A),
pri cemer je A > B natanko tedaj, kadar je v(A) > v(B). Pa ne samo to,
zahtevamo tudi, da za poljubne alternative A, B, in D velja, da je zame-
njava alternative B z alternativo A volivcu bolj vsec¢ kot zamenjava alterna-
tive D z alternativo C natanko tedaj, kadar je v(A) — v(B) > v(C) — v(D).
Seveda pomeni v(A) = v(B), da je volivec med alternativama A in B indi-
ferenten. Hitro se prepricamo, da je tako definirana relacija indiferentnosti
ekvivalencna, zato podobno, kot smo omenili Ze v drugem razdelku, lahko
Studiramo preferencno relacijo le na ekvivalenc¢nih razredih alternativ. V
tem primeru dobimo spet preferencno relacijo, ki alternative strogo linearno
ureja. Ce pa tega ne storimo, preferentna relacija ni nujno sovisna, torej
nam alternative le strogo delno ureja. [4]

Obstoj in enolitnost take merljive vrednostne funkcije sta v splognem
vprasljiva. Med pogoji, ki jih potrebujemo, je tudi ta, da je alternativ
veliko, tocneje, da zadoscajo nekemu pogoju, ki mu navadno pravijo ,,pogoj]
resljivostir Za poljubne alternative A, B in € mora obstajati taka alternativa
D, da je zamenjava alternative B z alternativo A volivcu enako vsec kot
zamenjava alternative D z alternativo C', pa tudi taka alternativa F, da je
zamenjava alternative B z alternativo A voliveu bolj vSe¢ kot zamenjava
alternative ' z alternativo F£. Tako situacijo imamo npr., kadar volivec
vse meri z denarjem. Ce je njegova vrednost alternative A enaka 100 d.e.
(denarnih enot), vrednost alternative B 200 d.e. in vrednost alternative C
500 d.e., potem lahko za D vzame alternativo ,,prejeti 600 d.e.” za F pa
alternativo ,prejeti 400 d.e.”. Ta pogo] je med bistvenimi tehnié¢nimi pogoji,
ki zagotavljajo obsto] merljive vrednostne funkcije ter njeno enolicnost do
pozitivnega faktorja in aditivne konstante. Natancna izpeljava teh dejstev
bi presegla okvir tega dela in se ji tu ne bomo posvetili. [2]

Denimo zdaj, da se o danil mnozici alternativ vseh n volivcev zna izreci
tako, da obstajajo njihove merljive vrednostne funkcije, in oznacimo funkcijo
1-tega volivea z v;. Vsaka od teh relacij nam alternative strogo delno ureja.
Naslednji izrek je verjetno prvi dokazal R. L. Keeney, glej |Fre].

Izrek. Naj bo w taka diferenciabilna funkcija n spremenljivk, da so vsi
njeni prvi parcialni odvodi povsod strogo pozitivni. Tedaj pravilo A »; B
natanko tedaj, kadar je w(vi(A),...,v,(A)) > w(vi(B),...,v.(B)), strogo
delno ureja alternative in izpolnjuje Stiri aksiome iz prejsnjega razdelka.

Dokaz. O tem, da tako definirana relacija alternative strogo delno ureja,
se lahko hitro prepricamo, saj je tranzitivna in asimetricna. Oznacimo

vektorsko funkcijo v(A) = (v1(4),...,v,(A)), da lahko piSsemo krajse
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udi za gradient, in zato je skalarni produkt pozitiven. Tako
] B)) > w(v(. }} za vse take alternative, pri katerih je

majhna. 7 obitajnimi metodami hitro
v(A)) veljati za vse alternative z lastno-
A) za vse ¢. Tako pokaZemo vé° \ n&ée}&
1 po parih je &V%O&ﬁéﬂ@ 1zpol
- a uposteva le dve al k
eﬂ&@@ (x). Ce v mej dmgma vse wednﬂsm
1 zaradi
fﬁindukw

n j #

Tudi pri dokazu, da nimamo dik ?L atorja, bomo upo-

no, da je 1-temu vahvcu bolj vsec &Hemaﬁﬁwa A kot

bohs&b p@ vec volivcev.
rabili enacbo (*). Denis

3) —v; { A) < 0 in zato je ¢-t1 produkt v skalarnem
preostalih

alternativa B. Ted a'j je @i(
Tuktu enaiébe (%\) strogo negativen. loda vrednostne funkcije
5) = v3(A) pri j # 7

‘mhmev lahko izberemo $e poljubno. K@ bomo za v;(B
brali d OVOM velike pozitivne vrednosti, bomo d@bih

naja da skupins;
pomocjo w, ni vec meﬂ"

pak tudi, da ni ohgm‘*hug to je takih k
svojih notranjih interesov lahko svojo voljo vsilile preostalim
rezultat ima svojo uporabo v ekonomiji. Pri dolo¢anju funkcije w pa Eah
naletimo na dolocene probleme. Vzeli bi lahko npr.

ta:to;ev

kjer so w; ,,utezi; torej pozitivna stevila, ki m
funkcijo socialne izbire. Poleg teh stevil je vpliv i-tega volivca odvisen tudi
od umerjenosti ,,njegove” merljive vrednostne funkcije. Najbolj enostavno
a bi bilo vzeti vse utezi enake, ce bi vedeli, da so vsi volivci svoje
Zal nam to v Spbsne | 11 Znano.

Wed ostne funk

cije enako umerili.
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7. Zakljucek

Izrek Atrowa o nemogocem ima v druzbenih vedah zelo razlicen odmev.
Nekateri raziskovalci so mnenja, da dokazuje, da je demokracija protisloven
pojem in da torej ne obstaja. Spet drugi se navdusujejo nad tem ali
onim konkretnim volitvenim algoritmom in poskusSajo pozabiti na njegove
slabosti. Na ozkem podrocju sprejemanja skupnih odlocitev, za katere se
dajo najti dobro usklajene merljive vrednostne funkcije vseh volivcev, se
dajo preference skupine dobiti celo na ,,demokraticen” nacin.

Obstajajo pa tudi raziskovalci, ki so mnenja, da bi se bilo treba pro-
blema lotiti z drugega konca. Po njihovem mnenju bi bilo tudi v druzbenih
vedah treba privzeti soroden filozofski pristop k definicijam kolicin kot v na-
ravoslovnih vedah. Seveda ne moremo pricakovati tako natancnih definicij,
kot je denimo: ,,Koeficient trenja je razmerje med silo, ki je potrebna za pre-
mikanje telesa po horizontalni podlagi z enakomerno hitrostjo, ter silo teze
tega telesa”, ali ,,Rdeca je tista svetloba, ki ima valovno dolZino 0,6878u”.
Druzboslovne kolicine bodo le redko merljive na tri in ve¢ decimalk na-
tancno. Pricakujemo pa lahko definicije pojava s pomocjo primerjanja soro-
dnih pojavov, kot denimo: ,, Trenje je pojav, ki ga opazimo, ko vlecemo telo
po horizontalni podlagi. Tudi ce se telo premika z enakomerno hitrostjo,
moramo za to porabiti doloceno silo, ki je odvisna od teze telesa in hra-
pavosti telesa in podlage.” Se blizje definiciji, kakrsno bi lahko pricakovali
v druzboslovju, je naslednja definicija rdece barve: ,,Rdeca barva je tisto,
kar je skupno naslednjim pojavom: (1) Lu¢ na semaforju, ki se prizge, tik
preden se promet ustavi. (2) Tisto, kar pritece iz prsta, kadar se urezemo.
(3) Zrel paradiznik.” [5]

Tudi problema, kaj je demokracija, bi se bilo v tem smislu torej treba
lotiti na podoben nacin, kot se dela v naravoslovnih znanostih. Treba bi bilo
vzeti konkretne sisteme, za katere menimo, da delujejo demokraticno, in jih
raziskovati. Potem bi bilo treba ugotoviti nacela, na katerih delujejo, in ta
nacela razglasiti za demokrati¢cna. To pomeni, da vzamemo skupne lastnosti
konkretnih pojavnih oblik nekega pojava za definicijo tega pojava. Seveda
je tu vse skupaj dosti tezje kot v naravoslovju, saj se tam lahko, potem ko
ze spoznamo neko idealno zakonitost, tej idealni situaciji eksperimentalno
poljubno priblizamo in tako zakonitost temeljito preverimo. V druzboslovju
te moznosti navadno ni, vendar je tu opisana pot do druzboslovne definicije
demokracije morda edino, kar nam ostane.
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Cayleyjevi grafi so razred grafov s posebno lepimi lastnostmi, od katerih je zanimiva
predvsem simetrija, ki izhaja 1z njihove temeljne zveze z grupami. Petersenov graf pa je
v teoriji grafov gotovo najbolj znan (lahke bi rekli tudi ,zloglasen”) graf zaradi svojih
stevilnih, v¢asih lepih, véasih pa tud: preseneﬂjivih i nenavadnih lastnosti. Ena od njih
je pzecej velika” simetrija, Ceprav graf ni1 Cayleyjev. Obstaja p%pbg}m@v Petersenovega,
grafa, ki porodi neskonc¢no druZino ﬁpﬁspﬁﬁsem Petersenovih grafov”. Nedavno so
ugotovili, kateri od njih so Cayleyjevi. Na koncu prispevka bomo podahl kratek dokaz
tega rezultata.

Cayley graphs are a class of graphs with particularly nice properties. Surely their
symmetry, which 1s due to the intrinsic connection with groups, 1s the most intere-
sting. The Petersen graph is perhaps the most well-known (one can possibly try to say
,infamous”) graph within graph ﬂmm‘y b@m@@e of 1ts numerous nice, SUrprising, or even
strange properties. One of them is relatively  high” symmetry, although the graph is not
a Cayley graph. There exists a generalization of the Petersen graph which produces an
infinite family of ,generalized Petersen graphs”. Recently, it has been shown which of
them are Cayley graphs. We are going to present a short proof of this result at the end

of this paper.

Matematiki dobro 1 POZNAIO neprecenljivo vrednost slikovnih predstavi-
tev abstraktnih struktur, ki jih raziskujemo. Med matemati¢nimi struktu-
rami prav gotovo zavz@ma, pomembno mesto pojem grupe. Z.di se, da je bil
A. Cayley [1] prvi, ki si je mp@ narisal, wmemu zato, da si @g@ Ea% mdw

stavljal njihovo Sﬁ,mkms@& Za dano grupo je naredil g <i je od grupe
imo iz neke grupe, moderno recemo

podedoval simetri j@ Graifu,
@V@Mh b@h 0 g? ih kot o grupah

Cayleyjev graf.
si poglejmo ) natanéne definj jmov, ki ﬁh bomo hp@f&h@h

la graf X p@ffrebmem@ nek@ neprazno mnozico V(X ), katere elemente
Imenujemo ﬁ@@ée mf MNoZICo E(X} (ﬁﬂm@j@ﬂﬁi} parov mdg kij ﬁm pPraviim
povezave. Umejili se bomo le na koncéne grafe, tj. take, ki imajo koncno
mnogo tock. Naravno si je predstavljati gmf km ﬁ@zm@ “m@k vV ravnini,
bri temer so nekateri pari tock povezani z (ne nujno ravnimi) w‘t&mﬁ Ef@ﬁ
to doloca mmnozZica povezav. Primer vidimo na sliki § i) e, Lo
zanima zveza med grupami in grafi, zatorej si oglejmo, kako ”mgmw

etrijo gmf& N&j bo X ﬂem gral. Bq%kﬁ%&& pz‘esm{&‘m ¢ mnozice V(X )
nase (tj. V(X }} je a@mmwﬁzeﬁm

l

, Ce @hmm&
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Ni tezko videti, da je mnozica Aut(X ) vseh avtomorfizmov grafa X grupa,
operacija pa je pri.tem obicajno komponiranje preslikav. 7 drugimi be-
sedami, Aut(X) je podgrupa v simetriéni grupi Sy (x) vseh permutacij
mnozice tock grafa X. Simetrijo grafa X torej lahko merimo z obseZznostjo
njegove grupe avtomorfizmov. Bolj splosno lahko definiramo izomorfizem
med grafoma X in Y kot bijektivno preslikavo iz V(X)) v V(Y), ki ohra-
nja povezave v obe smeri. Seveda v tem primeru pravimo, da sta X in Y
wzomorfna in ju v abstraktnem smislu ne razlikujemo. Toliko o grafih na
splosno.

Kaj pa je potem Cayleyjev graf? Zacnimo z neko abstraktno grupo G.
Potrebujemo $e mnozico generatorjev .S C G, za katero mora veljati 1 ¢ §
ter c € 9 = o071 €5, pri éemer 1 oznacuje nevtralni element v G, o~} pa
obratni element. Cayleyjev graf C(G,S5) grupe G pri mnozici generatorjev
S 1ma za tocke elemente grupe G, tocki 7,0 € G pa sta sosedni, Ce in
samo e je 771§ € §. 7 drugimi besedami, tocka v je sosedna natanko s
tockami vyo, kjer ¢ € 5. Besedno zvezo Ca,yieyjev gmf bomo nadomescali

s kratico CG. Za zgled lahko vzamemo grupo G = Z3 = {1,0,0%} in § =

= {0, 0%}; oitno je tedaj C(G,9) trikotnik, tj. graf na treh ‘tockah s tremi

povezavami. Se en primer vidimo na sliki 2. Iz definicije je razvidno, da
ima lahko ista grupa vec razlicnih CG, kar je odvisno od izbire mnoZice
generatorjev. Pri CG je zanimivo tudi to, da najdemo zacetno grupo kot
podgrupo v grupi avtomorfizmov grafa. Vsakemu v € G namrec lahko
priredimo avtomorfizem grafa C(G,S5) s predpisom a — ~va, kjer je a
poljubna tocka grafa (tj. element v (G). Ta lastnost kaze na tesno zvezo
CG z grupami. |

(0,000 (0,01)

(1,0,0)

Slika 1. Petersenov graf Slika 2. C(4y X o x L4,
{(O, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)})

Vendar stvar ni tako enostavna, kot se zdi na prvi pogled. Delfinicija
orafa je tako zelo splosna, da omogoca obstoj grafov, ki so v smislu simetrije
lahko kar precej ,,cudni”. Poleg tega se izkaZe, da ne moremo vsakega grafa
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O tem, da P

o daje P = O(G

7, 9). Vemo, da obstajata le dve neizomorfni gmpi 7z desetimi
elementi, 1n sicer cikliéna Z

10 ter diedrska [Dg. Graf P je kubicen, kar pomeni,
da ima vsaka tocka natanko tri sosede, zatorej |S| = 3. Otitno mora biti vsaj
en element mnozice 5 reda 2. Najprej vzemimo, da je &G = Zig = H a,...,a’}.
Ta grupa 1ma le en element reda 2, 1n sicer a’ od koder sledi, da mora E:)m S =
= {a',a"",a°}, kjer jeienak 1, 2, 3 ah 4, V mob@ﬂ@m od stirith primerov ne dobimo
gmf& P. E@dp@%&ﬂ@ da je G = = {1, a, a*,b,ab,..., a*b}, pri Cemer
a® = b* =1 1in ba = a*b. Ker lahko z noﬁanﬁ 11 arvto mﬁzmi wak element reda
2 grupe [Ds preslikamo v element b, lahko predpostavimo, da b & S, Ce je S =
= {a',a”" b}, potem je ¢ lahko enak 1 ali 2, toda v nobenem od obeh primerov
d@%hem gmﬁ ni . Preostane Se primer, ko S vsebuje tr1 elemente reda 2, npr. 5 =
= {b,a'b,a’b}. Uporabili bomo naslednjo lastnost grafa P: poljubni mzhcm tocki
sta bodasg sosedni ali pa obstaja tretja, ki je sosedna z obema. To se pravi, da
lahko generiramo vse elemente grupe G s komponiranjem najve¢ dveh elementov
mnozice S, tore] G = SU(S - 5). Toda v § so le trije elementi reda 2 (grupa G,
ki je diedrska, jih vsebuje pet), v .S - S pa se nahajajo le potence elementa a. To
protislovje pove, da grafa P ni mogoce 1zraziti kot CG.

mseﬂ@ﬂﬁvih lastnosti. Ker ni1 CG,
njegova simetrija ni tako bogata. Toda njegova grupa a,vm norfizmov k&ze
mgamo sliko. Za vsak par tock nam morfizem, ki preslika
eno v mgo To se mm da so vse tocke tega grafa @na}mwe n@ nobena
se ne u nad drugimi. Se vet, ista lastnost velja tudi za povezave.
@fcemenmf gmf ﬁmnzﬁwen po mmm in tudi po

1 Ove}mo E@?

Ta grafima Se vrsto drugih

da je ta - Se ,,bolj’ m,mm%n in sicer Smimnzmwn [9}
Ker ‘*mmj "n stajajo grafi, ki niso CG ma, kako bi pri
G ali ne. S&zuss& 8] je nasel

poljubnem danem grafu ugotovili, ali je CG
a graf C&yﬁeyj@’m lastnost ali

kriterij, s katerim j@ mogoce dolociti, ali im
ne. Najprej pa se nekaj definicij. Ce je A poljubna m
SA njeno simetricno grupo, tj. grupo vseh perm 1] 10
G je permutacyyska, ce je podgrupa kake sim efméne grupe. Np X
permutacijska grupa na mnozici tock grafa X. Pri pern utmushh gmp&h
je mogoce govoriti o tranzitivnosti: grupa G Je tranzifivne na mnozici A
natanko tedaj, ko za vsaka z,y € A obstaja tak v € G, da je v(z) = v.
Ce zahtevamo Se veé, da za vsak par z,y obstaja natanko en v, ki preslika
r v Yy, potem grupo G imenujemo regularna grupa. BrZz se prepricamo, da
ima regularna grupa natanko toliko elementov kot mnozica tock, na kateri

natanko mkmi kadar

Aut (

@%Mg@ p@gmp@ kz € Tegugm"na na mnozict tock |

7,5 ) Cayleyjev, potem Aut(X ) vsebuje podgrupo,
izomorino G, in ta je otitno regularna. Nasprotno, bodi X gral, pri katerem
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Aut(X) vsebuje regularno podgrupo G. Izberimo tocko zp € V(X) in
oznaclmo njene sosede z z1,...,x;. Zaradi regularnosti pri vsakem ¢ =
= 1,...,k obstaja natanko en v; € G, da je v;(zg) = z;. Naj bo 5 =

= {1, s VYT 5,75 - }. Trdimo, da je X izomorfen grafu C(G,S5).
Vsaki tocki y € V(X ) namrec lahko zaradl regularnosti grupe G priredimo
natanko en v, € GG, da je y,(zg) = y. Ker vsak avtomorfizem slika sosedne
tocke v sosedne, sta tocki y,z € V(X) sosedni natanko tedaj, ko obstaja
tak sosed z; tocke zg, da je z = v,(z;). Ampak z = v,(z¢) in z; = v;(z0),
zato je z = Yy(z;) © vz(z0) = vy(7vi(20)). Zaradi regularnosti grupe G je
vsak avtomorfizem iz G natanko dolocen Ze s sliko ene tocke, torej v, =
= 7y%:- To pa je ekvivalentno pogoju v, 'y, = v; oziroma y;'v, € .5, kar
pomeni, da sta 7,,v, sosedna v C(G,S). Potemtakem je predpis y — -,
res izomorfizem grafov X in C(G,S5). &

Ta kriterij lahko uporabimo, ¢e dobro poznamo grupo avtomorfizmov
danega grafa. Treba pa je pripomniti, da je dolotitev Aut(X) iz X v
splosnem teZak problem.

. Posploseni Petersenovi grafi

Ce pogledamo sliko 1, se nam
prikrade ideja o posplositvi Peterse-
novega grafa na naslednji nacin. Na-
mesto dveh koncentri¢nih ,, krogov” s
po petimi tockami vzamemo dva s po

AN \ n tockami, kjer lahko n > 3 Se po-

) ljubno izberemo. Toc¢ke na zunanjem
krogu povezemo zaporedoma, na no-
tranjem pa vsako drugo (ali vsako
tretjo, cetrto, ...). Nato povezemo
Se ustrezne tocke zunanjega in no-
tranjega kroga. Dobljeni graf je to-
| re]l dolocen z dvema parametroma: n
Slika 3. Graf P(8,3). (poloviénim stevilom tock) ter k, ki

pove, kako preskakujemo tocke v notranjem krogu. Stroga definicija pa je
naslednja: izberimo n > 3 in k£ € Z, \ {0}, za mnoZico to¢k vzemimo
{z;,y; | 1 € Z,}, povezave pa naj bodo {z;, ;01 },{%i ¥}, i, Yixk ). Do-
bljeni graf imenujemo posploseni Petersenov graf P(n,k). Kot zgled ome-
nimo graf P(5,2), ki je ravno Petersenov graf s slike 1, in graf (8, 3) na sliki
3. To posphsftev si je izmislil Watkins |10}, nekatere primere pa so upora-
bljali tudi Ze prej Sodec¢ po konstrukeciji se zdi Slmetm& teh graiov doka]
podobna. Resnica je nekoliko drugacna, kajti nimajo vsi grafi P(n,k) vseh
lastnosti grafa P(5,2). Frucht, Graver in Watkins [5] so izracunali grupe
avtomorfizmov za vse grafe P(n k) in ugotovili, da je njihova simetrija v
splosnem bolj revna. Grupa Aut(P(n,k)) je izomorfna diedrski grupi D,

N
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kmalu videli. Presene-
amk&:&ﬁzadjo CG med

b

n v redkih primerih, ko je | anﬁm
MW® je, da so nekateri med tem
posplo Semmi ?eﬁ: ersenom

Sabidussijev kriteri] ter na rezultate Iruchta
et ai [5] Na koncu pricujoctega prispevka bomo to tudi storili.

Povzemimo bistvene rezultate iz [5], ki jih bomo pri tem potrebovali.
Oznacimo z A grupo avtomorfizmov grafa P(n, k). Ni se tezko prepricati, da
A vsebuje avtomorfizma « (,rotacijo”) in 8 (,,zrcaljenje” ), ki sta definirana
z (i) = Tigr, (¥i) = Yig1, B(zi) = - in B(yi) = y—;. Definirajmo 7 s
pf@pgggm v(x;) = yg; in y(y;) = 2. Brz vidimo, da v € A natanko teda],

+1 (mod n)
(n, k) je tranzitiven po tockah, ce in

2 (Frucht et al.). Graf P
samo ce je k* = +1 (mod n) ali pa je (n, k) = (10,2).

Seveda je vsak CG tranzitiven po tockah

Izrek 3 (Frucht et al.). Ce (n,k) nt enak nobenemu od (4,1), (5,2),
U 0,2), (10,3), (12,5) oziroma (24,5), potem velj PR

A= (0, f,7| 0" =p*=9"=1,paf = a™", 70 = fy,707 = oF).

(1)

Ce je k* = —1 (mod n), potem
A= {a,v]a" =4*=1, yay™! = o). (2)

V tem primeru je 5 = 2.

Tukaj je simbol (d,e,... | ...) prezentacija grupe, generirane z 6,¢, ..
Ceprav nobeden od dokazov obeh izrekov ni pretezak, ju na tem mestu ne
bomo navajall.

Po izreku 2 mora biti k% = +1 (mod n) ali (n, k) = (10,2), Ce

bo P(n, k) CG. Najpmg si oglejm (po izreku 3) izjemnih gmfov

kamor u tudi P(10,2). I (4 1) j% Skd@ﬁ navgn@ kocke, za katerega je
, da je CG (glej sliko 2). Grafi P(¢ {24 5) so prav
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tako CG, kot sledi iz Fosterjevega Cenzusa [4] in iz rezultatov Coxeterja
12,3]. Nasprotno pa Petersenov graf P(5,2) ni CG in enako velja tudi za
P(10,2), ki je skelet dodekaedra. Preostane se graf P(10,3), za katerega je
Watkins [11] ugotovil, da tudi ni CG.

Zdaj pa privzemimo, da P(n,k) ni enak nobeni od zgoraj nastetih
sedmih izjem. Najprej obravnavajmo primer, ko je £ = 1 (mod n). Naj
bo B = (a,7) podgrupa grupe A = Aut(P(n,k)), generirana z elementoma
a in v. Po ((1)) je ay = vaP, zato je |B| = |[V(P(n,k))| = 2n. Totko zg
preslikamo v z; z avtomorfizmom ', v vy; pa z o'y, kar pomeni, da je B
regularna podgrupa v A. Torej je graf P(n, k) po izreku 1 CG.

Preostane nam Se primer, ko je k* = —1 (mod n). Recimo, da v A
obstaja regularna podgrupa B. Iz ((2)) sledi, da v A obstajata natanko
dva avtomorfizma, ki preslikata tocko xp nazaj nase, in sicer identicni
avtomorfizem id (ki nasploh preslika vsako tocko nazaj nase) ter y*. Ker je
B podgrupa, vsebuje id, ker pa je tudi regularna, ne vsebuje v%. Ampak to
je mogoce le, ce v € B. Podobno obstajata v A natanko dva avtomorfizma,
ki preslikata z¢ v yp, namreé v in 47}, in natanko eden od njiju se mora
nahajati v B. Toda malo prej smo ugotovili, da v € B (torej tudiv~! € B)!
To protislovije pove, da v A ne moremo najti regularne podgrupe, in po

izreku 1 graf P(n,k) ni CG. =
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PACS 33.50.Dq

Casovni potek sevanja, ki sledi razcepu kalcijeve molekule s svetlobo, je mogoce
pojasnitl z interferenco. V klasi¢nem priblizku 1zhajata 1z obeh atomov delni valovanji in
interferirata. V polklasicnem priblizku je treba upostevati, da sta atoma v prepletenem
stanju. V kvantni elektrodinamiki imamo opraviti z mterferen¢nim pojavom, pri katerem
s1 en sam foton delita dva atoma.

UNUSUAL INTERFERENCE EXPE IMENTS
ONE PHOTON AND TWO ATOM

The time dependence of radiation following the photodissociation of a calcium mo-
lecule can be explained by interference. In the classical approximation coherent waves
are emitted from both atoms and interfere. In the semi-classical approximation an entan-
gled state of both atoms has to be introduced. In quantum electrodynamics we have an
ffect where a single photon is shared by two atoms.

interference ef

Namesto o bi opazovali ha@evnﬂ odvisnost gostote energijskega toka
v valovanju, lahko v posebnem primeru interferenco ugotovimo s ¢asovno
odvisnostjo gosm’m eﬁez‘ggskﬁga toka v nastalem valovanju. Poskus je do-
kaj zahteven [1]-[3]. Curek molekul kalcija izhaja skozi odprtino s preme-
om 0,5 mm 1z pecice pri temperaturi dobrih 1100 °C. V pravokotni smeri
svetijo na curek s stabiliziranim kriptonovim ionskim laserjem s povprecno
moéjo 60 mW (sl. 1). Laser daje sunke z razpolovno Sirino 120 ps s fre-
kvenco 82,3 MHz. V linearno polariziranem valovanju je jakost elektricnega
polja vzporedna s smerjo molekulskega curka. Valovno dolzino laserja Ag =
= 406,7 nm izberejo tako, da ostane eden izmed atomov, na katera sevanje
razcepi molekulo, v osnovnem stanju ! §g, drugi pa v prvem vzbujenem sta-
nju ' P

Po. Pri prehodu iz tega vzbujenega stanja v osnovno stanje seva atom
kalcija svetlobo z valovno dolZzino A = 422,7 nm, ki ji ustreza energija fo-
tona 2,934 eV. Disociacijska @neggma, molekule Cay meri 0,136 eV. Energija
fomn& v hsersh svetiobi 3,049 eV je za 0,021 eV premajhna, da bi krila
gsogmmo molekule in pmh@ atoma v prvo vzbujeno stanje. To razliko
prispeva prehod molekule iz visjega, vzbujenega vrtilnega ali morebiti nihaj-
nega stanja v nge v*zbu;enu stanje. P mperatur: 1400 K je za to na
voljo dmfﬁb energije, saj meri k1" 0,12 eV. Preostalo energijo, v povprecju
0,1 eV, si razdelita atoma v enakih deleZzih v obliki kineti¢ne energije.

ZS@V&RO svetlobo pri prehodu atoma kalcija iz vzbujenega stanja v
osnovno zberejo z leco. Svetlobo vodijo skozi interferenéni filter, ki prepusti
samo svetlobo z valovno dolZzino na ozkem pasu okoli valovne dolZine Ag in
izlo¢l sipano lasersko svetlobo, ter skozi polarizator. Polarizator zasucejo
tako, da prepusca linearno polarizirano valovanje z jakostjo elektricnega
pgba v isti smeri, kot ga ima v laserskem curku. Svetlobo zaznavajo z
obcutljivo bmpﬂmﬂozemﬂm v smeri, ki je pravokotna na molekulski in na
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I smer opazovanja , precna
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Slika 1. Zasnova poskusa [1]: M molekulski curek, L laser, I interferenc¢ni filter, P po-
larizator v obliki kocke, I' fotopomnoZevalki, || vzporedna in L1 preé¢na polarizacija
p Ja,

S stevec (a). Koordinatni sistem postavimo tako, da ima curek molekul smer osi z, la-
serski curek smer osi y in opazujemo svetlobo i1z smeri os1 z. Jakost elektricnega polja v
laserskem curku ima smer osi ¢ (b).

laserski curek. Zakasnitev po tem, ko laserski sunek razcepi molekule na
dva atoma, merijo s konverterjem casa, ki je priklju¢en na racunalnik, tako
da prevzame ta vlogo veckanalnega a,najhzaﬁmma,

Najprej upombimo klasi¢ni priblizek. Sevata oba atoma in valovanji
mterfenram Racunamo kot pri Youngovem poskusu, le da razmik med
“rezama’ s casom enakomerno narasca. V polklasi¢cnem priblizku vzamemo,
da zacneta atoma sevati v trenutku, ko se molekula razdeli, in sevata z
enako fazo valovanie z valovno dolZzino A in z razpadnim casom 7. V
laboratorijskem opazovalnem sistemu se gibljeta atoma s hitrostma v in
—v, tako da se oddaljujeta drug od drugega s hitrostjo 2v in razdalja med
njima s casom narasca: a = 2vt. Atoma, od katerih prevzame vsak polovico

preostale energije, se gibljeta s hitrostjo v = (2-0,05 eV /40 u)l/z = 490 m/s.
V ravnini, ki vsebuje oba atoma in vpadni laserski curek, pod kotom
Yy proti zveznici prispevata prvi in drugi atom k jakosti elektriénega polja

(sl. 3):

. e-_t/Z'T ei(k‘?’mwfé} + e—-?‘;/ZT ei(k?“-%-k(??"mwt) _ ewt/Z’r ei(k’?“-——wt)(l + eféké"r)' <1>

Izraz, ki vsebuje razliko poti d7, zapisemo kot kdr = 27wdr /A = 27wa cosFg/ A.
Gostoto svetlobnega toka izracunamo s kvadratom absolutne vrednosti ele-
ktricnega polja

jox E*E o e U724 (&7 e = 207U [1 4 cos (27 - 20t cos ¥/ )]

Premica, po kateri odletita vsaksebi atoma, v laboratorijskem opazo-
valnem sistemu v sploSnem ne leZzi v ravnini laserskega curka in smeri opa-
zovanja. Pri sploséni legi zveznice atomov je v tem sistemu gostota svetlob-
nega toka odvisna Se od polarnega kota ¥, ki prevzame vlogo kota g, in od
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Slika 2. Izmerjena gostota povpretnega svetlobnega toka v odvisnosti od zakasnitve ¢ po
razcepu kalcijeve molekule s svetlobo. Zakasnitev merijo po laserskem sunku, ki razcepi
molekulo. Pri vzporedni polarizaciji so merili 300 s, pri pre¢ni pa dvakrat tolikSen cas.
Razpadni ¢as 7 atoma kalcija v prvem vzbujenem stanju meri 4,7 ns. Sirina kanala ustreza
50 ps [3].

azimuta ¢ (sl. 1):
7(3,0) = f(9, ©)[1 + cos (4mvt cos I/ N)].

Funkcija f(?,¢) je dokaj zapletena in je ne kaze podrobno navajati [4].
7, izidi merjenja moramo primerjati povprecje te gostote za mogoce lege
zveznice atomov po vsem prostorskem kotu

Povprecje ne vsebuje vec kotov (sl. 4). Njegov ¢asovni potek okvirno po-
nimo, e uvidimo, da po integriranju po azimutu ¢ preostane Fourierova
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smer opazovanja vzporedna polarizacija

= precna polarizacija

Slika 3. V posebnem primeru, ko zveznica atomov lezi v ravnini vpadnega laserskega
curka in smerl, i1z katere opazujemo, je geometrijska razlika poti valovan) iz prvega in
drugega kalcijevega atoma enaka ér = acosv¥g. Za ta primer velja ¥ = ¥¢ in ¢ = 0.
Atoma kalcija se v razpadnem casu 7 = 4,7 ns oddaljita samo za dobrih 5 ym ali za 12
valovnih dolZzin opazovane svetlobe.

transformacija funkcije spremenljivke 47v cos?¥/A. Predvsem so pomembni
primeri, ko lezi zveznica atomov blizu smeri opazovanja pri kotu v = 0.
Funkcija, ki jo transformiramo, narasca, ko se spremenljivka bliza 47v/A,
in pade, ko spremenljivka doseze to vrednost. V transformirani funkecij se
zato pojavi nekaj vrhov in dolin.

- Slika 4. V splosnem zveznica atomov ne
- N lezi v ravnini laserskega curka in smern,
| vzporedna polarizacija : . .

- 1z katere opazujemo. S smerjo opazova-
| nja tvori kot ¢, njena projekcija na rav-
nino laserskega curka in pravokotnice na
smer opazovanja pa tvorl s to pravokotnico
preéna polarizacija kot ®. 7, merjenjl moramo p:rimg._rja{ti‘ pov-
- [\ precno gostoto svetlobnega toka 3, ki jo do-

bimo kot povpre¢je po prostorskem kotu.

A A 1 ]

’ c 4 ns

Izidi merjenja se zadovoljivo skladajo z napovedjo. Zaradi koncne
loc¢ljivosti naprave okoli 180 ps so izmerjeni vrhovi seveda manj ostri. Iz
merjenj izhaja za hitrost enega izmed atomov v laboratorijskem sistemu
v povprecju v = (550 + 35) m/s, malo ve¢, kot je dala ocena. Casovni
razmik med sosednjima vrhovoma v gostoti svetlobnega toka pri vzporedni
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polarizaciji meri po diagramu (385 + 25) ps in se zelo dobro ujema z

napovedano vrednostjo A f 20 = 384 ps.!

Z.a nekoliko globlji vpogled uporabimo polklasi¢ni priblizek, v katerem
obravnavamo elektromagnetno valovanje v okviru Maxwellove elektrodina-
mike in atoma v okviru kvantne mehani Pred sevanjem opiSsemo sistem
obeh atomov, na katera fofon razcepi molekulo kalcija, z valovno funkecijo

U(1,2,1) = —[tho(1,8)1bu(2, 1) + (1, £)10(2, 1)].

n o valovne ﬁm cije atoma ¥ ustreza osnoviemu stanju, indeks v pa
vzbujenemu stanju, indeks 1 ustreza prvemu atomu, indeks 2 pa drugemu
V sestavljenem stanju sistema atomov sta pm%emm ob@ 73, pas&mmm &Mm
nggmw stanji. funkcija Sgsm na (2) pi@i@ vase, ko zamenjamo
om z drugim drugega s prvim. 5 tem smo ug @Sﬁev&h spoznanje,
- preh@& pm Tkaterem izseva f@mn mw a,mm ne moremo razlotiti od
prehoda, pri | aﬁ@mm ga, izseva mgﬁ atom.

Pri elektri¢nih dgdmh prehodih, h katerim sodi tudi fotonski razcep
@E@Eﬂﬂ@? se p&mas*ﬁc spremeni. distem obeh atomov pred sevanjem v stanju
z valovno funkcijo (2) lahko nastane le iz molekule v stanju z lihim kvantnim
stevilom rotatorja. Samo kvantno Stevilo [ namre¢ dolo¢a parnost stanja
molekule (—1)! [5]. Za jakost elektri¢nega polja pripelje to do enake oblike
izek z enako fazo (1). Sevanj@ je linearno polarizirano v

kot k Easi cni p r1bl;
smerl, ki se ujema s smerjo jakosti elektricnega polja v vpadnem laserskem

V&E@‘mn juL.

m pren isleku smo opisali doslej le sevanje z vzporedno polarizacijo,
m je jakost elektri¢nega polja vzporedna z elektriénim poljem v
m curku. S@vam@ pa ima lahko mdg precno polarizacijo, k@ je jakost
elektricnega polja pravokotna na elektricno polje v laserskem mﬂm 818’@@

atomov je namrec pred sevanjem lahko mdﬁ v stanju z valovno funkcijo

U(1,2,1) = 0L 000u(2,0) - (L 0%(2,0)], (2

ki spremeni znak, ko zamenjamo atoma drugega z dmgim Sistem atomov v
m stanju lahko n&smne le iz molekule v stanju s sodim kvantnim S$tevilom
rotatorja. To pripelje do jakosti elektricnega polja:

o e~ t/27 gilkr—wt) _ o—=t/27 gi(krtkér—wt) _ o—t/27 e’i(kv““wt)(l — e‘ik‘”) (1)
z nasprotno fazo. Valovanje je linearno polarizirano z jakostjo elektricnega
polja precno na sm ex d@kwmnega polja v laserskem curku. R acun tece dalje
po isti poti kot pri vzporedni polarizaciji. Pri tem so pomembni predvsem
primeri, ko leZzi zveznica atomov blizu pravokotnice na smer opazovanja pri
kotu v = %ﬂ: F'ourierova transformacija funkcije, o kateri smo govorili, od

L' Spremenljivko zapisemo v obliki 4rv/h = 27 /tg, pa uvidimo, da ima tg = A/2v vlogo
periode.
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najvecje vrednosti pri spremenljivki 0 monotono pada proti ni¢ pri 4wv/A,
ko je cos? = 1.

V klasicnem priblizku si lahko nazorno predstavljamo, da v atomih
teziSce negativnega naboja in pozitivni naboj nihata v smeri elektricnega
polja v laserskem curku. Ko sta atoma Se zelo blizu skupaj, se pri vzporedni
polarizaciji valovanji najbolj ojacita. Do tega pride, ¢ce sevata atoma z enako
fazo. Pri precni polarizaciji pa se morata v tem primeru valovanj uniéiti,
saj nihajoc¢i dipol, s katerim opisemo atoma, ko sta zelo blizu skupaj, ne
seva, v smeri nihanja. Do tega pride, ¢e atoma sevata z nasprotno fazo.

O polarizaciji smo povedali nekaj vec¢, ker so na opisane pojave postali
pozorni, ko so izmerili vecjo polarizacijo sevanja pri fotonskem razcepu
molekul, kot so pricakovali. To so pojasnili s prepletenima stanjema (2)

in (2). Sele nazadnje so zasledovali ¢asovni potek sevanja in opisali pojav
kot interferencni poskus, pri katerem si foton delita dva atoma.

Interferencna slika pri navadnih interferenc¢nih poskusih utegne biti pre-
cej bolj prepri¢ljiva kot ¢asovni potek pri opisanem poskusu (sl. 2). Vendar
je slednji zanimiv, ker je pri njem vpleten en foton in smemo brez pomi-
slekov govoriti o interferené¢nem poskusu z enim fotonom. Samo eden od
obeh kalcijevih atomov preide iz prvega vzbujenega stanja v osnovno stanje
in pri tem izseva foton. Sklepa ne omaja to, da smo, kot je v polklasi¢nem
priblizku v navadi, prebili brez fotonov. Kot je znacilno za ta pribizek, vpe-
ljemo energijo sevanja hA/c prek energijske razlike atoma v prvem vzbuje-
nem in v osnovnem stanju. Racun v okviru kvantne elektrodinamike pripe-
lje do enakega izida, le da je precej bolj zapleten [1]-[3].

Ali bi pri tem poskusu lahko ugotovili, kateri atom je izseval foton s
tem, da bi doloc¢ili gibalno koli¢ino enega in drugega atoma potem, ko je
eden izmed njiju izseval foton? Zaradi odriva izsevanega fotona z gibalno
koli¢ino h/A se je namrec za toliko spremenila gibalna koli¢ina atoma, ki je
izseval foton. V ta namen bi morali izmeriti razliko gibalnih koli¢in atomov,
na katera je razpadla molekula, z manjso efektivno napako od h/A. Toda
po Heisenbergovi neenachi éxdép > h bi bila v tem primeru lega atomov
0x dolotena manj natancno kot na A in zato ne bi opazili interference.
Opisani poskus se odlikuje prav po tem, da je lego obeh atomov mogoce
dokaj natanc¢no dolociti, njune gibalne kolicine pa ne.
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Izkusnje m‘i dolgoletnem poucevanju v prvem in drugem letniku Studentov fizike
utegnejo biti koristne tudi za druge ﬁcnehe fizike. Pomembno se zdi uvideti, da 1zjave o
poucevanju fizike veCinoma niso take, da bi jih lahko preskusili in s preskusom ovrgh.

Experiences accumulated in many years of lecturing physics for physics freshman
and sophomores may be of some value for physics teachers. It is important to reahize
that statements 1n physics education are mainly not of the kind that could be tested and

falsified.

Poucevan je se mocno razlikuje od raziskovanja. Raziskovan g@ razkriva
10vo in presega Smh@n@ poucevanje S’@@h@@ 1zr0Ca m

gsa,me ucni

sama napisala

k navadno kot uumh v nizjih
Velikokrat sodi oboje celo na
bna drugacna nagnjenja kot

h zdo znani
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najdemo v uébenikih, monografijah in revijah in o njih razpravljajo na
znanstvenih sestankih. V nacelu je pri tem mogoce doseci soglasje ali vsaj]
jasno vecinsko mnenje.

Izjave z dolocenega obmocja, ki so prestale vse preskuse, skupaj z
definicijami in dogovori poveZemo v fizikalne teorije, s katerimi je mogoce
opisatl pojave v naraviin v dolocenih okolisc¢inah napovedati izide poskusov.
Sprejete fizikalne teorije imajo zZe dalj casa ustaljeno obliko, medtem ko
nekatere nove teorije Sele nastajajo. S tem smo pravzaprav opisali fiziko kot
znanost, a véasih pravijo temu trdo jedro fizike ali javna fizika ali fizika kot
ustanova, ce je treba poudariti, da stoji za tem nenehno in neprizanesljivo
preskusanje.

Obmocja okoli trdega jedra fizike lahko stejemo k okolici fizike. Vecina
fizikov se te okolice zaveda in o njej razmislja, precej manj pa jih o njej
razpravlja v SirSem krogu ali pise. V okolici ni mogoce doseci takega so-
glasja kot v trdem jedru. Tudi ni enotnega pogleda na to, kako je okolica
fizike sestavljena. Razli¢ni razpravljavci omenjajo kot del okolice osebno fi-
ziko ali fizeko v nastajanju, poklicne poglede, pogled na svet, fizikalno pre-
pricanje. V osebni fiziki izjave Se niso tako dozorele, da bi jih mogli jasno
oblikovati, sporociti drugim in preskusiti. Ta del, ki bi ga lahko imeli za
nekaksno fizikalno podzavest, se pokaze predvsem pri odkrivanju novega.
Poklicni pogledi so povezani z odlocitvami za Studij fizike, za raziskovanje v
njej, za izbiro ozjega podrocja, za vrsto in nacin raziskovalnega dela, konéno
obliko dela ter vrsto in obliko objave. Pri tem raziskovalca omejujejo in
ga silijo v izbiro vrste in nacina raziskovanja ter druge izbire zahteve ti-
stega, ki omogoca ali podpira raziskovanje. Pogled na svet zajema trditve
v zvezl z naravo, ki ne nasprotujejo znacilnim izjavam v fiziki, ki pa jih ni
mogoce neposredno preskusiti. Nekateri ga Stejejo k filozofiji fizike ali me-
tafiziki. Fizikalno prepricanje sestavljajo zelo sploSne misli, teme, ki razi-
skovalca usmerjajo in hkrati omejujejo. Kdo se bo pustil voditi prostorsko-
casovnemu opisu pojavov, drugi ohranitvenim zakonom, tretji zlomljeni si-
metriji. Pogosto fizika vodi misel, da je kaka teorija ali njen del napacen ali
nepopoln. Nekateri fiziki stavijo predvsem na nazorne predstave, drugi se
zanesejo predvsem na enacbe. Ta poteza izhaja tudi iz fizikovega znacaja
in povezuje podzavest in prepricanje.

Poucevanje

Poucevanje fizike ni samostojna veja znanosti kot fizika. Znacilne izjave,
ki zadevajo poucevanje fizike, ve¢inoma niso take vrste, da bi jih bilo mogoce
preskusiti in ovreci. O poucevalskih izjavah ni mogoce doseci niti priblizno
tako Sirokega soglasja kot o izjavah v trdem jedru fizike. Medtem ko je trdo
jedro fizike eno samo za ves svet, za poucevanje fizike tega ni mogoce trditi.
Razliéne drzave imajo razlicne 3olske sisteme in v vsaki drzavi je glede na
namen nekaj razlicnih vrst sol. Odgovori na poucevalska vprasanja so vezani
na drzavo, vrsto Sole in véasih tudi na cas.
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d poucevanjem fizike in trdim Jedrom fizike obstajata
Prvi se ne ezim posebe] na fiziko in po njem sodi
, ki OMVH&V& Gué@vanje -

S%mma p@gﬁgd&
) zg ke v S o 510 p ' ko

stopnje, posebno za, Univerzo. _
\li obstaja okolica poucevanja fizike, podobno kot obstaja okolica tr-
dega jedra fizike? Ce na vprasanje odgovorimo pritrdilno, lahko po zgledu
okolice fizike poskusimo lociti poucevalsko podzavest, poklicni odnos do
:30ué@§f&ﬂj& pogled na, mmmzaw@ p@u%vaigk@ pmm@an’& Je v @k@ﬁd
fizike je tezko razmejifi eno podrocje od drugega, se teze je to storiti pri
poucevanju. Tako kot v raziskovanju, se @bhkh_}@j@ nove zamisli tudi v
poucevanju najprej v poucevalski podzavesti. Poklicni pogledi so povezani
z @déomw@ ni za émﬂ ) néﬁeﬁ& izike, za delo na doloceni vrsti SOE@ za
kih in d dej 1, med aﬁ@em sodi tudi | isame ucnih knjg.

m ‘mm najcmﬁ na

SOd} mdg odnos do pmvem&m& znanje. |
zelo splosne misli, ki usmerjajo ucitelja in ga oI ej@j@@ Tudi pm wmmﬁw
pride l };zmza to, c se nekateri ucitelji opirajo predvsem nred

; n namrec Niso V&j@ﬂl
Zagovar) a;m 1zjav, k jih ponujati . m ali
jih celo VSEU@V&M zjave 0 pgummnw ggme preskusiti 1n s
Qmskumm ovrecl, so Ee negwme Tak@ so tudi 1zjave v tem zapﬁsu
ki naj bralca le spodbud m razmisljal in si ustvaril svoje n nenje.
d@ veﬁma M}&V s p@ucemﬂw ﬁmke ni tako trdnih, kot so navadno i mg&w
v fiziki, je klju¢no spoznanje. P USVQU , ker lahko traja
prece] ca,sa,7 preden se posameznik dokoplje do ﬂj@gaﬂ Iz mg& izhaja, da se
poucevanja fizike vsaj v celoti ni mogoce nauciti, nauciti se je mogoce le
fizike. Razp pouc ju, ki s p m zastopajo eno samo stalisce,
so tako v @Snﬁw ﬁ@km’mm@ Ezkusme tudi ngm da skrajna staliic¢a niso
plodna. Stalisce, k va ne da preskusiti, Je mogoce vsiljevati samo z
@E@JS‘U@ zdmbgu@ in dmgz imer se ﬁzﬂﬂ in ucitelji fizike poklicno niso
vajenl ukvarjati.
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Poucuje vsak po svoje

Ucitelji se razlikujemo po osebnih lastnostih in po znanju. Zato si
vsak ustvari svojo okolico poucevanja in is¢e svoje odgovore na poucevalska
vprasanja. Na eni strani Zeli v ¢im ve¢ji meri slediti svojim pogledom, na
drugi ga omejuje dvoje: ne sme zaiti v nasprotje s trdim jedrom fizike in
voditi se mora dati programu.

Pri iskanju lastnih odgovorov ucitelju zelo koristi izmenjevanje izkusen;
z domacimi kolegi. Vendar zaradi osebnostnih razlik teh izkusenj ne more
v celoti neposredno prevzeti. Tudi izmenjavanje 1zkusSenj s tujimi kolegi,
branje tujih ucbenikov, poucevalskih revij in u¢nih programov in udelezba
na mednarodnih poucevalsklh sestankih je nadvse koristna. Ucitelj lahko
veliko pridobi, ¢e o spodbudah kriticno razmisli s svojega stalisca. Vendar
velikokrat ne more pricakovati neposredne pomoci ze zaradi razlik v okolju,
Solskem sistemu, programu. Zato na dolocena poucevalska vprasanja ne
kaze iskati splosno veljavnih in trdnih odgovorov, ki bi bili obvezni za vse
ucitelje fizike. Vendar pa je o takih vprasanjih le vredno razpravljati, ce se
zavedamo, da ni mogoce priti do obveznih sklepov. Ne samo da razprava
spodbudi k razmisljanju zainteresirane ucitelje, v nekaterih primerih lahko
ponudi tudi nekaj mogoéih odgovorov, med katerimi ucitelj izbira po svoji
presoji.

Izkusnje

Izkusnje pri poucevanju so osebne. Fizik pa ni vajen v zvezi s svojim de-
lom v pisanju uporabljati prve osebe ednine. Toda v tem primeru ni pomodi.
Svoje izkusnje sem pridobil v dolgoletnem poucevanju fizike na Oddelku za
fiziko, najprej v prvem letniku, nato v drugem in potem izmenoma v obeh.
Nazadnje se je pridruzil se Razvoj fizike v tretjem letniku. V prvem letniku
ni bilo tezav z dolocitvijo obsega in prijema. Obseg so dolocala predavanja
prejsnjih uciteljev in predvsem zbirka demonstracijskih poskusov, ki so se-
stavljali jedro predavanja. Precej casa sem potreboval, da sem se zavedel
vioge demonstracijskih poskusov. Pripravni so za to, da ilustriramo kak za-
kon, nakazemo, kako kaj izmerimo in kako podatke uredimo, da razbijemo
enolicnost predavanja, posebno ce poskus ne gre po nacrtu. Iz merjenj pri
poskusih — posebno pri preglednih demonstracijskih poskusih z nezahtev-
nimi napravami — pa ni mogoce naravnost izpeljati zakona. Poleg merjenj si
je treba izmisljati tvegane domneve in jih preskusati z nadaljnjimi merjenji.
S poskusi, posebno pa ne z enim demonstracijskim poskusom, ni mogoce
nicesar ,, dokazati”

Meje je doloctalo tudi matemati¢no znanje novincev. Vsi tedajniso znali
odvajati in integrirati, kot znajo zdaj, a na to se ni bilo mogoce ozirati.
Pac pa se je bilo treba izogniti tenzorjem in vektorski analizi. Tako na
primer ni mogoce resno obdelati vztrajnostnega tenzorja ali napetostnega
in deformacijskega tenzorja ali vektorskega potenciala.
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V tej zvezi kaZe omeniti tezavo, ki se je veckrat pokazala v obliki
vprasanj. Siudeme je podrobneje kaj z&mmai@ m se€ niso zad@‘mmh S pﬂm
@m?bm da bodo o tem shs&h vel v 1h V primeru je

ITD] JE ﬁh caka. Cesa vec si

?m@ﬁm a, elektrika, optika, atomik Vprasanje pa
je bilo na primer, ali pride valovanje za || ali pred ﬂj@ Potrebujemo
notranjo @ﬁ@?@i}@ in EZ@HM‘OPH@ SMSMW@S“@ da razumemo zvok in doloc¢imo
3 dno mehani¢no valovanje obdelati

1anicno mh‘mme pac povezano
pred toploto. Al
Ali sod

immé@ bl @

enot 1z a sistema. N n@k&m@ srednjo p@fm
@V@dn@mm odstavku o eﬁekimmem toku, napetosti in uporu sledi elektriéno
o m nato magnetno Taka odstopanja sodijo v svobodo izbire, ki jo
" h imajo pred avatelji ji.

vrstni red
predvideno snov. |
predmet - Studenti m
S%uéem@

drug@ M

@b @mk Y SMH

prezi j@ anje. 7 u @b %m E 3@ na, j 17 zares tako,

pozneje, a ne odlasati s pisanjem 0o, kajti
p@‘é‘,@m sploh ne bi lotili.

.c in uébenika izhaja, da se bolj opiram na enacbe in

T'o ni prese @ﬂjwo sem mzis koval v mm’eﬁém fiziki. Kljub

t lno obd ﬂekafs: eri

naprej, a pog D
izike za stu | te fizike za ceno memsm 1N vezano Samo na nazorne

predstave, ¢eprav se zdi morda na prvi pogled tak prijem bolj priljuden.
Preprican sem, da je treba povedati ,resnico in samo resnico”, a nl
mogoce povedati ,, vse resnice”. 7 1 teg ] ba vcasih, posebno pri
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predavanjih, omejiti na poseben primer in se odpovedati splosni obdelavi.
Pri tem poskusam jasno povedati, o katerem posebnem primeru tece raz-
prava. Fizika v nasprotju s pravom , ne pozna resnic, ampak samo svoje slike
prilagaja narascajocim izkusnjam.” Zato mi nekoliko meglena ,resnica” po-
meni pac tisto, kar v dolotenem casu vem. Pri tem obstaja nevarnost, da me
Studenti napacno razumejo, kljub temu da si prizadevam, da jih ne bi zave-
del. Vendar to breme ni tako tezko, saj so vsakogar od nas Ze kaj napacno
naucili, pa je s casom sam zavrgel napake ne glede na to, od kod so prisle.

V primerih, ko obstajajo o kaki pomembni stvari razlicna stalisca, ki
ne nasprotujejo fizikalnim spoznanjem, poskusam studente, posebno bodoce
enih in drugih. Posebej jih opozorim na to, kaj sodi v trdo jedro fizike in
kaj v okolico. V okviru tega drugega lahko Studenti po svoji presoji izberejo
moznost, ki jim ustreza.

Na predavanjih in pri pisanju ucbenikov so na zacetku spodrsljaji ne-
izbezni. Neprijetne niso najhujse napake, ker je te razmeroma lahko od-
kriti, ampak majhne, prikrite napake ali neciste in zavajajoce trditve. Te
je vcasih mogoce izlociti Sele, ko spoznamo tudi predmete iz visjih letnikov,
pa Se tedaj je treba dostikrat skrbno premisliti. V tem pogledu so posebno
koristne pripombe in opozorila kolegov in Studentov. Na sreco je ucbenik
nastajal pocasi. Prvo razlicico prvih dveh delov sem tipkal sam, drugih
prece] obseznejsih prav tako ciklostilnih pa ne vec. S popravki slednje so
nastala skripta, ki so izsla pri Univerzitetni zalozbi v dveh izdajah. Prvi
in drugi del, ki obsegata fiziko iz prvega letnika in ki ju uporabljajo tudi
nekateri drugi studenti, sta izsla v tisku in bosta letos doZivela osmi natis.
Od izdaje do izdaje je uspelo popraviti vse vec¢ napak. V nekaterih izdajah
prica kaka bela lisa o spodrsljaju, na primer glede nihanja dipolov v snovi
pri Brewstrovem zakonu. Zdaj je ta lisa zopet prekrita in ob njej in na dru-
gih mestih, na primer pri iztekanju plina iz posode pod visjim tlakom, so
navedeni ¢lanki v Obzorniku za matematiko in fiziko, ki so tezavno mesto
podrobneje osvetlili. |

Na drugi strani to, da je napak vse manj, poleg velikih stroskov dusi
zeljo po vecjih spremembah. Nekoliko drugace je s 3. in 4. delom ucbenika,
ki vsebujeta snov drugega letnika in ki sta izSla v tipkopisu Sele v 4. in
2. natisu. Posebno v 4. delu motijo stevilne tipkovne napake. Morda bo
mogoce 1zdatno predelani izdaji pripraviti v tisku.

Zgodovina fizike

Tudi v zvezi z Razvojem fizike se pojavi vprasanje: Ali ima zgodovina
fizike kak$no vlogo v poucevanju? Pri uctenju bi prisel prav preprost in
pregleden niz dogodkov, ki sledijo drug drugemu, kot ucinek sledi vzroku.
Vendar stevilni zgledi kazejo, da je zgodovina fizike kot obala morja: ¢im
natancneje pogledamo, tem vec zalivov in polotokov vidimo. NeuspesSnih
zamisli je veliko ve¢ kot uspesnih. 7 nekaj pretiravanja bi lahko rekli,
da se fizika zaradi svoje narave ,uc¢i na napakah”. Pogosto pripomore k
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cambriska univerza zaprta zaradi kuge, da je Olaus Rgmer prvi navedel
hitrost svetlobe.
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Letos je dobil priznanje Ambasa-
dor Republike Slovenije v znanosti tudj
matematik prof. dr. Dusan R epovs. To
priznanje podeljuje ministrstvo za zna-
nost od leta 1991 ljudem, ki so s SVojim
znanstvenim delom prispevali k pro-
mociji nase drzave.

Prof. Repovs se je rodil leta 1954
v Ljubljani, kjer je tudi diplomiral. Ze
pred diplomo je nekaj ¢asa §tudiral v
Moskvi. Po diplomi je bil najprej podi-
plomski student v Zagrebu, potem pa
je odsel v ZDA, kjer je leta 1983 dok-
toriral na Florida State University. Is-
tega leta je postal tudi docent za ma.
tematiko na ljubljanski univerzi, kijer
od leta 1993 kot redni profesor uci to-
pologijo in geometrijo na Pedagoski fa-

reticno fiziko v Trstu. Aktivno sodeluje z vodilnimi znanstveniki 7 vsega,
sveta, se posebej iz Amerike in Rusije. Skupaj z njimi je prisel do precej
zelo odmevnih rezultatov v geometrijski topologiji. Njegov strokovni opus
je izjemen, obsega ze éez petsto razlicnih objav, od tega prek petdeset v
uglednih tujih matemati¢nih revijah. Na univerzah po vsem svety je imel
ze okrog sto vabljenih predavanj in kakénih dvajset plenarnih predavanj na,
vecjih mednarodnih konferencah. Je recenzent vec znanih matemati¢nih re-
vi]. Med nagradami, ki jih je dobil, sta gotovo najpomembnejsi nagradi

Glavnino del prof. dr. R epovsa lahko uvrstimo nekako v dve podrocji
topologije. Eno je topologija (posplosenih) mnogoterosti nizkih dimenzij.
drugo pa teorija dimenzi je. Povejmo nekaj malega o ozadju teh, girsi javnosti
manj znanih, podroéij matematike.

Topoloska n-mnogoterost Je prostor, ki je lokalno homeomorfen n-Taz-
seznemu evklidskemu prostoru. Eno osrednjih vprasan] geometrijske topolo-
gije je bilo, kako prepoznati topoloske mnogoterosti. Na jprej so nasli resitev
v visjih dimenzijah (n > 4). Na 3-dimenzionalnem primeru je uspeéno delal
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prof. dr. Repovs — najprej je v svoji disertaciji resil problem za Sirok raz-
red prostorov, nato pa je v naslednjih desetih letih, skupaj z R. J. Daver-
mannom, nasel popoln odgovor na to zanimivo vprasanje. Dokazala sta, da
topoloske 3-mnogoterosti karakterizira relativno preprosta lastnost splosne
lege za zvezne preslikave konéno mnogo diskov B? v dani prostor. Omeniti
pa moramo tudi njegov dokaz 4-dimenzionalnega kriterija celularnosti, ki je
pomembno orodje pri studiju topoloskih 4- mnogoterosti.

Teorija dimenzij je veliko starejSa veja topologije, saj sta jo zasnovala
. Menger in P. S. Urysohn Ze v dvajsetih letih tega stoletja. Ce se omejimo
na, denimo, kompaktne metriéne prostore (kompakte), se vse klasi¢ne defi-
nicije dimenzije ujemajo (na sploénih topoloskih prostorih pa niso ekvivalen-
tne). Po eni od definicij ima prostor X dimenzijo dim X < n, ¢e za vsako za-
prto podmnoZico A C X in vsako zvezno preslikavo f: A — 5™ te mnozice
v n-dimenzionalno sfero obstaja zvezna razsiritev preslikave f na ves pro-
stor X. Funkcija dim ima (predvsem na kompaktih) mnogo pri¢akovanih
lepih lastnosti, pripravi pa nam tudi kako presenecenje. Omenimo le, da ne
velja vselej enakost dim(X X Y) = dim X 4+ dim Y, kot bi clovek pri¢akoval,
ampak je v splo$nem pravilna samo neenakost dim(X x Y) < dim X
+ dim Y': Ze v tridesetih letih je L. 5. Pontrjagin nasel par 2-dimenzional-
nih kompaktov, katerih produkt je 3-dimenzionalen. Kasneje so uvedli e
kohomolosko dimenzijo prostora X nad poljubno Abelovo grupo . Defini-
cija je podobna zgornji, le da namesto sfere 5™ vzamemo Filenberg-MacLa-
neov prostor K(G,n). Ta dimenzija pa se tudi na kompaktih v splognem ne
ujema z zgora] omenjeno dimenzijo.

Prof. dr. Repovs je uspesno raziskoval probleme obeh vrst dimenzije.
Tako je na primer pri klasi¢ni dimenziji prouceval lastnosti splosne lege za
zvezne preslikave kompaktov. Pri kohomoloski dimenziji pa je prouceval
enega najtezjih odprtih problemov iz teorije celicastih preslikav, in sicer
problem visanja dimenzij. Skupaj z W. J. Mitchellom in E. V. S¢epinom je
dosegel velik napredek v edinem neresenem primeru — v dimenziji 4.

Nagrajencu Zelimo Se naprej veliko uspehov!

Matya Cencely
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