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BORIS LAVRIC

Math. Subj. Class. (1991) 06F'25, 13J25

V ¢lanku obravnavamo nekatere posplositve arhimedske lastnosti realne os1i na koncéno
razsezne delno urejene vektorske prostore. 'le posplositve opisemo s topoloskimi la-
stnostmi pozitivnega stozca.

FINITE D

In this note we consider some generalizations of the archimedean property of the real
number field to finite dimensional partially ordered vector spaces, and characterize them
by topological properties of the positive cone.

Delno

Najpre] zabelezimo nekaj preprostih pojmov iz splosne teorije urejenosti
in opredelimo pojem delno urejenega vektorskega prostora

Naj bo M dana neprazna mnozica. Binarno relacijo < (manjse ali
enako) na M imenujemo relacija delne wejenasi‘i kadar je refleksivna (@ < q
za vsak a € M), antisimetricna (iz (o < bin b < a) sledi a = b) in
tranzitivna (iz (¢ < bin b < ¢) sledi @ < ¢). Kadar je na M dana whcma
delne urejenosti <, imenujemo M (ali par (M, <)) delno urejena mnoZica.
Delna urejenost < doloca s predpisom

a<b <= (a<bin a#b), abe M,

na M relacijo < (manjse). Zanikanje zveze a < b zaznamujemo z a £ b,
odnos @ < b pa zanikamo z a £ b. Namesto a < b piSemo tudi b > a (b je
vetji ali enak a), namesto a < b pa b > a (b ] je vetji od a).

Elementa a in b delno urejene mnozice M sta primerljyiva, kadar velja
bodisi @ < b bodisi b < a.

Vsaka neprazna mnozica je delno urejena z relacijo enakosti. To relacijo
imenujemo trivialna urejenost. V njej je vsak element primerljiv le sam s
sabo. Kadar sta poljubna elementa delno urejene mnozice M primerljiva,
pravimo, da je M linearno urejena. Ce za vsak par a,b € M obstajata v M
elementa

aVb=sup{a,b}, aAb=inf{a,b},

je M mreza. Vsaka neprazna koncéna podmnozica mreze ima najmanjso
Z@OTN]O mejo in najvecjo spodnjo mejo, vsaka linearno urejena mnozica pa
je mreza za 1sto relacijo urejenosti. O osnovnih lastnostih mrez se lahko
bralec pouti v knjigah [3] in [5]. |

Neprazna podmnozica /N delno urejene mnozice M na naraven nacin
podeduje urejenost iz M. Podedovano delno urejenost imenujemo induci-
rana urejenost.
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Definicija 1. Delno urejen vektorsk: prostor je realen vektorski prostor
V' z dano relacijo delne urejenosti < na V', ki ustreza naslednjima pogojema:

xjyevvx‘gy::}aj—f—zgy—{-Z ZaJVS&kZGV (i)
oy eV, 2 <y=rz <71y za vsak rtealen r > 0. (2)

Ce je pri tem V z urejenostjo < mreza, imenujemo V Rieszov prostor ali
vektorska mreza. Delno urejen vektorski prostor je torej Rieszov natanko
takrat, kadar ima vsak par njegovih elementov supremum in infimum.

Vsak vektorski prostor s trivialno urejenostjo ocitno postane delno ure-
jen vektorski prostor. Najen ostavneja delno urejen vektorski prostor z netri-
vialno ule__}enostjo je enorazsezni realni prostor IR, urejen na oblcajen nacin.
Zahtevi (1) in (2), ki dolo¢ata usklajenost med algebisklma operacijama i1
delno urejenostjo prostora V', sta pravzaprav vzeti iz tega primera.

Naj bo V delno urejen vektorski prostor. Mnozico P={z €V : z > 0}
imenujemo pozitivni stozZec prostora V', njene elemente pa pozilivni elements.

V primeru naravno urejenega prostora IR je pozitivni stozec mnozica
vseh nenegativnih realnih stevil RT. Iz zahteve (1) sledi, da za poljubna
elementa = 1 y iz delno urejenega vektorskega prostora V s pozitivnim
stozcem £ velja ekvivalenca z < y <= w9y —2z € P. Poleg tega iz
(1) zaradi tranzitivnosti relacije < sledi, da je pozitivni stozec P zaprt za
sestevanje, s pomocjo pogoja (2) pa vidimo, da je P zaprt za mnoZenje z
nenegativnimi realnimi stevili. 7Z uporabo antisimetricnosti in refleksivnosti
relacije < ter zahteve (1) lahko hitro dokazemo enakost P N (—=P) = {0}.
Navedene lastnosti pozitivnega stozca P povzemimo v naslednjo definicijo.

Definicija 2. Podmnozica P realnega vektorskega prostora je stozec,
kadar zadosca naslednjim pogojem:

P+ PCP (3)
R*P C P, (4)
Pn(=P)={0}. (5)

Opisimo zdaj vse relacije delne urejenosti na danem realnem vektorskem
prostoru, ki ustrezajo zahtevama (1) in (2).

Izrek 3. Naj bo P podmnozica realnega vektorskega prostora V. Polem
lahko V delno uredimo tako, da postane delno urejen vektorski prostor s
pozitivnim stozcem P, natanko takrat, kadar je P stozec. Pri tem je delna
urejenost enolicno dolocena s P.

Dokaz. Tik pred tem izrekom smo ugotovili, da pozitiven stozec P
delno urejenega vektorskega prostora ustreza pogojem (3), (4), (5) in je
tedaj stozec.

Za dokaz nasprotne smeri ekvivalence privzemimo, da P zadoSca tem

trem pogojem. Ce naj bo V delno urejen vektorski prostor s pozitivnim
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stozcem £, Je relacija < doloc¢ena z zahtevo z < vy <— y—2z € .
Dokazimo, da je V s takd doloceno relacijo < res delno urejen vektorski
prostor. Km za vsak x € V veljax — ¢z = 0 € P, je relacija < refleksivna.
Denimo, da za z,y € V velja z <y iny < z. Potem razlika y — z pripada
Pn(=P) =40}, torej z = y. Relacija < je antisimetri¢na. Dokazimo, da

je tudi tranzitivna. Ce velja 2 <y in y < z, je

z—zc=(z—y)+(y—z)e P+ P C P,

elacija < ocitno ustmza pogoju (1). Najboz <yinr e R
+P C P, od tod pa ze sledi (2). =

torej z < z. R
Potem je ry — rz = ’r(y —z) € R

Po izreku 3 obstaja bijektivna korespondenca med druzino vseh stozcev
prostora V in druzino vseh delnih urejenosti na V', ki napravijo iz V delno
urejen vektorski prostor. Druzini nista pz‘am% saj je P = {0} stozec, ki
dolota na V trivialno delno urejenost. Iz pogojev (3)in (4) sledi, da je stozec
konveksna mnozica. Se veé, hitro se lahko prepricamo, da je konveksna
podmnozica F maineg& veszb kega prostora stozec natanko takrat, kadar
izpolnjuje pogoja (4) in (5).

Ce je P stozec vek torskega prostora V', je mnozica P — P = {z — vy :
v € P,y € P} oéitno vektorski podprostor, ki ga v V generira P. Stozec
P je tudi stoZec podprostora P — P in v njem doloc¢a inducirano delno
umjenosé: Podobno Vdja za poljuben vektorski p@dpmqm? UCV. Ce
je P stozec prostora V', je P N U stoZec podprostora U in v njem doloca
inducirano urejenost. @dpmgfrm Rieszovega prostora, opwmheﬁ 7 indu-
cirano urejenostjo, ni nujno Rieszov. TakSen je na primer podprostor
{(z,y) € R* : z +y = 0} standardno urejenega prostora IR* (pozitivni
stoZzec standardno urejenega prostora IR# je na sliki la).

Neposredno iz definicije Rieszovega prostora sledi, da v njem veljata
identiteti

eNVy+z=(z+2)V(y+ 2), cAy+z=(x+2)N(y+ 2).

Prav tako o¢itno je, da za poljubna elementa z in y Rieszovega prostora ter

realno Stevilo r > 0 veljata formuli

r(zVy)=rzVry, r(z Ay) =rz Ary.

Podobni formuli za » < 0 prepustimo bralcu.
Ce je V' Rieszov prostor in z € V, imenujemo 2T = z V 0 pozitivne del
in 2z~ = (—z) V0 negativni del elementa z.

Trditev 4. Naj bo V' Rieszov prostor inx € V. Potem velja

T—27 m ozt Az =0.

Pozitione stozec k

1eSzovega prostora tore] generira ves prostor.
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Dokaz. Prva enakost sledi iz racuna
T+ x zaz+(mx)VO-*:OV:cm:c+,
pri dokazu druge pa uporabimo prvo enakost
rt AT = (z4+2z7)ANz” =2z A0+27 =0,

za zadnji ena.éé;j pa Se preprosto identiteto —z= =z A 0

Definicija 5. Preslikava ¢ : Vi — V5 je 1wzomorfizem delno urejenih
vektorskih prostorov V; in V5, kadar je linearna in bijektivna ter ustreza
zahtevi

r<y <= ¢(z)<oy); wyel.

Linearna bijekcija ¢ : Vi — V5 je izomorfizem natanko takrat, kadar
velja enakost ¢(Py) = Py, kjer je P; pozitivni stozec prostora V;, 1+ = 1,2,
Bralec se bo zlahka preprical tudi o naslednji lastnosti izomorfizmov. Ce
sta, V7 in V5 Rieszova prostora, za izomorfizem ¢ veljata enakosti

Pz Vy)=¢(z)Ve(y), ¢z Ny)=d(z)ANd(y), =,y € Vi

\
\

T
\
.
/////

A\
\

i o —
0 \\\“ g
(d) § (e) :§
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Oglejmo si nekaj primerov konéno razseznih delno urejenih vektor Skih
pmsmmv V enorazseznem prostoru R so le trije stozci: {0}, RT in —RT.
Delno urejena vektorska prostora, ki ju dolocata dmg@ in tretji stozec, sta
EZOIHOE{@@L, Od tod sledi, da je Vsak netrivialno urejen enorazsezen delno
urejen vektorski prostor izomorfen naravno urejenemu prostoru IR in je teda;
Rieszov prostor.

Pois¢imo zdaj vse netrivialne stoZzce ravnine R?. Stozci, ki generirajo
enorazsezne podprostore, so mmnm vsl poltraki s kmﬁgeem 0. Naj bo P
poljuben stozec, ki generira R?. Potem P vsebuje tocko 0 in notranjost
konveksnega, kom 7z oglistem v 0, lahko pa se kak robuni poltrak. Ce je kot
iztegnjen, je v £ kvecjemu eden od robnih poltrakov s krajiscem 0, ¢e pa je
oster, sta lahko oba v P. Od tod brz sledi, da obstaja sedem neizomorinih
dvor azsezmh delno urejenih vektorskih pmsmmv Pet jih ima dvorazsezne

pozitivne stozce (glej sliko 1), le dva sta Rieszova prostora, (a) in (e).

Izbira stoZcev v {trirazseznem
prostoru je prece] pestrejsa. Do-
volj jih je, da doloctajo neskonéno
paroma neizomorinih delno urejenih
vektorskih prostorov. Taksni so na
primer stozci P, RTK,, n =

3,4.---, prl ¢cemer je K, konve-
ksen m-kotnik s take ravnine v R”,
ki ne vsebuje 0 (glej sliko 2). 7 upo-
rabo izreka 7.13 iz knjige [2] se da
dokazati, da obstajajo le stirje pa-
roma, neizommfm trirazsezni R
7oVl prostori.

Oglejmo s1 se nekaj p
nejsih konéno razseznih delno ureje-
nih vektorskih prostorov.

i

&

Primeri 6. 1. MnozZica .
R™ in ga opremi s tako imenovano standardno urejenostjo.
dolocena z ekvivalenco

R*)™ je stoZec vektorskega prostora
Relacija < je

(1, ) < (Y1y ey Un) <= 21 <Y1, Ty < Un.

Standardno urejeni prostor IR™ je Ri Mrezni operaciji lahko racunamo

po komponentah.

delno urejen vektorski

R*\ {0})"U{0} postane R

velja ekvivalenca

prostor, v katerem

(1,0 ) < (Y1, -y Yn) <= 1 < Y1ye--yTn < Yn-

Ta prostor n1 Rieszov, ceprav stozec P generira ves prostor
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3. Stozec

P={zeR": =0 ali (Ik : 25 > 0in z; = 0 za vsak ¢ < k)}

dolo¢a na IR™ tako imenovano leksikografsko urejenost. Zanjo velja

(1, Zn) < (Y1, " Yn)

natanko takrat, kadar z # vy in je x;p < Y za najmanjsi k, pri katerem
ry # Yi. Leksikografska urejenost je ocitno linearna.

4. Naj bo R™™ vektorski prostor vseh realnih kvadratnih matrik reda
n > 1. Potem je mnozica pozitivno semidefinitnih matrik

P={AcR™": A=A" z'Az >0 zavsak z € R")

stozec, ki v R™"™ generira podprostor simetricnih matrik Sim,. Prostora
IR™™ in Stm,, urejena s stozcem P, nista Rieszova.

Naj bo V konéno razsezni realni vektorski prostor in ¢ : R* — V
poljubna linearna bijekcija. Evklidsko topologijo lahko s ¢ prenesemo na
prostor V', tako da postane ¢ homeomorfizem. Na ta nacin vsaka linearna
bijekcija ¢ generira na V isto topologijo (glej na primer [4]), ki jo bomo
v nadaljevanju imenovali standardna topologija prostora V. Ker vsaka
norma na V doloca standardno topologijo, bomo pri dokazovanju navadno
predpostavili, da je V normiran. Zaprto kroglo s polmerom 7 in s srediscem
v 0 bomo zaznamovali s K, tore] K, = {z € V : ||z|| <r}.

Zabelezimo topolosko karakterizacijo stozcev, ki generirajo ves koncno
razseznl prostor.

Trditev 7. Naj bo P stoZec koncno razseinega prostora V, opremlje-
nega s standardno topologijo. Potem P generira V natanko takrat, kadar
vma neprazno notranjost.

Dokaz. Naj P generira V in naj bo {v{, --,v,} baza prostora V.
Potem zaradi P — P = V velja v; = z; — v;, kjer je z; € P in y; € P
za indekse 1 = 1,...,n. Iz ogrodja {z1,...,Zn, %1, .., Ys} 1zberimo bazo
21, ...,2, prostora V. Izomorfizem ¢ : R™ — V', opredeljen s predpisom

QS(Tl, Cee frn) _\

preslika (R+)n v P, sajso vsi z; v P. Ker je ¢ homeomorfizem in tocka

(1,---,1) lezi v notranjosti stozca (R™)™, njena slika Y ; z leZi v notra-
njostl stozca P.
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Za dokaz nasprotne implikacije predpostavimo, da je = notranja tocka
stozca, P. Izberimo stevilo ¢ > 0, tako da za vsak vektor y iz krogle K, =
={y eV :|lyl| <e} velja z +y € P. Potem za vsak vy € K, velja

v=(a+ 1)~ @—dne PP
Od tod zaradi V = RT K, sledi V =

Naj bo M podmnozica konéno razseznega vektorskega prostora V. No-
tranjost mnoZice M v podprostoru (s standardno topologijo), ki ga raz-
penja M v prostoru V, imenujemo relativna nolranjost in zaznamulemo Zz

rel wnt M.

Posledica 8. Vsak stoZec koncéno razseznega vektorskega prostora tma
neprazno relativno notranjost.

— P, tore] P generira V. =

&

Koncéno razsezni arh

Arhimedsko lastnost realne osi lahko na razlicne nacine posplosimo na
delno urejene vektorske prostore. Najprej opredelimo in si oglejmo najbol;
ﬂeposmdno pospbéit@ve

Definicija 9. Delno urejeni vektorski prostor V <GZH’0de n]egov po-
Zitivni stoZec) ima lastnost Ag, kadar za vsak z > 0 in vsak y > 0 iz V
obstaja tak n € IN (odvisen od z in ), da je nz > v.

Neposredno iz definicije sledi, da se lastnost Ay delno urejenega vektor-
skega prostora deduje na podprostor, opremljen z inducirano urejenostjo.

Kateri stozci koncno razseznega vektorskega prostora imajo lastnost
Ap? Na sliki 1 sta le dva taksna stozca, (¢) in (d). Bralec se lahko takoj
preprica, da ima v primeru 6 le delno urejeni prostor 2 lastnost Ag. V vseh
teh pmmeuh szec vsebuje eno samo tocko s svojega, mb& in sicer tocko 0.
Podoben rezultat velja tudi v splosnem primeru.

[zrek 10. Netrwialno delno urejen koncno razsezni vektorski prostor
V' s pozitivnam stoZcem P ima lastnost Ag natanko takrat, kadar vsak strogo
pozitiven element lezi v relativnit notranjostt stozca P.

Dokaz. Ker je stozec P mnetrivialen, 1z posledice 8 sledi, da njegova
relativna notranjost ni prazna. Predpostavimo, da ima V lastnost Ag in
vzemimo poljuben z € P\ {0} ter poljuben y € relwnt P. Zaradi Ay obstaja

tak n € IN, da velja nz > y. Izberimo dovolj majhno stevilo € > 0, da je

y+ K. 0
za vsak z S Zgs/'n a

Potem

1 1
:z:—{—zw(az—-ﬁ-y) | (ny—l-z)é

Od tod sledi, da lezi =z v relativni notranjosti stozca P.
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Za dokaz mnasprotne smeri ekvivalence predpostavimo, da velja
P\{0} C relint P, in vzemimo poljubna elementa win viz P\ {0}. Potem
obstaja tako stevilo ¢ > 0, da je u + K. N (P — P) C P. Za dovolj velik

n € IN tedaj velja u n_l_lfu c P, od tod pa zZe sledi nu > v. =

Za Rieszov prostor je lastnost Ay zelo restriktivna. Velja namrec nasle-
dnji rezultat.

Izrek 11. Netrwvialen Rieszov prostor V' z lastnosljo Ag je enorazsezen
in tedaj rzomorfen IR,

Dokaz. Najprej dokazimo, da je prostor V linearno urejen. Denimo, da
elementa « in y iz V nista primerljiva. Potem z = 2 — 7 ustreza pogojema
2T > 01in 2~ > 0, zato obstaja tak n € IN, da velja nzt > z7. Od tod sledi
%z“ <zt ANz7 =0, kar pa ni res. Prostor V je torej res linearno urejen.

Vzemimo zdaj poljubna elementa v > 0 in » > 0. Mnozica M =
= {A e R : Au> v} zaradi lastnosti Ag ni prazna. Ker je navzdol omejena

7z 0, obstaja r := inf M. Ce bi veljalo ru > v, bi za dovolj velik n € IN imeli

n(ru—wv) > uin zato (r — +)u > v. To ni res, zato je ru < v. Podobno biv

primeru 74 < v nasl tak n € IN, da bi veljalo n(v — ru) > u, in tako prisli
do protislovja (r + =)u < v. Torej je ru = v. Poljubna pozitivna elementa
sta linearno odvisna, odkoder sledi, da je prostor V enorazsezen. m

Pojem arhimedske urejenosti je torej smiselno (vsaj za Rieszove pro-
store) posplositi Se na kak drug nacin kot z lastnostjo Ag. Oglejmo si tri
taksne posplositve.

Definicija 12. Delno urejen vektorski prostor V' s pozitivnim stoZcem
P ima lastnost A;, kadar velja sklep:

cejexz,y € Vinner <wyzavsak n € N potem je z <0,
lastnost A, kadar velja sklep:

tejez,y € Vin nz <y za vsak n € Z potem je z = 0,
in lastnost As, kadar velja sklep

cejez,y € Pin nx <y zavsakn € IN potem je z = 0,

Iz lastnosti A; ocitno sledi Ao, iz A; pa Asz. Brez tezav se lahko
prepricamo, da tudi iz lastnosti Ag sledi As. Ze s sliko 1 se lahko prepri¢amo,
da so vse §tir1 lastnosti razlicne in da je delno urejen vektorski prostor lahko
brez njih. Ce prostor R? uredimo s stozcem (a), ima lastnost A, nima pa
lastnosti Ag. Ce ga uredimo s stozcem (b) ali (c), ima lastnost Ay, nima pa
lastnosti Ay, ¢e pa je urejen s stozcem (d), ima lastnost A3, vendar nima
lastnosti Ay. Stozec (e) doloca na IR* linearno urejenost, ki nima nobene od
omenjenih lastnosti. Bralec lahko za vajo premisli, kako je s temi lastnostmi
v prostorih iz primera 6, ter dokaze, da se vse dedujejo na podprostore.
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V Rieszovem prostoru je z navedenimi pﬁspbéﬁvami arhimedske lastno-
st1 manj sitnosti. Kako je z lastnostjo Ay, zvemo iz 1zreka 11, zato pnm@zm
jajmo le lastnosti Ay, Ay in As. Vzemimo v ta namen el@mema rin y R
eszovega prostora V z lastnostjo As, ki za vsak n € IN ustrezata pogoju

< y. Potem je nz™ < yT za vsak n € IN in zato zT = 0. Torej velja
z < 0, prostor V pa 1ma potemtakem lastnost A;. Od fod seveda takoj]
sledi, da se vse tri lastnosti ujemajo. Kadar ima Rieszov prostor lastnost
Aq, Ag ali A5, pravimo, da je arhimedsk.

Konéno razsezne arhimedske Rieszove prostore je tik pred drugo sve-
tovno vojno karakteriziral ruski matematik Judin [1]. Dokazal je naslednji
pomemben rezultat, ki ga tu navajamo brez dokaza.

Koncéno razsezen arhimedski |

Rieszov prostor dimenzije n je
zomoTfen standardno urejenemu prostoru R

Dokaz 1zreka 13, ki pa se precej razlikuje od Judinovega, lahko bralec
najde v knjigi [2|. Lotimo se spet lastnosti Ay, Ay in As v sploSnem konéno
razseznem prostoru. Pri karakterizaciji delno urejenih prostorov z lastnostjo
A4 oziroma As si bomo pomagali z naslednjim rezultatom.

Lema 14. Naj bo P stozec v koncno razseznem vektorskem prostoru
V', opremljenem s standardno topologijo. Ce je = relativno notranja tocka
stozca P in y tocka iz njegovega zaprtja P, potem za vsak n € N velja
r+ ny € P.

Dokaz. Naj bo stevilo € > 0 dovol] majhno, da je mnozica (z + K ) N
P — P) vsebovana v stozcu P. Za vsak n € IN izberimo y, € (y+ K./, )N P

Od tod zaradiy € P C P — P (podprostor P — P je konéno razseZen in zato
zaprt) sledi :

Zn =2+ n(y —y,) € (xz+ K.)N

in zato

r+ny =z, +ny, € P+RTP =P

7za vsak n € IN. e

Vaj bo V' koncno razsezen delno urejen veklorskr prostor,
Potem veljajo naslednje ekvivalence:

lzrek 15. .
opremlen s standardno topologijo.

(a) V wma lastnost Ay natanko takrat, kadar je stoZec P zaprt.

(b) V ima lastnost Ay natanko takrat, kadar je zaprtje P stoZec.

Dokaz. (a). Najima prostor V lastnost A;. Dokazati moramo inkluzijo

PCP Vzemlmo pobubeﬂ y € P. Po posledici 8 stoZec P vsebuje relativno
notranjo tocko z, torej po lemi 14 za vsak n € IN velja n(—y) < z in teda]
zaradi Aq velja y € P.

(¢) V ima lastnost As natanko takrat, kadar velja P N (—
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Zia dokaz nasprotne implikacije predpostavimo, da je stozec P zaprt
in da za elementa z in y iz V ter vsak n € IN velja nz < y. Potem je

%—fy — 1z € P, zaradi zaprtosti P pa od tod sledi
—r = lim (%—-ym—— r) € P,

TN 00
tore] velja z < 0.
(b). Brez tezav se lahko prepricamo, da je mnozica P zaprta za
seStevanje 1in za mnozenje s pozitivnimi stevili. Naj ima prostor V lastnost

Ag. Vzemimo poljuben element y € Pn(-P), spomnimo se, da P po posle-
dici 8 vsebuje relativno notranjo tocko z, in uporabimo lemo 14 za elementa

+vy € P. Dobimo z + - ny € P za vsak n € N, ker pa ima V lastnost Aj, od
tod sledi vy = 0. Zaprtje P je torej stoZec.

Dokazimo Se nasprotno 1mphkacuo Naj bo P stoZec, za elementa z in
y iz V' ter vsak m € Z pa naj velja mz < y. Potem za Vsak 7 c IN velja
;y + 2 € Pin zato £z € P. Ker je P stozec, od tod sledi z = 0, torej ima
V lastnost A,.

(c). Naj presek P N (—PF) vsebuje nenicelni element u, v pa naj bo
poljuben element iz relativne notranjosti stozca P. Potem elementa z = v
in y = —u ustrezata pogojem leme 14, torej za vsak n € IN velja v —nu € P
in tedaj 0 < nu <wv. Prostor V potemtakem nima lastnosti As.

Za dokaz nasprotne implikacije predpostavimo, da je PN (—P) = {0},
in vzemimo pozitivna elementa z in y iz V', ki za vsak n € IN ustrezata
pogoju nz < y. Potem je z € P 1n %—y — 1z € P zavsakn € N, zato = €

P N (—=P). Torej velja z = 0, prostor V pa ima lastnost As.

Lastnosti Ap in A; sta neodvisni, ob izrekih 10 in 15 pa zaslutimo, da
sta tezko zdruzljvi. Realna os ima obe lastnosti, v naslednjem rezultatu pa
bomo spoznali vse delno urejene vektorske prostore z lastnostma Ag in Ay.

Trditev 16. Naj bo V delno urejen vektorski prostor s pozitivnim
stozcem P. Potem vma V lastnosti Ag wn Ay natanko takrat, kadar obstaja
tak element z € V, da velja P = RTz. Ce stozec P generira prostor V in
ni trivialen, je V' izomorfen standardno urejent realni osi IR,

Dokaz. Zadosca dokazati, da P ne vsebuje dveh linearno neodvisnih
vektorjev. Denimo torej], da sta vektorja x in y 1z V linearno neodvisna
in pozitivna. Dvorazsezni podprostor U, napet na z in y ter opremljen z
inducirano urejenostjo, ima lastnosti Ag in Ay. Stozec P N U generira U,
zato po izreku 10 vsebuje eno samo tocko s svojega roba, po izreku 15 pa
je zaprt. Ce upostevamo klasifikacijo po definiciji 5, vidimo, da je stozec P
bodisi trivialen bodisi poltrak s krajiscem 0. m
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JASNA CER-

Math. Subj. Class. (1991): 05C15, 05B15, 90C27.

V ¢lanku najprej predstavimo uravnoteZeno barvanje povezav grafov. V nadaljevanju
obravnavamo redukcijo latinskih kvadratov, osnutek pravokotnika in mterpretacijo tega
na problemu urnika.

{3 ] f & L i ¥

Balanced edge colourings are described and applied to reductions of latin squares
and outhine rectangles. 1t is also demonstrated how these results can be mterpreted i

the school timetable problem.

& @ B B
& L it

Urnik je na danasnjih solah problem, ki dela sive lase tako uciteljem, ki
ga ob mnozici zahtev poskusajo ¢imbolj priblizati idealnemu, kot ucencem.
katerih Zelje so vedno drugacne od realnosti. Vsak clovek ve, da na svetu
ni nobena stvar idealna. Tudi urnik ni izjema. Obstajajo pa doloceni
pripomocki oz. metode, s katerimi lahko tvarino (v tem primeru urnik)
poenostavimo 1n si tako olajsamo pot sestavlijanja. Skrajsati pa poti ne
moremo. Obstajajo dolotene metode oz. pripomocki, ki nam skusajo
olajsati problem razporejanja uéiteljev in razredov v proste ucilnice v casu,
ko na soli poteka pouk, t.]. problem urnika.

Pri razporejanju je treba upostevati razpolozljiva sredstva (specializi-
rane ucilnice, projekcijska sredstva, ra¢unalniska oprema, ...) in druge po-
datke (s8tevilo ur pouka v posameznem dnevu na Soli, §tevilo ur, ki jih ima
posamezen ucitelj v posameznem razredu, ...).

Ker ima problem urnika veliko pogojev (zahtev), ga lahko vidimo kot
veC optimizacijskih problemov, [6], [7], [10], ki jih v sploSnem ne moremo
zdruziti v en sam problem, ker so kriteriji za ciljno funkcijo lahko razlicni.
Naj navedem le nekaj primerov: razredi naj nimajo prostih ur, ucitelji naj
imajo kvecjemu eno ali dve prosti uri na teden, naravoslovni predmeti naj
bodo razporejeni v jutranjih urah, nekateri ucitelji morajo imeti nekatere
dneve proste zaradi drugih obveznosti zunaj Sole, predmeti z ve¢ urami
na teden morajo biti enakomerno razporejeni v tednu, sola naj bo odprta
minimalni cas, in Se bi lahko nastevali.

Obstaja spbsen model [5], kjer je problem urnika definiran kot urejena
enajsterka:

(T,C,W,p,E,L,g,h,r,1I, Ao,

pn cemer je 1" (konc¢na) mnozica um‘teh@v C' (kontna) mnozica razredov,

W = {Po, To, Sr, Ce, Pe}, p: W N in p(w) pomeni Stevﬂg ur pouka v
dﬂevu W, F (k@ﬂﬁﬂa} mnozica vseh ucilnic, |

C (27\{0}) x (2°\{0}) x (27) x
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in pomeni mnozico vseh razli¢nih predmetov, g : T'xX W — N, kjer g(t,w) =
= m pomenl, da ucitel] ¢ na dan w 1zvaja do m ur pouka, A : £/ — IN, kjer
h(e) definira dnevno zmogljivost vsake ucilnice, r» : L — IN, kjer r({) = ¢
pomeni, da je predmet [ ¢g-krat na teden, / C T'x (' x I x W x IN pomeni
vse razvrstitve, ki so prepovedane, in kon¢éno je Ag € L x W x IN, kjer
([,w,7) € Ag pomeni, da predmet [ na dan w izvajamo od i-te ure dalje.

Ta splosna formulacija se tezko napise, tezje poslusa in Se tezje prebere
— zal je prevet zahtevna, da bi lahko nasli enostaven in ucinkovit algoritem
za, 1zdelavo urnika. Zato so mnogi avtorji vpeljali razlicne poenostavljene
modele problema urnika. Glej [2], [5], [8], [9].

Oglejmo si npr. Gotliebov model problema urnika razred—ucitelj [9],
kjer je T' = {t1,t2,...,ts} mnozica uciteljev, €' = {cy,¢cq,...,c5} mnozica
razredov in H = {hq,ho,...,h,} mnozica ur. Podana je Se matrika zahtev
R = |7;;], razseznosti a x G, kjer je 7;; > 0 in je r;; enako stevilu ur, ko se
ucitelj t; sreca z razredom c;.

Omegitvene zveze so opisane z matrikama D in F:

D = |d;;] je matrika razseZnosti a X o, kjer je

g I; ucitelj t; v ur1 h; ne more imeti pouka (1)
= 10; sicer.

1

Podobno je £

e.;] matrika razseznosti § X o, kjer je

~~
ND
e

o {1; razred c¢; v url hy ne more imeti pouka,
€k 0-
LYy

sicer.
Prej dolocena srecanja so opisana z mnozicami

Pz'j? 1 = 172,...,(}.; ] = 1,2;,,.,,6.
Mnozice F;; so definirane s

({hi| hp € H,ucitelj {; se sreta z razredom c¢; v uri hy,
- 0;  r;; =0 ali ni prej dolotenih srecanj, ki (3)
vsebujejo ?; in c;.

Wi

Ce ste zdaj pricakovali mnogo lazji model, se vam pricakovanje ni
izpolnilo — tudi ta poenostavljeni model je Se vedno tezak. Vet o tem lahko
najdete v [1].

Tukaj zahteve za urnik predstavimo kot osnutek pravokotnika ', urnik
sam pa kot latinski kvadrat L, ki ga lahko reduciramo na C'. To bi bil lahko
poenostavljen Gotliebov model problema urnika razred-ucitelj brez omeji-
tvenih zvez in prej dolocenih srecanj. 5 pomocjo nepristranskih barvanj po-
vezav dvodelnega grafa pokazemo, da je mogoce ' vedno dopolniti do 1,
da je (' redukecija L. Dokaz je konstruktiven, torej nam daje postopek za
sestavljanje urnika.
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Preostali del ¢lanka je sestavljen takole. V naslednjem poglavju defini-
ramo uravnotezeno barvanje povezav grafa G in dokaZemo pomemben iz-
rek o eksistenci tega barvanja. V 3. poglavju podamo definicijo latinskega
kvadrata, njegove redukcije, definiramo osnutek pravokotnika in dokazemo,
da lahko vsak osnutek pravokotnika dopolnimo do latinskega kvadrata. V
zadnjem poglavju pa opisemo, kako lahko to uporabimo pri sestavljanju ur-
nika.

Uravnotezeno barvanje g

Ker so za vsak zacetek potrebna orodja za operiranje, bomo tudi tu
najprej vpeljali oznake in definicije, ki jih bomo potrebovali v nadaljeva-
nju. Graf G je urejen par G(V,FE), kjer je V konéna mnoZica tock, IV pa
(multi)mnozica neurejenih parov tock, povezav. Tock: sta sosednji, ce med
‘njima obstaja povezava. Povezavi sta sosednji, ce imata skupno krajisce.
Barvanje povezav grafa je taksno prirejanje barv povezavam, da sosednji
povezavi dobita razli¢ni barvi.

Obictajno bomo imeli graft G = G(V, F) z veckratnimi povezavami in
brez zank.

Stopnja tocke v € V' je Stevilo povezav, ki izhajajo iz v.

Dvodelnt graf je grat, katerega tocke lahko razdelimo v dve mnozici, v
katerih ni nobenih povezav; povezave so samo med tema dvema mnozZicama.

Sﬁf“éhﬁd v grafu je koncno zaporedje vg, €1, V1, €2, - - €k, Uk, kjer so
v; tocke, €; pa povezave, tako d@ sta za vsak 2, 1 <1 < £k, Jiei)dﬂ v,—1 1IN v
krajisci povgzave €;. |

Imejmo graf G = G(V, F) z veckratnimi povezavami in brez zank. Naj
bo dano poljubno barvanje povezav grafa G, tore] sta sosednji povezavi
lahko tudi iste barve. Za vsako totko v € V naj bo C};(v) mnozica povezav
barve 1 z enim krajiééem v tocki v in za vsak par tock w,v € V., u # v, naj
bo C;(w,v) mnoZica povezav med u in v barve 1.

& 9

. Barvanje povezav grafa (G se imenuje ngpmgimns!w ce
Za, Vse mcke veV Veha

(a) max ’|c* @)gmgc (v) 1! <1,

1<e<3<k

in se imenuje uravnoteZeno, Ce velja («) in poleg tega za vse pare tock
w,v €V, u# v, velja se

() Lnax ICi(u, 0)] = 1Ci(w,0)]| < 1
Torej, povedano bol; po domace: barvanje povezav je nepristransko,

ce se barve pojavljajo, kolikor je mogoce enakomerno v vsaki tocki, in je
uravnotezeno, ce je nepristransko in so barve porazdeljene, kolikor je mogoce
enakomerno na vsakem paru sosednjih tock.
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V nadaljevanju bomo potrebovali le nepristransko barvanje. Naslednji
pomemben izrek za uravnotezena barvanja je dokazal de Werra [11]. Ker
dokaz ni ni¢ daljsi, kot ce bi se izrek nanasal le na nepristranska barvanja,
si ga oglejmo v celoti.

Izrek 1. Poljuben dvodelnt graf tma za vsak k > 1 wuravnoteiZeno
barvanje povezav s k barvams.

Dokaz. Pobarvajmo povezave grafa tako, da bo veljal pogoj (). Pogoj
() se nanasa le na vsak par tock posebej, 7ato je to seveda mogoce. To
ba,lvanje bomo prilagodili tako, da bo veljal pogoj («), ne da bi prekrsili
pogoj ().

Predpostavimo, da za neko tocko v velja

Ci(v)] = |Cj(0)]| > 1.
15%,;%&“ ()] = 1C5(0)l] >

Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je ta maksimum dosezen
za barvi 1 in 2 in da velja |Cy(v)| > |Ca(v)| + 1. Naj bo P maksimalni
sprehod v = v, ey, v1, €2, V2, ..., €n, Un (Kjer je e; povezava, ki veze v;_q
in v;, e; # e; za 1 # J), za katerega velja:

(i) e1 ima barvo 1;

(ii) eq1,eq,...,€e, imajo izmenoma barve 1 in 2;
e (v, 1)+ 1 2 sod,
(i) 11 (v venn)| = { [l vl 1 oo (4)

(iv) P uporabi le eno povezavo od vsake veckratne povezave. (Posame-
zne tocke pa se lahko pojavijo veckrat v P.)

Tocka v ima neko sosedo vy, za katero je |Ci(v,v1)| = [Ca(v,v1)] + 1,
ker je |Cy(v)| > |Ca(v)| + 1 in velja pogoj (4). Zato je h 2 0. Ravno tako
velja vy, # vg, ker v dvodelnem grafu v; = vy pomeni, da je 7 sod in obe
barvi bi se pojavili enakokrat. Tako bi po veckratnih povezavah spet prisli
v v, od koder bi lahko nadaljevali s sprehodom, ker je |Cy(v)| > |Co(v)| + 1.

Ce v sprehodu P zamenjamo barvi 11in 2, s tem vsaj za ena zmanjsamo

stevilo parov barv, za katere je !lC',,,(fo) — {Cj(’u)ll maksimalno. To pa ne
vpliva na

max ||Ci(ve)| ~ |C5(n)]

1<i<5<k

ce je 0 < t < h. Pri tem seveda mora biti izpolnjen pogoj ().

Ce je h lih, ima ep barvo 1. Ker je sprehod P maksimalen, je za
vsako sosedo z tocke vy, Stevilo veckratnih povezav (vy,z) barve 1 vecje ali
enako Stevilu veckratnih povezav (vp,2) barve 2. To pomeni, da se barva
1 v tocki vy pojavi vsaj enkrat vec kot barva 2, saj je |Ci(vp—1,vr)| =
= |Cy(vp—1, )| + 1. Kratek razmislek pokaze, da se zaradi tega pri zame-
njavi barv 1 in 2 ne poveca kolicina

max ||Ci(va)] = |C;(vn)l|

1<i<j<k
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Podobna trditev velja, ce je h sod. S ponavljanjem tega postopka
na preostalih tockah v konénem stevilu korakov dosezemo uravnotezeno
barvanje. =

osnutkl pra

Latinski: kvadrat: in

Pa smo spet na novem zacetku, tokrat tretjega poglavja. 1a pa s sebo]
prinasa seveda nove definicije.

Definicija 2. Latinski kvadrat L velikosti n je matrika razseznosti
n X n, katere elementi so simboli 1,2,...,n, kjer v vsaki vrstici in v VsaJk@m
Stolpcu nastopi vsak simbol natanko enkrat. m

Definicija 3.  Kompozicyyja (' naravnega stevila n je zaporedje
(¢1,¢o, ..., ¢, ) naravnih Stevil, za katero velja ¢y +¢co+ ...+ ¢, =n. =

N@jbOdOP (php%*”vﬂu} Q (q}?QZaUWQ’U}iHS (31752%” Sw)
tri dane kompozicije naravnega stevila n. To pomeni, da je n = p; + po +

+ ot Pu =g gy g, In =81 F 89+ Sy,

edukmja latinskega %mdmm L velikosti n po mgdum (P,(),5) je ma-
trika razseznosti u X v, ki jo dobimo iz L z zdruzitvijo vrstic p1+...4+p;-1 +
+1,...,p+. o Fp, L <o <, stolpeev i 4.0 o4 g0+, g5,
1 <7 <winsimbolovs +...+s,_1+1,...,81+... 45, 1 <k < w. Bolj
natancno vpeljemo pojem redukcije latinskega kvadrata takole:

Zal <A<y, 1 <pu<wvinl<é<nnajboa(A pu,f) stevilo, ki pove,
kolikokrat se simbol £ pojavi v mnozici celic

{(t,7): M+ ...+ +1<i<pr+ ...+ py,

g+ o+ t+1<i<g+...+q.
im za 1 <k < wmnaj bo

v A, p)=z(A 814+ o+ sp_r 1)+ oo F (A 81+ .o+ Sk

Nabralo se je Ze kar precej stvari, ki pa omogocajo zapis naslednje definicije.

6, 5)

Definicija 4. Redukcija latinskega kvadrata L po modulu (P
je matrika razseZnosti u X v, katere celice so i1z mnozice z w simboli,
npr. {7y, T2,...,Tw}, 10 kjer celica (A,pn) vsebuje simbol 7, natanko

Ireba je poudariti, da celice matrike, ki jo dobimo z redukcijo latinskega
kvadmta tvorijo multimnozice simbolov.
,.5) lahko

obbena redukcijo latinskega kvadrata I po modulu (P,
seveda ponovno reduciramo z zdruzitvijo vrstic, stolpcev in ambolov

Postopek redukcije latinskega kvadrata si ogiqmo na primeru. V tabeli
1 je dan latinski kvadrat L, kjer je n = 11. |

Naj bowu =5, v =4, w =3, P = (p1,p2,P3,P4,05) = (2,2,3,2,2),
@ = (q1,92,93,94) = (3,4,2,2) in S = (81, 82,83) = (4,2,5). V tabeli 1 je
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Tabela 1. Latinski kvadrat L

ey

o, o, o

aialﬁ

BB, B,y
/YJ ,)/J,}/)’Y

T
L

o, o

&, 7

a, B3,
5,0,

V00T
LT

a, of

a,

o, o

o,

B,v,y
Y, Y, Y
Y, Y, Y

o, o, O, O
a, oy,
1LY

o, o
o, o

a,

a,

B,6|

G,

&7, Y
7}7?7

o, O, O, O

a’/) a} O’I}ﬁ

G, 0
B,y

BN
Y

a, O, O

o, o,y

&,CY,O{)/@

B, 0,06,

SN
1

RSN
aEN

Tabela 2. Redukcyja L po

modulu (P, Q, S)

tudi Ze oznacena razdelitev celic za redukcijo po modulu (P, @Q),5), kot jo

dolocata P in ().

Simbole znotraj vsake celice uredimo po velikosti in .5 nam pove, da 1,
2,3,4 zamenjamo z &« = 71, 5,6z =19 ter 7,8, 9, 10, 11 z v = 73. Tako
dobimo redukcijo L po modulu (P, @), S) (glej tabelo 2).

Imejmo matriko ¢ razseznosti u X v, katere celice so multimnoZice
simbolov iz mnozice {1y, 79, ..., T} Za A, 1 < A< wu, pu, 1 <p<ovin v,
1 < v < w, oznac¢imo z p) stevilo simbolov skupaj s ponovitvami v vrstici
A, s ¢, oznacimo Stevilo simbolov skupaj s ponovitvami v stolpcu p in s o,
oznacimo $tevilo, ki pove, kolikokrat se simbol 7, pojavi v (.

Definicija 5. Matrika C' je osnutek pravokotnika, ¢e za neko naravno
Stevilo n inzavse A\, 1 < A< wu, y, 1 <pu<vmv, 1 <v < w, veljajo
naslednje lastnosti:

(1) n deli py, ¢, in oy;

' 1 . L
(ii) celica (A, p) vsebuje —pyc, simbolov (skupaj s ponavljanji);
| n
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5 1 . @
(iii) ;;zj—p/\au je Stevilo nastopov sin

.1 ‘ . @ |
(1v) —5Culy je Stevilo nastopov simbola 7, v stolpcu . =
Primer za osnutek pravokotnika lahko vidimo v tabeli 2, kjer je u = 5,

v=4, w=3, =71, =Ty1n Yy = T3.

Da ima matrika iz tabele 2 za n = 11 vse lastnosti iz definicije 5, lahko
prav hitro preverimo. Velja p1 = p9 = ps4 = ps = 22 1n p3 = 33, ¢1 = 33,
Co = 44 in ¢z = ¢q4 = 22, 0y = 44, 09 = 22 in o3 = b5. Lastnosti (i)—(iv)
definicije b lahko sedaj neposredno preverimo.

Trditev 2. [4] Redukcija latinskega kvadrata L po modulu (P, (), S) je

osnutek pravokotnika. Pri tem velja:

(v) P ={(p1,p2,-.-,pu) = (B, 2 .. . )

(V}) @ﬁ(@laqza“.,%):(2725‘“3%%
(vil) S = (81,82,...,8u) = (F,%%,...,22);
(viii) S%o1pr = Shicu =il 0, =0k

Dokaz. Da je redukcija latinskega kvadrata L po modulu (P,Q,5)
osnutek pravokotnika, je jasno iz definicij 4 in 5. Iskano naravno Stevilo
n je razseznost latinskega kvadrata L.
Ker je py = npy zavsak A, 1 <A< u, ¢, =ng, zavsak p, 1 <p < v
in o, = ns, za vsak v, 1 <v < w, veljajo zveze (v), (vi) in (vii). -
Pokazimo Se, da velja tudi (viii). Ker so P = (p1,p2,-.-,Pu), & =
= (q1, g2, - -+ Gu) I 5 = (81, 82,...,8,) kompozicije stevila n, velja

bola 7, v vrstici A;

U U U

D PA= Q) mpr=1 )
A=1 A=1

in podobno za drugi dve enakosti v (viii). m
Veljavnost trditve 2 smo videli tudi na primeru iz tabele 2.
Z, uporabo izreka 1 dobimo naslednji rezultat:

Izrek 3. [4| Za vsak osnutek pravokotnika C obstajajo latinsk: kvadrat
L in kompozicyge P, () ter S, tako da je C redukciyja latinskega kvadrata L
po modulu (P,Q,5).

Dokaz. Ce z z oznatimo Stevilo elementov v (U, je
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Zato je T = n°.

Predpostavimo sedaj, da je © < n. Pokazali bomo, da lahko osnutek
pravokotnika C' dobimo iz osnutka pravokotnika C' razseznosti (v + 1) X v
7z zdruzitvijo celic dveh vrstic, in sicer tako, da vsak par celic v teh dveh vr-
sticah, ki sta v istem stolpcu, poistovetimo. 7 drugimi besedami to pomeni,
da naredimo redukcijo ¢ po modulu (P*, I, 1), kjer je P* kompozicija, ki
ima razen ene dvojke same enice, [ pa trivialna kompozicija stevila n, I =
(1,1,...,1). Ce ta postopek ponavljamo na vrsticah, podobno na stolpcih
in nato Se na simbolih, vidimo, da lahko € dobimo iz osnutka pravokotnika
razseznosti m X n na n simbolih; to je z redukcijo latinskega kvadrata po
modulu (P, @, 5) za neke kompozicije P, () in 5.

EQ)I\IZI P

Tl

A, za katerega je P > 1. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo,
n ‘ |

da je Pu > 2. Zelimo tvoriti osnutek pravokotnika C’ z razdelitvijo zadnje
n

vrstice v ' v dve novi vrstici. V ta namen konstruiramo dvodelni graf G
z mnozicama tock {yi, Y2, .-+, Yot in {71, T2, ..., Tw}, kjer je tocka v,
povezana s tocko 7, z ¥y povezavami natanko tedaj, ko se simbol 7, pojavi
y-krat v celici (u,p) v C. Potem je stopnja tocke v, Stevilo simbolov v

Ker je uw # n, n deli p1,p2,...,py 1IN = n, obstaja vsaj en

celici (u, i), vkljuéno s ponavljanji, t.j. p;gp,. Stopnja tocke 7, pa je Stevilo
nastopov simbola 7, v vrstici v v ', t.]. puczfy
Sedaj lahko po izreku 1 grafu G nepr?stransko pobarvamo povezave z
%’—- barvami, npr. 1,2,..., % Potem ima vsaka tocka v, natanko
n 1 1
Pu,(’nz PuCp) = ';L‘C/-L

povezav barve 1 in vsaka tocka 7, ima natanko

n( 1 ) 1
’MUV J— _0-1/
Du 2t 0

povezav barve 1. Sedaj razdelimo vrstico v v ' v dve vrstici v* (to bo
vrstica w + 1 v C) in w** (to bo vrstica u v ') tako, da postavimo z-krat
simbol 7, v celico (u*, 1) natanko tedaj, ko z povezav barve 1 povezuje tocki
v, in T,, in da postavimo y-krat simbol 7, v celico (u**, n) natanko tedaj,
ko y povezav barve, razlicne od 1, povezuje tocki v, in 7,.

Preverimo sedaj, da je C' osnutek pravokotnika. Naj bo p\ = pi,
1 <A<, p, =py,—nin p, ; =n. Nadalje naj boc, =c,, 1 <pu <o,
T, =T, in 0, = 0,, 1 <v < n. Potem seveda n deli p), ¢, in g,. Tako je
pogoj (i) definicije 5 za C' izpolnjen. Pogoj (ii) definicije 5 velja, ker celica
(u, ) v C" vsebuje

1 1
“ﬁ”j”cu(f)u - n) = EECLP;
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simbolov in celica (v + 1, ) v {7 vsebuje

1 L ,
—Cc, = —p,.1C
n " p2 ! uTle

simbolov. Prav tako velja pogoj (iv). Vsak simbol 7, se v vrstici u v ("
pojavi

1 1,
gg%(pu - n) = 2P0y

-krat in v vrstici (u+ 1) v C’ se pojavi

Ov __}__ / /

" nz pu—}—lgi/
-krat. Tako je izpolnjen tudi pogoj (iii) definicije 5 za vrstici w in v+ 1 v
C'. Ker se preostale vrstice C' ujemajo z vrsticami v C', velja pogo] (iii) za
celoten . Tako je (' osnutek pravokotnika.

'poraba pri problemu u

Sele zdaj pa prihajamo v del, zaradi katerega lahko ¢lanek nosi naslov,
ki ga ima. Tudi tu, hoces noces, ne gre brez definicij.

3 11,245 8.9 6,7
6 7 1,2,3 89145]|
23] 6 4 | 9 1 |78 |5
9 | 3 4 7.8 15,6 1,2
1,2] 8 413 |67 5 | 9
8 9 1,4 5.6,712,3
1 56127189 3,4
5 16| 8] 79 1 2 3,4
7.9 123 5 4.6 | 8
4.7 6 | 538 2,3 1,9
45| 9 6,7.812.3 1

Tabela 3. Urnik T

Definicija 6. Urnik T = [t;;] je matrika razseznosti n X n, kjer so t;;
iz mnozice simbolov {o{,09,...,03}, b < n. V vsaki celici (¢,7) je lahko
veC simbolov (tudi ni¢), toda v vsaki vrstici in v vsakem stolpcu se vsak
simbol pojavi natanko enkrat (vrstice ustrezajo uciteljem, stolpci razredom,
simboli pa uram). =

Tako definiran urnik je zelo podoben latinskemu kvadratu. Razlike so
minimalne: pri urniku je stevilo razliénih simbolov lahko manjse od stevila
vrstic oz. stolpcev; v latinskem kvadratu je v vsaki celici natanko en simbol,
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medtem ko je v urniku v posamezni celici lahko vec simbolov, lahko pa so
tudi prazne. (Primer urnika glej v tabeli 3.)

Definicija 7. Redukcija wrnika T po modulu (P,Q,5) je matrika
razseznostl u X v, ki jo 1z 1" dobimo tako, kot je opisano v definiciji 4. =

Postopek redukcije urnika si oglejmo na naslednjem primeru. Vzemimo
urnik 71" i1z tabele 3, kjer je n = 11in b = 9.

Na‘j bo u = Syv=4, w =3, P = (p17p27p37p47p5) — (292‘;372j2)7 Q —
= (01,92, 93, 4) = (3,4,2,2) in .5 = (81, 52,53) = (4,2,3). Podobno kot pri
latinskem kvadratu je v tabeli 3 Ze oznacena razdelitev celic za redukecijo po
modulu (P, @,5), kot jo dolo¢ata P in (). Simbole znotraj vsake celice spet
uredimo po velikosti in 5 nam pove, da 1,2,3,4 zamenjamo z o« = 71, 5,6 7
B = 19 ter 7,8,9 2 v = 3. Tako dobimo redukcijo 7" po modulu (P, Q,.5)
(glej tabelo 4).

cvaoo By oY QYyy affyy By
coay | aafBByyy o aofyy
aoayy |aaaaalByy|aaBBByyyy| aafy
BByyy | aacaafyy o aaafy

oo 3yy aafByyy oo oy

Tabela 4. Redukcija T po modulu (P, Q,.S)

Vzemimo sedaj matriko D razseznosti u X v, katere celice so multi-
mmnozice simbolov iz {7, 7m,...,7,}. Celice so lahko tudi prazne. Za A,
<A<y, u, 1 <p<vinv,1<rvr <w, oznacimo z p, Stevilo simbo-
lov skupaj s ponovitvami v vrstici A, z ¢, oznacimo Stevilo simbolov skupa;
s ponovitvami v stolpcu v in z d, oznacimo stevilo, ki pove, kolikokrat se
simbol 7, pojavi v D.

Definicija 8. Matrika D je osnutek urnika, ce za neki naravni stevili n
mbinzavse A\, 1 <A<, u, 1 <pu<wvinv, 1l <v <wveljajo naslednje
lastnosti:
(1) b deli py in cy;
(ii) n deli dy;
(i) 2%
nb

oy Culdy .
(iv) = bu je stevilo nastopov simbola 7, v stolpcu p.
0

je stevilo nastopov simbola 7, v vrstici A;

Za osnutek urnika velja analogen rezultat kot trditev 2 za osnutek
pravokotnika.

Trditev 4. 3] Redukcija urnika T’ po modulu (P,Q),S) je osnutek urnika
in vma naslednye lastnosta: |

(V) (plvp?& I HOU) — (bplabp% RN 7bp'LL);

(vi) (e1,¢2,...,¢y) = (bq1,bq9,...,bq,);
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V primeru iz tabele 4 je p1 = py = pg = ps = 18, p3 = 27, ¢ = 27,
co = 36, c3 = ¢y = 18, dy = 44, dy = 22, d3 = 33. Ker je p) = bp) In
¢, = bq,, je b =9 in iz d, = ns, dobimo, da je n = 11. Lastnosti (iil) in
(iv) osnutka urnika sta izpolnjeni. Prav tako veljajo totke (v), (vi), (vii) in
(viil) trditve 4.

Z, uporabo izreka 1 dobimo analogen rezultat tudi za urnik.

3] Za vsak osnutek urnika D obstaja urnik T in Mmpmzuje
redukcija urnika T po modulu (P,Q),.S).

Izrek 5.

P, Q) ter S zfa/l,a da je D

Ker dokaz izreka 5 poteka enako kot dokaz izreka 3, ga lahko mirno
1izpustimo. Videli smo, da lahko urnik preoblikujemo podobno kot latinski
kvadrat. To preoblikovanje (redukcija) pa nam da idejo, kako sploh sesta-
vljati urnik. Najprej zasnujemo osnutek urnika, v katerem so uposfcevam
npr. vsi ucitelji slovenskega jezika skupaj, vsi matematiki skupaj, ..., vsi
dopoldanski razredi skupaj, vsi popoldanski razredi skupaj, ... Ko memmm
da je osnutek urnika ustrezen, ga dopolnimo do celotnega urnika.

Nekaj sivih las bo tudi po tem clanku, saj bi bil svet brez sivih las pac
prevec idealen, idealnega pa, kot sem povedala na zacetku, ni moc¢ dosedi.
Upam pa, da jih bo bistveno manj (sivih las namre¢), kar bi bil kar dober
zactetek. Tokrat brez definicij ...
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NENAVADNI INTERFERENCNI POSKUSI
INTERFERENCA DVEH FOTONOV

JANEZ STRNAD

PACS 42.50.Wm

Dvofotonske interferenc¢ne poskuse omogoca parametricno ojacevanje svetlobe, pri
katerem se podvoji valovna dolzina. Izide merjenja pojasni idealiziran poskus. Napoved:
je zanimivo primerjatl z racunom v okviru klasicne elektrodinamike in jih podpret: z
racunom v okvirn kvantne elektrodinamaike.

UNUSUAL INTERFERENCE EXPERIMENTS
TWO-PHOTON INTERFERENCE

| Two-photon interference experiments can be perfomed by means of down-conversion
of ight. Measurements can be interpreted by means of an idealized experiment. Predicti-
ons are compared with a calculation within classical electrodynamics and backed up with
a calculation within quantum electrodynamaics.

Nenavadn: interferenént poskust so doslej zajeli same enofotonske in
enodelcne poskuse. Pri njih merimo gostoto svetlobnega toka ali stejemo fo-
tone ali delce z enim merilnikom. Pritem oizidu poskusa odloca kolicina, ki
vsebuje produkt dveh amplitud. Preden do kraja iz¢rpamo zalogo nenava-
dnih poskusov te vrste, je vredno obdelati tudi kak dvofotonsk: ali dvodeléni
interferencni poskus. P11 poskusih te vrste zaznavamo fotone ali delce z
dvema merilnikoma in Stejemo koincidence. Pri tem o izidu poskusa odloca
kolicina, ki vsebuje produkt stirth amplitud. V zadnjem casu so naredili
prece] posrecenih dvofotonskih interferenénih poskusov, ki so pripeljali do
zanimivih merjenj. Po tej poti bomo tudi bolje razumeli ozadje izjav o in-
terferenci enega ali dveh fotonov [1]. Zelja, da bi v tem primeru sploh ne
uporabljali pojma foton, nas bi spravila v precejsnjo zadrego.

Vse interferencne poskuse pojasnimo z nacelom superpozicije. Pri dvo-
fotonskih in dvodelénih interferenc¢nih poskusih imajo bistveno vlogo dvo-
fotonska ali dvodelcna stanja, ki jih je E. Schrodinger pred ¢asom imenoval
prepletena in jih imel za znacilno potezo kvantne mehanike. Do srede osem-
desetih let je bilo dale¢ najpomembnejse prepleteno stanje singletno stanje
dveh fotonov ali elektronov [2]. Singletno stanje dveh fotonov nastane na
primer po dveh zaporednih prehodih atoma s sevanjem iz vzbujenega stanja
s spinom 0 prek vmesnega stanja s spinom 1 v osnovno stanje s spinom 0.

Od srede osemdesetih let dobijo prepleteno stanje na nov nacin. 7
ultravijolicno svetlobo obsevajo kristal, katerega dielektricnost je odvisna
od jakosti elektricnega polja, in se v njem zaradi parametricnega ojacevanja
podvoji valovna dolZina svetlobe. Misliti si smemo, da foton ultravijolicne

svetlobe rodi dva fotona rdece svetlobe v prepletenem stanju. Poskus te
vrste sta naredila R. Ghosh in L. Mandel leta 1987 |3].

Svetlobni curek iz ionskega argonovenega laserja z valovno dolZino
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Slika 1. Naprave pri dvofotonskem interferen¢nem poskusu R. Ghosha in L. Mandla: L
curek ultravijolicne svetlobe 1z argonovega laserja, K kristal litijevega jodata, Z zrcali,
I' interferenc¢ni filter, P fotopomnozevalki, O ojacevalnika, D diskriminatorja, Ko konver-
ter, S koincidenéni stevec [3].

351.1 nm je zadel poldrugi centimeter debel kristal litijevega jodata LilOsj.
Iz njega sta izhajala curka svetlobe z valovno dolZino 702 nm pod kotom
3,3° glede na smer vpadne svetlobe (sl. 1). Preostalo ultravijoli¢no svetlobo
so 1zlocili z zrcalcem. Curka sta se odbila na zrcalih, sla skozi interferencni
filter, ki je 1zlocil sipano ultravijoliéno svetlobo, in se sestala na 1,1 m odda-
ljeni ravnini pod kotom 2°. 7 leco so preslikali to ravnino v drugo ravnino,
v kateri so zajeli svetlobo po 0,14 mm debeli stekleni ploscici in jo vodili
na fotopomnozevalki. Celni ploskvi teh ploscic sta imeli vlogo vstopnih ze-
nic obeh merilnikov. Sunke iz merilnikov so ojacili, oblikovali in vodili na
vhoda pretvornika. Ta je dal digitalni podatek o ¢asu med obema sunkoma.
sunka, ki sta si sledila v manjSem casovnem razmiku od 5 ns, so steli kot
koincidenco. Merili so stevilo koincidenc v odvisnosti od razmika vstopnih
zenic merilnikov y9 — yy. Potem ko so izlocili nakljucne koincidence in te-
mni tok fotopomnozevalk, so dobili stevilo pravih koincidenc (sl. 2). Izidi
merjenja so se kar dobro prilegali napovedi.

Interferencne ,.slike” pri dvofotonskih poskusih ne moremo zaznati pri
opazovanju na enem samem zaslonu. Kamorkoli po zaslonu prestavimo
merilnik, povsod presteje v enakem casu enako stevilo fotonov. Dvofotonske
interferencne ,,slike” in dvofotonskih interferencnih ,prog” ni mogoce ujeti
na film. V teh zvezah imajo ,slika” in ,proge” drugacen pomen kot pri
enofotonskih interferenénih poskusih. ,,5liko” in ,,proge” je pri dvolotonskih
poskusih mogoce ugotoviti le tako, da hkrati zaznavamo fotone s prvim
in z drugim merilnikom in oboje neposredno primerjamo, torej opazujemo
koincidence.

Izid pojasnimo najprej z idealiziranim dvofotonskim interferencnim po-
skusom [4]. Pet vzporednih zaslonov je postavljenih v enakih razmikih /,
po dva in dva levo in desno od srednjega zaslona s svetlobnim izvirom, ki
seva na eno in drugo stran. Po skrajnem desnem zaslonu prestavljamo de-
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Slika 2. Izid merjenja pri poskusu R. Ghosha in L. Mandla. Na navpicno os je naneseno
stevilo koincidenc ma uro, na vodoravno os pa (y3 — vy1)/(M/a) z Al/a = 0,34 mm.
Sklenjena krivulja ustreza enacbi (4b) z Ay; = 0,14 m in ¢rtkana krivulja klasieni
napovedi (6). Merjenja se njemajo s kvantno, ne s klasi¢cno napovedjo [3].

sni merilnik, na primer fotopomnozevalko, in po skrajnem levem enak levi
merilnik. Med tema zaslonoma je na desni od zaslona z izvirom zaslon z
vzporednima rezama R in S v razmiku a simetrié¢no glede na os in na levi
enak zaslon z rezama S’ in R’ (sl. 3). Vzemimo, da v izviru seva atom, ki
miruje, hitro drugega za drugim dva fotona s priblizno enako energijo. Za-
radi ohranitve gibalne kolicine odletita fotona priblizno v nasprotnih sme-
reh. Ce gre desni foton skozi rezo R, gre levi skozi rezo R’, in ce gre desni
foton skozi rezo S, gre levi skozi rezo S’. V Schrodingerjevi sliki, v kateri si-
cer casovno odvisnost prevzamejo valovne funkcije, je za dvofotonski znacaj
poskusa odlotilno prepleteno stanje [4]:

¥ = —S[n(1)bn(2) + (1) (2) (1)

Pri tem opise 1 svetlobo, ki potuje proti desni, 2 svetlobo proti levi, indeksi
pa zaznamujejo ustrezno rezo. Stanja ni mogoce opisati samo s prvim ali
samo z drugim ¢lenom ali sploh s produktom teh stanj v krajevnem prostoru.

Naj bo atom, ki seva, v visini ¥ nad osjo. Razlika poti od izvira do
desnih rez merti:

1 1
[12 + ("2"@ + y)z]l/z — [12 + (5‘@ - ?/)2}1/2 =
= [[1 L + )2-—-—1 1(10,--« )2] = (a/l)
| 2(261 Y o\ Y Y,

ce je ¢/l = a < 1. K razliki poti od izvira do desnega merilnika v visini
y; nad osjo prispeva Se en tak ¢len, sorazmeren z 1y, tako da je skupna
razlika poti od izvira do desnega merilnika 671 = (a¢/l)(y + y1). Podobno
izracunamo razliko poti od izvira skozi zgornjo ali spodnjo rezo do levega
merilnika v visini y2 nad osjo: dr9 = (a/l)(y + y2).
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Slika 3. Pet zaslonov z 1zvirom I, paroma rez R i S ter S mm R’ in merilnikoma
P pri idealiziranem poskusu [4] (zgoraj) in neodvisna izvira R in S v klasi¢nem in
kvantnoelektrodinamiénem rac¢unu (spodaj).

Amplitudo valovanja ob desnem merilniku sestavimo kot vsoto amplitud
za pot skozi rezo R in za pot skozi reZzo 5, saj ne moremo ugotoviti,
skozi katero rezo gre valovanje. Polovico fazne razlike pripisemo eni, drugo
polovico pa drugi poti. Tako je amplituda valovanja ob desnem merilniku

SOTazZinerna 7z

oilk(r8r/2)wt] | Gilk(r=57/2)—wt] o 5 COS(%%H)_ (2)
Pri tem je k = 27 /A in smo nazadnje izraz z imaginarnim eksponentom

etlhr=wt) skrili kar v sorazmernostni koeficient, ker bo dal 1, ko bomo raéunali
kvadrat absolutne vrednosti amplitude. Podobno je amplituda v valovanju
ob levem merilniku sorazmerna z 2 cos (kdrsy).

Visine sevajotega atoma Vv izviru v resnici ne poznamo. Atomi so
porazdeljeni po vsem izviru, za katerega vzamemo, da sega od -——--%-—b pod
osjo do %—b nad njo. Zato moramo upostevati vse mogoce visine sevajocih
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atomov in sesteti prispevke k amplitudi iz vseh delov izviras:

M]H

() o / cos [~ k(a/1)(y + y1)]dy = (41 kab)sin (L kab/l)cos(%—k:ayl /0.
——l-b |

(3)

Pri zelo majhnem izviru, ko velja b/l < A/a, preide enacha v

U(1yq) cos(-—%—kayl/l). (3a)

Gostota svetlobnega toka je sorazmerna s kvadratom absolutne vrednosti
amplitude: cos? (3kay;/l). Na desnem zaslonu dobimo v tem primeru znano
Youngovo interferencno sliko, znacilno za enofotonski interferencni poskus.
V njej se vrhovi pojavijo pri visinah, za katere velja y;1 = NAl/a, ¢e je N
= 1, 2, ... Pogoj smo vajeni zapisati v obliki a3 = N A, ki velja, ce je kot
B = 41/l dovolj majhen. Racun bi lahko ponovili tudi za levi zaslon. Tudi
na njem bi opazili Youngovo interferenéno sliko cos® (skaya/1).

Pri zelo velikem izviru, ko velja b/l > A/a, postane amplituda ¥(y; )
zelo majhna. To velja tudi za amplitudo ¥(y,). Na desnem in levem zaslonu
zgine interferencna slika, ker prispeva k njej svetloba iz razli¢nin delov izvira,
ki jim ustrezajo razliéne razlike poti.

Po nacelu superpozicije se v naslednjem koraku zanimamo za produkt
obeh amplitud. V splosnem moramo upostevati prispevke iz vseh delov
izvira in tore] integrirati po izviru:

1 ! 1 1
V(y1,y2) o © COS [§k(a/1)(y + y1)] - cos [“Qf‘k(a/l)(y + 12)]dy =
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= —sin [=k(a/l)b] - cos[=k(a/l)(y1 + y2)] + 5 CO8 [‘Q“k(a/l)(QZ - y1)] (4)

Pri zelo majhnem izviru, ko velja b/ < )x/a,7 preide amplituda v

U (y1,y2) X cos %k‘(a/l) cos —k(a/l)ys o< U(y1)¥(ys). (4a)

V tem primeru dobimo na levem in na desnem zaslonu obicajni Youngovi
interferencni sliki.

Drugade je pri zelo velikem izviru, ko velja b/l > A/a in preostane samo
drugi ¢len v enachi (4):

W(y1, ) o cos [ k(a/1)(y2 — 1)) (4b)
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V tem primeru niti na levem niti na desnem zaslonu ne opazimo Youngove
interferencne slike. Zasledimo pa pojav nove vrste, ¢e opazujemo hkrati na
obeh zaslonih in ugotavljamo koincidence obeh merilnikov. Verjetnost za
koincidenco je

U(y1, y2)|"dyrdys o cos® [Sk(a/1)(yz = v1)]dyrdy,; =

— %{1 + cos [k(a/l)(y2 — 11)]}dy1dy2, (5)

ce sta dyy in dy, zelo majhni sirini vstopnih zenic obeh fotonskih merilnikov.
Nazadnje smo zapisali verjetnost za koincidenco v obliki, ki jasno pokaze,
da dobimo veliko koincidenc, ¢e velja y; — 71 = N Al/a, a da ni koincidenc,
ce velja yg — y1 = (2N + 1)Al/2a.

Fotona z veliko verjetnostjo zadeneta zaslon v blizini tock, v katerih

je razlika poti skozi rezi R-S in skozi rezi R'-S’ enaka celemu veckratniku
valovne dolzine. To nenavadno spoznanje si je mogoce nazorno pojasniti s
predstavo, da je s tem, ko zadene eden izmed fotonov prvi zaslon v doloceni
tocki, povezana amplituda s sinusno odvisnostjo za lego sevajocega atoma —
nekaksna navidezna uklonska mrezica. Prek nje postane lega tocke, v kater:
drug foton zadene drugi zaslon, odvisna od lege prve tocke, ko ugotavljamo
koincidence. Racun za idealizirani poskus jasno pokaze, da se enofotonska
interferencéna slika in dvofotonska interferencna , slika” izklju¢ujeta. Ce je
izvir dovolj majhen, da opazimo prvo, ne moremo opazovati druge, ¢e je
izvir dovolj velik, da opazimo drugo, pa ne moremo opazovati prve.
Do enakega sklepa pripelje tudi Heisenbergova neenaéba za precno
koordinato in pre¢no komponento gibalne kolicine. Za nedolocenost precne
koordinate postavimo visino izvira b in za nedolocenost ustrezne komponente
gibalne kolitine kar §p = hdk. Iz b6k~ 1 pri velikem izviru, ko velja b >> Al /a,
za relativno nedolocenost sledi 6k/k < a/l. Svetloba pride do ene ali
druge reze, ne pa do obeh hkrati, tako da ne moremo opazovati enofotonske
interferenéne slike. Nasprotno pa pri majhnem izviru, ko velja b < Al /a, za
relativno nedolocenost sledi 6k/k > a/l. Svetloba pride do obeh rez hkrati
in lahko opazujemo enofotonsko interferencno sliko na enem ali drugem
zaslonu. Vendar ni mogoce zagotoviti, da gre drugi foton skozi rezo R’, ¢ce
gre prvi skozi rezo R, in da gre drugi foton skozi rezo S, ¢e gre prvi skozi
rezo 5. To pa pokvari dvofotonsko prepleteno stanje (1).

Pri pravem poskusu Sirina vstopnih zenic ni zelo majhna. Nezahteven
racun da pri enako sirokih vstopnih zenicah Ay = Ays:

i

U1 +y1 /2 v +Ay, /2

}@{yh yZ)lzd?jl dyg X
v1—Ay1 /2 ya—Ays 2 <5>

cos [(a/1)(y2 — 1)1} (Ay1)”.
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Interferencna , slika” je zaradi tega nekoliko zabrisana. Idealizirani poskus,
ki dopusca pregledne racune, brez tezav prevedemo v opisani poskus, ce
levo polovico naprave v mislih preklopimo na desno in namesto rez, ki ju
osvetljuje izvir, mislimo na atoma, ki sevata neodvisno drug od drugega, ali
na neodvisna izvira iz velike mnozice atomov.

Kaj pa napove pri takem poskusu klasicna elektrodinamika? Opazujmo
valovanji iz dveh neodvisnih svetil R in 5, ki interferirata na oddaljenem
zaslonu v tocki z visino yq [5]. Jakost elektricnega polja na zaslonu sestavimo
iz prispevkov dveh atomov (sl. 3) tako, da nekoliko razsirimo enacho (2):

ev——
Swbve————

E(yy) = ERlei[k'(7~+5T2/2)“wt+¢] 1 Eslei[k(rm5r2/2)mwt+9]

_ ei(krmwt)[ERlei(k5T1+gb) + ESlei(%kng—*—Q)]. (2;)

Fazna razlika v enem in drugem valovanju je znacilna za neodvisno sevajoca
atoma 1n amplitudi £Fry in gy sta realni. Po stari navadi polovico razlike
potl pripisSemo prvemu, drugo polovico pa drugemu prispevku. Kvadrat ab-
solutne vrednosti F(y1)*E(y1) = F&, + ES, + 2Fr1 Esy cos (kéry + ¢ — 0)
zapisemo kot j(y1) = Jr1 + Js1 + 24/JR1Js1 cos (kdry — @ + 8), e zaznamu-
jemo z j ustrezno gostoto svetlobnega toka 1z enega atoma. Gostoto sve-
tlobnega toka, ki ga izmeri merilnik, dobimo kot povprecje po mnozici ato-
mov. Vzemimo, da sevata izvira stacionarna svetlobna tokova, ki imata na
zaslonu gostoti (jr1) in (Js1). Fazna razlika ¢ — 6 za razlicne pare atomov
zavzame vse mogoce vrednosti na intervalu od 0 do 27, tako da je povprecje
kosinusnega ¢lena enako nic¢: (j1) = (Jr1) + (Js1). Ni enofotonske interfe-
rencne slike.

V tocki z visino yp zapisemo kvadrat absolutne vrednosti E(yq)* E(ys)
kot 7(y2) = Jr2 + Js2 + 2+/JR2Js2 cos (kéry — ¢ 4+ 0). Drugi merilnik v te;
tocki meri gostoto svetlobnega toka (j(yz)). Ker sta oba merilnika v majhni
razdaljl v primeri z oddaljenostjo od izvirov, pri gostotah svetlobnih tokov
ni treba razlikovati med indeksom 1 in indeksom 2. Korelacijo med obema
merilnikoma podaja koli¢ina:

(3(y1)i(y2)) = (Jra) + (Us1) + 2(jr1) (Js1) cos [k(a/T)(y2 — y1)];
ce vstavimo ér9 — éry = (a/l)(yy — y1). Vsi drugi cleni pri racunanju pov-

precja cez mnozico zaradi spremenljive fazne razlike ¢ — 6 nic ne prispevajo.
Ce sta tokova stacionarna in sta izvira R in 5 enaka, imamo naposled

(3(0)3(u2)) o< 14 5 cos K(a/D(ur — va). (6)

Koeficient pred kosinusom je manjsi od -%—, ce izvira sevata razlicni gostoti
svetlobnega toka. Klasi¢na interferencna ,,slika” pri dvolfotonskem poskusu
je vselej bolj zabrisana kot kvantna. Zaradi koncne Sirine vstopnih zenic
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se tudi pri tem pred kosinusnim ¢lenom pojavi enak dodatni faktor kot v
enachi (5H).

Nazadnje nakazimo Se racun v okviru kvantne elektrodinamike. Del
operatorja jakosti elektricnega polja s pozitivnimi frekvencami |6] razdelimo
na prvi ¢len, ki zadeva sevanje atoma R, in na drugi, ki zadeva sevanje
atoma 5:

Fal

Et(y;) = are™®rrr1 4 ggetksrst, (7)

adr in as sta anihilacijska operatorja, konstantni koeficient in casovno od-
visnost pa smo izpustili. Gostoto svetlobnega toka v tocki z visino y; da
povpreéna vrednost operatorja £~ (y) Lt (y1), ki smo ga spravili v zvezo s
fotonskimi korelacijami prvega reda [6]. Gostoto koincidenc da povpreéna
vrednost operatorja E”(yl) """(@/2)E*’(yg)ﬂj”"‘(yl)7 ki smo ga spravili v zvezo
s fotonskimi korelactjamt drugega reda. Povprecni vrednosti izracunamo za,
prepleteno stanje |Irlg) = |1)r|l)s. Prvi del tega Fockovega stanja za-
deva sevanje atoma R in drugi sevanje atoma 5. Dela lezita v dveh razliénih
Hilbertovih prostorih, v katerih delujeta operatorja ar in ag. Tako stanje
ustreza stanju (1) v krajevnem prostoru. Pri tem je v Heisenbergovi sliki,
v kateri sicer casovno odvisnost prevzamejo operatorji, odloéilen za dvofo-
tonski znacaj poskusa 1z dveh delov sestavljeni operator jakosti elektricnega
polja (7). Za gostoto energijskega toka dobimo konstanto, za gostoto koinci-
denc pa enacbo (4b). To nas preprica, da smo ravnali prav, ko smo pri idea-
liziranem poskusu rac¢unali s produktom amplitud, medtem ko v klasi¢nem
racunu uporabimo produkt gostot svetlobnega toka.

L

LITERATUI

1] R. Glauber, Diracov slavni rek o interferenci: foton ali dva? Obzornik mat. fiz. 42
(1995). |

2] J. Strnad, Fizika, 3. del, DZS, Ljubljana 1988, str. 285.

3] R. Ghosh, L. Mandel, Observation of nonclassical effects in the interference of two

photons, Phys. Rev. Lett. 59 (1987) 1903; R. Ghosh, C. K. Hong, Z. Y. Ou, L. Mandel,
Interference of two photons in parametric down conversion, Phys. Rev. A 34 (1986)
3962.

[4] D. M. Greenberger, M. A. Horne, A. Zeilinger, Multiparticle interferometry and the
superposttion principle, Phys. Today 46 (1993) 22 (8); M. A. Horne, A. Shimony, A.
Zetlinger, Two-particle interferometry, Phys. Rev. Lett. 62 (1989) 2209.

5] L. Mandel, Photon interference and correlation effects produced by independent quan-
tum sources, Phys. Rev. A 28 (1983) 1983.

(6] J. Strnad, Na pot v kvantno elektrodinamiko, DMFA, Ljubljana 1986, str. 116, 140,
143.

'Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 4 | 125



LAVRIC, B.,
Postdiplomski sen
1995, 154 str.

1nar 1z matematike, DMF

(TORSKI PROSTORI,

A\ Sloven ﬁ e, L j ub Ej ana,

/acetek teorije o delno urejenih vektorskih prostorih sega v drugo po-
lovico tridesetih let tega stoletja. Splosna teorija, ki je nastajala v okviru
funkcionalne analize, se je kmalu osamosvojila, vendar se z njo vseskozi te-
sno povezuje. Knjiga podaja pregled najpomembnejsih rezultatov predvsem
algebraicnega dela teorije. Nastala je po predavanjih, ki jih je imel avtor v
Solskem letu 1994/95 na tretji stopnji $tudija raziskovalne smeri matema-
tike.

Delo je razdeljeno na osem poglavij. BeZno si oglejmo, kaj obravna-
vajo. Prvo poglavje podaja osnovne lastnosti delno urejenih mnozic. Pi-
sec nam predstavi posplositev Dedekindove konstrukcije realnih stevil iz
racionalnih na delno urejene mnozice. V razdelku o upodobitvi distribu-
tivne mreZze dokaze znameniti Stoneov izrek o upodobitvi Boolove algebre.
Drugo poglavje obravnava temeljne lastnosti delno urejenih vektorskih pro-
storov. Najpomembnejsi rezultat poglavja pravi, da za vsak krepko arhi-
medski delno urejen vektorski prostor obstaja Dedekindova napolnitev. Tre-
tje poglavje se loteva Rieszovih prostorov (ali vektorskih mrez). Delno ure-
jen vektorski prostor je Rieszov prostor, kadar je mreza, torej takrat, ka-
dar ima vsak par elementov najveéjo spodnjo mejo (infimum) in najmanjso
zgornjo mejo (supremum). Pisec geometrijsko opise stozce, ki v vektorskem
prostoru dolocajo strukturo Rieszovega prostora. Poglavje sklene z razdel-
kom o (o-) Dedekindovo polnih Rieszovih prostorih. V éetrtem poglavju
so podrobneje obdelani ideali in pasovi v Rieszovih prostorih. Spoznamo
tudi, kako delno uredimo kvocientni prostor delno urejenega vektorskega
prostora. Pozitivne preslikave med Rieszovimi prostori so tema petega po-
glavja. Med drugim se seznanimo z Rieszovimi homomorfizmi, tj. line-
arnimi preslikavami, ki ohranjajo mrezni operacijl infimum in supremum.
Sesto poglavie obravnava projekcijske lastnosti Rieszovih prostorov. Freu-
denthalov spektralni izrek je eden najpomembnejsih rezultatov v knjigi. V
naslednjem poglavju avtor najprej razisce osnovne lastnosti praidealov in
maksimalnih idealov, nato nas seznani s pojmom spektra Rieszovega pro-
stora. V zadnjem, verjetno najzahtevnejSem poglavju pa se posveti upo-
dobitvam Rieszovih prostorov. Dokaze pomembne rezultate japonskih ma-
tematikov Amemiye, Yoside, Maede in Ogasaware. Med konkretnimi pri-
meri Rieszovih prostorov je v knjigi podrobneje obdelana druZina funkeij-
skih prostorov.
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Delo je napisano natancno in jedrnato. Izbrusen slog pisanja, skrbno
izbran vrstni red podajanja snovi in kratki pretehtani dokazi rezultatov so
znane avtorjeve znacilnosti. Vendarle pa mora bralec, kot je obicajno za

tovrstne publikacije, marsikatero podrobnost razjasniti sam. Poleg tega je
ov 1z linearne

za, razumevanje knjige potrebno poznavanje osnovnih pojn
algebre, topologije in funkcionalne analize.

yrnovsek

- nije, Ljubljana, 1995

dipl. semi
str.

V matematiki se veckrat primeri, da se za vec na pogled zelo raznorod-
nih problemov izkaze, da imajo ,isto korenino”, to je, da se dajo prevesti na
skupen osnovni problem. Taka skupina problemov je posebno opazna takrat,
ko tistega osnovnega problema daljsi ¢as nihc¢e ne zna resiti. Pricujoca
knjizica prikazuje enega takih primerov. Osnovni problem je topoloskiin je
znan pod imenom, ki je naslov knjizice.

Povejmo na kratko, za kaj gre. Najbolje bo, ¢e zacnemo kar z istim
problemom, kot pisec knjizice. Ta problem je postavil Hamilton v drugi
polovici prejsnjega stoletja. Na videz ni v nikakrsni zvezi s topologijo: za
katera naravna Stevila n je mogoce na evklidskem prostoru IR™ definirati
tako bilinearno (a ne nujno komutativno ali asociativno) mnoZenje vektor-
jev, da dobimo realno algebro brez deliteljev nica? Iz prejsnjih stoletij so
znane taksne algebre za n = 1 (realna stevila), n = 2 (kompleksna stevila),
n = 4 (Hamiltonovi kvaternioni) in n = 8 (Cayleyevi oktonioni), nikomur
pa se ni posrecilo konstruirati take algebre za kak drug n.

In zdaj k topologiji! 7Za vsako naravno stevilo n naj 5" oznacuje
n-razsezno enotsko sfero, to je mnoZico toék v prostoru R™!. ki so za 1
oddaljene od izhodisc¢a. Okoli leta 1935 je svicarski matematik Heinz Hopf
definiral pravilo, po katerem vsaki zvezni preslikavi f: 54" 1 — 5™ (n > 1)
pripada ,, karakteristi¢no” celo stevilo, ki ga da,n@S imenujemo Hopfova in-
mrianm preslikave f in ga oznacujemo s H(f). Hopf je dokazal, da je
H(f) = H(g), te sta preslikavi f,g:5%""! — 5™ homotopni; da za vsak
f §2n=1 _, g7 in vsako celo stevilo k obs‘ta,j& tak ¢g: 54" — 57 da je
H(g) = k H(f) (v resnici je pokazal ve¢: H dolota homomorfizem  homo-
mpbke grupe mo,—1(5") v aditivno grupo celih $tevil); da je H (f) =0, ce
je stevilo n liho; da za vsak sod n zavzame ,funkcija” H vrednost 2 (in
zato vse sode vr ednosm}ﬁ in da H zavzame mdg vrednost 1 (in zato vse cele
vrednosti), ce na IR™ obstaja struktura realne algebre brez deliteljev nica,
tore] vsaj za n = 2,4,8. Problem Hopfove invariante 1 je: dokazati, da
samo za n € {2,4,8) obstaja taka zvezna preslikava f:5%" ! — 57 da je
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H(f) = 1, ali — ekvivalentno — da med evklidskimi prostori samo R, IR?,
R* in IR® dopuscajo strukturo algebre brez deliteljev ni¢a. Ta problem je
resil angleski topolog Frank Adams leta 1960. Njegov dosezek velja za enega
velikih triumfov matematike v tem stoletju.

V pricujoci knjizici je natancneje razlozeno vse, kar smo povrsno po-
vedali zgoraj, in prikazan je dokaz Adamsovega izreka; ne originalni dokaz,
temve¢ kasnejsa poenostavitev, ki jo je prispeval drug znamenit (libanon-
sko-)angleski topolog Michael Atiyah. Knjizica je napisana za bralca, ki je
seznanjen z osnovami splosne, geometricne in algebrai¢ne topologije (npr. za
diplomanta teoretske smeri studija matematike na ljubljanski univerzi); po-
sebej, pisec pricakuje, da bralec pozna pojme: mnogoterost, CW kompleks,
homotopska grupa, (ko)homoloska grupa. Drugi potrebni (Se vedno dokaj
osnovni) pojmi algebraiéne topologije so v knjizici razloZeni, seveda samo
v obsegu, ki je potreben tu, in veéinoma brez podrobnih dokazov: koho-
moloski produkt in kohomoloski kolobar, kohomoloske operacije in Steen-
rodovi kvadrati, vektorski sveznj in njihova homotopska klasifikacija, to-
poloska K -teorija, Adamsove operacije, Puppejeva eksaktna zaporedja. Vse
to sestavlja dokaz Adamsovega izreka v sirSem pomenu besede; dokaza v
oZjem pomenu je samo za dve strani.

Mislim, da je pisec dokaj posreceno izbral, koliko povedati o vsaki stvari
in kaj izpustiti. Izognil se je nevarnosti, da bi se delo izrodilo v nastevanje
definicij in dejstev, in tudi nevarnosti, da bi s podrobnostmi preutrudil tudi
najbolj motivirane bralce. Knjizico toplo priporocam vsakomur, ki bi se
zelel posvetiti topologiji. Tu se bo po bliznjici seznanil s celo vrsto pojmov
in resnic, ki jih bo prej ali slej potreboval; ¢isto brez truda pa seveda tudi tu
ne bo slo in poleg tega bo marsikaj treba kasneje temeljiteje prestudirati v
primernem ucbeniku. Za povprecénega matematika, ki ne ve nic¢ ali skorajnic
o algebraicni topologiji, bo ta knjizica pretrd oreh. Toda tudi tak bo lahko z
zanimanjem prebral prvo, uvodno poglavje, v katerem je zastavljen osnovni
problem, in 5., zadnje poglavije, v katerem je prikazanih nekaj primerov
uporabe Adamsovega izreka; gre za tele probleme, ki imajo ,,isto korenino”
kot problem Hopfove invariante 1: 1) Katere sfere 5™ je mogoce opremiti
s strukturo zvezne grupe ali polgrupe z enoto, ali sirse, na katerth 5" je
mogoce definirati zvezno mnozenje tako, da bo obstajal nevtralni element?
2) Katere sfere so paralelizabilne? 3) Na katerih prostorih R™ (ali C™)
obstaja vektorski produkt, podoben obicajnemu vektorskemu produktu na
R°? 4) Katere sfere dopuscajo skoraj kompleksno strukturo? 5) Pri katerih
naravnih stevilih 7 in n (r < n) ima splosni sistem 7 linearnih enacb z
n neznankami (torej sistem, v katerem so koeficienti spremenljivke) kako
resitev, ki je zvezno odvisna od koeficientov?

Joze Vrabec
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Lani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
vclanilo 41 novih ¢lanov, drustvo je zapustilo 61 ¢lanov. Novi ¢lani drustva
SO

1714. 1735. ?AHOVNH& Jana
1715 UER Polona 1736. PERHAVEC Suzana
1716. BO ‘ Bostjan 1737. ]3“_1 ELIN Boris
1717, ] I V Ums 1738. POTOCAR. Jozica
1718. COKAN Tomaz 1739. PREGL Majda
1719. CAMP LLJ Borut 1740. ROVTAR Joze
1720. CEBULAR, Anja 1741. SOTLAR Romualda
1721. :)OLINA Gregor 1742. STEFANOVSKA Aneta
1722. DOMINKO Ciril 1743. SENK Matija
1723. FAJMUT Angela ~ 1744. SKRINAR- MMMC Majda
1724. FRANTAR Sasa 1745. TKALCIC Diomira
1725. GOLEYZ Tine 1746. TURNSEK Aleksej
1726. GREGORCIC Emi 1747. ULES Vanja
1727. HAJNSEK Ales 1748. URSIC Marko
1728. RZECA Lojzka 1749. V;SMGAJ Spela
1729. ILDE Frank 1750. VRECAR SH};’IOH
1730. KIT ',...,k Marija 1751. ZALAR Borut
1731. LEDINSEK Biserka 1752. ZAGAR umﬂ
1732. MIDDEN Van Dr.Ir.H. J. P.  1753. ZUMER Iva
1733. MIZORI-ZUPAN Tatjana 1754. ZVANUT Breda

RI Danuska

Martina Koman

onomov Slovenije,

V skladu s pravili o podeljevanju priznanj uciteljem matematike, fizike,
astronomije in racunalnistva za delo z mladimi lahko prejme priznanje ¢lan
DMFA Slovenije, ki

- s svojim delom izboljsa pouk matematike, fizike, astronomije ali racu-
nalnistva v osnovni ali srednji soli,

- razsirja zanimanje za svo] predmet med ucenci, jih uspesno uci, vodi in
usmerja njihovo delo v krozkih, tako da dosegajo vidne uspehe v soli in
na tekmovanjih,
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- sodeluje s clanki, ucbeniki in drugimi u¢nimi in strokovnimi knjigami
predvsem pri drustvenih publikacijah in s tem izdatno prispeva k po-
pularizaciji svojega predmeta ali k izboljsanju poucevanja.

Podruznice DMFA Slovenije, aktive matematikov in fizikov na Solah
in posamezne clane drustva prosimo, da posljejo do 1. oktobra 1995
pisne predloge z osebnimi podatki kandidatov in podrobnimi utemeljitvami
njihovega dela Komisiji za pedagosko dejavnost DMFA Slovenije, 61111
Ljubljana, Jadranska 19, p.p. 64. |

~Ivana Mulec

VABILO

Upravni odbor Drustva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije v
sodelovanju z Zavodom RS za Solstvo in Sport vabi vse matematike, fizike
in astronome na

DELOVNO SRECANJE IN 47. OBCNI ZBOR DRUSTVA,
ki bo 20. in 21. oktobra 1995 v hotelu Lek v Kranjski gori.

Program:

petek, 20.10.1995 dopoldne

Fizika uporabna matematika pedagoska matematika
9.00 Norma Manko¢ Borstnik: Toma? Pisanski: Zlatan Magajna:
All je prostor-cas, v - Mostovi med geometrijo Al lahko ué¢imo mate-
katerem Zivimo, ve¢ kot  in grafi matiko?
stirirazsezen” |
10.00 Lidija Babié: Vladimir Batagel;: Peter Legisa:
Viteski turnir mladih Razvrs¢anje v skupine Znanje matematike v
fizikov srednjl Soh
11.00  Clani maturitetne Dusan Pagon: Mara Coti¢, Tatjana
skupine: Razgovor o Matematika z elektron- Hodnik:
maturl 1z fizike skim1i preglednicami Spremembe pouka na

zacetku solanja

popoldne

16.00 Janez Strnad: Jozef Stefan, ob 160-letnici rojstva
17.30 Joze Rakovec: Od Navier-Stokesove enac¢be do napovedi vremena

sobota, 21.10.1995

9.00 Obcni zbor |
14.00 Ekskurzija, obisk Stefanove rojstne hise pr1 sv. Petru v Celovcu

Predsednik DMFA Slovenije
FEgon Zakrajsek
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