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MATEJ BRESAR

Math. Subj. Class. (1991) 17B60, 16550, 16 W10

Clanek predstavi pojem Liejevega ideala asociativnega kolobarja. Izpeljana je pove-
zava 7z dvostranskimi ideali. Na primeru kolobarja kvadratnih matrik je prikazana upo-
rabnost te povezave.

LIE IDEALS

The paper presents the notion of a Lie 1ideal of an associative ring. T'he connection
with two-sided i1deals is derived. The applicability of this connection 1s illustrated on the
ring of quadratic matrices.

Naj bo K asociativen kolobar. Element

h’/y:} = LY — Yy

imenujemo komutator ali Liejev produkt elementov 2z in y iz K. V K nado-
mestimo prvotni produkt z Liejevim produktom, seStevanje pa ohranimo.
Ker ocitno veljata enakosti [z + vy, 2] = [z, 2| + |y, 2] in |z,y + 2] = |z, y] +
+ |z, 2], sta izpolnjena distributivnostna zakona. Vendar novo mnozZenje ni
nujno asociativno. Tako K v splosnem postane neasociativen kolobar. Po
drugil strani pa ima Liejevo mnoZenje nekatere lepe lastnosti, ki-jih asocia-
tivno mnozenje ponavadi nima. Tako velja:

z,z] =0,

Prvi formuli sta oc¢itni. Zadnjo, ki se imenuje Jacobyjeva identiteta, p
rimo z racunom.
Zapisimo se pomembno formulo

z,yz] = |z, ylz + ylz, 2],

ki povezuje Liejev produkt s prvotnim, asociativnim produktom.
Vsako podmnozico kolobarja K, ki je za sestevanje podgrupa K in je
zaprta za Liejev produkt, imenujemo Liejev podkolobar kolobarja K. V

' Omenimo naj, da vsak (v splo§nem neasociativen) kolobar, v katerem ima mnoZenje
nadtete tr1 lastnosti, imenujemo Liejev kolobar. Druga formula se v definicij sicer ne
navaja, saj sledi neposredno iz prve formule. Teorija Liejevih kolobarjev in algeber
je pomemben del algebre.

N
by
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okviru teorije asociativnih kolobarjev se o splosnih Liejevih podkolobarjih
ne da povedati prav veliko. To pa ne velja za posebno zvrst Liejevih
podkolobarjev, ki jih obravnava ta ¢lanek. Vpeljimo jih:

Definicija. Naj bo £ podmnozica a,soc1a,tlvnega kolobarja K. Ce je L
72 Sesteva,nje podgrupa K in ¢e za poljubna a € L in z € K velja |a,z] € L,
potem L imenujemo Liejev ideal kolobarja /.

Oglejmo si nekaj primerov Liejevih idealov. Prva dva sta takojrazvidna.

Primer 1. Vsak dvostranski ideal je tudi Liejev ideal.

Primer 2. Center Z(/X) kolobarja /C je Liejev ideal. Prav tako je Liejev
ideal tudi vsaka podmnozica centra Z(/A), ki je za sestevanje podgrupa /.

Primer 3. Iz danih Liejevih idealov £ in L, kolobarja K lahko
konstruiramo nova Liejeva ideala. Prvi je vsota L1 + L9 = {aq1 + agla; €
Lq,a9 € Lo}. Oznatimo z [Lq,Ls] podgrupo K za seStevanje, generirano z
vsemi komutatorji oblike [aq, as], kjer je ay € L1 in ag € Lo ([L1, L2] je tore]
mnozica vseh vsot takih komutatorjev). S pomotjo Jacobijeve identitete
vidimo, da je [£1, L5] Liejev ideal. Dvostranska ideala 77 in 74 tako porodita
Liejev ideal |71,7Z5], ki ni nujno dvostranski ideal (glej naslednja primera).

Primer 4. 7 M,, bomo oznacevali kolobar kvadratnih matrik reda n >

2 z elementi iz obsega 0. Zaradi enostavnosti se bomo omejili na primer, ko
je O =R ali O = €, ¢eprav marsikaj v nadaljevanju povedanega (vkljuéno
z naslednjimi vrsticami) velja tudi za splosnejse obsege.

Spomnimo se, da vsotl vseh diagonalnih elementov kvadratne matrike
pravimo sled matrike. Sled matrike A bomo oznacevali s sl(A). Preslikava
A +—— sl(A) je o¢itno linearen funkcional na prostoru M,,. Jedro tega
funkcionala, torej mnozico vseh kvadratnih matrik reda n s sledjo 0, bomo
oznacevali s sl,*. Jedro vsakega netrivialnega linearnega funkcionala na
M,,, tako tudi mnozica sl,,, je vektorski podprostor M, razseznosti n* — 1.
Znano formulo sl(AB) = sl(BA), ki velja za poljubni matriki A, B € M,,,
lahko zapisemo v obliki sl([A, B]) = 0. Od tod takoj sledi, da je sl, Liejev
1deal kolobarja M,,. Sploéneje vsaka. podmnoiica M., ki vsebuje sl,, in je
| podgmpd za sestevanje, je Liejev ideal. Taka je npr. mnozica vseh matrik
\,, s celodtevilskimi sledmi, ki se bo pojavila tudi v nadaljevanju (glej
posledlco 3).

Pokazimo, da je sl, = [M,, M,]. Ker je sled vsakega komutatorja
enaka 0, je seveda [M,, M,] C sl,. Oznacimo z F;; matriko, ki ima na

e arr——

LR

kriziséu e-te vrstice in j-tega stolpca element 1, povsod drugod pa nicle.
Unija mnozice vseh matrik oblike F;;, kjer ¢« # 7, z mnoZico vseh matrik

oblike Fi1 — E;;, kjer 1 # 1, ima n* — 1 elementov, je linearno neodvisna in

2 Oznaka je kratica za specialna linearna Liejeva algebra; podobnost z besedo sled je
le nakljucna.
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je vsebovana v prostoru sl,. Zato je baza tega prostora. Iz enakosti £;; =
= [Fij, F;;], ki velja za @ # 7,in Eyy — By = {EME@}L ki velja za 2 # 1,
hwb@zemg da je ta baza vsebovana v [M,, M,]. Kez je M, M,] otitno
vektorski podpmsmﬁ M,,, od tod sledi sl, C M, M)

Mimogrede omenimo zanimiv in jmm@mb@n mimef Liejevega p@dkd@—
barja kolobarja M,,, ki pa ni Liejev ideal. To je mnoZica vseh posevno si-
metriénih matrik, torej matrik A z lastnostjo AT = —A, kjer AT oznacuje

transponirano m&tnk@ matrike A.

H| = a1+ bj + ckla,b,c € R

obseg realnih kvaternionov. Lahko je videti, da

}.

Primer 6. Naj bo /C poljuben kolobar. 5 7 oznacimo podgmpa IC za,
seStevanje, generirano z vsemi idempotenti iz . Pokazimo, da je P Liejev
zdea} kolobarja /C. Oc¢itno je d@‘m}jj Ce preverimo, da za polmbmg element z

)IC in poljuben miempomm p iz KC velja |p,z] € P. Racun pokaze, da sta
p1 = p+ pz — prpin py = p + zp — pzrp idempotenta. Zato je i,z = p1 —
—po € F.

Primer 7. 7 izrazom komutativen Liejev ideal seveda mislimo na Liejev
1deal, v kdﬁemm poljubna elementa komutirata. Oglejmo si primer. Naj bo
koiobm kvadratnih matrik reda 2 z elementi iz obsega s karakteristiko 2
(za vsak element a iz obsega torej velja a = —a). Z L 0zNaCIMo MNOZICo
VS@h matrik oblike

Lahko je mevmﬁﬁ da je £ komutativen Liejev ideal, ki ni vsebovan v Z(K).
Ta primer je zanimiv v povezavi z lemo spodaj.

Enostavnejsi primeri komutativnih Liejevih idealov so podmn@zm cen-
tra kolobarja, ki so podgrupe za sestevanje. Pokazimo, da so pri razmeroma
sibkih pogojih le-te tudi edini primeri.

Lema. Naj bo K kolobar, v katerem je afa # {0} i 2a # 0 za
vsak neniceln a € K. Potem je vsak komutativen Liejev ideal kolobarja JIC
vsebovan v Z(IC).

Dokaz. Naj bo £ komutativen Liejev ideal kolobarja /.
poljuben element a € £ in dokaZimo, da a € Z(K).

Ker je mnozica |a, /| vsebovana v L, vsi njeni elementi komutirajo z
1z formule [a, zy| = [a, z]y + z[a,y] zato sledi, da je a(|a, x|y + z|a, y]) =
= (la,z]y + z|a,y])a za vse z,y € K. Ker a komutira tudi z |a, 2] in [a;jg;}?
lahko to enakost zapisemo v obliki 2[a, z]la,y] = 0. Po predpostavki je to
mogode le takrat, ko je [a, z][a,y] = 0. Ce v tej enakosti zamenjamo y z yz

1zberimo

> Kolobarje K z lastnostjo aKa # 0 za vsak ¢ # 0 imenujemo polprakolobarji. V
iteraturi se kot defimcija pogas’ae}e navaja ekvivalentni pogoj, da K ne vsebuje
nilpotentnih idealov.
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in uporabimo formulo [a,yz] = [a,y]z + y|a, 2], dobimo |a, z|K|a,z] = {0}.
Tedaj pa je [a,z] = 0 za poljuben z € I, torej je a € Z(K).

Bolj zanimivi so nekomutativni Liejevi ideali. Naslednji izrek pove, da
so 11 v tesni zvezl z dvostranskimi ideali.

Izrek. Naj bo L nekomutativen Liejev ideal kolobarja IC. Potem obstaja
tak neniceln dvostranski ideal T kolobarja K, da je |Z,K] C L.

Dokaz. Vpeljimo mnoZico
L={uek|[uK]CL}.

Dokazati moramo, da £ vsebuje neni¢eln dvostranski ideal kolobarja .
Ocitno je L za sestevanje podgrupa K. Seveda je £ C L. sajje L Liejev
1deal. Od tod sledi, da je £ Liejev ideal.

Naj bosta u,v € L. Za poljuben z € K je potem [u,vz],[v,zu] € £ in
zato

(v, x| = (u, vz + [v,zu] € L.

Torej je uv € L. Dokazali smo, da je Liejev ideal £ zaprt tudi za obitajno
mnozenje, tore] je podkolobar kolobarja £ .

Naj bo 7 dvostranski ideal kolobarja K, generiran z | £, L]. Po predpo-
stavki je £ nekomutativen, zato Z # {0}. Pokazimo, da je Z C £. Dokazati

moramo, da za poljubne a,b € £ in z,y € K velja [a,b] € L, [a,blz € L,

yla,b] € L in yla,blz € L. Prva izmed nastetih lastnosti o¢itno velja, sa;
je £ Liejev ideal, vsebovan v £. Ker je L podkolobar, iz enakosti [a, b]z
= [a, bz] — ba, z] sledi, da je [a, b]C C L. Podobno vidimo, da je K[a,b] C f

Nazadnje velja Se

5> tem je izrek dokazan. =

Na$§ naslednji cilj je opisati Liejeve ideale kolobarja M,,. Potrebovali
bomo nekaj lastnosti tega kolobarja:

(a) AM A # {0}, e A€ M, in A # 0;
(b) Z(M,,) = OI, kjer je I identiteta;
(¢) M,, in {0} sta edina dvostranska ideala kolobarja M,,.

Vse tr1 lastnosti so dobro znane, njihovi dokazi pa enostavni; zato jih
prepuscamo bralcu. 5 pomocjo enakosti F;; by = 0,585 bo delo lazje.

Posledica 1. Naj bo mnozica L C M, podgrupa M, za sestevanje.
Potem 7e L Liejev wdeal kolobarja ./Mn natanko tedaj, ko je L 2O sl, alz
L C OF.
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Dokaz. Ceje L Dsl, ali £ C OI, je £ gotovo Liejev ideal (glej primera
2 in 4). _

Naj bo £ Liejev ideal. Ce je komutativen, potem iz leme ter trditev

(a) in (b) takoj sledi, da je L C OI. Naj bo mw% L n%komummveﬂ Izrek

in trditev (¢) p@vggm da tedaj L Vg@bh}@ Liejev ideal M., M, ]. Pokazali

mo Ze (glej primer 4), da je [M,, M, ] = sl,.
Ker je razseznost podprostora sl,, enaka n® — 1, razseznost podprostora
(1 pa enaka 1,1z posledice 1 takoj sledi tale ugotovitev.

. BEdint Liejewr @dmh kolobarja M, ki so hkrati vektorsks

podprostort M,,, so {0}, OI, sl, in .

Na podoben natin razmislimo, da so {0}, R, {at+bj +ck | a,b,c € R}
in ‘H edini Liejevi ideali obsega realnih kvaternionov H, ki so hkrati realni
podprostori.

Vsaka matrika iz M,, se lahko z&pw@ kot linearna kombinacija projek-
torjev (tj }dempm@mmh maﬁﬂnk} iz M,. Najlaze to vidimo tako, da na

ta nacin zapisemo vse matrike £, ki so baza prostora M,,. Ma:&nke

SO Ze sane pmjekmm medtem ko za 1 # 7 velja L, = %P1 — %—P% kjer
Py = Ly + E@J m 2 = F;; — I;; projektorja. Manj Oéﬁenje odgmfor
na tole vprasanje: Katere matrike so linearne kombinacije projektorjev s
celogtevilskimi ko&ﬁu@mﬂ SE@d vsak@ take matrike mora biti celo stevilo,
sa] je taka sled vsakega projektorja (ﬂaﬁcaﬁm@je sled vsakega, pf@j@ki@ma je
enaka megm’e u rangu — to sledi iz dejstva, da 1majo podobne matrike iste
sledi, in iz diagonalne oblike projektorja, katerega edini lastni vrednosti sta
0in 1).

Velja pa tudi obratno.

M, j7e linearna }mmém@mya projektorjev s
Cd@séemk% 1M %Oeﬁmémz natanko ﬁedajﬁ ko je njena sled celo stewlo.

Dokaz. Ugotovitev 1z primera 6 lahko povemo takole: MnozZica P vseh
linearnih kgmbm&m pPTO j@kmmev s celostevilskimi koeficienti ) je L};ejev ideal.
Posledica 1 zato pove, da P vsebuje vse matrike s sledjo 0. Naj bo A
‘mhuﬂ& matrika s mbsmvﬂﬂm sledjo. Sled matrike A — ﬁ(ééﬁn je enaka
0, zato je A — sl(A)E P: potem pa je tudi A = (A —sl{A)Fyq) +

—%—ﬂ{\‘

Kot zanimivost omenimo, da je izrazanje omejenih linearnih opera-
torjev na neskoncno razseznem Hilbertovem prostoru s pomocjo projektorjev
— presenetljivo — enostavnejse. Vsak tak operator je namrec¢ vsota petih
projektorjev |3].

Naj bo A € M,,. 7 L{A) oznatimo linearno lupino vseh matriki A
podobnih matrik. Elementi mnozice £(A) so torej vsote Yo, N\ T VAT,
kjerso A; € Uin so1; € M, obrnljiive matrike. S pomocjo yoséed%% 2 bomo
za poljubno matrike A natancno opredelili £(A). Pomagali si bomo tudi
z eksponentno funkcijo. Spomnimo se, da za poljubno matriko X € M
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‘definiramo matriko e® kot vsoto vrste ) 7, }fb (tu je X = I). Dobro je
znano, da je matrika e* obrnljiva in da je njen inverz matrika e .

Posledica 4. Naj bo A € M,

(1) Ce je A =0, potem je L(A) = {0}.

(ii) Ceje A€ OI in A # 0, potem je L(A) = OI.
(iii) Ce je A € sl,, in A #0, potem je L(A) = sl,.
(iv) Ce A & sl, in A& OI, potem je L(A) = M,,.

Dokaz. Najbo B poljubna matrika iz prostora L{A). Lahko je videti, da
je tudi vsaka matriki B podobna matrika vsebovana v L(A4). Ce je X € M,
poljubna matrika, je torej e™* Be® — B € L(A). Zato je s predpisom

f(N) = 2" e M BeM — B)

definirana funkcija iz O\ {0} v L(A). Z razvojem v vrsto dobimo

A? | A2
FO) = 2T = A\X - Q'Xz--...)B(HAX; Q?XZ-]—...)—-B)__——__
._.. A i
= \"Y((B+ A\[B, X]A - (B, X],X]+...) = B) =

= [B, X |+ ;[[B X, X|+.

Iz tega zapisa razberemo, da je limy_q f(A) = [B, X]. Ker je f(A) € L(A)
za, vsak A # 0 in ker je L(A) kot konc¢no razsezen vektorski prostor zaprta
mmnozica, lahko sklenemo, da je [B, X] € L(A). Torej je L(A) Liejev ideal.
Ker je L(A) hkrati vektorski prostor, je po posledici 2 lahko le eden
izmed §tirih prostorov {0}, OI, sl,, ali M,,.
Trditev (iv) je sedaj o¢itna. Naj bo A € sl,. Ker imajo podobne
matrike iste sledi, je L(A4) C sl,. Ce A # 0, tako ni druge moznosti, kot

]

da je L(A) = sl,. Torej velja trditev (iii). Trditvi (i) in (ii) sta trivialni.
Dokaz je koncan. =

Omenili smo Ze, da je vsaka kvadratna matrika linearna kombinacija
projektorjev. S pomocjo posledice 4 lahko dokazemo precej vec. Naj bo P
poljuben projektor ranga k, kjer je 1 < k < n — 1. Vsaka podobna matrika
je prav tako projektor ranga k. Ker je sl(P) = k # 0 in ker P ¢ OlI, iz
trditve (iv) posledice 4 sledi tale rezultat.

Posledica 5. Naj bo k polyubno naravno stevilo, manjse od n. Vsaka
kvadratna mairika reda n je bhinearna kombinacija pmjektorjev ranga k.

Na koncu povejmo, da bi lahko uporabnost zveze med Liejevimi in dvo-
~stranskimi ideali ilustrirali na precej splosnejsih kolobarjih, kot je kolobar
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matrik M., (glej prvo poglavije Hersteinove? knjige [1] in njegov clanek [2]).
Toda t@daj bi ¢lanek bil nemara manj razumljiv in pregleden. Do doblje-
nih rezultatov o kolobarju matrik bi se seceda dalo dokopati tudi s standar-
dnimi metodami linearne algebre. Na primeru kolobarja M, smo zeleli le

ponazoriti, kako uéinkovita je lahko povsem elementarna teorija kolobarjev,

LITERATURA
(1] I. N. Herstein, Topics in ring theory, The University of Chicago Press, Chicago, 1969.
12] I. N. Herstein, On the multiplicative group of a Banach algebra, Sympos. Math. 8
(1972), 227-232.

3] C. Pearcy, D. Topping, Sums of small numbers of idempotents, Mich. Math. J. 14
(1967), 453-465.

BEN

. N. Herstein (1923-1988), ameriski matematik zidovskega rodu, je bil eden naj-
bolj uveljavljenih strokovnjakov za teorijo nekomutativ mh kolobarjev. Znan je tudi
kot pisec 1zvrstnih knpjg z razhénih podrodij algebre ter mentor mnogih priznanih
matematikov. Glavne ideje, na katerih temelj1 ta ¢lanek, lahko pripisemo njemu.

Kot razberemo iz naslova, je knjiga posvecena prof. E. M. Steinu ob
njegovi sestdesetletnici. Delo obsega 15 poglavij, vsako je napisal drug av-
tor. Vecji del so ali sodelavcei ali uéenci prof. Steina. Vsako od 15 poglavij
obravnava podrocje matematicne analize, h kateremu je Stein znatno pri-
speval, pri nekaterih je celo bistveno vplival na njihov razvoj.

Naj omenimo nekaj teh podroc¢ij. Stein je dokazal moctno posplositev
izreka o interpolaciji linearnih zveznih operatorjev v LP prostorih. Izredno
pomembni so njegovi prispevki v teoriji reprezentacij polenostavnih Lieje-
veih grup, kar je pomembno tudi za teoreti¢no fiziko. ?ﬁ"igp@wﬁ jek ]%:azvoju
Fourierovih transformacij v Hardyjevih prostorih in k teorij singularnih in-
tegralskih transformacij. Dobrsen del svojega raziskovanja je p@wem teo-
riji Tunkeij vet¢ kompleksnih spremenljivk in $tudiju parcialnih diferencial-
nili enach, ki se pri tem naravno pojavijo. Zanimivi so njegovi rezultati o
odvajanju funkecij in o lastnostih prostorov tipa Soboljeva in Besova.

Z zgornjimi kratkimi navedbami Se zdale¢ nismo iz¢rpali vseh podrocij,
na katerih je proi. Stein deloval in Se deluje, saj je doslej objavil 143 ¢lankov
in monograflj.

Lﬁﬁga, daje poleg pregleda ﬁmnc‘tven@ga dela slavljenca tudi lep pre-
gled stanja znanja na podrocjih matematicne analize, ki ﬁh prispevki obrav-
navajo.

Anton Suhadolc
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PRIMOZ POTOCNIK

Math. Subj. Class. (1991) 78A35, 7T8A25

Clanek obravnava problem ratunanja elektri¢nega in magnetnega potenciala gi-
bajocega se delca. Poudarek je na strogi matematicni izpeljavi formul. Konéni rezultat
nam omogoca s preprosto numeri¢no metodo 1zracunati elektricni in magnetni potencial,
ki ga delec povzroc.

ELECTRICAL AND MAGNETIC POTENTIAL OF A MOVING

The problem of computing the electrical and magnetic potential of a moving charged
particle is considered. The formulas are proved with mathematical exactness. The final
result enables us to compute the EM potential by a simple numerical method.

Pricujoci ¢lanek je nastal na pobudo profesorja 5. Pahorja, ki poskusa,
s svojiml predavanji ze kar nekaj let studentom matematike prikazati ma-
tematiko, kot jo vidi fizik. V ¢lanku pa bom podal primer, kako na fizikalni
problem gleda matematik. Pri resevanju fizikalnih nalog se veckrat zadovo-
ljimo le s formalno 1zpeljavo resitve, ne menec se za to, ali so bili vsi koraki
v 1zpeljavi povsem upraviceni. Fizika taksen prijem ne moti, saj ima vedno
pri roki zanesijivega sodnika pravilnosti svojega dela — poskus. Mislim pa,
da je zanimivo (tako za matematika kakor za fizika), da sem in tja kaksen
problem obdelamo z vso matemati¢no strogostjo. Kot bo pokazal obravna-
vani primer, je sam formalni racun ponavadi mnogo enostavnejsi od stro-
cega dokaza njegove pravilnosti, ki dostikrat zahteva uporabo ne povsem
trivialnih matematiénih sredstev.

Mislimo si, da je elektri¢ni naboj zvezno porazdeljen po prostoru in da
njegovo gostoto v vsakem trenutku opisuje skalarno polje p(r,t). Gostoto
elektricnega toka opisimo z vektorskim poljem j(r,?). Privzemimo Se, da je
nabojpred casom t = 0 miroval. Iz teh podatkov bi radiizracunali elektricno
in magnetno polje v danem trenutku in na danem kraju. Racunanja se
lotimo posredno, prek potencialnih kolicin A(r,t) in ¢(r,t), za kateri pri
vsakem casu 7 velja:

B(r) =rot A(r) in (E oy

)(r) = —grad ¢(r) .
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in & zadoscata enacbama

[z maxwelskih enach se da izpeljati, da A

Pri tem z izrazom AA oznacimo tako imenovani vektorski Laplaceov odvod,
ki je enak navadnemu Laplaceovemu odvodu, uporabljenemu po komponen-
tah. 7Z uporabo Fourierove in Laplaceove transformacije pridemo do resitve,
izrazene z integralom po integracijski spremenljivki r/, ki tete po vsem pro-
storu. (Vsiintegrali v nadaljevanju bodo integrirani po vsem prostoru.) Za

dodatne informacije v zvezi s to izpeljavo naj si bralec ogleda [6]

Cop !E’“I‘fg
| pe [ J(x',1 )
1 p(gjﬁ { EE’”M}L‘,E } )
0 - —av b
o(r, 1) dre, N (1)

Kaj pa, ce naboj ni porazdeljen zvezno? Za primer se lotimo sledece naloge.

Nabit delec z nabojem e se giblje po poti, ki jo podaja funkcija s(t).
Delec naj pred ¢casom £ = 0 miruje. V naravi si tezko predstavljamo pot, ki
ne bi bila zvezno odvedljiva, saj gibanja teles uravnava 2. Newtonov zakon,
v katerem nastopa drugi odvod poti po casu. V skladu s tem brez skode
predpostavimo, da je tunkcija s vsaj enkrat zvezno odvedljiva in njen odvod
oznactimo standardno z v. Poleg tega nam narava podaja Se eno omejitev,
namrec hitrost v ne sme nikoli doseci svetlobne hitrosti ¢. Taksna je torej
nasa naloga. Kako naj se je lotimo?

Nabit delec si ponavadi idealizirano predstavljamo kot tockast naboj,
torej naboj, ki je skoncentriran v neki tocki. Ta predstava pa se na zalost ne
skiada najbolje z jezikom gostote elektricnega naboja. Zato si pomagajmo
drugace. Delec si predstavljajmo kot kroglico z majhnim poimerom a.
Znotraj te kroglice naj bo naboj porazdeljen enakomerno. Cim manjsi
polmer vzamemo (denimo % za ¢im veéje naravno stevilo n), bolj bo ta slika,
ustrezala idealizirani predstavi tockastega naboja. Za vsako naravno stevilo
n definirajmo funkcijo:

3n” . @
Op(x) 1= 4:&3 za |x| < % in  0,(x):= 0 sicer.

Te funkcije so normirane:

L/%@mvzz,
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5 temi definicijami gostoto elektricnega naboja in tokov zapisemo takole:

p(r,t) = e §,(r—s(t)),
j(r, 1) = ev(t)d,(r —s(t)).

S temi podatki lahko po formulah (1) dolotimo kolicini ¢ in A. Ker
poteka racunanje kolicine A analogno, bomo v nadaljevanju obravnavali le
¢. Razmislili smo Ze, da vecanje stevila n daje vse boljso sliko dejanskega
stanja. Zato lahko upraviceno pricakujemo, da obstaja limita

P(r,t) = *— lim On(r' — st lrfll))

dre, n—oo lr — 1|

v’ (1)

1in da je to kolicina, ki jo is¢emo. Zr acunc@mo zgornji integral. V ta namen
uvedmfm Substnucuo v’ := h(r'), kjer je h : R®> — IR” preslikava, definirana
s predpisom

h(x) :mx—ms(t ]rw—-xl). (2)

Definirajmo posebe] se g : — IR*° s predpisom

g(x):= s(t ) . (3)

C
Vidimo, da velja

r—x] -

Preslikava x + 1 je diferenciabilna povsod razen v tocki r. Zato sta
povsod, razen v tej tocki, diferenciabilni tudi preslikavi g in h. Kasneje
bomo dokazali, da je preslikava h bijektivna in da je njena Jacobijeva
matrika Jh povsod nesingularna (razen v tocki r, kjer sploh ne obstaja).
Uporabimo izrek o inverzni preslikavi, ki nam pove, da je preslikava h
difeomorfizem povsod razen na mnozici z enim samim elementom, se pravi
na mnozici z mero nic. To bo upraviéilo substitucijo pod integralskim
znakom. Dokaza izrekov o inverzni preslikavi in substitucij v integralu lahko
bralec najde v [1] na straneh 348 in 357 ali pa v [2] na straneh 221 in 252,

Upostevajmo (1') in (2) ter zapiSimo:

if - r’l

€

ﬁb(rvi) —

(1)

ﬁ ) /!
I v’
e, n—oo If-—-r’I |detJh(r)l

li.

Zadnjl integral integrira po spremenljivki r”, oznaka r’ pa stoji namesto

h=1(x").
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N .

Nasa naloga je izracunati limito
lim f F(x)6,(x)dV . (5)

eznanjen s teorijo
distribucij, gotovo ve, enaka vrednosti funkcije f v tocki 0. O tem se lahko
hitro prepricamo takole:
Vzemimo € > 0. Ker je f zvezna v tocki 0, obstaja naravno stevilo n,
. : 1 1 : ETY :
da velja sklep |x| < = = |f(x)— f(0)| < e. Tedaj za m > n velja naslednja

gCelia.

Ce je f zvezna v tocki 0, je ta limita, kot bralec, ki je s

L]
<.

| F()6,(x)2V —~ £(0)

Pri zgornjem racunu smo seveda upostevali, da so integrali funkecij 6,
enaki 1. Tako smo res dokazali zgornjo formulo.

Kdaj pa je v nasem primeru f nezvezna v tocki 07 Veljati mora
r — h™'(0) = 0 ali ekvivalentno h(r) = 0 oziroma r = s(t). Z drugimi
besedami, funkcija f je v 0 nezvezna le tedaj, ko hotemo racunati elektriéni
potencial v tocki, v kateri se trenutno nahaja naboj. Tedaj je funkeija f v
neomejena in hitro se prepri¢amo; da je neomejeno tudi zaporedje integralov
(5). Za fizika pricakovan rezultat.

Zigornji razmisleki nam povedo, da lahko racunamo elektrié¢ni potencial
¢ po formuli

€ E N,

dre, |r — /| |det J h(r/)

¢<§ﬁﬁ) —

Kot vidimo, moramo vsaki¢, ko racunamo ¢, resiti enacbo h(r’) = 0 in nato
Se 1zracunatl Jacobijevo determinanto preslikave h v resitvi te enacbe,
. Kot smo

Lotimo se najprej racunanja Jacobijeve matrike preslikave h
ze napovedali, bo obstajala povsoed, razen v tocki r. V nadaljevanju tega
ra¢una naj bo r # r’. UpoStevajmo (4) in dobimo:

I

(') = J lgso(r') = Jg(x)) = 1-Jg(x

.

o E

Od tod dalje bi lahko racunali klasicno, tako da bi razpisali vse preslikave po
komponentah v kartezijevem koordinatnem sistemu. Vendar se bomo tega
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lotili elegantneje, brez racunanja po komponentah. Preslikavo g zapisimo
kot kompozitum:

.,
r — r—r —  r—r] -t r—r] —  g(r').
C

Kot vidimo, bomo potrebovali Jacobijevo matriko preslikave

a : X r— |X] ali a(zy,x9,T3) = V12 + 292 + 342,
Izrac¢unajmo:
da £ g Ly
. (%) = 2 2 7 [l
0r; V12 + 22 232 x|
Tako dobimo:
XT
Ja(x) = —
||

Upostevajmo Se enakost Js(t) = v(t) in verizno pravilo ter zapisimo:

r — 1’ 1 r— 1/ v lr—1’] -
e = v(i- 228 () G2tk o s e e r)

| v — r/| | % r—r|

)T

Jg(r') je torej diada, se pravi matrika ranga 1. Zracunajmo njen spekter in
operatorsko normo. Ker je rang enak 1, je 0 dvojna lastna vrednost. Katera
je tretja? Oznacimo

v (t !r_rfl) (r — 1)

C

X = ; : yzlr-—mr’l.

Upostevajmo asociativnost matricnega produkta in enacimo matrike dimen-
zije 1 s skalarji. Tedaj je

Jg(rYz = (XyT)z = X(yTz) = (yTz)x.

Iz tega je razvidno, da je y'x lastna vrednost pri lastnem vektorju x.
S pomocjo neenakosti Cauchy-Schwarz-Bunjakovskega lahko ocenimo tudi
operatorsko normo.

< [y lHizlHlx]l -

X

l18(x) 2] = || (v"2) x| = Iy"=
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To pa pomeni

r — 1/

< 1. (6)

c | r— 1’|

Zaradi enostavnosti nadaljnjega racuna bomo dodatno privzeli se to, da
je hitrost delca ves ¢as omejena z neko konstantno hitrostjo, manjso od
svetlobne hitrosti. V tem primeru so norme ||J g(r')|| enakomerno omejene
za vse r’ z neko vrednostjo, ki je manjsa od 1.

/. daj, ko poznamo lastne vrednosti preslikave g, z lahkoto izra¢unamo
determinanto Jacobijeve matrike preslikave h. Spomniti se moramo, da
je determinanta matrike enaka produktu njenih lastnih vrednosti. Lastne
vrednosti matrike Jh(r’) pa so zaradi (4) enake 1 — A;, kjer so A; lastne
- vrednosti matrike J g(r’). Te pa smo Ze izracunali:

det Jh(x') =(1-0)(1-0)(1-y'x) =
(r— T v(t— =2l (7)

r — 1/ c

“1-yTx =1

Sedaj lahko to upostevamo v formuli (1"') in zapisemo konéni rezultat:

p(r,t) = ‘ ! NTIRE

= 47_{_50 . F;E 1 (r . I‘f-wzfl)

C C

N

o€ v(t — )
Alr,t) = A7 1w _ w/l _ Y(w  \Trf jr—r/]y
r— 1/ C(r ') v (t - )

Pri tem moramo seveda za r’, ki nastopa v zgornjem izrazu, vstaviti

resitev enacbe h(r') = 0 oziroma resitev enache r’ = s(1 ir:r/i).

Da pa bo ta rezultat res dokazan, moramo preveriti se naslednje:

L. Jacobijeva matrika preslikave h je povsod, kjer je definirana, tudi
nesingularna.
Preslikava h :

je bijektivna.

Prva tocka je jasna posledica formule (7) in tega, da je ||y|| = 1 in
Il < 1.

/, drugo tocko pa bomo imeli nekaj vec dela.

[zberimo poljuben b € R®. Ce nam uspe najtir’ € R hir'),
in ce za vsak b obstaja le en tak r’, bo s tem bijektivnost dokazana. Taksen
r’ mora zadoscati enaébi
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Povedano drugace, preslikava @ : R® — IR°, definirana s predpisom

P(x)=b + S(t L XI> ’

C

mora imeti natanko eno negibno tocko. To lastnost pa nam bo zagotovil
Banachov skréitveni princip (glej [4]), ce le dokazemo, da je preslikava &
skréitev. [§¢emo torej Stevilo g < 1, da bo za poljubna x,y € IR° veljalo

[®&x — @y < qllx—¥] . (*)

Zaradi privzetka, da se hitrost delca nikoli ne pribliza svetlobni hitrosti,

obstaja tako stevilo ¢ < 1, da je ”vg)“ < ¢ v vsakem trenutku ¢. Neenakost
(6) nam tedaj zagotavlja, da velja

VX £ 1. (8)

sa] se preslikavi @ in g locita le za konstanto in imata zato enaki Jacobijevi
matriki.
Dokazimo sedaj tole pomoZno

Trditev. Naj bosta x in y dve tocki v evklidskem prostoru R™ in naj]
bo ¥ :R™ — IR™ preslikava, ki je zvezna v vsaki tocki daljice zveznice tock
x in y. Denimo, da je F' Se diferenciabilna v vsaki notranji tocki te zveznice.
Tedaj velja ocena

|Fx —Fyl| < sup [[JF (Ix+ (1 =9)y)[-[x =yl . (9)
9€(0,1)

Opomba. Analogna trditev velja tudi za preslikave med splosnimi
Banachovimi prostori, ki imajo smerni odvod v smeri zveznice. Kogar
zanima splosnejsi primer, naj si ogleda [3], stran 472.

Dokaz. Definirajmo funkcijo

£(9) = (F

Ta funkcija je po predpostavkah zvezna na zaprtem intervalu [0, 1] in odve-
dljiva na odprtem intervalu (0,1). Dodatno ima $e lastnost

(Ix+ (1 -)y).

Fy)' - Fx, f(0)=(Fx—-Fy)' . F

Z, uporabo veriznega pravila dobimo njen odvod v tocki ¥:

Fx — Fy)' - JF (9x+ (1 =9)y) - (x—y).
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Uporabimo Lagrangeov izrek in dobimo, da za neki ¥, € (0, 1) velja

S tem je trditev dokazana.

Vrnimo se k nasemu problemu, Vzmmm@ poljubni tocki x , vy € 1
in najprej privzemimo, da tocka r (k]el $ ni diferenciabilna) ne lezi
notranjosti njune zveznice. (Lahko pa jex = r ali y = r.) V tem primeru
nam relacijo () zagotavlja pravkar dokazana trditev in ocena (8). Ce pa se
tocka r znajde ravno med x in y, lahko ocenjujemo v dveh delih

i
]
K
=

< g{{lx—rl|+]r-yl) = qllx =¥l

saj sta vektorja x — r in r — v kolinearna in enako usmerjena. S tem smo
dokazali, da je preslikava @ res skrcitev in zato h res bijekcija. .

Tako, poravnali smo vse dolgove in upravicili vse korake nase izpeljave.
Postavi pa se vprasanje, kako izpeljane rezultate uporabiti pri konkretnem

racunanju.
Opazimo lahko, da bi bili izt azm; za kolicini ¢ in A relativno enostavni,

ce bi le znali enostavno dolociti r'. Kako torej resiti enacho

r”m%<t [I‘-——fl)(

C

Izkaze se, da je Ze pri enostavnih poteh s(?) analitiéno resevanje tezko. Zato
pa se kar sama ponuja numeri¢na pot z uporabo navadne iteracije (g}ej [‘fﬂ)
Konvergenca te metode bo tem hitrejsa, ¢im manjsa bo norma ||J ®(x)|l.
Ta pa bo tem manjsa, ¢im manjsa bo hitrost delca v primeri s Sveﬂ@bm
hitrostjo.
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JANEZ STRNAD

PACS 01.65.+g

Fiziki so kvante elektromagnetnega polja sprejeli ve¢ kot dvajset let po tem, ko jih
je vpeljal M.Planck. Celo A.Finstein je v prizadevanju, da bi jith razumel, v prvi polovici
tega ¢asa nekajkrat spremenil mnenje. BeZen pogled na ta del razvoja fizike omogo¢i tudi,
da vsaj deino razumemo sedanje predstavne zadrege.

EINSTEIN AND QUANTA

Physicists accepted quanta of the electromagnetic field more than twenty years after
they were mntroduced by M. Planck. Even A. FEinstein in the first half of this period 1n
his struggle to understand them several times changed his opinion. A cursory glance at
this part of the development of physics also enables one to understand better, at least
partially, contemporary conceptual difficulties.

Uvaod

Energijske kvante je prvic omenil Max Planck decembra 1900 na zase-
danju pruske akademije znanosti, ko je z njimi pojasnil ozadje svojega za-
kona za spektralno gostoto v sevanju ¢rnega telesa [1]. Pred tem je leta
1872 L. Boltzmann uporabil diskretne vrednosti hitrosti, torej tudi diskre-
tne vrednosti kineticne energije, za molekule, da je lahko uporabil svoje sta-
tisticne enatbe za plin. Ze leta 1899 je M. Planck izratunal konstanto A iz
Wienovega izraza za spektralno gostoto. Oktobra 1900 je zapisal svo] za-
kon, ki ga Je potem cez mesec dni pojasnil z energijskimi kvanti z energijo
hv. Spocetka jih je v Boltzmannovem duhu imel zgolj za pomozne racunske
koli¢ine in je bil preprican o valovni naravi svetlobe.

Fluktuacye

Leta 1901 je Albert Einstein osamljen zacel objavljati ¢lanke 1z teo-
reticne fizike. Prvi o povrsinski napetosti in drugi o kontaktni napetosti ni-
sta imela nobenega trajnega ucinka [2]. V letih od 1902 do 1904 je v clankih
7. naslovi Kineticna teorya toplotnega ravnovesja in drugega zakona termo-
dinamike |3|, Teorija osnov termodinamike [4]in K splosni molekulskr teoriji
toplote |5] poskusil razcistiti osnove termodinamike v okviru statistitne me-
hanike. 5 tem se je lotil tezavnega osnovnega vprasanja, v katerem je bilo
tezko doseci napredek. Ti ¢lanki niso vplivali na razvoj fizike. Na koncu
tretjega clanka je 1zpeljal povpreéni kvadratni odmik energije od njene pov-
prectne vrednosti, ne da bi vedel za delo J. W. Gibbsa |5].

Izpeljava je tekla po obitajni poti [6]. V vecjem termodinamicnem
sistemu pri dani temperaturi omejimo majhen del in ugotavlijamo njegovo

80 Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 3



energijo W. Njena povpretna vrednost je doloCena kot

‘ [exp (=W/ET)p(W)dW

m je p(W) gostota stanj. Izraz odvajamo po temperaturi in dobimo

o2 = (W — (W))?) = kT?0(W) /8 (1)

Finstein je poudaril, da je kvadrat efektivnega odmika (1) mera za toplotno
stabilnost sistema in da je sistem tem manj stabilen, ¢im vecj je odmik.
L Absolutna konstanta & doloca torej termiéno stabilnost sistema. Nazadnje
ugotovljena zveza je zanimiva zato, ker ne vsebuje vec nobene kolicine, ki b1
spominjala na osnovne privzetke. |...| Ce bi bilo mogoce dolociti povprecno
vrednost kvadrata fluktuacij, bi nazadnje ugotovljena enacba dovolila, d
natancéno dolocimo absolutno konstanto. To pa pri sedanjem stanju nasega
znanja ni mogoce.”

Za idealni enoatomni plin velja (W) = :éN!%f ce je IV stevilo molekul
v posodi. Kvadrat zeh‘tWﬁega, efekmvnegaf deika energlje od njeﬂe pOV-
precne vrednosti og, /(W)? = 1/2N ni odvisen od prostornine. Drugace je

pri sevanju, za katero je (W) = 4V0§’T4/57 ce uporabimo Stefanov zakon in
je o Stefanova konstanta |7]. V tem primeru je kvadrat relativnega efektiv-
nega odmika energije UW/<W> = ke/VoT? po pricakovanju tem vedcji, ¢im
nanjsa je prostornina. Po Einsteinovem mnenju lahko zato ,,sploh samo pri
ﬁzﬂ{alm h sistemih ene same vrste 1z i1zkusnje dgmneva,moﬁ da jim ustreza
energijska fluktuacija, to je pri praznem prostoru, izpolnjenem s tempera-
turnim sevanjem.”
Sklep je poskusil dodatno utemeljiti. Ocenimo rob kocke s sevanjem, v
kateri postane relativni efektivni odmik energije enak 1. Iz enacbe (1) izhaja

V13 = (ke/o)Y3/T = 0,0042 m - K/T. To je blizu valovne dolzine, pri
kateri je spektralna gostota najveéja in ki je po Wienovem zakonu 0,0029 m-
- K/T. Oboje se po velikostni stopnji sklada in Einstein je ¢lanek sklenil
7 ugotovitvijo, da ujemanja pri veliki splodnosti privzetkov ne gre pripisati
nakljucéju.

Mimogrede dodajmo, da s Stefanovo konstanto o = 27°k*/15h°c? sledi
V3 = (15/20%) Y 3he /KT = 0,290hc/kT. Za valovno dolzino pri vrhu
spektralne gostote dj /dA dobimo 0,201hc/ET, pri vrhu spektralne gostote
dj/dv pa 0,354hc/kT [7]. Einsteinovi oceni roba kocke, ki je med obema
valovnima dolZinama, na prvi pogled ni kaj ocitati. Nacelno pa je v okviru
klasi¢ne statisticne mehanike sporna, saj za sevanje podobno kot za idealni
plin velja o8, /(W)* = 1/N, te za N vzamemo Stevilo neodvisnih nihajnih
nacinov |2].

~

Ceprav Einsteinovi ¢lanki iz statisticne mehanike pred letom 1905 niso
imeli izrazitega osebnega pecata in bi jih danes zlahka pripisali komu dru-
gemu, so bili pomembni za njegov osebni razvoj in za poznejso usmeritev.
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Posebno zadnji, najkrajsi clanek ga je napeljal na to, da je zacel razmisljati
o sevanju in o Planckovem delu, ki ga je v njem prvic citiral, o pomenu
,univerzalne konstante” in o odvisnosti termodinamicnih koli¢in od prostor-
nine. ., Finstein je v prvih dveh [statisti¢nih| ¢lankih hotel postaviti stati-
stiéne temelje termodinamike, vendar mu to ni uspelo. Dobro, da se je od-
vrnil od temeljnih spoznanj”, pravi A. Pais [2]. Vse tri statisticne ¢lanke je
mogoce imeti za neposredno pripravo na clanek o svetlobnih kvantih [8] in
posredno na tlanek o Brownovem gibanju, ki ju je Einstein skupaj s ¢clankom
o teoriji relativnosti objavil v svojem ,,¢udeznem letu” 1905. Clanki iz tega
leta so Ze nosili njegov neizbrisen pecat in bi si danes tezko predstavljali, da
bi jih napisal kdo drug.

Leta 1909 se je Einstein k fluktuacijam vrnil v dlankih z naslovom
K sedanjemu stanju problema sevanja [10] in O razvoju nasih pogledov na
bistvo wn zgradbo sevanja [11]. Najprej je osnovno enacbo (1) izpeljal po
svoje. Sistem pri konstantni temperaturi razdelimo na majhen del, ki mu
priredimo koli¢ine brez indeksa, in na preostanek, ki mu priredimo koli¢ine z
indeksom 1. Povprecno energijo sestavljenega sistema razdelimo na ustrezni
povprecni energiji: W + Wy, pri katerih pa zdaj opustimo ostre oklepaje
Enako storimo z entropijo sestavljenega sistema: 5 + 5¢1. Naj se ene1g1]1 za
AW in AW7 odmakneta od povprecnih ravnovesnih vrednosti W in Wy, pa
se entropija sestavljenega sistema odmakne od ravnovesne vrednosti za

AS + ASy = Z5AW + Z5AW, + 125 (AW)? + 125 (AW)? + ...

Odvode izracunamo v ravnovesju. Energija sestavljenega sistema se ohrani
in velja AW + AW; = 0. V ravnovesju je 05/0W = 05,/0W; (= 1/T),
tako da prva dva ¢lena na desni strani ne prispevata nic. Odvajajmo zvezi
05/0W = 1/T in 051/0W1 = 1/T po energiji: 9%5/0W? = ~T~29T/0W
in 0°51/0W} = —-T729T/0W;. Odvoda 0W/OT in 0W,/0T podajata
toplotni kapaciteti pri konstantni prostornini majhnega dela in preostanka
sistema. Iz V < Vq izhaja oW /0T <« 0W;1/0T, tako da preostane

AS +AS) = AS = —(AW)*/2(0W/0T)T*
Boltzmannovo enacho AS = kln (P/Fy) obrnemo in enacho
P = Pyexp (AS/k) = Pyexp [-(AW)?/2k(0W/0T)T?]

pojasnimo takole: P je verjetnost, da ima majhen del sistema entropijo
AS, ce je Py verjetnost, da naletimo na ta sistem v ravnovesnem stanju.
Ver jetnost podaja potemtakem Gaussova krivulia s kvadratom razpolovne
Sirine oy, = kT*0W /0T, kar se ujema z enaébo (_L)

Neposmdno zatem je izracunal kvadrat efekmvnega odmika enezgme v
sevanju crnega telesa po Planckovem zakonu. Omejimo se na sevanje na oz-
kem frekvencnem pasu Av okoli frekvence v. Mislimo si, da so stene votline
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neprepustne za sevanje na tem pasu, vse drugo sevanje pa prepuscajo. Se-
vanju na ozkem frekvenénem pasu v votlini ustreza po Planckovem zakonu
energija |7]:

' 8mwhi?
L, = A — A .
W v clexp (hv /KT) — 1]V Y

Wienov priblizek W, = 8rhv°exp (—hv/ kT)V Av /¢ velja pri velikem kvo-
cientu v /1", Rayleigh-Jeansov priblizek W, = 87‘:‘y2VAy/c pa pri majhnem
kvocientu v/T.

7, enactbo (1) dobimo kvadrat efektivnega odmika energije od njene

povprecne vrednosti na ozkem frekvencnem p

ot tirrren.

sestavljata dva ¢lena. | W,/hv = 1/N,, je enak obratni vrednosti stevila
kvantov AN = N, na opazovanem frekvencnem pasu in je podoben kot pri
idealnem plinu. Pravimo, da je znacilen za ,delce”. Drugi je enak obratni
vrednosti stevila stanj v S@V&ﬂju na tem ﬁ@kvenmem pasu. Zam pravimo,
da je znacilen za V&bif&me pnbhzku se pojavi samo prvi ¢len,
v Rayleigh-Jeansovem priblizku pa samo drugi.

Svetlobni kvanti

Vrnimo se v leto 1905 k ¢lanku o svetlobnih kvantih [8]. V njem
je Kinstein izhajal od spoznanja, da izraz za entropijo sevanja pri do-
volj visoki frekvenci in dovolj majhni gostoti energije, ko velja za spek-
tralno gostoto Wienov pﬂbﬁieh spominja na izraz za entropijo idealnega
phna I'ntropijo sevanja na ozkem frekventnem pasu dobimo z enacho

= [ dW,/T + konst. Ez Wienovega priblizka izracunamo obratno vre-
dnost temperature: 1/T = (k/hv)In (c°W, /87hv*V Av) in z integriranjem
dobimo 5, = —(kW, /hv)[In (W, /87hv°V Av) — 1] + konst. Iz tega izhaja

odvisnost entropije sevanja na ozkem frekvencnem pasu od prostornine:

)

N, = W, /hv je stevilo kvantov na ozkem frekvenénem pasu in entropija 9,
ustreza prostornini sevanja V.

Na drugi strani iz Boltzmannove enacbe za entropijo idealnga plina
S, — 5,1 =kln(V/V))V, te je P = (V/V1)V, sledi verjetnost, da naletimo

Sy — Su1 = (kW,/W)(InV —In V;) = kIn(V/V7)">.
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na eno od N molekul v prostornini V', ki je majhen del prostornine posode
Vi. Do enake enacbe pridemo, ko izracunamo spremembo entropije ideal-
nega plina pri reverzibilni izotermni spremembi.

Za Finsteina so bili tedaj svetlobni kvanti delci, ki jih je dobil s krajevno
kvantizacijo elektromagnetnega sevanja. ,,Zares se mi zdi, da lahko opazo-
vanja ,sevanja ¢rnega telesa’, fotoluminiscence, tvorbe katodnih Zarkov z
ultravijolicno svetlobo in drugih skupin pojavov, ki zadevajo izsevanje ali
spreminjanje svetlobe, bolje razumemo ob privzetku, da je energija v sve-
tlobl nezvezno porazdeljena po prostoru. Po privzetku, ki ga bomo tu ob-
delali, v razsirjajocem se svetlobnem curku, izhajajocem iz tocke, energija
ni zvezno porazdeljena na vse vecjo in vecjo prostornino, ampak sestoji iz
koncnega stevila kvantov, ki so lokalizirani v tockah prostora in ki se gi-
bljejo, ne da bi se delili, in se absorbirajo ali nastanejo le kot celote.[...]
Enobarvno sevanje majhne gostote (v okviru veljavnosti Wienove sevalne
enache) se v toplotnoteoreti¢nem pogledu vede tako, kot da bi obstajalo iz
med seboj neodvisnih energijskih kvantov z velikostjo hv.” [8]

Finstein tedaj ni nasprotoval valovni teoriji svetlobe. Ker ni mo-
gel postreci s fizikalno sliko o svetlobi, ki bi vsebovala obe lastnosti, je
,hevristicno” , sprejel zacasni privzetek za boljse razumevanje treh poja-
vov.”[9] S svetlobnimi kvanti je pojasnil Stokesov zakon, po katerem je fre-
kvenca fluorescentne svetlobe manjsa ali kvecjemu enaka {rekvenci vpadne
svetlobe, fotoefekt in ionizacijo zraka z ultravijolicno svetlobo. Pri fotoe-
fektu je po ohranitvi energije postavil enacbo za kineti¢no energijo najhi-
trejsih 1zbitih elektronov.

Finstein enacbe za fluktuacije energije v sevanju (2) v ¢lanku [8] ni
zapisal, prvic jo je navedel §tiri leta pozneje [10]. Ali je enacbo poznal
ze pred tem? Domnevajo, da jo je morda poznal Ze leta 1904 ob pisanju
clanka [5], ne da bi jo navedel. Vendar nastane pri branju clanka [5] vtis,
da tedaj Einstein Se ni prisel tako dalec. Fluktuacij v [5] namrec ni mogoce
povezati ne s prvim ne z drugim ¢lenom v enaébi (2). Enatbo (2) pa je
utegnil poznati, preden je poslal v objavo clanek [8], v katerem je navedel
spektralno gostoto po Planckovem zakonu in se pozneje omejil na Wienov
priblizek. S tem bi dokaj neprisiljeno pojasnili, zakaj je v tem c¢lanku na
treh mestih poudaril, da se je omejil na Wienov priblizek.

Nadaljnji razvo]

M. Planck si je prizadeval, da bi kvante spravil s klasi¢no fiziko. V
svoji drugi teoriji iz leta 1911 je racunal, da lahko oscilatorji v steni votline
zvezno absorbirajo energijo iz sevanja, a jo nezvezno sevajo [12]|. Energijske
kvante je dobil torej tako, da je casovno kvantiziral sevanje (sl. 1). Po te;

poti je izpeljal svoj zakon, prisel do nicelne energije %hz/ in okvirno pojasnil
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fotoefekt. Za povprecno energijo oscilatorja pri frekvenci v je dobil

Kmalu je prisel do prepricanja, da nicelna energija nima fizikalnega pomena.

WA

3hv

2hv

h

Slika 1. Planck je v svoji drugi teoriji 1z leta 1911 ¢asovno kvantiziral sevanje: oscilatori
v steni votline zvezno absorbirajo energijo, a jo nezvezno sevajo [12].

Leta 1910 se je Einstein zaCasno @dvmﬂ od svetlobnih kvantov, ne pa od
kvantov v sistemih delcev z maso. 7Z L. Hopfom je poskusal Planckov zakon
izpeljati na klasi¢ni osnovi. Na Planckovo drugo teorijo se je leta 1913 od-
zval zelo medlo, ¢es da bo prihodnost pokazala, ali je na pravi poti, ceprav je
Planckova casovna kvantizacija nasprotovala njegovi prostorski. Istega leta
je z O. Sternom Planckov zakon ,izpeljal neprisiljeno, ceravno ne strogo,
brez privzetkov o nezveznosti.” Tedaj sta zapisala, da je ,nicelna energija,
verjetna”. Poskrbi namreé¢, da preide v Rayleigh-Jeansovem priblizku pov-
preéna eﬂefgija v klasi¢no vrednost kT, ce razvijemo exp (hv/kT) = 1 +
-+ hzf/kT + 5 (hz//kT)z

V@ljam Bohrovega modela je leta 1914 zahteval nezveznost, ampak
mo pri delcih z maso. Sele v letih 1916 in 1917 se je vrnil k svetlobnim
kvantom s tremi ¢lanki, od katrih sta dva nosila enak naslov, EFmisija sevanja
in absorpeya po kvaning teorigi [13] in H kvantni teoriyi sevanja [14]. 'V njih
je prvi¢ obravnaval gibalno koli¢ino kvantov. . Ce telo izseva energijo W,
dobi odriv W/e, ¢e gre izsevana energija vsa v isto smer. Ce pa je sevanje
prostorsko simetri¢no, na primer s krogelnim valovanjem, sploh ni odriva.
Ta alternativa ima vlogo tudi pri kvantni teoriji sevanja.” O gibalni koli¢ini
sevanja je govoril zelo previdno, kot da delcu z maso nic ne bi Zelel prirediti
gibalne koli¢ine in mu s tem dati znacaja obicajnih delcev. Uposteval je dve
stanji atomov, lo¢il spontano sevanje od stimuliranega in potem za ta pojava
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in absorpcijo zahteval detajlno ravnovesje, kakor pocnemo to $e danes |7].
Prek Planckovega zakona je prisel do izrazov za verjetnost na prehod za
casovno enoto za spontano in stimulirano sevanje in absorpcijo. Odtlej ni
vec dvomil o obstoju kvantov, ceprav o-njih ni nehal razmisljati.

Vseh teh petdeset let zavestnega razmisljanja me ni pribhzalo odgovoru na
vprasSanje: ,Kaj so fotoni?’. Dandanes ze vsak Cipek ali Capek mish, da to ve,
a se motl.

A. Finstein leta 1951 v pismu M. Bessu

Med drugimi fiziki se zamisel o energijskih kvantih dolgo ni uveljavila.
Spocetka se je komaj kak fizik odlocil za Einsteinov pogled iz leta 1905.

V celoti lahko recemo, da je komaj kak problem, s katerimi je sodobna fizika
tako bogata, h kateremu Einstein ni znatno prispeval. Da je vcasih v svojih
spekulacijah streljal mimo cilja, na primer v svoji domnevi o svetlobnih kvantih,
mu ne kaze zameriti, sa) brez tveganja celo v najbolj eksaktnih znanostih mi
mogoce vpeljati zares nove zamisli.

M. Planck, W. Nernst, H. Rubens, k. Warburg, Predlog za

1zvolitev A. Einsteina v prusko akademijo znanosti, 1913

Tega ni spremenil niti poskus, pri katerem je Robert Millikan leta
1915 z merjenji podprl Einsteinovo enacbo za najvecjo kineticno energijo
elektronov pri fotoefektu. Vecina fizikov je zamisel sprejela sele po letu
1922, ko je Arthur Compton pojasnil po njem imenovani pojav. Tega
leta je Einstein za razlago fotoefekta dobil Nobelovo nagrado za leto 1921.
Mimogrede kaZe omeniti, da so raziskovalci rentgenske svetlobe opisovali
njene ucinke, na primer lonizacijo v zraku, z iglastim sevanjem, ki Ze z
imenom namiguje na krajevno kvantizacijo. Leta 1926 je G. N. Lewis
po zgresenem premisleku za svetlobni kvant predlagal ime foton, ki se
je razmeroma hitro uveljavilo. To ime s konc¢nico, znacilno za delec, je
prispevalo k sirjenju slike, da je svetloba sestavljena iz delcev, ki jim je
mogoce dolo¢iti lego v prostoru.

Zares imamo zda] dovolj podprto spoznanje, da potuje energija v sevanju
(vsaj pri visokih frekvencah) v obrokih, katerith vsak se giblje po doloceni
poti, skladno z mehani¢nimi zakoni [...]. Neumestuo se zdi govoriti o tej
domnevni enoti kot o delcu svetlobe [...], ¢e upostevamo, da prezivi samo majhen
del Zzivljenja kot prenasalec sevalne energije, medtem ko preostali ¢as cstaja
pomembna gradbena enota v atomu. [...] Zato si dovoljujem prediagati za ta
domnevni novi atom, ki1 ni svetloba, a 1ma bistveno vlogo pri vsakem sevalnem
pojavu, 1me foton.

G. N. Lewis, Conservation of photons, Nature 118 (1926), 874

Prvi so kvantizirali elektromagnetno polje P. A. M. Dirac (1927) ter
W. Pauli, P. Jordan in W. Heisenberg (1928). Kvantno elektrodinamiko, v
kateri so fotoni pravzaprav doma, so razvili do konca Stiridesetih let.

Planck in Einstein, sta kljub temu da sta zastopala razlicna stalisca,
bolj vplivala drug na drugega, kot bi mislili na prvi pogled. Poleg tega sfa
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se njunl stalisci o sevanju s casom zelo spreminjali. V tem je mogoce videt:
enega 1zmed vzrokov za to, da je bila zamisel o kvantih sprejeta tako pozno.
Drugega lahko vidimo v tem, da so Maxwellovo elektrodinamiko sprejeli sele

pred kratkim in so bili zato o valovni naravi svetiobe trdno prepricani.
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Preiskal sem obsirno delo tega pisca, in ni mi uspelo najti kake
sledi bistroummnosti, ostrosti ali ucenosti, s katero bi nadomestil po-
manjkanje zmoznosti za trdno razmisljanje ali mirno in potrpezljivo
raziskovanje... Ta rokopis nas ne pouci o kaki novi resnici, ne ra-
zresi nobenega nasprotja, ne razgrne nobenih nenavadnih dejstev,
ne predlaga nobenega novega poskusa in ne vodi do nobenih novih
raziskovanj... K

Ker ta clanek ne vsebuje nicesar, kar bi zasluzilo ime
eksperimenta ali odkritja, in zares nima prav nobene druge vredno-
sti, ga vsekakor sprejmite v vaso revijo, kjer se bo pridruzil mnoZzici
drugih ni¢vrednih in nepomembnih ¢lankov, ki jih prinasa.

). stoletja ozivil
Henry

Oceno ¢lanka, v katerem je Thomas Young na zacetku 1¢
valovno teorijo svetlobe, je napisal zdaj Ze popolnoma pozabljeni
Brougham. Se dobro, da je uredniki niso upostevali.

Izbral in prevedel Janez Strnad

~J
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KAJ JE ECMI

1. Uvod

Kratica LCMI pomeni: The European Consortium for Mathematics
in Industry. V prevodu se to imenuje Evropsko zdruzenje za matematiko
v industryji. V tem clanku bomo povzeli najpomembnejse informacije iz
brosure, ki jo je izdalo to zdruzenje.

Matematika je imela kot univerzalni znanstveni jezik vedno pomembno

vlogo v tehniki in tehnologiji, vse bolj pa jo uporabljajo tudi pri raznih
komercialnih problemih in problemih varovanja okolja.
Evropska industrija je vse bolj odvisna od visokih tehnologij in po-
trebe po matematicnem znanju pri raziskovanju in razvoju lahko samo ra-
stejo. Cedalje vec podjetij spoznava, da lahko matematiéne in racunalniske
simulacije nadomestijo zelo drage eksperimente pri razvijanju in oblikova-
nju njihovih proizvodov, obenem pa povecajo prilagodljivost raznim zah-
tevam. Te simulacije vodijo do optimizacije samega proizvodnega procesa,
obenem pa omogocajo upostevanje omejitev, ki jih narekujeta varnost in
skrb za okolje. Za ucinkovito izvedbo teh simulacij so potrebna obsezna
matematicna znanja, ki vkljucujejo identifikacijo problema, matematicno
formulacijo, matematicno analizo in poenostavitev problema za ucinkovito
numeri¢no resevanje.. Vsem tem postopkom pravimo matemati¢no mode-
liranje. Tudi prikaz izracunanih rezultatov v smiselni obliki, razumljivi
Inzenirju v proizvodnji, zahteva tako tehni¢na znanja kot sposobnost ko-
municiranja s strokovnjaki z razlicnih podroéij.

Zahteve po novih matemati¢nih znanjih so spodbudile zanimanje za
tako imenovano industrijsko matematiko. Sodelovanje z industrijo je postalo
del raziskovalnih aktivnosti stevilnih skupin matematikov po svetu.

2. Ustanovitev zdruzenja

Leta 1986 je deset taksnih skupin v Evropi ustanovilo ECMI z name-
nom, da bi ponudile svoje kolektivno znanje in sposobnosti evropski indu-
striji. Clanice ECMI so vedele, da imajo razlicna podjetja v raznih dezelah
podobne tehniécne probleme in da se dajo mnoga matemati¢na znanja upo-
rabiti v razlicnih industrijskih aplikacijah. Zato so bile prepricane, da bo
lahko evropska industrija uspesno tekmovala na svetovnih trgih le, ce bo
temeljito 1zrabila svoje matematiéne potenciale. Nobena evropska drzava
sama na]brz nima dovolj matematicnega znanja za to. Toda ECMI lahko
omogoci temeljito pokritje ustreznih matematicnih podroéij in njihovih raz-
novrstnith uporab.

Leta 1994 je ECMI sestavljalo 11 koordinacijskih centrov, ki jih nava-
jamo po abecednem redu njihovih drzav:
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Drzava Ime centra Sede?

Avstrija Johannes Kepler Universitaft Linz
Danska Technical University of Denmark Lyngby
Finska Rolf Nevanlinna Institute Helsinki
Francija Université Joseph Fourier Grenoble
Irska University of Limerick Limerick
Italija Istituto Matematico U. Dini Firenze
Nemc¢ija Universitat Kaiserslautern Kaiserslautern
Nizozemska Findhoven University of Technology  Eindhoven
Norveska Norwegian Institute of Technology Trondheim
Svedska Chalmers University of Technology

and University of Goteborg Goteborg

Oxtord

Velika, Britanija  Mathematical Institute

Lvropska skupnost je LCMI mocno podpria s programi, kot so CO
METT, ERASMUS in HCM. Glavni cilji zdruzenja ECMI so bili oblikovani
tako, da so ustrezali potrebam evropske industrije. Povzamemo jih lahko v
treh tockah.

3

=8

1. Pospesiti uporabo matematié¢nih modelov v industriji.

Inzenirji, uporabni znanstveniki in matematiki, ki delajo v industriji,
lahko mnogo pridobijo s sodelovanjem z univerzitetnimi uporabnimi mate-
matiki, ki imajo ustrezna znanja in sposobnosti. To sodelovanje se lahko
razsirl tudl na razvo] matematicnih modelov v biologiji, geologiji, studiju
okolja 1n bancnistvu.

2. Vzgajati ,industrijske matematike”

V evropski industriji primanjkuje industrijskih matematikov. Tisti, ki
ze delajo v industriji, se morajo nenehno dodatno izobrazevati, spoznavafti
ﬁ&jﬁowjée ideje in metode. IzobrazZevalni centri v desetih evropskih drzavah
mgamzn ajo krajse tecaje za trenutne potrebe in dvoletne podiplomske §tu-

dije Matematika v industriji. Tako stalno skrbijo za nove kadre v industriji.

3. Delovati na evropskem nivoju.

Tako univerzitetni potenciali za Matematiko v industriji kot potrebe
industrije so razprseni po vsej Evropi. Izmenjava studentov in profesorjev
je zato nujna tako za izobrazevanje kot tudi za raziskovanje in sodelovanje
z industrijo. Evropska skupnost spodbuja ECMI, da vkljuci tudi ustrezne
skupine iz vzhodne Evrope kot pridruzene ¢clanice.

3. Pomoc¢ industrij

ECMI neposredno pomaga evropski industriji raznih oblikah.

1. Identifikacija problema in formulacija.

Velika podjetja poznajo svoje probleme. Ti navadno niso formulirani v
obliki, ki bi omogocala uporabo ﬂ&jpﬂ%ﬂl@jééga matematitnega modela.
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Manjsa podjetja se svojih problemov pogosto niti ne zavedajo ali ne vedo,
da jih je mogoce matematicno formulirati. ZdruZzenje ECMI je povezalo v
mrezo pet svojih centrov v Eindhovnu, Kaiserslauternu, Linzu, Milanu in
Oxfordu z osmimi pridruzenimi centri z imenom ,, Matematika kot industrij-
ski vir”. Mrezo financno podpira Evropska skupnost. la projekt organi-
zira redne industrijske dneve in tedne studijskih skupin v razliénih evrop-
skih mestih. K sodelovanju so povabljena industrijska podjetja. Na indu-
strijskih dnevih dajejo univerzitetne ¢lanice mreze primere, kaj lahko mate-
matika stori za resevanje industrijskih problemov, in organizirajo razgovore
o posameznih podroéjih uporabe. Na tedne studijskih skupin so povablje-
na industrijska podjetja, ki posiljajo tja svoje predstavnike. Ti predstavijo
probleme za tako imenovano delavnico, kjer naj bi jih predstavniki univerz
in Studentov poskusali pripeljati do resitve. Obenem so organizirana po-
samezna predavanja in seminarji o ustreznih matemati¢nih in numericnih
metodah. Namen obeh vrst srecanj je prikazati industrijske probleme ma-
tematicnim strokovnjakom in nakazati pot do matematic¢ne resitve.

2. Identifikacija strokovnega nasveta.

Ucinkovito resevanje dolocenega problema pogosto zahteva uporabo
najnove]sih raziskovalnih dosezkov na raznih matemati¢cnih podro¢jih. Zato
ni presenetljivo, da posamezni uporabni matematiki nimajo vsega po-
trebnega znanja. Zdruzenje ECMI je organiziralo evropsko raziskovalno
mrezo, ki omogoca zdruzitev b‘tmkovnjakav s Sirokega, geoglafskega po-
leCJEL strokovnjaki oblikujejo majhne ekspertne skupine za razvoj ana-
lize ma‘temaﬁmuh problemov, ki so bili predstavljeni na industrijskih dne-
vih. Te skupine lahko sodelujejo tudi na tednih Studijskih skupin. Nepo-
sredno pomoc pri iskanju strokovnih nasvetov daje tudi ECMI Secretariat
s sedezem v Eindhovnu.

3. Obdelava problema in resitev.

Ko je problem iz realnega sveta s pomocjo ekspertnih skupin formuliran
v matematicni obliki, je treba resSevanje pripeljati do faze racunalniskega
1zpisa, ki predstavlja reSitev ali prikaz resitve danega problema. Tedaj se
lahko 1zkaze, da je treba matematicni model preoblikovati v bolj splosno ali
bolj konkretno obliko, kar narekuje zahtevana oblika informacije o resitvi.
Ta del reSevanja zahteva zelo vneto raziskovalno skupino in ECMI si prizade-
va, da bi v vsakem od nastetih centrov v mrezi imeli mladega navdusenca, ki
bi skrbel za uspesno realizacijo dobljenih resitev problemov, ki jih obdeluje
njegov center. Skupaj bi ti raziskovalci oblikovali evropsko skupino mladih
uporabnih matematikov za industrijske aplikacije, ki bi si s¢asoma morali
pridobiti tudi izkusnje pri komunikacijah z osebjem iz industrije.

4. Usposabljanje diplomiranih matematikov.

V zadnjem ¢asu je opazno vse vecje povprasevanje po industrijskih ma-
tematikih, ki morajo biti posebej usposobljeni. Zdruzenje ECMI je v ta na-
men uvedlo poseben podiplomski studijski program z imenom Matematika
za industrijo. Jedro programa obsega modeliranje in osnovne matematicne
metode in je skupno za vse izobrazevalne centre, kjer se ta program izvaja.
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Program je razdeljen na module, uéni jezik je anglescina. To omogoca izme-
njavo studentov in uciteljev med ucnin inancirajo evrop-

1 centri. Izmenjavo |
ski programi. Studenti imajo tudi priloZznost opraviti tr1- do Sestmesecno
prakso v industriji druge drzave, kar je financirano na isti nacin, sofinancira
pa tudi industrija.

[zpeljava tega dveletnega podiplomskega studija s ciljem skupnega kva-
litetnega standarda, skupne filozofije in podobnih uc¢nih programov v vseh
uénih centrih zahteva dolotene organizacijske napore. ZdruZenje ECMI je
prepricano, da bo evropska industrija uspesne absolvente teh programov
zelo potrebovala, saj bodo neposredno uporabni.

5. Dopolnilno usposabljanje strokovnjakov iz industrije.

Skupaj z napredkom racunalniske tehnologije se razvijajo nove mafte-
maticne ideje in metode za njihovo realizacijo. Ce bodo industrijski mate-
matiki Zeleli biti uspesni v industriji, bodo morali spremljati nove dosezke
v matematiki. Zdruzenje ECMI ima program kratkih tecajev, ki tecejo v
mnogih evropskih dezelah s ciljem posodobiti znanje uporabnih raziskoval-
cev, zaposlenih v industriji. T1 tecaji so prilagodljivi, obi¢ajno osredotoceni
na eno matematicno podrocje z ustrezno uporabo. Trajajo navadno dva
do tri dni. Podjetje lahko predlaga studij dolocenega podrocja in tecaj se
lahko organizira pri njih, ¢e je za temo dovolj zanimanja. Navadno je na
teh tecajih uporabljen nacionalni jezik, ¢e pa predavatelji prihajajo iz dru-
gih evropskih drzav, je jezik praviloma angleséina.

6. Spodbujanje studentov k iskanju zaposlitve v evropski industriji.
Mnoga industrijska podjetja pricakujejo, da imajo diplomanti dve leti
prakti¢nega usposabljanja pri resevanju industrijskih problemov. Podiplom-
ski program zdruzenja ECMI to omogoca na nacin, ki vkljucuje tudi studij in
prakso v drugih evropskih dezelah. Se ve¢, ECMI organizira redna sretanja,
na katerih uporabni matematiki obravnavajo nove uporabe matematike v
industriji in koristne nove ideje v matematiki sami.

/druzenje ECMI izdaja tudi glasilo z imenom Newsletter, ki ga dobivajo
vsi clani zdruZenja in tisti, ki se za to clanstvo zanimajo. V tem glasilu so
poleg zanimivih strokovnih informacij tudi podatki o novih ¢lanih, imena in
naslovi uradnih predstavnikov in obvestila o organiziranih srecanjih. Letos
bo na primer v Hamburgu (od 3. do 7. julija) Ze tretji kongres tega zdruzenja,
ki je sicer vsaka Stiri leta.

4. program Matema

lzobrazevalni program Matematika za industrijo je skupen program so-
delujocih institucij. Osnovni namen je omogociti diplomiranim matema-
tikom in drugim, ki imajo opravljen matemati¢no usmerjen dodiplomski
studi], da si pridobijo usposobljenost, ki je potrebna za uspesno delo mate-
matika v industriji.

To usposabljanje zahteva na eni strani dobro poznavanje matemati¢nih
d, na drugi strani pa sposobnost uporabljati te metode pri resevanju
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problemov iz industrije. Pomembno je tudi privzgojiti sposobnost komuni-
ciranja s strokovnjaki, ki imajo drugacno osnovno vzgojo.

Da bi ta program dosegel oba cilja, morajo Studenti podiplomci opraviti
naslednje obveznosti.

1. Obvezno je skupno jedro programa, ki obsega osem razdelkov. Vsak
razdelek sestavlja 20 ur predavanj skupaj z ustreznimi vajami. Namen
skupnega jedra je omogociti Studentu obvladanje osnovnih matematic¢nih
orodij. Ta so obravnavana tako, da zasledujejo neposredni cilj: reSevanje
problemov in modeliranje. To skupno jedro je moZno absolvirati v vseh so-
delujocih institucijah.

2. Izbrati je treba ustrezno stevilo izbirnih tem, ki skupaj obsegajo vsaj
8 razdelkov.

3. Prakticno usposabljanje v matematicnem modeliranju je praviloma
organizirano v posebnih seminarjih za modeliranje. ZdruZenje ECMI do-
datno vsako leto organizira teden modeliranja, kjer se studenti iz razli¢nih
sodelujoc¢ih ustanov srecujejo in delajo v skupinah pri reSevanju konkretnih
industrijskih problemov.

4. Ob koncu studija je treba izdelati projekt, ki zahteva vsaj pol leta
dela ob resevanju konkretnega industrijskega problema. To delo naj bi opra-
vili v meddisciplinarni skupini, ki vkljuéuje tudi strokovnjake iz industrije.
Zazeleno je, da delo pri projektu pokaze kandidatovo sposobnost modelira-
nja in formuliranja industrijskega problema v matematicni obliki, sposob-
nost resevanja problema z ustreznimi metodami in sposobnost prikazovanja
rezultatov in zakljuckov v obliki in na nacin, ki je razumljiv in koristen za
narocnika. Delo je pozitivno ocenjeno, ce ustreza standardom stroke v vseh
nastetih pogledih.

b. Zadnja zahteva je, da student prebije del Studija ali cas izdelave
projekta v tujini pri kaki drugi sodelujoci instituciji.

e

Studenti, ki uspesno koncajo ta program, dobijo od ustreznega odbora
zdruzenja certifikat.

5. Stalno strokovno 1izpopolnjevanje

Nekaj let studija na univerzi ne more vec dati ustrezne osnove za delo
v poklicu za vse Zivijenje. Za to je potrebno stalno izobrazevanje, kar Se
posebej velja za raziskovalce in razvijalce v industriji z vse bolj naprednimi
tehnologijami. Eden izmed ciljev zdruzenja ECMI je prispevati k temu
izobrazevanju na podroc¢ju industrijske matematike. Pri financiranju tega
projekta sodeluje tudi Evropska skupnost.

Glavni cilji projekta stalnega izpopolnjevanja so: dolociti primerne
predmete za nadaljnje usposabljanje industrijskih matematikov; nacrtovati
njihove vsebine in nacin izvajanja; pri tem tesno sodelovati z industrijo
In izobraZevanje omejiti na c¢lanstvo v ECMI. To poteka v treh fazah.
Najpre] je treba industriji predstaviti nac¢rtovane tecaje, nato po fesnem
sodelovanju z industrijo predlagati in izpeljati izboljsane tecaje, obenem
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pa izvajati Ze dobro vpeljane predmete. Pri tem je treba skrbeti za to,
da so tecaji usmerjeni v neposredno uporabo, v poglabljanje razumevanja
osnovnih principov in v uporabo sodobnih pripomockov.

Doslej je bilo organiziranih Ze prek 60 tecajev. Nastejmo le nekatere:
naértovanje proizvodnje, CAGD (racunalnisko podprto geometrijsko nacr-
tovanje), analiza slik, hidrodinamika, kontrola kvalitete in izgorevanje.

Glede na to, da so posamezne univerze bolj usposobljene za izpeljavo
nekaterih teéajev kot druge, pogosto prihaja do izmenjave tecajev med
njimi, kar daje temu izobrazevanju Se posebe] vseevropski znacaj].

Clanstvo

dve leti in pol.
1. dekretariat

Predsednik zdruzenja ECMI in ¢lani sveta so voljeni vsaki
Praviloma te funkcije krozijo med ustanovitvenimi ¢lanican
zdruzenja ECMI je stalen. Njegov naslov je:

Prot. R. M. M. Mattheij,

Postbus 513, 5600 MB Eindhoven,

The Netherlands.

Z.a podjetja je letna ¢lanarina 500 ekujev. Zanjo dobivajo ECMI Ne-
wsletter, imajo popust pri kotizacijah na konferencah, ki jih organizira
ECMI, moznost najemanja usposobljenih strokovnjakov, dostop do vseh i-
zobrazevalnih programov in do mrezZe raziskovalne pomoci in baze podat-
kov.

Za univerze Je letna ¢lanarina 120 ekujev s podobnimi pravicami.

Tudi posamezniki lahko postanejo ¢lani ECMI. Zanje je letna ¢lanarina
30 ekujev. Imajo podobne pravice kot ustanove. |

Oddelek za matematiko in mehaniko Fakultete za matematiko in fiziko
Univerze v Ljubljani je postal ¢lan ECMI leta 1994.

Zvonimir Bohte
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2. stopnja
Matematika — fizika

22. Berk Joze Metrika GBL — geometrije

23. Brbre Breda Identitete v kolobarjih in algebrah

24. Cvetreznik Karmen  Evklidska ravnina in Riemannova sfera

25. Franges Stanislava O celostevilskih tunkcijah

26. Istokovi¢ Jolanda Newtonova metoda v kompleksni ravnini
27. Jelenko Melita Praideali in praradikal

28. Jug Mira Fluktuacije v holesteri¢nih tekocih kristalih

* Seznam diplomantov iz leta 1993 je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz. 41 (1994) 3.
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29.
30.
31.
32.
33.
34.
30.

36.
37.

33.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.
39.

36.

37.
38.

94

Letonja Nevenka
Orehovec Damir
Orthaber Suzana
Senekovi¢ Jozef
Tement Jelena
Toplak Stanislav
Vegligaj Spela
Vrencur Dusanka
Zinrajh Darko
Zizek Darinka

Pregled gravitacijskih in kapilarnih valov na vodnem povrsju
[zoperimetri¢na neenakost
Abstraktna Cauchyjeva naloga

Linearne 1n ciklicne kode
Vpeta drevesa 1n Steinerjev problem

Harmoni¢ne funkcije
Dokazi pri pouku matematike

Volilna in Catalanova stevila
Predlog eksperimenta za potrditev izreka o vrtilni koli¢ini

Polinomi z najmanj$imi normaimi

Pedagoska fakulteta — Ljubljana

2. stopnja

Fizika — tehnika
. Th¢ Goran
. Jakhe¢ Eva

. Theuerschuh

Polonca

Fizika — kemija

. Krajmk Karla
. Laharnar Marija

. Risti¢c Alenka

. dDebenik Majda

Matematika — fizika

Andolsek Helena
Bavdek Mojca
Cesen Irena
Cebular Anja
Frantar Sasa
Gaspersic Marko
Jagodic Neza
Jereb Andreja

Mlakar Mateja
Malovrh Lea
Oslaj Mateja
Oresnik Vera
Oresic Nina
Prasnikar Natasa

Pristov Andreja
Skrbec Zdenka

Uporaba planetarija CELESCOPLE za pouk fizike v osnovni
Sol

Merjenje barvne temperature

Rac¢unalnik pri pouku in projekt \PETRA”

Primer vrednotenja nivojev znanja iz organske kemije, ki jih
predpisuje katalog za 8.r. OS5
Primerjalna analiza rezultatov testiranja pojmov iz organske

kemije v OS in SS

Sinteza in karakterizacija aluminofosfatnega molekulskega
sita strukturnega tipa 5, eksperimentalna predstavitev la-
stnosti izbranih elementov in njihovih spojin (bor, aluminij,
silicij, kositer, arzen)

Elektrokemija v osnovnosolskih in srednjesolskih programih
kemije in fizike

Metacikliene grupe
Aproksimacija z veriznimi ulomki
I-regulirani grafi 3. stopnje
Besselove funkcije s poloviécnimi indeksi

Formalne potenc¢ne vrste in Stirlingova stevila druge vrste

Kvaternioni
Vesolje v barvah

Razliéni nacini obravnave nekaterih matematicnih preshkav
v OSin 1.r. SS |
Cayleyevo §tevilo

Postavljanje vprasanj pri izbranih poglavjih matematike
Na¢rtovane naloge z razlicnimi geometriskimi orodji

Catalanova stevila
Klasifikacija podgrup grupe PSN (2, Q)

Fleksibilna uc¢na diferenciaciia pouka matematike v 5. ra-
zredu osnovine Sole

Prostor in c¢as

Kapaciteta splosnega troosnega elipsoida

Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 3



455.

456.
457.

458.
459.
460.
461.
462.
463.
464.
465.
460.
467.
468.
469.

4'70.

. Sabec Natasga

. Velkavrh Maja

. Vujc Goran

. Vidmar Karmen
. Zalaznik lrena

Matematika — tehnika
. Oblak Irma
. Plesko Darja

1. stopnja

Matematika

. Poga¢nik Ziva

. Sinko Franc

. Pokorn Marjeta
. Peterle Polona
. Kopac¢ Irena

Prasnikar Neuvirt

Breznik Maja

Bolka Marija
Rudman Robert

Ci¢ Andreja
Colneri¢ Monika
Horvat Valeryja
Matematika
Skerlak Smiljana

Mandely Matjaz
Klabjan Diego

Basar Barbara
Baumgartner Anton
Kobal Anamarija

Zagar Emil
Kukovie Nataga
Belehar Erika
Logar Tomaz
Masnoglav Bogomir

1ijana

Bresar Bosgtjan
Prezely Jasna
Marolt Jasna

Preloviek Urog

Lo Sﬁ@pnj& Matematik:

Razhi¢ni na¢ini obravnave nekaterith matemati¢nih preshkav

v OS in 1.1. SS

Popolne preshikave konénih grup

Neenakost s sredinam
Terminologija v matemati¢nih u¢benikih za OS5

Polarizacija svetlobe

Matematicna obdelava antropomorine robotske roke
Vplhiv specifi¢nega treninga na razvoj matematicnih pojmov

v OS

Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo

— uporabna smer

267. Zagar Karmen 272. Sircelj Karin
268. Brvar Darko 273. Vrecar Simon
269. Knez Simona 274. Wedam Maja
270. Ivanusa Blaz

271. Vevar David

. — pedagoska sm
Janja Izoperimetri¢na neenakost in njena stabilnost

Kompleksne simetri¢cne, antisimetri¢ne in ortogonalne ma-
trike

Ocene lastnih vrednosti matrik

Simetrije 1n tapetne grupe

Jacobsonov radikal

Konveksne funkcije

Iracionalna stevila

— uporabna smer

Aproksimacija in interpolacija funkcij z jezikom mathema-
tica |
Zasnova podatkovne baze kupcev v Tobac¢ni Ljubljana

Verjetnostni algoritem za ra¢unanje prostornine konve-
ksnega telesa v R"

Voronojevi diagramai

Rotagrah

Analiti¢ne mnozice v poljskih prostorih

Racionalne parametri¢ne krivulje

Hipereksponentne resitve diferencialnih enachb

Sredisca v grafih |

Linearno programiranje z metodami sredi§¢ne pota
Struktura poplnih grafov

Praideali v algebri operatorjev na Hilbertovem prostoru

C*-algebre multiplikatorjev

Vlaganje grafov v projektivno ravnino v linearnem casu
Absolutno sumabilni operatorji in faktorizacija skozi Hilber-
tov prostor ‘ |
Asimptotska analiza koeficientov rodovnih funkecij
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471.
472.

473.
474,

475.

476.
477,

478.
479.
480.

481.
482.

483.

O o ~I O

135.

593.
594.
595.

596.

598.

599.

600.

601.
- 602.

603.

604.

96

Kisek Renata
Krasovec Sabina

Krancan Alenka
Ozbic Tatrana

Rome Mojca

Pazin Dragan
Jakhel Crtomir
Bostjancic Ada
Zupancic Metka
Safari¢c Andreja
Cop Jernej
Gogala Andre;
Loze] Mateja

Raznoterost1l in radikalski ideals
Konveksne mnozice v Hilbertovih prostorih

Injektivni moduli in kolobarj koeficientov

Karakterizacija integralskih operatorjev do unitarne ekviva-
lence

Prostori Soboljeva za primer funkcyj, definiranih na enotsk:
kroznici

MnozZenje matrik na transputerskem sistemu

Problem 1zbire optimalne kosarice

Centralnosimetri¢ne matrike
Heoo kontrola
Analiza in spektralna sinteza na lokalno kompaktnmih grupah

Problem n teles
Invariante kon¢nih grup

Banachove algebre in spektralna analiza

Matematika — teoreti¢éna smer

. Lebi¢c Hanka

. Zidar Peter

. Bauer Andre;j

. Dolinar Gregor
10.

. Kuzma Bojan
12.

Malesic Matjaz

Kolar Mate;

Intervalne funkcije

Knuth-Bendixov algoritem

Seifertovi vlaknati prostor:

Krizni produkti za von Neumannove algebre
Matri¢no monotone funkcije koncnega reda
Perturbacije omejenih operatorjev |
Doob-Meyerjeva dekompozicija podmartingala

Matematika — smer racunalnistvo z matematiko

. Campelj Borut

Izomorfizem grafov z omejeno veckratnostjo lastnih vredno-
sl

Fizika — pedagoska smer

Korosak Dean

Demonstracijsko merjenje svetlobne hitrost:

Fizika — tehni¢na smer

Berkopec Ales
Tasi¢ lzidor

Posel Robert

Duh Andre;j

. Zdesar Urban

Kozar Jasmina
Ramsak Nina
Stepisnik Matjaz

Batagel] Alen
Lotri¢ Uros

Bohinc Klemen

Pezdir Gorazd

Problem proste povrsine v toku viskozne tekocine
Obdelava shk pr1 NMR tomografij

Tunelsko mikroskopske raziskave nukleacije zlata na krista-
il NbSeqg in W'les

Selektivno vzbujanje magnetizacije v Sibkem magnetnem
polju

Dolocanje zgornje meje rentgenskega spektra na osnowvi
absorpcije

Opredelitev opti¢nih lastnosti premazov na sonc¢ne zbiral-
nike s pomocjo teorije Kubelke in Munka

Tunelska mikroskopija nanometrskih skupkov srebra na
NbSes 1n grafitov

Moduliranje laserske svetlobe z metodo motenega totalnega
odboja

Merjenje koncentraci) z Rutherfordovim sipanjem
Raziskave ureditve in dinamike veriznih molekul v nemati¢ne

tekocem kristalu
Dirackov spinor in elektrodinamika i1z petdimenzionalne

gravitacije
Spektrometrija EXAFS vmesnih produktov pri sintezi viso-
kotemperaturnega superprevodnika (Cu, Ba, Y)
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605.

606.
607.

608.
609.

610.
611.

612.
613.

614.

615.
616.

617.

618.

bT.
b3.

59.

695.

66.
67.

141.
142.

Mohoric Ales

Jevsenak Peter
Jeraj Robert

Mencinger Jure
Ostir-Sede) Kristof

Gresovnik Igor

Cuk Barbara
Petkovsek Rok

Kavecie Matjaz
Kovacic Urdula

Volk Tomaz

Bovcon Robert
(GGroznik Ana

Vidmar Tim

Meritev lastne difuzije molekul z NMR v mo¢nem nehomo-
genem magnetnem polju

Fizikalni model detektorja nevtronov

Postavitev sistema za testiranje pozicijsko obcéutljivih silici-
jevih detektorjev

Konvekcija v pravokotni kotanji s pre¢nim gradientom
Konstrukcija pogona in umeritev stirikristalnega rentgen-
skega spektrometra

Inverzna numeri¢na analiza deformabilnih teles

Oksidacija tankih plasti kroma

Absolutne meritve dolzinskih etalonov
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