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Math. Subj. Class. (1991) 15A21, 16 W30

Izrek o kanoni¢nem razcepu vektorskega prostora na spektralne podprostore za

linearno preslikavo je dokazan s pomocjo metod teorije koalgeber.

The Primary Decomposition Theorem for a linear transformation is proved using
coalgebraic techniques.

Namen tega c¢lanka je predstaviti strukturo koalgebre in njeno vlogo v
spektralni teoriji linearnih preslikav. Kot ilustracijo bomo dokazali 1zrek o
kanoni¢cnem razcepu vektorskega prostora. Ta izrek je dobro znan in je eden
od ﬂsnovmh }mekm’ Spekm alne teﬂme Naj ga PI eésmmm@

A m vektorskem
kompﬁeksmmi S‘%VﬂL Ce je )\ lastna vrednost linearne
imenujemo jedro V) linearne preslikave (A — Al )d
L pri A. Pri tem je d tako stevilo, da sta jedri linearnih
)d in (A— A )dﬂ enaki. Izrek o kanonitnem razcepu

V' pove, da je V direktna vsota vseh spektralnih
preslikave A. O ] imer. Naj bo

mas‘t@m
preslikave A,
podprostor za

| — A\

preslikav (A
vektorskega prostora
podprostorov linearne

(1)

Mm@m :Sotem izrek o kanonié¢nem
/ m»ﬂfB Vi V,.
doka,zem@ 1zrek o Eganonignem Tazcepu s studme pmshka@w
p@ljem ko pieksmh stevil C. K Easmm d@k&z hhk@ ﬂaﬂe np}; v [6 §6 8.
prijem je uporabljen tudi v [9, §VII
m c¢lanku bomo uk&z&h VE@gO k@dge@y pm dokazu
pu. Teorija koalgeber se je izkazala Z2, uﬁm @W@@
lastnosti linearnik preslikav, m
- MSM?

:i‘tmh}
4]). Se

novim rezultatom

posebej pa je bila prav ﬁceom& k@al

m@v? gdég {
v vetparametrski spektralni teoriji [5].

1 je vodila k
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vecparametrsko spektralno teorijo so se ukvarjali tudi slovenski matematiki
(npr. [2]) in o tem objavljali tudi v Obzorniku [8]. Mi bomo o vlogi koalge-
ber v ve¢parametrski spektralni teoriji pisali kasneje.

2. Struktura koalgebre

Vektorski prostor B je koalgebra, ce je opremljen z linearnima preslika-
vama A : B —- B®Bin e¢: B — C, za kateri veljata
(2) koasociativnost: (A ® Ig) A = (Ig ® A) A
in
(40) zakon koenote: (e ® Ig) A = Ip = (Ip ® ) A.
Tu smo z Ig oznacili identicno preslikavo na B.
koprodukt in preslikavo ¢ koenota.

Oglejmo si enostaven primer koalgebre. Naj bo B dvomzsezen Vektorski
prostor z bazo {zg, z1 }, opremljen z linearnima preslikavama A : B — B
in € : B — (, dolo¢enima s predpisi

Preslikavo A imenujemo

Azg=20® 20 In Azy =21 Q 20+ 20 ® 21 (2)

ter

E (Z?;) = 550 . (3)

velja

Tu je 0;; Kroneckerjev simbol. Zlahka se prepricamo, da za A
(AR I) Az =20® 20 ® 20 = (IB ® A) Azg

n

(AR®IB)An =21 Q0 20Q20+20021 Q2 +2002002 =([UpQ A)Az.

Tako smo pokazali koasociativnost. Podobno preverimo tudi zakon koenote:

(8 ® 1 B) AZ@ = Zp = (f B E } A2

1n |

Zgornji primer je poseben primer koalgeber, ki bodo pomembne v
nadaljevanju. Le-dobimo iz algeber s posebno konstrukcijo. Struktura
algebre na koné¢no razseznem vektorskem prostoru porodi namreé strukturo
koalgebre na dualnem prostoru.

Denimo, da je A koné¢no razsezna algebra z enoto 1. Produkt v algen
A je bma,ma operacija A X A — A. Ker v algebri A veha, Estubmwnost in
ker lahko v produktu izpostavimo skalarje, potem sledi, da produkt doloca
linearno preslikavo p : AQ A — A, torej p(a ® b) = abzaa,b € ‘
preslikave je za nas pomembna Se hnea,ma, preslikava e : C — A, defini

2 | Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 1



Asociativnost v algebri A je ekvivalentna enakosti

(4)

a Se enakosti

[4=pIaQe), (5)

| preslikav
razsezna. alg

a1) f2 ﬂ‘ m}

n razsirjena linearno za poljuben f c A* @ A"
ina € AR A morfizem. Ker je preslikava ¢ {k&nﬂmsm) izomorfizem,
bomo odslej idenficirali prostora A* ® A* in (A® A)".

' m podamo (kanoni¢no) strukturo ko-

(7)

giejmﬁ si na primer k@nsm“u kcije koalgebre iz algebre. Naj bo (¢)

=]/ (q)-

Potem je mnozica

'|z], generiran s polinomom ¢(z) = (z — )\)}”H? in A
AY v A oznatimo s simbolom :L';\

. Njej dualna baza

1deaﬁ v

je dolocCena s p

1
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Tu je [h] razred polinoma h v A. Koprodukt A in koenota ¢ za koalgebro
A* sta podana v (7). Ker velja

(52)) (w2 @52) = 2 (1 (52 ©22)) = 5 (s4,) = B

1n

sledi, da Az? = Zémo zf‘@z,?____j. Podobno velja ez = 659, ker je (e*z,f‘) (1) =

= 20 (1) = 6. Koalgebra A* je pomembna v nadaljevanju, zato bomo

()

zanjo vpeljali posebno oznako By’. Opozorimo Se, da je koalgebra, ki smo

jo spoznali na zacetku razdelka in je dolocena s praviloma (2) in (3), enaka
koalgebri Bg\l) .

Sledeci izrek je dokazan v bolj splosni obliki v [4]. To je poseben primer
izreka o kanoni¢nem razcepu koalgebre na nerazcepne podkoalgebre (glej
[1], [7] za sploSen primer).

Izrek 1. Naj bo p(z) = (z — A\)" T (z = X)) oo (e = X)) raz
cep polinoma p € C|z] na linearne faktorje. Patem je A, = Clz]/ (p)
koncno razsezna algebra in dualna koalgebra B, = A7 je dz'rektna vsota ko-

(K:)

algeber BY ', to je

(9)

Dokaz. Naj bo A), = Clz]/ ((az—-—/\i)kﬁl) za © = 1,2,...,7. Za

polinom h € C|z] oznatimo s |h], njegov razred v A, in s [h], razred

polinoma h v A).. Potem je preslikava 2 ([h]p> = ([h)y 10y, -, 1R],)

Bi_, Ay, saj velia [ag + Bh]; = alg]; + B[A].

je |h], = 0 za vsak ?:7 potem sledi, da polinom (z — X;)"™! deli h in tako
[h]p = (. Preslikava 1 je zato injektivna. Ker sta razseznosti prostorov A,

in @P;_1 Ay obeenakir+>"_, k;, je ¢ tudi surjektiven in tako 1zom0rﬁzem

Nato sledi, da A7 = B g ). Ker sta A, in

2

homomorfizem A4, —

*/ izomorfni koalgebri.
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To velja, ker so algebre A, in Ay, 7 = 1,...,r, konéno razseZne in ker so

B, in |

3y, njim dualne koalgebre. =

Naj bosta A, in 5, kot v gmme izreku. Pomembno vlogo v nadalje-
vanju bo imela pr eshkava, D : B, — B,, podana s predpisom

([h}p) = f(l=h),) (10)

za, f € B, in h € C|z]. Preslikava D je dual preslikave ,mnozenje z z” na

algebri A,.

kavo A — D V ® G, —V® kjer ] J | koalgebm ﬁmrana zrku L.
Tu smo preslikavo A ® I oznacili kar s mke A in meshk&va Iy @ D s ¢rko
. Jedro preslikave A - D :V ® B, — V ® B, oznacimo s simbolom 7.

Naj bo p(z) = z¢ — p Potem linearni funkcionali
fi € B,, definirani s pledpisom

Ji ([Mp) = 0;; (7,7 =0

razred polinoma h v A,. |

,...d—1), (11)

0)in (11)

tvorijo bazo prostora B,. Tu je [h]
sledi po kratkem racunu, da

'E — pOchmﬁ 11 Df@ — féwl + p’éfdwﬁ {5 = 1,2,.. *3d o E} . (Ez)

P

Trditev 2. Vektor v = Zf gfvz R f; 7€ element v K
velja

» natanko tedaj, ko

v, =Awg (1=0,1,...,d—1) in p(A) v =0. (13)

Dokaz. 7 uporabo enakosti (12) dobimo

natanko tedaj, ko velja

Av; = Vi1

Fnakosti (13) so ekvivalentne enakostim (14), in tako je dokaz koncan. =

Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 1 5



Naslednji izrek je pomemben za povezavo med razcepom (9) in ka-
noniénim razcepom prostora ¥V na spektralne podprostore linearne presli-

kave A.

Izrek 3. Naj bo p minimalni polinom linearne preslikave A in € koenota
za B,. Potem je zozitev € : R, — V preslikave Iy @ € obrnljiva.

Dokaz. Na,j bo p(z) = 2% — pg_12%~! — ... — po. Potem ima koalgebra

B, bazo {f, 1,“0 podano z (11) Definirajmo sedaj linearno preslikavo
n:V — R, s predpisom 7 (v) = Y0 A'v ® f;. Potem sledi iz (12), da

(15)

Tako smo pokazali, da n(v) € R, za vsak vektor v € V. Ker velja
£ (7 (’0)) =v za v € V, je preslikava ¢ surjektivna. Naj bo sedaj u =
= Z‘,& o i ® f; € R,. Potem sledi iz trditve 2, da u = Zg;g Aoy ® f;.

veljan(g(u)) = n(vg) = Ef;& Ay ® f; = u, je preslikava Z tudi injektivna.
Dokaz je tako koncan. =

Kot posledico izreka 1 dobimo sedaj v naslovu omenjeni izrek o ka-
nonicnem razcepu na spektralne podprostore. Naj bo

Ker

p(ﬂ?) p— (fB _ Al)k1+1 ($ . Az)k’z‘i-i . ($ . AT)kT+1

razcep minimalnega polinoma preslikave A na linearne faktorje, jedro pre-

slikave A— D : V ® Bg\izi) LV o B%)

3

pa oznacimo s simbolom R ;.

Izrek 4. Naj bo A linearna preslikava na vektorskem prostoru V
njen minimalni polinom. Potem velja

kjer Vi, = €(Ry,). Vektorski podprostor V, je spektralni podprostor za A

pri A;, to je, Vi, je jedro preslikave (A — NI,

6 Obzornik mat. fiz. 42 (1995) 1



yodprostori

Da so vektorski V>, invariantni za A in da je V), jedro preslikave

Na j bo A kot v (1) in naj bo
malni pohnam za A ] je p(x }:

" te] bazi

1 Luziusu Grunenfelderju se zahvaljujem za razg
11 k nastanku tega clanka.

3] G. Cﬁgﬂm Linearno rekurzivna zaporedja, diplomsko delo, Oddelek za matematiko,
Univ. v Ljubljani E%E} samozaloZba.

14 L Grunenfelder,
|

. Alg. Appl. 182 {1 993}, E 27-145.

5] L. Grunenfelder, T. KQSH‘ An algebraic approach to multiparameter spectral theory, Se
ﬁ@@hgﬁh@ﬁ@

1 K. Hoffman, R. | &igeém 2, zzé&j& Prentice Hall, 1971.

] G 151¢, N@@?ejﬁf% mzmimm Sm‘sﬁsgh pmééemov Obzornik nat. fiz. 33 (1986),
M 86.

191 1. Vidav, Algebra, 2. natis, DMFA Ljubljana, 1980.
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XTEZICNEM PRODUKTU GRAFOV
JANEZ ZEROVNIK

Math. Subj. Class. (1991) 05C85, 68Q25, 68Q22

Povzamemo nekaj rezultatov v zvezi s prepoznavanjem kartezi¢nega produkta grafov.

'ON CARTESIAN PRODUCTS OF GRAPHS

Some classical and some new results on recognizing Cartesian product graphs are
surveyed.

1. Uvod

Pred dobrimi tremi desetletji je odmevni Sabidussijev ¢lanek o ;mnoze-
nju grafov’ [11] spodbudil zivahno raziskovanje produktov grafov. Med pr1-
vimi rezultati so bili dokazi (ne)enoliéne faktorizacije za razlicne produkte,
dokazi izreka o rekonstrukeciji za nekatere druzine grafov in klasifikacija vseh
asociativnih produktov!. V zadnjem desetletju so produkti grafov ponovno
postali zelo zanimivo raziskovalno podrocje, predvsem zaradi vprasanj, po-
vezanih z obstojem in uéinkovitostjo algoritmov?. S produkti grafov se po-
sredno ali neposredno ukvarja tudi lepo stevilo prispevkov slovenskih mate-
matikov®.

Produkt dveh grafov je graf, katerega mnozica tock je kartezi¢ni produkt
mnozic tock faktorjev. Pravilo, ki dolo¢i povezave v produktnem grafu,
je mogoce izbrati na vet nacinov. IzkaZe se, da obstaja natanko dvajset
razlicnih asociativnih produktov. Ce upostevamo Se nekatere enostavne
zveze med njimi in zahtevamo, da so povezave produkta odvisne od obeh
faktorjev, pa ostane pet razlicnih produktov, ki jih je smiselno studirati:
leksikografski produkt, krepki produkt, kategori¢ni produkt (imenovan tudi
tenzorski, direktni ali sibki produkt), kartezi¢ni produkt (ali vsota grafov)
in ekvivalencni produkt (]9, str. 28]).

I 7a konéne karteziéne produkte sta enoli¢nost faktorizacije dokazala Sabidussi in ne-
odvisno Vizing, za splo$ne (tudi neskonc¢ne) produkte pa Imrich in Miller. Izrek o
enohicni faktorizaciji krepkega produkta so dokazali Dorfler in Imrich ter McKenzie.
Imrich je opisal vse primere, v katerih obstaja enoli¢na faktorizacija glede na leksi-
kografski produkt. Izrek o rekonstrukciyi kartezi¢nega produkta je dokazal Dorfler.
Imrich in Izbicki sta klasificirala vse asociativne produkte. Ve¢ bibliografskih podat-
kov o teh (in kasneje omenjenih rezultatih) lahko bralec dobi v [9] in [13].

Winkler ter neodvisno Feigenbaum, Herschberger in Schaffer so objavili dva razli¢na
polinomska algoritma za faktorizacijo grafa glede na kartezitni produkt. Tudi za
faktorizacijo glede na krepki produkt je znan polinomski algoritem. Casovna zah-
tevnost faktorizacije glede na leksikografski produkt je enaka ¢asovni zahtevnosti te-
stiranja izomorfizma grafov. Bralcu, ki si Zeli spoznati ali osveziti osnovne pojme o
ucinkovitosti algoritmov, predlagamo ucbenika [7] ali [2].

V podatkovni bazi MathReview najdemo prek dvajset abstraktov ¢lankov slovenskih
avtorjev, v katerih so omenjeni produkti grafov. Med avtorji ali soavtorji so (po
abecednem redu) Vladimir Batagelj, Sandi Klavzar, Aleksander Malni¢, Dragan
Marusi¢, Bojan Mohar, Matjaz Omladi¢, Tomaz Pisanski, John Shawe-Taylor in Joze

Vrabec.
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V sestavku se omejimo na kartezicni produkt, pri katerem so povezave
dolocene takole: z z1, z9 oznacimo tocki faktorja G in z yq, y, tocki faktorja,
H. Tocki (z1,y1) in (x4, yz) produkta, ki ga oznaéimo z GoH, sta povezani
n&mnkﬂ tedaj, ko sta tocki v enem od f@kmmev povezani, v drugem p
enaki. Zaradi asociativnosti lahko na ta nacin definiramo karteziéni rodulkt
konénega stevila faktorjev. K @,m@je bomo navedli posplositev te definicije
za karteziéni produkt poljubnega stevila faktorjev.
Poleg povsem teoreticne zanimivosti je studij algoritmov za faktoriza-
cijo grafov zanimiv tudi z bolj prakti¢nega stalis¢a. Probleme, ki se poja-
vljajo v najrazlicnejsih kontekstih, na primer pri operacijskih raziskavan, je
pogosto mogoce prevesti na pmbieme kombinatoriéne @pmmm&me mnogz
med nﬁz pa zahtevajo tudi izracun kaksne invariante grafa, ki je na ustre-
zen nacin prirejen problemu. Racunanje mnogih grafovskih invariant je v
splosnem NP-tezko, kar nekoliko poenostavljeno receno pomeni, da ne po-
znamo nobenega polinomskega algoritma za tak problem in da je zelo ver-
jetno, da tak algoritem sploh ne obstaja. Ce pa vemo, da ima graf kaksno
posebno strukturo, se pogosto izkaze, da je mogoce katerega od sicer tezkih
problemov vendarle ugnati z algoritmom, ki je dovolj hiter za prakti
uporabo. Na primer, ¢e je graf kartezi¢cni produkt dveh faktorjev in is¢emo
Eah ko poiscemo faktorje grafa,

ﬂjegova ba&*%m@sfﬂ (kromati¢no stevilo,

med b aE‘VHOSUO kartezictnega, o In meggw

?H&X{X<“97X(§§

Gratf je kombinatoriéni objekt, ki je doloten z mnozico tock in mnozico
povezav. MnoZico tock ar afa G bomo oznaciliz V(G) ali V', mnozico p
pa z F(G) a,h ['. Mnozica povezav F(G) je mnoZica parov {z, y} razli¢nih
tock. Tockama z in y reCemo %mﬁsm povezave {$ y} Graf H je podgraf
grafa G, e je V(H) C V(G) in je E(H j@ induciran (ali
porojen) p@dgmf grafa G, ce je p@%zm& {% y} gmfa G v H, brz ko sta
v H njeni krajis¢i z in y. Naj bo H podgraf grafa G. Po i gr af ki ga I
inducira v G dobimo tako, da gi afu H d@da,m@ Vse povezave med pari tock
iz H, ki so povezane v G. Sprehod G je (konéno) zaporedje povezav
{ﬁhzﬁzﬂ {zq, 25}, . e hﬁn} v kaﬁc@mm imata poljubni dve zam@dm
povezavi skupno Gral je povezan, ce med oo k iz
V(@) obstaja Spmi’ma Sprehod, v kaﬁﬂe%m se vsaka p@j&ﬁﬂ najvec

enkrat, je pot. Razdalja dg(z,y) med totkama 2 in y v g j@ dolZina
najkrajse poti med z in y. Ce med totkama z in y ni nob@n@ poti s konéno
dolZino, potem definiramo dg(z,y) = oco. Graf je povezan natanko tedaj,
ko je dg(z,y) < oo za p @h uben par m&g T, V(G

Graf &G lahk | 1 1k /(G F
zapiSemo kar z € G namesto z € V(G) in e € G namesto e € F/(

Najbo &,, ¢ € I druzina grafov. P@mm je kartezicnt produkt G = 0,c1G

eraf, kjer velja:
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(i) V(G) je karteziéni produkt mnozic V(G,). Z drugimi besedami lahko
recemo, da je V(G) mnozica funkcij z : ¢ — z,, z, € V(G,), iz mnoizice
indeksov I v unijo U;ciV(G,).

(i) F(G) je mnozica parov {z,y} razlicnih tock G, za katere obstaja tak
indeks k € I, da je {zx,ys} € E(Gy) in velja z, = y, za vse v € I \ {k}.
V primeru, ko imamo samo dva faktorja, recimo G in H, dobimo

obitajno definicijo za (kon¢ni) kartezi¢ni produkt Gol . Kartezi¢ni produkt

grafov je komutativen in asociativen, enota zanj je trivialni graf (z eno tocko
in brez povezav).

Enostavni primeri kartezicnih produktov so kvadrat, ogrodja kocke,
hiperkock in prizem ter celostevilska mreza, ki jo dobimo kot produkt dveh
neskoncnih poti. Na sliki 1 vidimo graf ,ogrodje kocke’, ki ga dobimo kot
kartezicni produkt treh grafov K5 in produkt poti Ps z grafom K5. Definicijo
grafa hiperkocke in zanimiv primer uporabe kartezicnega produkta najdemo
v [10].

O O O O @
O O O O O

Slika 1. Dva enostavna primera sestavljenih grafov.

Produkt konéno mnogo grafov je povezan natanko tedaj, ko so povezani
vsi faktorji. Produkt neskonéno mnogo netrivialnih grafov pa je prav gotovo
nepovezan, saj nujno vsebuje tocke, ki se razlikujejo v neskontno mnogo
koordinatah. Tak par tock pa ne more biti povezan s koncno potjo, saj
vsaka povezava povezuje tocki, ki se razlikujeta samo v eni koordinati. Zato
je naravno definirati sibki kartezi¢ni produkt.

Naj bo G,, ¢ € I mnozica povezanih grafov in a € V(o¢1G,). Sibki
kartezicni produki G = of_;G, je povezana komponenta grafa G = g¢1G,,
ki vsebuje tocko a.

Kaj hitro se vidi, da je ®*G, = o®G, natanko tedaj, ko se toéki a in b
razlikujeta v najvec¢ koncéno mnogo koordinatah.

Primer produkta s Stevno mnogo faktorji je sibka neskonéno dimenzio-
nalna kocka. To je graf, katerega tocke so vsa neskonéna zaporedja nicel in
enic, v katerih je kon¢no mnogo enic, dve zaporedji pa sta povezani, ko se
razlikujeta v enem clenu zaporedja. Sibko neskonéno dimenzionalno kocko
dobimo kot kartezi¢ni produkt stevno mnogo grafov K.

Temeljni izrek o faktorizaciji glede na kartezi¢ni produkt so dokazali
vsak zase Sabidussi [11] in Vizing [12] za produkte kon¢no mnogo faktorjev

ter Imrich [4] in Miller [8] za 8ibki produkt.
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"m = v, 7a vse mafm . # kK, za koordinato k pa {v, Uy } 6
, n fv mmuﬂ o(d-;G,), ¢e obstaja tak

E; se tezko pm DTI é&ﬁ;

je v

1stea

e vl V@E@ﬂ cne g& razreda og namr
. ki je mdaumn na teh @veza,va,h Pa

povezana k@ mponenta g

Injih povezav ¢ = { ﬁ f {,@ z}
ka md@, w, da je gmi

zm@ é mm@ mora bitl vsak
nih og-ekvivalencnih

EZ@@P
povezZav 1 aﬁ@ g &

OVezZav € =

E(G) je definirana takole: za p Ohub@ﬂ pal ]
[, je efle’ natanko tedaj, ko je

O¢itno je relacija 0 simetri¢na in refl
~ je ﬁ E‘%j @VW&E@&@ a relacija. R




€~ €y, €y~ €5, €3~ € €1~ €~ €3~ €y~ €

Slika 2. Ekvivalen¢ni razredi relacije 8* na ciklih Cg in Cs.
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E
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v
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o
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Slika 3. Definiciji relaciy 7 in 6.

se, da relacija 6* ,identificira’ lihe cikle, v sodih ciklih pa je v relaciji samo
par nasproti si lezecih povezav (glej sliko 2).
Definirajmo Se dve relaciji. Povezavi e in f sta v relaciji 7, ¢e je
izpolnjena ena od naslednjih dveh zahtev:
(1) e in f sta sosednji povezavi in v grafu ni nobenega induciranega kva-
drata, ki bi vseboval e in f.
(2) e = f. |
Povezavi e in f sta v relaciji 0, ¢ce je izpolnjena ena od naslednjih dveh
zahtev:
(1) erf.
(2) e in f sta nasprotni povezavi v kvadratu brez diagonal.

Relaciji 7 in 0 sta refleksivni in simetri¢cni. Torej sta njuni tranzitivni
ovojnicl 7* in 0™ ekvivalencni relaciji.

= €76~ €3~ €y €5~ €

Slika 4. Ce sta sosednji povezavi v razli¢nih ekvivalené¢nih razredih 6§, potem razpenjata
natanko en kvadrat brez diagonal.
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Po definiciji relacije ¢ vsak par sosednjih povezav, ki pripadata razlic-
nima ekvivalenénima razredoma ¢, razpenja kvadrat brez diagonal. Hitro
se vidi Se vec: Ce sosednji povezavi pmad&w razlicnima ekvivalenénima
razredoma 0, je tak kvadrat enolicen. Ce bi bila taka kvadrata dva, tako]
vidimo, da morajo vse povezave lezati v istem ekvivalenénem mzmdm 0.
[deja « Okaza je Sk}CH ana na shh 4; Recimo, da povezavi ey in ey razpenjata
dva kvadrata. P eo. (Na sliki 4 smo relacijo 6*
oznacili z ~.) 1 mo, da je dwwai@ncn@ relacija na povezavah grafa
lokalno produkina, ¢e vsak par sosednjih povezav, ki pripadata razlienima
ekvivalencnima razredoma, razpenja natanko en kvadrat. Brez tezav se
prepricamo da je lokalno produktna tudi vsaka ewv&knm& miam& ki
vsebuje 5“}2 Prav tako ni tezko videti, da og vsebuje 8, torej je tudi og
lokalno pmduktn& relacija. Ni pmseneﬂjivm da je lokalna produktnost
relacije presibka lastnost, da bi taka relacija Ze dolocila, ali je graf sestavljen
all ne.

Pragraf z dvema 6% -ekviva- . Pragraf s tremi §*-ekvivalenénimi
lentnima razredoma.  razredi.

Na slikah 5 in 6 vidimo razbitje mnozZic povezav na ekvivalencéne razrede
relacije 5* na, dVQ pragrafih. V prvem primeru imamo skora}
produkt Psof povezave so prevec ,zavozlane’. Ce poskusim
te tri povezave mwn@ﬁm zatno ,nagajati’ druge tri. Graf je torej lepo
simetricen in ima lokalno S‘m ukmm E{Mmmm@g& produkta. Pragraina sliki 6
ni zavgzm , le povezav ima p V nadaljevanju bomo videli, koliko
aﬂﬂ{a lokalno produktni mﬁaﬁm d@ produktne relacije og.

Naj bo £
poljubnim parom
podgraf (v G)

Na prvi pogled bi bilo naravno definirati, da je mmdja na mnozici
povezav kmweksxxa ce SO p@dgmﬁ ki ﬁh mduump njeni ekmvﬂenﬁm
razredi, konveksni. Vendar se izkaZe, da je bolj uporabna naslednja, nekoliko
mocnejsa definicija.

podgraf v . Ce so vse najkrajse poti v g

tock 1z tudi v m recemo, da je H konveksen

F(G) z ekvivalenénimi razredi F,,
demmﬁ je relacija v konwveksna, te je za poljubno podmnoZico

N a] bo v ekvivalencna relacija na
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K C I konveksna vsaka povezana komponenta grafa, ki je induciran na
Uek L. -

Za nas sta najpomembnejsi konveksni relaciji produktna relacija og in
relacija 6*. Dokazimo, da je 6* konveksna relacija. Zacnimo z lemo, ki je
temelj celotne teorije izometricnih vlozZitev v karteziéne produkte grafov |3}

5.

Lema 2 (Graham in Winkler). Naj bo P ena od najkrajsih poti med
tockama a wn b grafa G in () poljubna druga pot med a in b. Poiem je
PN E,| <|QNE,| za poljubni ekvivalencni razred F, relacije 6*.

Dokaz. Za poljubno trojico tock z, 4,z € V(G) definirajmo

fa?(yaz) = dg(z,y) — da(z, Z)a

kjer je dg(u,v) razdalja v grafu G. Ker za dg velja trikotniska neenakost,
dobimo |f.(y,2) — fu(y,2)] < 2 za poljubno povezavo {u,v} € FE(G).
Nadalje iz definicije @ sledi, da je f.(v,2) = f.(v, 2), Ce je natanko ena od
povezav {u,v}, {y,z} v F,.

Naj bo P dana s povezavami {z1,z2}, {Z2,23},...,{@Tm-1,Tm}, Kjer
smo oznacili ¢ = z1 in b = z,,. Definirajmo

g(u) = JulZiy Tig1) -

{372: "Li41 }EPHE;

Ocitno je g(u) = g(v), ¢e je {u,v} € E\ E,. Za {u,v} € E, pa dobimo

l9(u) — g(v)| = | ‘ fulzi, zip1) — fo(zi, Tig1)] <
{zi,x;41 }EPNE,

SIS fulon i) — folo )] =
{:L‘ 1) le41 } er

— EfU($17$m) T fv(zlaajm)i S 27

ker je fu(z:, Tit1) = ful®i, Tig1) za {25, 2541} € E..

Naj bo stevilo povezav na poti P, ki so v F,, enako k. Potem je g(a) =
= —k in g(b) = k. Ko u tece po poljubni poti ¢J od a do b se vrednost g(u)
spremeni od —k do +k, torej za 2k. Ker se vrednost g lahko spremeni samo
vzdolZz povezav iz F, in ker se g vsaki¢ spremeni za najvec¢ 2, mora biti na
() vsaj k povezav iz ekvivalenénega razreda F,. =

Trditev 3. 60* je konveksna relacyja.

Dokaz. Recimo, da 6* ni konveksna relacija. Potem morata obstajati
uniji ekvivalenc¢nih razredov relacije 6*, recimo Fy in Fy, = F \ Fy, in par
tock, recimo u in v, tako da obstaja pot () med u in v, ki je vsa vsebovana
v 5, QN Fy =0, in najkrajSa pot P med u in v, ki seka Fj. Obstaja torej
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Iz definicije konveksne E‘@E&ﬁ}% ni ocitno, d
mnozice konveksnih mamj konveksna, mhﬁﬁja
ekvivalencne relacije pa je to mog nok

v = (p} ce je v konveksna, vsebuje 5 in
mbﬁm 7’? 2 ﬁ Veh& 7 C y

{G} povez @Jﬁ%ga,
fmzwm pro duk t. K

or gﬁ“@ gﬁ@ de na sibki k dukt dolota ravno konveksna ogrin j aca,
relacije §. Krajse, og = C(§ } je 6* konveksna relacija, lahko zahtevo
o konveksnosti relacije o4 zapiSemo tudi takole:

Ce v

sosednji @WZ&W

fmdi eve' in fﬁff s &§ n:
e/ nista v istem ekvivalenénem
1z ekvivalencnega, a, ]
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prigli v protislovje s konveksnostjo E\ 1. Ce pa je e in vsaj ena od povezayv
f, f' v ekvivalentnem razredu £, potem mora biti, spet zaradi konveksnosti
v, vsaka povezava kvadrata v razredu F;. Torej mora biti eve’. Podobno
izpeljemo Se fyf'. =

Iz leme 5 in prej nastetih posledic leme 4 pa takoj sledi

Izrek 6. Naj bo G poljuben povezan graf. Potem je og = (1 U 0)" =

=C(T1).
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Dogovor o vzajemnosti m

Konec februarja smo dobili obvestilo, da je sprejet dogovor o reci-
proc¢nostli med Drustvom matematikov, fizikov in astronomov Slovenije ter
Ameriskim matematicnim drustvom (American Mathematical Society ali
kratko AMS). Tako se nasi ¢lani lahko vkljuc¢ijo v.AMS po ugodnejsih po-
gojih. Za leto 1995 tako po zagotovilih predstavnice AMS zniZana ¢lanarina,
(uvrstili so nas med dezele s sibko valuto) znasa le 16 ameriskih dolarjev.
Seveda pa za to zniZzano ¢lanarino dobite lahko le eno od uradnih glasil AMS

in se morate tore] odlo¢iti med Bulletin in Notices. Ustrezne formularje
lahko dobite pri Petru Legisi, Jadranska 19, Ljubljana, tel. 265-061.

Peter Legisa
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Pacs 74.55.+h, 01.30.Pp

Opisani so preprostl poskusi z visokotemperaturnimi superprevodniki, s katerimi
obravnavamo le elektromagnetne pojave, ki so merjenjem najbolj dostopni.

Some simple experiments with high 7. superconductors are described dealing only
with electromagnetic phenomena where the measuring can be easily performed.

Visokotemperaturni superprevodniki omogocajo poskuse, ki so bili Se
pred neka]j leti tezko izvedljivi. Zaradi velikega zviSanja kriti¢nih temperatur
je ta pojav pritegnil zanimanje Sirokega kroga javnosti. Zato ne bo odvec,
da te] temi posvetimo ta neprezahtevni zapis.

meritve so bili opravljeni na Oddelku za nizkotem

druzbe Joanneum v Gradcu poleti 1989 in

Opisani poskusi in :
peraturne raziskave Raziskovalne

1990.
1 deonshnamo osnovne lastnosti supermemdmk@v Upora-

bljeni superprevodniki so imeli sestavo YBa,CuszO7, ki se razlikujejo od su-
kvantitativnem obrav-

perprevodnikov 1.1n 2. vrste. Ta razlika se pokaze pri k
navanju, pri kvalitativnih demonstracijah pa ni bistvene razlike m
(Osnove deﬁovajﬂja superprevodnosti najdemo drugod [1,2,3].

Med bolj znanimi lastnostmi superprevodnikov je prenehanje uporno-
sti v superprevodnem stanju. Prece] nazoren, ¢etudi ne najbolj natancen
prikaz te spremembe je mogoce dobiti z merjenjem padca napetosti na su-
perprevodniku, ko skozenj tece stalen tok, medtem ko temperaturo znizamo
pod kriti¢no.

superprevodnik v obliki cevke z zickami za napetost in tok smo vstavili
v bakreno cevko zaradi izenactitve temperature po povrsini in zaradi zascite
cevke in kontaktov ter vse skupaj postavili v kriostat s tekocim dusikom. S
priblizevanjem suefprevodmka, gladini tekoctega dusika se je njegova tem-
peratura nizala in z ma upor. Ta je upadal najpmf pocasi, v blizini kriticne

temperature I, pa se je strmo znizal proti nic, kar prica o mehodu vV super-
prevodno stanje.

Kriticna temperatura za d&m superprevodnik ni odvisna,
od toka, dokler ta ne preseze kriticne vrednosti. To je razvidno s slike 1,
kjer je U(T') padec napetosti na superprevodniku pri dani temperaturi so-
razmeren 7 uporom.
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Slika 1. Upadanje upora z nizanjem temperature, L. ni odvisna od toka.

3. Sila na superprevodnik v magnetnem polju

Zanimiv in privlacen poskus je prikaz lebdecega superprevodnika v ma-
enetnem polju. Zaradi na povrsju induciranega toka, ki prepreci prodiranje
zunanjega magnetnega polja v notranjost, magnetna sila na ta tok prema-
kne superprevodnik v obmocje sibkejsega polja.

Mogoce je opazovati lebdenje superprevodnika nad magnetom in tudi
obratno [4-8]. Za uspes$no demonstracijo je potreben dovolj mocan magnet,
vendar so s stabilnostjo ravnovesne lege tezave. Zaradi majhne oddaljenosti
superprevodnika od magneta pa je kvantitativno obravnavanje nemogoce.
Z, drugacno razporeditvijo smo se temu izognili.

Tuljavo kot vir magnetnega polja smo namestili tik ob superprevodnik
v obliki tablete, obeSene na dveh nitkah tako, da sta se njuni vodoravno
leZec¢i osi ujemali, ko ni delovala magnetna sila. Po vkljucitvi je magnetno
polje odrinilo tableto priblizno v vodoravni smeri, saj sta bili nitki dolgi v
primerjavi z odmikom. S povecanjem toka skozi tuljavo se je vecal odmik
tablete od tuljave. Silo na tableto smo izracunali iz ravnovesnih pogojev.

V nadaljevanju smo racunali, kot da se tableta odmakne v vodoravni
smeri in da se njena geometrijska os ujema z geometrijsko osjo tuljave. Tako
poenostavljen valjno simetricen problem omogoca, da i1z predpostavljene
porazdelitve magnetnega polja in elektri¢nega toka v tableti dolo¢imo tok ter
izracunamo silo nanj. Tok je porazdeljen po vse] povrsini tablete. Vendar
prispevka zaradi toka po prednji in zadnji strani tablete prispevata le nekaj
odstotkov k skupni sili. Zato si oglejmo le silo zaradi toka po obodu tablete.

Ce superprevodnik 1. vrste, ki povsem izrine magnetno polje iz svoje
notranjosti, postavimo v magnetno polje tuljave Bt, ki ima zaradi osne si-

metrije le dve komponenti B; = (B¢, 0, B;.), se v njem zaradi Meissnerje-
vega pojava inducira tok, ki povzroca tako magnetno polje B;, da je v no-
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B, + B; = 0. Videti je, kot da |

tranjosti vsota obeh nié: bl superpre-
Pr1 tem zanemarimo magnetno

vodnik iz svoje notranjosti iztisnil polje. (I
polje tik pod povrijem v t.i. vdorni globini z velikostno stopnjo 107% m.)

Iz robnih pogojev za skupno polje na povrsini superprevodne tablete
sledi, da je tangentna komponenta magnetnega polja nezvezna:

dl
—T .

ds

1 vrste ni m&gnetnega polja, Integral magnetne napetosti po zunan]i
povrsini plasca v smeri polja in znotraj, kjer ni polja, da skupen tok p
plascu tablete:

})h — #@}5

kjer sta R in h polmer in debelina tablete. Komponento magnetnega
[eissnerjevega pojava kar

pdja mdummnega toka B;,(R) ocenimo zaradi M

s komponento magnetnega polja tuljave By, (R). Od tod sledi za tok po
pi&ééu tablete vrednost

[ — WB@Z (R}

Ho

Magnetno silo na tok I dobimo z enacbo F' =
simetrije ostane le osna komponenta:

Zaradi valjne

0.4 - M

5 10 , 15 Bz(mT)
Slika 2. Razmerje med izmerjeno in izrac¢unano silo na superprevodno tableto v odvisnosti
od osne komponente magnetnega polja tuljave. Kvocient k hkrati predstavlja delez

izrinjenega magnetnega polja.
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Vendar pa izrinjenje magnetnega polja v visokotemperaturnih superpre-
vodnikih ni popolno, saj v tableti inducirani tok s svojim poljem ne kom-
penzira povsem zunanjega magnetnega polja. Ce upostevamo, da je tok v

resnici manjsi za faktor x, lahko ta faktor ocenimo s kvocientom med iz-

merjeno in izracunano silo: kK = F%@-. Zaradi manjsega induciranega toka

je manjSe tudi njegovo polje in kvocient k daje tako tudi delez iz superpre-
vodnika izrinjenega magnetnega polja, kar kaze slika 2.

Poskusi s superprevodnim

S superprevodnim obrocem je mogoce preprosto izvesti nazorne poskuse,
ki so razumljivi tudi srednjesolcem brez globljega poznavanja osnov super-
prevodnosti.

Prikaz induciranih tokowv.

Ko na superprevodni obro¢ v normalnem stanju postavimo magnet,
zaznamo signal s Hallovo sondo, pritrjeno v osi obroca. Na obro¢ nalijemo
tekoé¢i dusik in ga tako ohladimo pod T.. Signal zacne narascati, ko obroc
prehaja v superprevodno stanje in tako izrinja magnetno polje iz svoje
notranjosti v luknjo obroca. Po odstranitvi magneta ostane le signal zaradi
superprevodnega obroca, vendar iste smeri kot poprej signal od magneta in
obroca.

Ce zatem obro¢ obrnemo, signal spremeni le smer, ne pa velikosti.
Obroc se obnasa kot prenosna tokovna zanka.

Zemeljsko magnetno polje.
- Ce v normalnem stanju ohlajeni obroc, leze¢ na Hallovi sondi, obrnemo,
se zaradi zasuka obroca v zemeljskem magnetnem polju vedno pojavi enak

signal. Iz enacbe AF = 2BS dobimo za B vrednost 5-107° T, ki dovolj
dobro predstavlja navpicno komponento zemeljskega magnetnega polja.

Casovno pojemanje trajnega toka v superprevodnem obrocu.

Ob prehodu superprevodnika iz normalnega v superprevodno stanje se
lahko upraviceno vprasamo, ali je upornost res povsem izginila ali pa se
je tako zniZala, da je zaradi koncne obcutljivosti nasih merilnih naprav ne
moremo vec¢ zaznati.

Magnetno polje v osi superprevodnega obroca, v katerem je tekel tok,
je pocasi slabelo. Ce je to posledica upornosti obroca, je mogoce dolociti
zgornjo vrednost upora obroca s pomocjo enache

I = Ipe BT
kjer sta R in L upor in induktivnost obroca. V njem smo inducirali tok, ga
vstavili v kriostat ter nato $tiri tedne merili tok v obro¢u prek magnetnega

polja v njegovi osi. Slika 3 kaze pojemanje magnetnega polja v osi obroca.
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Kljub raztresenosti izmerjenih _
cnetnega poha Na posameznih mestih se pojavijo bolj skokovite spre-
pre-

membe, ki jih lahko povzrocijo nevidne ra,woke katerih posledica je s;
emba razporeditve toka v obrocu, ¢esar pa v racunu ni mogoce upostevati.
Induktivnost obroca smo ocenili kar s spodnjo enacho, kot da tok tece
enakomerno porazdeljen po obrocu:

in zanjo dobili 1,8-10% H. Pri tem sta dy in dy notranji in zunanji premer, h
pa visina obroca. Iz naklona, ki ustreza zacetnim osemnajstim dnevom, sm
por dobili 0,96-1071° Q, za zadnjih deset dni pa 1,15-1071° Q. Ustrezen

relaksacijski cas % je pri tem priblizno sedem mesecev. Za pmm@maﬂm

povejmo Se, da bi obro¢ iz bakra enakih dimenzij imel upor 2,6 -
je za 10 desetiskih red V

leissnerjevega
agnetnem

Pri visokotemperaturnih superprevodnikih ni popolnega A
pojava, kot je pri superprevodnikih 1. vrste, pa¢ pa, kadar so v n
polju, kazejo lastnosti superprevodnikov in idealnih prevodnikov.
Superpevodnik 1. vrste v zunanjem magnetnem polju, manjSsem od
krititnega, po svoji povrsini inducira tok, katerega magnetno polje v no-
tranjosti superprevodnika (magnetizacija ' kompenzira zunanje magne-

tno polje. Skupno polje je tedaj B = uo(H + M), kjer je

njega polja. V notmmosm Superpmvodmka je B = 0, ko H naraica proti
kﬂtmm ja,kosm polja H., saj M narasc¢a v nasprotni smeri. Ko H preseze
H., na povrsini inducirani tok preneha teci, magnetizacija pade na ni¢ in
magnetno polje prodre v notranjost (slika 4}6

1 jakost zuna-
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Slika 4. Gostota magnetnega polja in magnetizacija v superprevodniku 1. vrste v odvisno-
sti od zunanjega polja. Crtkano je prikazan odziv idealnega prevodnika ob zmanjsevanju
zunanjega polja.

Ko zunanje polje zmanjsujemo proti nic¢, se pri . spet pojavi super-
prevodnost. B in M se po isti poti vracata v zacetno stanje. Tukaj se po-
javi razlika med superprevodnikom 1. vrste kot popolnim diamagnetikom in
1dealnim prevodnikom. Slednji bi ob zmanjSanju polja pod H,. obdrzal ma-
enetni pretok v svoji notranjosti, kar na sliki 4 kaze ¢rtkana ¢rta. Na shiki 5
sta prikazani ustrezna histerezna zanka in magnetizacija snovi z lastnostmi
popolnega diamagnetika in idealnega prevodnika.

t BN

y N

Slika 5. Histerezna zanka in magnetizacija superprevodnika, ki ujame magnetn pretok.

Visokotemperaturni superprevodniki kazejo taksne lastnosti, ceprav pri
njih niidealnega Meissnerjevega pojava. Ce jih postavimo v zunanje magne-
tno polje, to prodre skozi obmoc¢ja normalne faze, skozi obmocja superpre-
vodne faze pa ne. Pojavi se le delno izrinjenje ali zasencenje zunanjega ma-
gnetnega polja. 7 merjenjem gostote magnetnega polja v vzorcu je magoce
dolociti povprecno magnetizacijo vzorca in tako tudi ,kvaliteto” Meissner-

jevega pojava.
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Vzorec smo pripravili iz dveh tablet YBayCu3307 s premeroma 15,7 mm
eﬁj @ﬂjQ

oziroma 15,5 mm ter visinama 3,9 mm oziroma 4,3 mm. Za
magnetnega polja ,,v snovi” smo pripravili sendvi¢ 1z dveh superp
tablet s Hallovo sondo med njima.

S spreminjanjem magnetnega polja tuljave magnetno polje med tab-
letama pokaZe histerezo. Histerezne krivulje se spreminjajo s temperaturo
VZOTCa, (Shka 6). Pritemperaturah nad 7T, histereza povsem izgine. Iz enacbe
B = uo(H + M) lahko izracunamo magnetizacijo M kot funkcijo zunanjega
ma,gnetnega polja, v katerem sta tableti, ali pa tudi kar kot funkcijo toka
skozi tuljavo pri razlicnih temperaturah. Rezultati potrjujejo pricakovanja
(slika 7). Konicasti repi v 2. in 4. kvadrantu na sliki 7 kazejo, da magne-
tizacija v normalnem stanju ni povsem enaka nic¢, kot je to pri idealizirani
histerezni zanki (slika bb), temvec narasca priblizno sorazmerno z zunanjim

poljem.

8(mT) 1+

T=76K

28
ofza

8(mT) 1-+ B(mT) 1+

- - -1 4

. Histerezne krwuhe za 1zbrane temperature:
r os: zunanje magnetno polje (ugH) med —1 mT in +1 mT
y os: magnetno polje med tabletama (B).

Ceprav magnetnega polja nismo merili v superprevodniku, pa¢ pa v
magnetno

tanki rezi med dvema tabletama, domnevamo, da se izmerjeno
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polje ne razlikuje veliko od polja v superprevodniku samem, saj je bila de-
belina Hallove sonde manj kot milimeter, s tem pa je bila tudi reza med
tabletama majhna v primerjavi z njunima premeroma. Vidimo, da visoko-
temperaturni superprevodniki le delno izrinejo magnetno polje iz svoje no-
tranjosti, kot smo Ze ugotovili pri sili na superprevodno tableto (slika 2).
Najveéja vrednost negativne magnetizacije (uoM = 0, 5bmT) predstavlja le
50% najvecje vrednosti zunanjega magnetnega polja in se dobro ujema z
najvecjo vrednostjo koeficienta s za najsibkejse polje.

6. Sklep

Opisani poskusi s superprevodniki so lahko deloma demonstracijske
narave, mogoce pa jih je i1zvesti tudi kot laboratorijske vaje. Seveda je
za, te treba Ze nekaj kriogenske opreme. V prvo skupino sodi prehod iz
normalnega v superprevodno stanje, zatem le kvalitativen, a zelo ucinkovit
prikaz sile na superprevodnik, ponazoritev izrinjenja magnetnega polja iz
obroca in ocena velikosti zemeljskega magnetnega polja.

V drugo skupino lahko postavimo merjenje upornosti ob prehodu iz
normalnega v superprevodno stanje, merjenje sile na superprevodno tableto
in razmisljanje o tokovni porazdelitvi v njej ter ob primerni opremljenosti
laboratorija tudi merjenje histereznih krivulj pri razlicnih temperaturah.
Casovno pojemanje trajnega toka v obroéu in ocena upornosti bi bila zaradi
trajanja primerna vaja za manjso skupino.

Visokotemperaturni superprevodniki so pritegnili zanimanje Sirokega
kroga javnosti. Zato lahko sklepni misli profesorja Strnada |9], da ,,je hotel
“nlspevek le zbuditi zanimanje za superprevodnost izzvati k razmisljanju
n na,peha‘tl k dodatnemu branju”, dodamo, da je naloga Sole sedaj to
zanimanje izrabiti, ga usmeriti in s tem pndobm nove moznosti za pozivitev
in posodobitev pouka.
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Math. Subj. Class. (1991): 00-01

Clanek podaja nekaj osnovnih napotkov za pisanje matematicnih tekstov in z res-
ni¢nimil primerl iz Studentskih seminarskih nalog opozarja na pogoste napake in pomanj-
kljivosti.

A 7 A T g { j E f g VEN NS
LY, i g by 2 T R i o P

Some basic instructions for writing mathematical texts are given together with
examples of frequent errors and flaws taken from students’ seminary works.

Obzornik je Ze objavil ¢lanke o problematiki strokovnega pisanja (gle;
5], [6]), vendar se zdi vseeno koristno, da od ¢asa do ¢asa nove generacije
spomnimo na pravila dobrega pisanja. Kadar namre¢ vzamemo v roke
pisni izdelek, seminarsko ali diplomsko nalogo, v¢asih tudi m}mpis kakega,
matem aﬁén@ga clanka, ki naj bi ga objavili v slovenski mvm SmMO pogosto
mzmamm ne mhk@ nad vsebino kot nad nacinom, kako je sicer primerna in

ljena. Avtor je imel morda dobro zamisel in je tudi
Vedd kaj hm@ pmr@d@fm vendar je to storil tako nespretno, z nepmwhm
upor aba besed in brez trdne logicne povezave, da je tekst | Osmi nerazumljiv
in ﬂe}&sen ali pa je celo izgubil smisel.

V tem sestavku zato skusamo OOZOHM bodoce avtorje matematicnih
teks’mv zlasti studente, ki morajo pisati te ali one matematicne sestavke, na
osnovna pravila in mdz na pogoste napake (vsi citati slabih stavkov so vzeti
iz resnicnih Studentskih izdelkov). Seveda si ne lastimo izklju¢ne pravice
do sodbe o pravilnem pisa,mu in nikakor ni nas namen, da bi o tem ucili
izkusene pisce. Pravila, ki jih navajamo na naslednjih S'M‘&ﬂ@h so povzetek
znanih besedil o te; temni (glej 3], H] 2]), tako reko€ bolj ali n anj oseben
izbor iz dostopne literature. Kdo drug bi morda poudaril kaksno drugo
pravilo, kaj dodal, izpustil ali celo spremenil.

Smisel e ali izgovorjene (javne) besede je komunikacija med lju-
dmi, to je sporocanje (misli, idej) med posamezniki. Zanima nas le komu-
nikacija v znanosti, natancneje v matematiki. Drugace kakor pri dmgih
vrstah komuniciranja, ko gre vcasih (npf v politiki) tudi za &ngammme
ljudi, vplivanje na njihova ¢ustva itd., je v znanosti edini namen komuni-
kacije razlaga (snovi). Razlagati pa Omem razkrivati, ne skrivati. T@fej je
treba bralcu ali poslusalcu (prejemniku sporoéila) delo ¢imbolj olajsati in ne
oteziti. Predvsem je treba povecati njegovo zanimanje in vpogled (v snov).

Ce 7elimo, da bo komunikacija uspesna, si moramo na,jpmj Odgm’mm
na tri pr epmsm 1N naravna vprasanja: Kaj zelimo sporociti? K Kako

Zﬁkﬁj to pocnemo, pustimo v tem razn 15ljanju ob SH”&HL Ce
SVOﬂh misli ne bi zZeleli Sp@mwm drugim

[
&
0
e ©
N
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m

molcali, ne bi svojih
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prispevkov posiljali v objavo oziroma ne bi aktivno sodelovali na seminarjih
ali pisali diplomskih del.)

1. Kaj je vsebina (matemati¢nega) teksta? O cem Zelimo pisati? Ali sploh
imamo kaj povedati? Ali snov dobro poznamo? '

Halmos [3] trdi, da sta dva razloga, zakaj je tekst vsebinsko slab: (a)
avtor nima nicesar povedati (ni prave vsebine), (b) avtor zZeli povedati
prevec stvari (hkrati). Obstaja preprost test, s katerim ugotovimo, ali ima
sestavek vsebino: skuSajmo pripraviti ¢im krajsi povzetek teksta; ce tega ne
zmoremo, prave vsebine verjetno ni.

Prvo pravilo: PiSimo le o stvareh, ki jih dobro poznamo!

2. Komu je sporocilo namenjeno? Za koga pisSemo? Pred o¢mi je vedno
treba imeti bralca in njegove potrebe. Kaksno je njegovo znanje? Kaj mu
je treba se dodatno povedati? Predvideti je treba njegove tezave in mu jih
vnapre] olajsati.

Kuscer [5] pravi: |, Misli si, da ti bralec ves ¢as med pisanjem gleda cez
rame.”

Drugo pravilo: Ne pozabimo, za koga pisemo!

3. Kakonapisati tekst, da bo njegov namen dosezen? Predvsem ga je treba
napisati brez napak (matemati¢nih, vsebinskih), jasno in pregledno ter (po
moznosti) zanimivo. Skratka, napisati ga je treba v dobrem slogu.

Tretje pravilo: Namen sporocila je razlaga, zato se 1zogi-
bajmo vsem nejasnostim!

V tem sestavku si bomo podrobneje ogledali znacilnosti jasnega in pre-
glednega pisanja. Da je treba pisati brez napak, je samo po sebi razumljivo,
vprasanje zanimivostl pa ni tako preprosto. Kako se pise zanimivo? Kaj
sploh je za koga zanimivo? Verjetno je za nas lahko nekaj zanimivo le, ce
se navezuje na zadevo, ki jo vsaj nekoliko poznamo. Nekaj, o cemer slisimo
prvic¢ in ni podobno nobeni stvari, o kateri smo Ze kdaj slisali, nam ne more
zbuditi zanimanja. Seveda pa tudi premlevanje samih znanih reci na znan
nacin ni posebno privlacno.

. Odlike jasnega in preglednega i1zrazanja

NajpomembnejSe odlike dobrega sloga so poleg pravilnega pisanja in
zanimivosti zlasti se naslednje:

(a) ¢vrsta organiziranost teksta, (e) iskrenost,
(b) pravilen in lep jezik, (f) inteligentnost,
(c) natanc¢nost izrazanja, (g) primerna oblika.
(d) preprostost in razumljivost,
Oglejmo si te tocke po vrsti. Vsaka od njih prispeva k vecji jasnosts
sporocila.
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. 1o je morda

vsega, najpomen bneg% a;,j vse Sp&da pm d@bm m‘gamzn anost?

1. Treba je izbrati primeren, nikakor ne predolg naslov teksta ter naslove
posameznih poglavij in razdelkov. Odlociti se je treba, kje bo kaj. Sploh
pa moramo premisliti, kaj je primerno vkljucite v tekst 1 m tudi, kaj 1zpustits.
Vedno navedemo le, kar je potrebno in koristno za bralca.

2. lzbrati moramo pameten (logicen) vrstne red pod&”aﬂja SOV in premi-
shm kaj potrebujemo pmgﬁ kaj kasneje. Dobro si je napraviti nacri, morda
mgi am poteka, kot je v navadi pri racunalniskem programiranju.

3. Tekstu moramo dati prave poudarke, se pT avi, da ne smemo izgubljati
preveC besed s postranskimi zadevami. 7 njimi pralca zgolj odvracamo od
bistva. Zelo pomemben je primeren uwda v katerem je treba poudariti
namen in na kratko pojasniti vsebino teksta, da bo bralec takoj vedel, kaj
lahko v njem pricakuje. To velja v manjsi meri tudi za posamezne razdelke
in celo odstavke. Prva in zadnja besedasta najvaznejsi, ker ju veéina bralcev
najprej prebere, zato nikar pisati splo$nih fraz, ki ni¢ ne povedo!

4. Veéasih nastane problem, kako sploh zacelr. Vendar je to v resnici pre-
prosto. Nekaj moZnosti: a) napiSemo kratek povzetek teksta, b) formuli-
ramo problem, ¢) podamo domnevo, d) navedemo potrebno in zanimivo dej-
stvo, ki takoj vodi k jedru sestavka, e) zatnemo s primerom, ) postavim
definicijo, g) zastavimo zanimivo vprasanje, h) skusamo odgovoriti na Sest
znanih in vselej moznih vprasanj (kdo, kaj, kje, kdaj, kako, zakaj). Edini
pravili pri tem sta: prvic, cumpre; prewtr k bistvu zadeve, in drugi€, gradiis
na braléevem znanju. Ce nm zatnemo prevet abstraktno, bralca odbijemo,
ker ne ve, za kaj gre, in to zanj ni zanimivo.

5. Dobra organiziranost se kaze tudi med samim tekstom.
Tudi stavke

Kadar preidemo k novi temi, jo na kratko uvedemo.

seboj povezujemo z besedami, kot so: ,,Tedaj...”, ,Potem ...”,  Torej..

,Dobimo...” Stavki MOTajo logi¢no slediti drug iz drugega. | m&w

biti v vsakem frenutku jasen status vsake b1 dee v tekstu (glej tocko (e)).
meﬂiamﬁ 1zrekov naj bodo jasne in ¢im krajse, po mozZnosti v enem

stavku. Mor ebfme potrebne hipoteze, ¢e jih je prevec, navedemo Ze prej (ali

le enkrat, pri prvem meku}

Mpamdjwa Je1zrek najprej komentiratiin Sele nato formalno dokazati.

Vcasih seveda komentar ni potreben.

Izreke, trditve in definicije navadno ostevilcimo zaradi kasnejSega skli-
cevanja nanje. Ni pa treba, zlasti pri krajsih sestavkih, s tem pretiravati.
Sploh pa naj bo ¢im manj osteviléenj raznih formul. Sklicujmo se le nazaj,
vendar ne tik za izrekom. Véasih je bolje kaksno stvar (definicijo, rezultat)
ponoviti. Znane izreke imenujmo (npr. Banachov izrek, Zornova lema itd.).
K dobri organiziranosti spadajo tudi razne ma&emﬁ@su ki so vcasih zelo
pomembne za (boljse) razumevanje.

Izogibajmo se dodatnemu pojasnjevanju, kot npr. v stavku ,,Ce je n
dovolj velik, velja |a,| < £, kjer je ¢ > 0.” To je povrh e zavajajoce, saj je
obictajno n odvisen od Stevila € in ne obratno.

??
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Ne zacenjajmo stavka s stmbolom, npr.: ,,n-ti clen zaporedja naj bo...”,

., A lma moc kontinuuma.” Vsak simbol, ce se le da, uvedimo z imenom, torej
raje: , Mnozica A ima mo¢ kontinuuma.” Imenovanje simbola je pomembno
tudi zaradi natancnosti in jezika (pregibanje besed, lazja izgovarjava), npr.:

,Vzemimo poljuben element [mnozice] A.”, ,,Ce je Y linearen podprostor
[v plostora] X,...7 itd. '

Ne pisimo zapo'redmh simbolov, ki so med seboj loceni le s presledkom
ali vejico, npr.: ,Naj bo za vsak z € A F(z) mnozica tistih...”. Bolje:
,Naj bo za vsak z € A mnozica F(z) definirana z...” ali ,Za vsak € A
naj bo F(z) mnozZica tistih...”

6. Cvrste logiéne zgradbe ne dosezemo ze pri prvem zapisu. Naért se-
stavka, organizacijsko shemo dobro premislimo in ce je treba, tekst veckrat
napistmo. Halmos priporoca pisanje (in planiranje) v spirali (glej [3]): Naj-
prej napisemo 1. razdelek in se lotimo drugega. Ugotovimo, da je treba v
1. razdelku marsikaj popraviti, zato ga napisemo ponovno, koncamo tudi
2. razdelek ter se lotimo tretjega. Nato (po potrebi) ponovno napisemo 1.,
2. 1n 3. razdelek itd. DrZimo se tore] zaporedja 1-12-123-1234-12... Veliko
dela? Res je, toda ni¢ ne pomaga. Profesor Kuscer pravi v [5]: , Kdor meni,
da je Ze njegov prvi zapis dober, je bodisi genialen bodisi (bolj verjetno)
oSaben.” Danes, ko so nam na voljo racunalnik in razli¢ni programi za ure-
janje tekstov, k}. omogocajo dodatno popravljanje in dodajanje besedﬂ je
to delo Vehko lazje kot nekoc.

'ravilen in lep (Siovenski) jezik. Drzimo se standardov knjiz-
nega jezika, slovnice in pravilne skladnje. UpoStevajmo natancen pomen
besed in pisimo tekoce.

L. Slovnicna pravilnost je gotovo pomembna. UposStevati je treba nekatere
posebnosti slovenskega jezika (pregibanje besed, uporaba d'vojine dvojno
zanikanje, pravilna raba lo¢il itd.). Upor abha, jmo pr a:vopls Pri tem lahko
vcasih nastanejo hudi problemi. Pravilno je na primer reci ,,Mnozica A ni
nikjer gosta.”, ne pa ,Mnozica A je nikjer gosta.” (anglesko ,, The set A
is nowhere dense.”). Toda kako naj prejsnji stavek zanikamo? Predlog:
,Mnozica A je nekje gosta.”

Pogosta napaka je nepravilna raba besed wsak in noben, kot npr. v
stavku ,, MnoZica A; ne vsebuje odprte krogle — za vsak ¢.” iz neke seminar-
ske naloge. Misljeno je bilo seveda: ,,...za noben 1.”, kar dokazuje pomislja;]
(brez njega bi stavek razumeli v smislu, da ,,mnozica A; za kaksen indeks ¢
ne vsebuje odprte krogle”). Vidimo torej, kako je za pravilno razumevanje

potrebna natancnost pri izrazanju. Ceprav matematikom ta ne bi smela
biti tuja, pri pisanju pogosto delamo napake.

2. Lep in tekoc¢ jezik prica o avtorjevem posluhu za jezik. Nastejmo neka]
pravil.

Vedno pisimo cele stavke, tudi ¢e vsebujejo matematicne izraze. Le-te
imamo za del stavka, tudi ce so pisani sredinsko; za njimi postavljamo locila
v skladu s pravopisnimi pravili. Stavek zapisimo tako, da ga bomo lahko
tudi gladko prebrali.
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Stavki naj bodo med seboj povezani z ustreznimi besedicami. Seveda.
morajo biti v istem odstavku tudi vsebinsko povezani (Kuscer [5]: ,,Ne lepiti
skupaj neodvisnih misli.”). _

[zogibajmo se ,grdim” (se pravi, v knjizZnem jeziku prepovedanim
ali nepriporoéljivim) besedam, kot so: ,izgleda”, ,se nahaja”, ,nastopi”
,postopamo”, s pomocjo”, sluzi”, ,smatramo”, ,obnasanje” in Se mnoge
druge.

['ijke lahko uporabljamo. Ni jih dobro na Sﬂo Shvenm oziroma si
misljati svojih, po vse;] sili Gmgmaimh prevodov. C mamo lepih, Ze
uveljavljenih slovenskih izrazov, je bolje (bolj razumljivo) uporabiti tujko.

Pogostna besedna zveza ,tako da” zveni anglesko (,such that”), npr. v
stavku ,, Potem obstaja fun f, tako da so vse njene vrednosti...” Bolje:
, Potem osmj& taka funkm& f, da so vse njene...” Seveda se tudi zvezi

,tako da” ne moremo vselej izogniti.

Uporabljajmo ¢im manj okrajsav za obi¢ajne besede. Grdo je npr.: ,,Ce
jee > 0zaVn > m = |la,| < e.” Znake simbolne logike (implikacije, kvanti-
fikatorje itd.) prihranimo za tekste, ki so namenjeni logiki, v obi¢ajnem ma-
tematiénem besedilu pa raje uporabljajmo normalne slovenske izraze, kate-
rih okrajSave naj bi bili omenjeni simboli, torej , vsak” namesto V, , sledi”
namesto = 1td. Poleg tega je omenjeni stavek, tudi ¢e ga zapisemo ,,po
slovensko”, lep primer nerazumljivega izrazanja. Bralec naj za vajo sam
poskusa razvozlati njegovo vsebino in morda odkriti, kaj je avior imel v mi-
slih, pa je zaradi nenatancne uporabe besed in matemati¢nih izrazov pov-
sem zgresil smisel.

- navadl Je pas&m v prvi osebi mnozine (, Pokazimo...”, » Ce posta-
vimo...”, , Definirajmo...” itd.). To je bolj objektivisticen nactin pisanja,
poleg tega pa daje n@kakseﬂ obcutek povezanosti med avtorjem in bralcem
oziroma obcutek sodelovanja bralca pri matemati¢cnem ustvarjanju. Izjema

je dopustna pri izrazito osebnih, npr. spominskih, zapisih.

(¢) Natanénost izrazanja. ] o je zelo pomemben princip. Zajema
pmmin@ o) uguajen@ m,é@ besed in simbolov, popolnost stavkov, formulaci;
in argumentov ter navajanje virov. Paziti pa je treba, da natancnosti ne
zamenjamo s pedantnostjo, ki pﬂmem pretirano skrb za tocno izrazanje.

L. Prawiina wn usklajena raba é&%d i stmbolov. Uporabljajmo prava
imena in razloc¢uymo med koncepti. Npr.: MnozZica {z;z < 1} je krogla, ne

implikacije A = B ni A -4 B.
a,zbﬁm 0 med funkcijo in njeno wednosmo npr.: Funkcija 2z + 1 je
soda.” ni dobro, bolje ., ] unkm& z — 2% 4+ 1 je soda.” Prav tako ni dobro
reci ,mnozica z mero u = 07; y je namrec funkcija, samo njena vrednost na
dani mnozici je 0. Razlotujmo med zaporedjem (kot funkecijo) in megﬁvo
zalogo vrednosti (kot mnozico); ne pisimo ,, Unija zaporedja merljivih mnoZic
je merljiva mnﬁﬁcaﬂ”j ampak npr. raje ,,Stevna unija merljivih mnoZic je
merljiva mnozica.” |
K tej tocki spada tudi navedba pravega vzroka (mzioga Mgum@ﬂm)
Poglejmo si npr. stavek ,Ker sta z in y obrnljiva, sta v (algebri) B tud
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in (zy)~!.” Produkt zy gotovo ni v B zaradi obrnljivosti elementov z in y,
temvec zato, ker je algebra B zaprta za mnozenje.

Nekatere besede imajo v vsakdanjem jeziku drugacen pomen, zato je
treba pri formulaciji paziti, da se izrazamo nedvoumno. Spominjam se, da
sem nekoc¢ Se kot asistent dal studentom naslednjo nalogo ,,Pri poljubnem
realnem Stevilu a izracunajte determinanto matrike...” Elementi v matriki
so bili odvisni od parametra @ in misljeno je bilo, naj studentje nalogo resijo
splosno. Al je sploh treba povedati, da je tri ¢etrt studentov poljubnost
stevila @ razumelo dobesedno in si izbralo ¢ = 1 (kar, mimogrede receno,
glede izracuna determinante niti ni bila najpreprostejsa moznost)?

Ne uporabljajmo besed v prenesenem pomenu, zlasti se izogibajmo
mrtvim recem pripisovati lastnosti, ki jih imajo ljudje, npr. ,, Rezultati
kazejo...”, .5 stalisca kompleksnih stevil...”,  Tako definirana metrika se
cesto sklicuje na krepko topologijo v X.” Zadnji stavek je tudi do skrajnosti
izumetnicen (glej tocko (d)).

Posebna tezava je z (oziralnimi) zaimki; dobro Moramo pa,zm na kaj se

nanagajo. Primer:  Ce je stevilo z veéje od y, ga zmanjsamo.” . Spektralni
radij je tisti na,jma,njéi radij zaprtega diska s srediscem v koordinatnem
izhodiscu, ki vsebuje ves spekter.” Pomislimo s tem v zvezi na poucen
primer, ki ga navaja Kuscer v [5]: , Ce otrok ne mara svezega mleka, ga
skuhaj.” Ali, kot je rekel mojster kovac¢ svojemu vajencu: . Vze} bom podkev
1z ognja. Ko ti bom pokimal z glavo, krepko udari po nJeJ 4], Zal ne
vemo, kaj se je po*tem zgodilo s kovacem.

Pomembna je tudi usklajena raba besed in oznak. V ulomku a/b sta a
in b Stevecin imenovalec, v kvocientu pa deljenec in delitelj. V enachi je z
neznanka, v enakosti pa spremenljivka. Surjekcija f preslika mnozZico 4 na
mnozico B (in ne v mnozico B). Taka usklajenost spada tudi v notranjo
estetiko (glej tocko (g)).

2. Popolnost stavkov, formulacty in argumentov. Vse po Jme in simbole, ki
jih uporabljamo, moramo pred tem definirats.

Ne uporabljajmo odpritih stavkov in nevezanih spremenljivk. Prav tako
ne smemo mesSati vezanih in nevezanih spremenljivk. Npr. , Pokazati
moramo, da je [za vsak z € A] mnozica F'(¢) kompaktna.” (Tu je bila F(z)
deﬁnuana za vsak z iz neke mnoZice A, element z pa prej ni bil posebe]
izbran.)

Zaradl nepopolnosti in povrsnost: lahko pride do napake: | Zaprt pod-
prostor je druge kategorije.” (v sebi, ne pa v celem prostoru), ,, Funkcija je
enakomerno zvezna.” (treba je povedati kje, na katerem intervalu), ,, Velja
| fm(2) — fo(2)]| < € za vsak ¢ > 0, z € A in dovolj velika m in n.” (Ali
sta m in n odvisna od z ali ne? Kaj pomeni , dovolj velika”?), ,,Za vse x
obstaja tak y ...” (Bolje ,za vsak z”, prav pa je ,obstaja y, da za vse z
velja...”, kar ima seveda drug pomen). Naslednji stavek, ki ga pogosto dam
Studentom kot negativen zgled, je nepopoln in zato napacen, poleg tega pa
tudi izumetnicen. ,Za vsako podmnozico A v X velja, da je njeno zaprtje
mnoZica vseh takih # € X, za katere obstaja konvergentno zaporedje (a,) s
cleni v A.” Kako bi to prav in lepse (krajse) povedali?
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10 dokazati. Za dokaz

Popolnost argumentov pomeni, da Cesa ne pozabin
52 79

trditve %S pmdpm@ n I’z = y je podan omejen linearen operator iz {1 v
moramo npr. pmveﬂm ali T' sploh pmshkuﬁ iz ¥ v 17, ali je preslikava
hﬂea,ma in ali je omejena v smislu normiranih prostorov.

0 tako, da izpolnimo pmm%@@anﬁa bralca. Ce npr. R&ESQMQ e
samo. ..’ , mora si@dm ,ampak tudi...”, ali ,na eni strani...”, kasneje ,,na
drugi strani...”, itd. Ce omenimo vet reéi z namenon 1, da jih bomo pozneje
obdelali, moramo to res storiti (v istem vrstnem redu in popolno).

3. Navajanje virov. Tudi to spada k natancnosti (vestnosti, popolnosti).
Kadar kaj privzamemo, vedno navedimo vir (razen za splosno znana dej-
Med tekstom oznacimo vir samo s stevilko v oglatem oklepaju. Na
” m literature, kjer so citirani bistveni podatki o virih.

11jivost. 1o je Se en,

prav tako vazen

olednih stavkov
Nekaj zgledov

E Giavno pmvﬂo Jene pwau rzumetnicenthin dolgih, nepreg
5]: ,,Povej tako, kot bi povedal preprost d@%k . ]
izumetnicenih In komphummh formulacij smo Ze imeli. Tu je Se nekaj
msmémh cvetk: ,Naj obstajata dva elementa z in y7 pu pGgQ}E da je
r# Y., aaCQ jexz € B, potem jez+z — 2 =z +2z—2z =z, ker je 2
idempotent.”, ,Jasno je, da ce je I' = N, F,, potem je mi& > Zacetniki
pogosto uporabljajo zvezo ,velja, da je ...”, namesto da bi preprosto rekl

. 77
Lvelja ...

. Izogibajmo se nepotrebnim éesedam kot npr. v ﬂ&ﬂ@dﬂﬁh dveh zgledih:

Ce je n dano naravno Stevilo...”, ] na,cba .7 Omenjanje ne-
po‘me nih (ir demﬂ‘mﬁl} reci zavaja. Npr. ,V enostavni komutativni algebri
z enoto velja z2 — y* = (z — y)(z +y).” Ezagib&jm@ se ponavljanju, prav
tako praznemu besedicenju, uvajanju nepotrebne terminologije in simbolov
itd. Ponavljanje istih reéi (dokazov), kot tudi pretirano pojasnjevanje, pre;
Skodi kot koristi.

j kratk:, vendar spet ne prevec, ne odsekani. Kuscer pravi
, kot da bi pisali uradni list.” Stavki na,j bodo lepo, tekoce
| Je fmmiﬂ dmgﬂ za drugo kot na tabli je pggosm o
zacetnikov. Ko pisemo, skusajmo Vsa,ko misel, vkljuéno z matematicnimi
izrazi in formulami, n&g}as prebrati.

4. K preprostosti spada tudi tzogibanje (pretirani) abstrakciji (vsaj na
zacetku) in izhajanje iz konkretnih primerov (navesti primere, protiprimere,
ilustrirati, zbuditi zanimanje). ,Ce napises dvakrat tako konkretno, kot
misli§, da je potrebno, je Se vedno samo pol toliko konkretno, kot bi moralo
biti” |2].

5l

povezanl.

(e) Iskrenost. Namen mz}ag@ ni zavajati: bralca, niti nenamerno, Se

am n seveda namerno. Ka j mislimo z iskrenostjo oziroma p@%eﬂ@smg?
1. Neposteno do bralca je npr., ce neko mzhgﬁ ali }Z@Ua‘m reskﬁmm@

uporabljajo¢ frazo ,ocitno je” ali ,lahko je videti”, sami pa smo se z njo
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mucili ves teden. Tudi ¢e je avtorju zadeva povsem ocitna, to morda ne
velja za bralca? Pa tudi avtorjevo razumevanje se s casom zmanjsuje. Iz
izkusnje vemo, da nam c¢ez mesec dni lastni tekst ni ve¢ tako domac in
argumentacija ne vec¢ tako zelo nazorna. Vedno velja pravilo: ¢e Ze napisemo
_ocitno je”, se prepricajmo, da je stvar vsaj pravilna! Pogosto so namrec
prav ,ocitne resnice” vir napak, ker jih nihce ne preverja. Z uporabo besede
OcCitnormoramo biti torej zelo previdni. Ce se kdaj izkaze, da kljub nasemu
zatrjevanju zadeva sploh ni o¢itna, izgubimo bral¢evo zaupanje in le-ta nam
zlepa ne bo vec verjel na besedo.

2. Drugo pravilo iskrenosti oziroma postenosti do bralca pravi, da moramo
pri vsaki napisani misli ali trditvi pojasniti, kaksen je njen polozaj v tekstu.
Morda je to le nasa domneva (povejmo!), morda je splosno znana resnica
(povejmo!). Morda ni tako splosno znana resnica, vendar za nas ni toliko
pomembna, da bi jo dokazali (povejmo in cﬂ:ua,jmo vir, kjer lahko bralec
najde dokaz!). Morda jo bomo dokazali kasneje (povejmo?), Morda se jo
da izpeljati iz prejsnjih rezultatov na podoben nacin, kot smo to storili
v obravnavanem primeru, pa ne zZelimo ponavljati argumenta (povejmo in
prepustimo dokaz bralcu z nekaj nujno potrebnimi napotki).

3. Pazimo, da bo tekst primeren in uravnotezen, da ne izdaja zlagane
lahkotnosti o tezkih re¢eh ali da nima videza tezavnosti, Ce je v resnici ni.
Skratka: ne zavajajmo bralcal

(f) Inteligentnost. Ne pozabimo, da ne pisemo za racunalnik, stroj,
ampak za inteligentno bitje — cloveka. Zato si zapomnimo naslednje:
1. Marsikatero preprosto preverjanje in izracunavanje sicer znanih reci
izpustimo (seveda povejmo, da izpuscamo podrobnosti). Te bo bralec sam
dopolnil, ¢e je zainteresiran, ali pa bo vcasih verjel na besedo. |

2. Tudi v dokazih je marsikdaj bolje povedati samo ideje (to pa temeljito,
da bo bralec imel na voljo dovolj podatkov za izpopolnitev vrzeli), kot pa
pedantno in formalisticno izdelati dolgovezen, a preprost dokaz. Vse je
seveda odvisno tudi od tega, komu je pisanje namenjeno.

3. Halmos navaja v [3] naslednji primer: ,Naj bo ¢ > 0. Vzemimo § =
= (¢/(3M? + 2)Y/% in |z — z,] < €.” Potem na koncu daljSega ratuna
dobimo npr. ,|f(z) — f(z,)| < €.” Ta prijem, ki je pogost tudi v knjigah,
1ma prednost, da je pravilnost izpeljave lahko preverljiva (to bi zmogel tudi
stroj), ni pa vnaprej razumljivo, zaka] vzeti ravno tak . Razumevanje pa
je lastnost cloveka in nadvse pomembna tudi v matematiki.

(g) Primerna oblika. Ne nazadnje tudi primerna oblika prispeva k
preglednos’m pisanja, tako notranja (vsebinska) kot zunanja (vizualna). Pri
tem ima seveda pomembno vlogo estetika.

1. Notranja (vsebinska) estetika. Predvsem moramo izbrati primerno no-
tacijo (abecedo, ¢érke, znake). Vazna je njihova usklajena uporaba (harmo-
nija). Npr. ez +by” ali a121+ ag2y” je lepSe kot mesano, npr. a1z + ayy.
Crke navadno nastopajo v parih ali trojicah, npr. (a,b), (m,n), (a,b,c),
(z,v,2), (p,q,7). Pogosto pomaga pametna uporaba velikih in malih érk
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ter ¢rk drugih abeced (npr. grske). Paziti pa je treba na ustaljen pomen ne-
katerih ¢rk, npr. ¢rke e ali 7. Bolje je spostovati tradicijo, kot si izmisljevati
nove oznake.

2. Zunanja oblika. Ko posiljamo tekst v objavo skupaj s poprejsnjo recen-
zijo, ga natipkamo na list formata A4, na eno stran, s primerno sirokim ro-
bom (2-4 cm, levo 4 desno 2, Ku§cer priporoca na vseh straneh rob 3 em) in
dvojnim (maksimalnim) razmikom (zaradi nujnih popravkov). Vsako stran
razen naslovne osteviléimo. Iz praktiénih razlogov vedno oddamo le ko-
pijo. Veckrat se je Ze zgodilo, da se je original med posiljanjem izgubil ali
poskodoval. '

Na naslovno stran napisemo: levo zgoraj, kam (komu) je tekst namenjen
(seminar, za objavo v reviji, porocilo itd.), desno zgoraj kraj in datum, na
sredo spodaj naslov teksta, pod naslov ime in priimek avtorja (avtorjev)
ter pod njim (delovno) adreso (ki jo potrebuje posta) za primer pisnega
komuniciranja. Naslov véasih napisemo tudi na koncu sestavka.

(zlobalni vizualni vtis dobimo s poudarjenimi naslovi razdelkov, poudar-
jenimi izreki in trditvami, posledicami, definicijami, opombami, dokazi (ve-
like zacetnice). Konec dokaza vcasih oznacimo z QED ali s posebnim simbo-
lom, npr. majhnim kvadratom (halmosem) O. Izreke osteviltimo, prav tako
definicije ipd. Pomembne besede ali na novo uvedene pojme podcrtavamo
ali pisemo kurzivno. Pomembna je tudi prostorska razporeditev: umik od-
stavkov, razmik med odstavki (minimalen, ve¢ pa pred izreki in za njimi).
Obseznejse formule pisemo v sredino, skupaj s potrebnimi lo¢ili, saj so del
stavka, manjse (krajse) formule so lahko med tekstom. Matemati¢ne izraze
delimo pri =, +, — , ne pa pri - ali : ali /. Besede delimo po pravilih
knjiznega jezika.

Ne nazadnje mora biti rokopis, ki ga oddamo v branje drugim, citljiv,
zato 1z pisalnega traku ne iztisnimo Se zadnjih molekul barve, ampak trak
prej zammenjajmo.

Za sklep tega sestavka si zapomnimo: dobro pisati je umetnost, tako kot
je umetnost dobro razlagati ali poucevati. Ucimo se je iz vzorno napisanih
tujih in domacih matematicnih tekstov! Opazujmo druge, kako pisejo (in
predavajo) ter se u¢imo na njihovih napakah! Ué¢imo pa se tudi na napakah,
ki jith pri pisanju storimo sami!
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BOHTE, Z., Numeriéno reSevanje sistemov linearnih enach,
DMFA Slovenija, Ljubljana 1994, 204 str.

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije je v letu 1994 iz-
dalo nov uc¢benik z naslovom Numeri¢no resevanje sistemov linearnih enach
profesorja Zvonimirja Bohteta. Kot pove Ze naslov, se knjiga ukvarja z
osnovnim problemom numeri¢ne analize, z numeri¢nim resevanjem sistemov
linearnih enacb. Knjiga ima Sest poglavij, v katerih so z jasnostjo, ki je last-
na prof. Bohtetu, razlozeni principi reSevanja sistemov linearnih enach.

V uvodu najdemo osnovne pojme numericne linearne algebre, razne
norme, ocene in elementarne matrike, to je gradnike numericne linearne
algebre.

Poglavje Obcutljivost in ocene napak razlaga, kako lahko apriorno oce-
nimo napake, ki nastanejo zaradi netocnih podatkov. Seznanimo se s poj-
mom spektralne obcutljivosti, ki z enim Stevilom pove, kako velike ute-
enejo biti napake v rezultatih, ¢e znamo oceniti napake v podatkih. Proti
pricakovanju ta pojem nima zveze z determinanto matrike.

V poglavju Eliminacijske metode je temeljito obdelana Gaussova elimi-
nacija, najstarejsa in najbolj znana metoda. Tu zvemo, da je Gaussova eli-
minacija pravzaprav trikotni razcep matrike in da praviloma terja pivotira-
nje, ki naj prepreci rast izracunanih elementov in s tem rast zaokroZitvenih
napak, kar je pokazano v ¢etrtem poglavju. Tu zvemo tudi nekaj o posebnih
matrikah, za katere je Gaussova eliminacija $e posebno imenitna.

Analiza zaokrozitvenih napak podrobno opise in oceni zaokrozZitvene
napake, ki nastanejo med resevanjem. To poglavje nas preprica, da je
pivotiranje res pomembno, pa tudi, kdaj ga lahko brez skode opustimo.

V poglavju Ortogonalne metode zvemo za dve ortogonalni metodi.
Nadalje zvemo, da so ortogonalne metode absolutno stabilne, a da se jih
v splosnem primeru ne splaca uporabljati, ker Gaussova eliminacija ni nic
slabsa. Izjema so seveda predoloceni sistemi linearnih enaéb — metoda
najmanjsih kvadratov — kjer so ortogonalne metode Se posebno pomembne.

[terativne metode so najbolj pomembne pri velikih razprsenih siste-
mih, kakrsni nastanejo z diskretizacijo (predvsem parcialnih) diferencialnih
enach. Tu srecamo Jacobijevo, Seidlovo in SOR iteracijo, pa Se gradientne
metode in metodo konjugiranih gradientov.

Vsako poglavje se konca z zbirko nalog, ki je po obsegu sorazmerna s
pomembnostjo poglavija.

FEgon Zakrajsek
OBVESTILO

7, letom 1995 uvajamo pri DMFA Slovenije novost. Studentom pri
placilu celoletne clanarine priznamo 50% popust, ¢e poravnajo ¢lanarino v
prodajalni Komisije za tisk in predlozijo indeks.
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