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SIMPLEKTICNE PRESLIKAVE
MIRAN CERNE

Math. Subj. Class. (1991) 58F05, 70H05, 70H15

V sestavku predstavimo osnovne lastnosti simplekti¢nih preslikav na R?"™. Prikazemo
tudi njihovo povezavo s Hamiltonovim sistemom diferencialnih enacb in podamo nekaj s
tem povezanih posledic.

SYMPLECTIC MAPS

We consider basic properties of symplectic maps on IR*®. Their relation to the
Hamilton’s equations is shown and some related corollaries are given.

1. Osnovne lastnosti linearnih simplekti¢nih preslikav

Pojem simplekticno je v matematiko vpeljal Hermann Weyl [7], da bi
z grskim izrazom nadomestil latinski koren pojma kompleksno, s katerim
naj bi opisal nekatere objekte iz teorije grup, ni pa hotel, da bi prislo do
zamenjave s kompleksnimi stevili. Najprej se bomo posvetili linearni algebri
simplekti¢nih preslikav. Z I, bomo oznacevali matri¢no identiteto na R™, z
E, pa 2n X 2n realno matriko oblike

Y

, 0 }°

Hitro lahko opazimo, da je matrika E,, pravzaprav v primernih koordinatah

zapisano mnoZenje s kompleksno imaginarno enoto 7 v prostoru C* = R2".

Ce koordinate na R?" ozna&imo z (z,9) == (1,.. -, Tn,Y1,---,Yn), POtem

je En(z,y) = (—y,2). Po drugi strani pa lahko vsak vektor (z,y) iz R?"

identificiramo s kompleksnim vektorjem z + iy iz C". Tedaj je i(z + iy) =

= —y +z. ’
Za poljubno matriko A naj bo AT matriki A transponirana matrika.

Definicija 1. Realna kvadratna 2n X 2n matrika A je simplekticna
natanko tedaj, ko zadosta enakosti

ATE,A=E,. (1)

Neposredna posledica definicije simplekti¢nih matrik je naslednje dej-
stvo.

Trditev 2. Vsaka simplektiéna matrika je obrnljiva.

Pois¢imo determinanto leve in desne strani enakosti ((1)). Tedaj dobimo
det(AT) det(E,) det(A) = det(E,). (2)
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Ker je det(E,) = 1 in ker za vsako kvadratno matriko A velja det(AT) =
= det(A), iz enakosti ((2)) takoj sledi, da je (det(A))? = 1. Torej je
|det(A)] = 1 in matrika A je je nesingularna. Pripisimo Se, da se da z
uporabo diferencialnih form tudi elegantno pokazati, da je determinanta
vsake simplekti¢ne matrike enaka 1.

Ni tezko preveriti, da sestavlja mnozica simplektiénih matrik na R2"
grupo za operacijo matricnega mnozenja. Tej grupi bomo nadeli posebno
ime in posebno oznako. Grupo vseh 2n X 2n simplekti¢nih matrik na R2"
imenujemo grupa simplektiénih avtomorfizmov prostora R?™ in jo oznatimo
z Sp(n,R).

Predstavimo nekaj zgledov simplektiénih avtomorfizmov R?". Enosta-
ven racun pokaze, da sta za vsako n X n realno simetri¢no matriko Ag bloéno
zapisani 2n X 2n matriki

I, Ao . 0 Ap!
(0 In> - (—Ao 0 >
simplekti¢ni. Kot poseben primer vidimo, da je tudi matrika F, sim-
plekti¢na. Med drugimi simplekti¢nimi avtomorfizmi IR?" omenimo $e uni-
tarne transformacije prostora C™, ki jih pri tem obravnavamo kot realne
linearne preslikave R?" = C™ vase. Naj bo I kompleksno linearna presli-
kava prostora C™ vase in U njej pripadajoca realna 2n X 2n matrika. Z (-, -)
oznatimo obicajen evklidski skalarni produkt na R2", z (-,-) pa obicajen
hermitski skalarni produkt na C". Tedaj za vsak par vektorjev z,w € R** =
= C" velja identiteta
(z,w) = Re(z,w),

pri cemer vektorja z in w na levi strani enakosti obravnavamo kot realna
2n-vektorja, na desni strani pa kot kompleksna n-vektorja. Ker za poljubna
dva vektorja z,w € R?>" = C" velja

(UTz,w) = (2, Uw) = Re(z,Uw) = Re(U*z, w),

je UT ustrezajota realna 2n x 2n matrika adjungirane preslikave *. Po-
temtakem produkt matrik UTE, U kot avtomorfizem prostora R?" ustreza
preslikavi U*+U = ¢U*U. V primeru unitarne transformacije U (za te je
produkt U*U enak identiteti na C™) pa je iU*U z = 1 z za vsak z € C" in je
torej pripadajoca matrika kar F,.

Vrnimo se k splosnim simplektié¢nim avtomorfizmom prostora C™. Iden-
titeta (1) implicira pravzaprav bistveno veg, kot je bilo ugotovljeno zgoraj.
Enakost (1) je ekvivalentna enakosti

AT = E, A'ETY. (3)
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To pa pomeni, da sta si matriki AT in A~! podobni. Torej, ne samo da
imata matriki AT in A~ isti spekter, imata celo isto Jordanovo formo. Ce
je A € C lastna vrednost kvadratne matrike A z algebraic¢no kratnostjo k),
potem je A tudi lastna vrednost za AT z isto algebrai¢no kratnostjo ky. Za
simplekti¢no matriko A pa zgornja ugotovitev (3) implicira, da je A tudi
lastna vrednost matrike A~!, in to zopet z isto algebrai¢no kratnostjo k.
Krog nasega opazanja sklene splosno dejstvo, da je nenicelno kompleksno
Stevilo A lastna vrednost matrike A~! z algebraiéno kratnostjo ky natanko
tedaj, ko je % lastna vrednost za A z isto algebrai¢no kratnostjo k).

Trditev 3. Naj bo A € Sp(n,R). Ce je kompleksno stevilo \ lastna
vrednost matrike A z algebraiéno kratnostjo ky, so tudi stevila
s LoD
XX
lastne vrednosti matrike A z isto algebraiéno kratnostjo k.

Dokaz. Pravzaprav smo dokazali ze skoraj vse. Pripomnimo le: ker je A
realna matrika, je kompleksno $tevilo A njena lastna vrednost z algebrai¢no

kratnostjo k) le, ¢e je tudi A lastna vrednost matrike A z algebrai¢no
kratnostjo k). m

2. Simplektomorfizmi ali kanoniéne transformacije

Simplekti¢ni pojem bomo sedaj’razsirili $e na nekatere nelinearne pre-
slikave prostora R?" vase.

Definicija 4. Difeomorfizem f prostora R?*" je simplektomorfizem ali
kanoniéna transformacija prostora R*", ¢e je v vsaki totki z € R?™ njegov
odvod (D f)(z) simplekti¢ni avtomorfizem prostora R?™.

Ocitno je vsaka linearna transformacija prostora R, ki je porojena iz
kake matrike A € Sp(n,R), simplektomorfizem R?".

Posledica 5. Vsak simplektomorfizem f prostora R?" ohranja Lebe-
sgueovo mero, t.j. za vsako Lebesgueovo merljivo podmnozico E C R je
Lebesgueova mera podmnozice f(E) enaka meri mnozice E.

Dokaz. Mero merljive podmnozice E dobimo kot integral karakteristi¢ne
funkcije xg

m(E) = /Rzn xg(z)dm(z).

Spomnimo se, kako se integral po prostoru R?" transformira pri uvedbi
novih spremenljivk [5, str. 153]. Tako dobimo

m(F(E) = [ Xsm(@) dm(@) = [ xsm(F0) (DAl dm(y).

2
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Ker je f bijektivna preslikava, je x(g) o f = xE, ker pa je tudi simplek-
tomorfizem, je |det((Df)(y))] = 1 za vsak y € R*. Zato je desna stran
zgornje enakosti enaka meri mnozice E. m

Naslednji izrek o vracanju v izhodis¢no okolico ([1, str. 71], [2, str. 55],
[4, str. 10]) velja za vse difeomorfizme odprtih podmnozic prostora R™, ki
ohranjajo Lebesgueovo mero. Torej velja tudi za vse kanoni¢ne transforma-
cije prostora IR?".

Izrek 6 (Poincaré). Naj bo & C R™ omejena odprta podmnoZica
prostora R™ in naj bo g : & — Q difeomorfizem odprte mnozice ) vase.
Denimo, da g ohranja Lebesgueovo mero. Tedaj obstaja taka podmmnozica
Eq C Q s polno mero (m(Ey) = m(R)), da za vsako tocko a € Eq in vsako
njeno okolico U C Q, obstaja tako poljubno veliko naravno Stevilo k € N,
da je

g"(a)=(gogo...0g)(a)€U.
k

Ce gledamo na spremenljivko k v zaporedju kompozitumov (¢*)ren kot
na ¢as, recimo sekunde, izrek 1 lahko interpretiramo tudi tako, da se skoraj
vsaka tocka a € § po dovolj dolgem ¢asu z uporabo preslikave g vrne v
poljubno majhno okolico svojega izhodisénega polozaja.

Dokaz. Naj bo V C Q poljubna odprta podmnozica in £ € IN. Defini-
rajmo Fy :={z € V;Vj > k,g¢’(z) ¢ V } mnozico tistih tock iz V, ki po k
iteracijah preslikave g zapustijo mnozico V in se vanjo nikoli ve¢ ne vrnejo.
Mnozica F} je zaprta v V in zato Lebesgueovo merljiva. Pokazali bomo, da
je m(Fy) = 0.

Denimo, da ima mnoZzica Fj, pozitivno mero, in si oglejmo naslednje
zaporedje slik mnozice Fj s preslikavo g:

(), %% (Fe),- -, 95 (FR), ..
Ker preslikava g ohranja mero, imamo za vsak j € IN
m(g'¥(Fy)) = m(Fx) > 0.
Po drugi strani je odprta mnozica ) omejena in ima torej konéno mero.
Ker je mera aditivna na vsaki stevni druzZini disjunktnih odprtih mnofzic,

obstajata taki naravni stevili 7 in 7, 7 > 7, da je presek

g’ F(Fx) N g™ (Fx)
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neprazen. Ker je preslikava g difeomorfizem odprte mnozice §, je tudi presek
By n gk (Fy) (4)

neprazen. Tedaj za vsako tocko z iz preseka ((4)) velja, da se tocki z in
g(j*")k(ac) nahajata v mnozici F, C V, kar pa nas pripelje v protislovje z
definicijo mnozice Fj. Potemtakem mora veljati m(Fy) = 0.

Naj bo Fy := UpenFj mnozica tistih tock iz V, ki mnozico V zapustijo
in se vanjo s preslikavo g vet ne vrnejo. Ker ima $tevna unija mnoZic z
nicelno mero $e vedno mero enako nic, je m(Fy) = 0.

Naj bo {¢ € Q;7 € N} poljubna $tevna povsod gosta podmnozica
mnozice £ (npr. vse tocke iz Q z racionalnimi koordinatami). Za vsak par
1,7 € IN naj bo V;; odprta mnozica tistih tock iz Q, ki leze v odprti krogli s
sredi§¢em v tocki ¢; in radijem —;— Definirajmo

Pe= || Py,
1€N,jEN

Ker je za vsak par indeksov ¢ in 7 mera mnozice Fy,; enaka 0, je tudi m(F) =
= 0. Dokaz izreka bo koncan, ¢e le pokaZemo, da ima vsaka tocka a iz
komplementa €\ F lastnost, da se neskonénokrat vrne v poljubno majhno
okolico svojega izhodi$¢nega polozaja.

Naj bo a € Q\ F in naj bo U C Q njena okolica. Ker je mnozica
{@ € Q;1 € N} povsod gosta v §, obstajata tak ip in jo iz IN, da je
a € Viyj, € U. Ker tocka a ni iz mnozice F, za par g, jo tudi velja a ¢ Fy, ;. -
To pa Ze pomeni, da obstaja tako poljubno veliko naravno stevilo kg, da je
gko(a) €Vigjo CU.m

3. Hamiltonov sistem diferencialnih enach

Koordinate na prostoru R?" ozna¢imo s py,...,Pn,q1,. - -, ¢s. Tako vsak
2n-vektor z € R?" zapisemo z dvema n-vektorjema pin ¢: z = (p,q)-

Naj bo H(p,q) neskonénokrat odvedljiva funkcija na R?". Vsako tako
funkcijo na R?" imenujemo tudi Hamiltonova funkcija in ji priredimo ustre-
zajo¢ Hamiltonov sistem diferencialnih enacb:

p = - %];i(P, q)
. ‘fﬁ,—f(p, 2 (5)

p(0) =po, ¢(0)=go.

Izraza p in ¢ seveda pomenita odvoda po Casovni spremenljivki ¢ € R,
medtem ko sta po € R™ in g9 € IR™ ustrezna zacetna pogoja. Sistem
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diferencialnih enacb (5) lahko z uporabo matrike E,, zapisemo bolj skréeno.
Cauchyjeva naloga (5) je ekvivalentna nalogi

t=E,(VH)(z) (6)
33(0) =T

kjer je VH gradient funkcije H, z = (p,q) € R* in z¢ = (po, qo)-

Zmnano je (npr. [1, str. 55-74]), da se Euler-Lagrangeov sistem diferen-
cialnih enacb za mehanicen sistem v potencialnem polju da s pomocjo Le-
gendrove transformacije prevesti na ekvivalenten Hamiltonov sistem dife-
rencialnih enacb. V tem primeru ima Hamiltonova funkcija tudi povsem
fizikalen pomen. Enaka je celotni energiji, t.j. vsoti kineti¢ne in potencialne
energije mehani¢nega sistema. V tem primeru se koordinate ¢, ..., ¢, ime-
nujejo posplosene oziroma generalizirane koordinate mehaniénega sistema,
koordinate p1,. .., p, so posplosene oziroma generalizirane gibalne koli¢ine,
2n razseZni prostor s koordinatami py,...,Pn,q1,---;qn pa je fazni prostor
sistema.

Eksistencni izrek iz teorije navadnih diferencialnih enac¢b nam pove, da
za vsako Hamiltonovo funkcijo H obstajata enoli¢no doloceni gladki vektor-
ski funkciji Q(t) € R™ in P(t) € R™, definirani na intervalu (—¢,¢) C R, ki
resita Cauchyjevo nalogo (5).

Trditev 7. Funkcijat — H(P(t),Q(t)) je konstantna povsod tam, kjer
je definirana.

V terminologiji diferencialnih enachb trditev 3 pravi, da je Hamiltonova
funkcija H prvi integral sistema (5) oziroma (6). Druga interpretacija
trditve 3 pa je fizikalna. Za mehanicen sistem v potencialnem polju namreé
Hamiltonova funkcija H predstavlja celotno energijo sistema. Posledica
zgornje trditve je torej izrek o ohranitvi energije za take mehanicne sisteme.

Dokaz. Naj bo X(t) = (P(t),Q(t)) in h(t) = H(X(t)). Funkcijo h
odvajajmo po casovni spremenljivki ¢:

h= (V)XY X .
Upostevajoc, da vektorska funkcija X resi sistem (6), dobimo
b= ((VH)X))" En(VH)(X) =0,

saj je matrika E, posevno simetricna (EL = —~E,). m

Pri dolotenih pogojih na Hamiltonovo funkcijo H (npr. funkcija H
nara$a Cez vse meje, ko (p,q) — oo) si lahko zagotovimo, da resitev
naloge (5) oziroma (6) obstaja za vsak zaletni pogoj zo = (po,qo) na
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vsej realni osi. Od tod naprej obravnavajmo le take Hamiltonove sis-
teme diferencialnih enacb, za katere pri vsakem zacetnem pogoju obstaja
reditev sistema (5) oziroma (6) za vsak ¢ € IR. Resitev Cauchyjeve naloge
(5) oziroma (6) pri zacetnih pogojih zo = (po,qo) oznatimo s ®(zg) =
= (P(t;p0,90),Q(t;Po,90)). Do sedaj smo na ®4(zo) pri fiksnih zacetnih
pogojih zo = (po, qo) gledali kot na vektorsko funkcijo iz realne osi t € R
v R?". Sedaj pa na$ odnos do ®;(zo) spremenimo in jo obravnavajmo pri
fiksnem ¢ € R kot preslikavo prostora R?" vase, ki nam za poljubno totko
zo € R?"™ pove, kam jo je refitev Cauchyjeve naloge (6) z zacetnim pogojem
zo premaknila po preteku casa t. Iz eksistencnega izreka za sisteme nava-
dnih diferencialnih enachb, ki zagotavlja tudi enoli¢nost resitev Cauchyjevih
nalog, sledi, da je tako definirana preslikava

@t : ]RZn i RZn

za vsak t € R difeomorfizem prostora R?". Ker je funkcija H neodvisna
od ¢asovne spremenljivke ¢, je inverz preslikave ®; podan kar s preslikavo
®_;. Podobno sklepanje nas pripelje tudi do naslednjih dejstev o druzini
{®:}ter difeomorfizmov prostora R?":

1. 445 = ®;0 P, za vsak par t,s € R in

2. q)() = IZn-

Izrek 8. Za vsak t € R je difeomorfizem ®; simplektomorfizem ali
kanoniéna transformacija prostora R?™.

Takojsnja posledica tega izreka je:

Posledica 9 (Liouville). Difeomorfizmi ®; prostora R?™ ohranjajo
Lebesgueovo mero.

Dokaz izreka 8. Naj bo Ai(z) := D(®P¢)(z) odvod preslikave ®; v tocki
z € R?*™. Radi bi pokazali, da za vsak z € R?" le ta zado3ca identiteti

Ay(z)T E, Ay(z) = E

Naj bo

Mt(CE) = At((E)T _E At((II) .
Ker je ®9 = I3, je matri¢na funkcija Mo za vsak z € IR?" enaka matriki
E,. Ce pokazemo, da je za vsak z € R?" odvod po casu Mt(z) enak 0,
smo izrek dokazali. Vse nastopajoce funkcije so neskonénokrat odvedljive

po vseh spremenljivkah, zato so vsi mesani odvodi neodvisni od vrstnega
reda odvajanja. Potemtakem velja

My(z) = Ay(2)T E, Ay(z) + Ay(2)T E, Ay(z).
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Po drugi strani pa, ker ®;(z) za vsak z € R?" resi enaébo
®y(z) = En (VH)(24(2)),
po odvajanju na z dobimo
Ay(z) = E, (VEH)(4(2)) Ai(z).

Oznako V?H smo pri tem uporabili za Hessejevo matriko drugih odvodov
funkcije H. Torej je

My(z) = Az)" (V?H)(®4(c)) By En Ay(z) +
+ Ai(2)T E B, (VEH)(®4(z)) Ay(z).

Upostevajoc enakosti B} = —FE, in E2 = I,,, je izrek dokazan. m

4. Dve posledici, paradoks in nacelo nedoloéenosti

Oglejmo si sedaj dve zanimivi posledici Poincaréjevega in Liouvilleovega
izreka iz [1, str. 71] (tudi [2, str. 55]).

Prva se nanasa na kroglico v ¢asi. Ce je ¢asa simetri¢na, je jasno, da se
bo kroglica, ki jo spustimo po obodu ¢ase, ¢e le zanemarimo trenje in zraéni
upor, vrnila v zacetno lego. Manj pa je to o€itno v primeru nesimetri¢nega
kozarca, kjer je trajektorija njenega gibanja mnogo bolj zapletena, kot pri
simetricnem kozarcu. Da se bo vrnila v zacetni polozaj, sicer ne moremo
trditi, vendar Poincaréjev in Liouvilleov izrek implicirata, da se bo kroglica
pri skoraj vsaki zacetni legi po dovolj dolgem ¢asu vrnila v poljubno majhno
okolico izhodis¢ne lege. Morda bi e veljalo omeniti, da je zato, ker za
enoparametri¢no druzino difeomorfizmov {®;};cR prostora R?" za vsak par
t,s € R velja ®;0 &, = &, kompozitum (®;)" enak difeomorfizmu &,.

Druga posledica, ki si jo bomo ogledali, se imenuje Zermelov paradoks
in izhaja iz leta 1896 (posredno naj bi to paradoksalno situacijo v enem od
svojih ¢lankov omenjal Ze Poincaré leta 1893, [2, str. 55]). Tokrat je nag
poskus povezan z na dva dela razdeljeno posodo, katere prvi del vsebuje
neki plin, v drugem pa je vakuum. Ker je stevilo molekul plina v prvem
delu posode konéno (resda zelo veliko, vendar vseeno konéno!), lahko ves
plin obravnavamo kot eno samo tocko v visoko razseznem faznem prostoru
sistema. PosploSene koordinate sistema so kar koordinate vseh molekul
plina. Sedaj pa odstranimo pregrado med obema deloma posode. Seveda
se plin nemudoma razsiri tudi v tisti del posode, kjer je bil prej vakuum,
vendar je posledica Poincaréjevega in Liouvilleovega izreka dejstvo, da se
bo skoraj vedno, ko to naredimo, ves plin po dovolj dolgem ¢asu vrnil v
prvi del posode. Paradoksalno? Da in ne. Za razreSitev paradoksa je
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poskrbel Ze Boltzman, ki trdi, da je cas, ki nam ga zagotavljata Poincaréjev
in Liouvilleov izrek, da se bo ves plin znova znasel v prvem delu posode,
zelo zelo dolg.

Na koncu kot zanimivost omenimo $e znameniti izrek M. Gromova
[3], ki v angles¢ini nosi ime Non-squeezing theorem, v duhu pa nekoliko
spominja na znamenito Heisenbergovo nacelo nedolocenosti, ki pravi, da naj
bi kvantnemu delcu sicer lahko dolo¢ili lego ali hitrost (moment) s poljubno
natancnostjo, ne moremo pa tega storiti za njegovo lego in hitrost (moment)
hkrati.

Izrek 10. Denimo, da obstaja simplektomorfizem, ki odprto kroglo
Kr:={(p,9) € R*; [pi|*+...+|pa> +|a1[*+. .. +0a|* < R?} 7 radijem
R preslika v neskoncen cilinder C, := {(p,q) € R*™; |p1]2 + |¢1|* < 72} 2
radiem r. Tedaj je R < r.

Obrat izreka je o¢iten. Ce je R < r, je krogla K 7e vsebovana v cilindru
C, in simplektomorfizem, ki preslika Kr v C., je preslikava identiteta na
prostoru IR?". Pri branju izreka 10 mora biti bralec pozoren predvsem na
lego neskonénega cilindra. Cilinder C, je podan s p; in ¢; koordinatama,
ki v primeru mehani¢nega sistema v potencialnem polju predstavljata prvo
koordinato momenta (p;) in prvo koordinato lege (g1) sistema v faznem
prostoru. Za primerjavo e opazimo, da za poljuben par pozitivnih realnih
Stevil 7 in R simplekticna linearna preslikava

(o )
-2, 0

preslika odprto kroglo Kg v cilinder {(p,q) € R?®;|p1|? + |pa2]? < 72} 2z
radijem 7.

LITERATURA

[1] A. I Arnol’d, Mathematical methods of classical mechanics, Graduate texts in mathe-
matics 60, Springer-Verlag, New York, 1978.

[2] C. Cercignani, R. Illner, M. Pulvirenti, The mathematical theory of dilute gases,
Applied mathematical sciences 106, Springer-Verlag, New York, 1994.

[3] M. Gromov, Pseudo holomorphic curves in symplectic manifolds, Invent. Math. 82
(1985), 307-347.

[4] P. R. Halmos, Lectures on ergodic theory, Chelsea publishing company, New York,
1956.

[5] W. Rudin, Real and compler analysis, tretja izdaja, McGraw-Hill, 1987.

[6] A. Weinstein, Lectures on symplectic manifolds, Regional conference series in mathe-
matics, no. 29, AMS, Providence, Rhode Island, 1977.

[7] H. Weyl, The classical groups. Their invariants and reprelsentations, Princeton Univ.
Press, Princeton, N.J., 1946.

Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 6 169



ODVAJANJA NA PRAKOLOBARJIH, II

JOSO VUKMAN
Math. Subj. Class. (1991): 16A12, 16A68, 16A72

V ¢lanku je dokazanih ve¢ rezultatov o odvajanjih na prakolobarjih. Med drugim je
dokazan naslednji izrek: Naj bo K nekomutativen prakolobar brez elementov reda dva in
D : K — K odvajanje. Ce za vsak z € K velja [[D(z),z],z] =0, potem je D = 0.

DERIVATIONS ON PRIME RINGS, II-

In this paper some results concerning derivations in prime rings are proved. For
example, the following theorem is proved: Let R be a noncommutative 2-torsion free
prime ring and let D : R — R be a derivation. Suppose that [[D(z),z],z] = 0 holds for
all ¢ € R. In this case D = 0..

Clanek je nadaljevanje ¢lanka [5], ki je nedavno izsel v Obzorniku. Vsi
kolobarji v tem ¢lanku bodo asociativni. Kolobar K je brez elementov reda
n, teiz nz = 0 sledi = 0. Namesto zy— yz bomo pisali [z, y] in uporabljali
identiteti [zy, 2] = [z, 2]y + 2y, 2], [z, y2] = [z, y]z+y[z, 2]. Center kolobarja
K bomo oznacevali z Z(K ). Kolobar K je prakolobar, ¢e iz azb = 0 za vsak
¢ € K sledi a = 0 ali b = 0 in je polprakolobar, ¢e iz aza = 0 za vsak
z € K sledi @ = 0. Aditivna preslikava D : K — K, kjer je K kolobar,
je odvajanje, e za vsak par z,y € K velja D(zy) = D(z)y+ zD(y) in je
jordansko odvajanje, e za vsak z € K velja D(z?) = D(z)z + zD(z). V
clanku [5] smo predstavili nov kratek dokaz Hersteinovega izreka, ki pravi,
da je vsako jordansko odvajanje na prakolobarju brez elementov reda dva
odvajanje. Odvajanje D je notranje, ¢e ga lahko zapisemo v obliki D(z) =
= [a, z], kjer je a fiksen element kolobarja. Zaénimo z naslednjim izrekom.

Izrek 1 ([4, Izrek 1]). Naj bo K nekomutativen prakolobar brez ele-
mentov reda dva in D : K — K odvajanje. Ce za vsak z € K velja
[D(z),z],z] = 0, potem je D = 0.

Izrek, ki smo ga pravkar zapisali, sodi v teorijo komutirajoéih oziroma
centralizirajocih preslikav. Preslikava F': K — K je komutirajoca (centra-
lizirajoca), te je za vsak ¢ € K izpolnjeno [F(z),z] = 0 ([F(z),z] € Z(K)).
Zacetki te teorije segajo v leto 1957, ko je E. Posner v ¢lanku [3] dokazal,
da na nekomutativnih prakolobarjih ni od ni¢ razli¢nih centralizirajoc¢ih od-
vajanj. Za izrek 1 bi lahko rekli, da posploduje Posnerjev rezultat, ki smo
ga pravkar omenili, ¢e med pogoji izreka ne bi bilo dodatne zahteve glede
reda elementov kolobarja. Teorija komutirajocih oziroma centralizirajocih
preslikav je dozivela v zadnjih letih razcvet in to v precej$nji meri po zaslugi
M. Bresarja.
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Dokaz izreka 1. Vpeljimo preslikavo B(.,.): K x K — K
B(z,y) = [D(2),9] + [D(y),2], @,y€ K.
Preslikava B(.,.) je otitno simetri¢na (B(z,y) = B(y,z) za vsak par

z,y € K) in aditivna v obeh argumentih. Preprost ratun nas preprica, da
za vse ¢,y,2 € K velja

B(zy,z) = B(z,2)y + «B(y,2) + D(z)[y, 2] + [z, 2] D(y) .
Pri dokazu bomo potrebovali tudi preslikavo f : K — K
f(z) = B(e,2); 2€ K.

Ocitno je f(z) = 2[D(z),z]. Hitro se prepricamo, da za vsak par z,y € K
velja

flz+y) = f(z)+ f(y) + 2B(z,v).

Pogoj izreka lahko zapisemo v obliki
[f(z),z] =0, z€K. (1)
Ce v (1)  nadomestimo z  + y, dobimo
[F(@), 9]+ [f(9), 2] + 2[B(<,y), 2] + 2[B(z,9),4] =0, z,ye K. (2)
Substitucija —z za  nam da
[f(z),9] = [f(y),2] + 2[B(z,9),2] - 2[B(z,y),y] =0, z,ye K. (3)
Iz (2) in (3) dobimo
[f(z),y] + 2[B(z,y),2] =0, =z,y€K. (4)
Substitucija zy za y v (4) nam da

0= [f(z),zy] + 2[B(zy,z),z] =
= [f(2),zy] + 2[f(z)y + «B(=,y) + D(z)[y, ], 2] =
= [f(2),z]ly + 2[f(2), ] + 2[f(z),z]y + 2 (2)[y,z] +
+ 22[B(z,y),2] + 2[D(2), z][y, 2] + 2D(z)([y, 2], 2] .

Ce v zgornjem racunu uporabimo (1) in (4), dobimo
3f(z)[y,z]+ 2D(z)[[y,z],2z] =0, z,y€ K. (5)
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Na podoben nacin dobimo

3[y,21f(z) + 2[[y, z],2]D(2) = 0, =z,y€ K, (6)
e v (4) pisemo yz namesto y. Dokazali bomo, da za vsak z € K velja
3f(z)D(z) — D(z)f(z) = 0. (7)
V ta namen pisimo v (5) yz namesto y. Imamo

0 = 3f(2)lyz, o] + 2D(2)[lyz, 2], 2] =
= 3f(2)ly, o)z + 3f(2)ylz, 2] + 2D()lly, o], z)z +
+ 4D(2)y, o[z 2] + 2D(2)yllz, <, o] .

Zaradi (5) dobimo iz zgornjega racuna 3f(z)y[z,z] + 4D(z)[y, ][z, z] +
+ 2D(z)y[[2,z],z] = 0, z,y € K in dalje, e pisemo y = D(z),

3f(z)D(z)[z, 2] + 2D(z) f(z)[2,z] + 2D(2)?[[2,2],2] = 0, =z,y,2€ K .
Ce v (5) nadomestimo y z z, sledi od tod (3f(z)D(z)— D(z)f(z))[z,z] = 0,

2,2 € K. Ce v zadnji enacbi z nadomestimo z yz, dobimo
(3f(z)D(z) — D(z)f(z))ylz,2] =0, =z,y,z€ K. (8)

Iz (8) sledi z € Z(K) ali pa 3f(z)D(z)— D(z)f(z) = 0, kar pomeni (ker K
ni komutativen), da je za vsak z € K izpolnjeno 3f(z)D(z)— D(z)f(z) = 0.
Na podoben nacin bi iz (6) dobili

3D(z)f(z)— f(z)D(z)=0, z€ K. 9)

Iz (7) in (9) dobimo
f(z)D(z)=0, z€K (10)
" D(z)f(z)=0, z€K. (11)

S podobnimi prijemi kot na zacetku dokaza dobimo iz (10)
f(2)D(y) +2B(z,y)D(z) =0, z,y€K. (12)
Pisimo v (12) yz namesto y. Imamo

0 = f(z)D(yz) + 2B(yz,2)D(z) =
= f(z)D(y)z + f(z)yD(2) + 2B(z,y)zD(z) + 2yB(z, z)D(z) +
+2D(y)[z,]D(s) + 2ly, a1D() D(x) .
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Zaradi (12) smemo f(z)D(y) nadomestiti z —2B(z,y)D(z) in 2B(z,z)D(z)
z —f(z)D(z). S tem dobimo

2B(z,y)[z, D(z)] + [f(2), y|D(2) + 2D(y)[2, 2] D(=) +
+2[y,2]D(2)D(z) =0, =z,y,2€ K
in dalje za z = D(z), ¢e upostevamo (10),
[£(2),91D*(2) + 2[y,2]D*(2)D(2) = 0, z,y€ K.
Ce v zadnji enaébi y nadomestimo z zy, dobimo
[f(z), 2lyD*(z) + 2[z,2]yD*(z)D(z) = 0, z,y,z€ K (13)
Ce v (13) pisemo z = D(z) in upostevamo (10) in (11), dobimo
f(z)yD*(z)D(z) =0, z,y€ K. (14)

Dokazimo, da je
D*(z)D(z)=0 z€K. (15)

Denimo, da je D?*(a)D(a) # 0 za kak a € K. Iz (14) sledi f(a) = 0. Ce
pisemo v (13) @ = a, dobimo [z, a]yD?*(a)D(a) = 0, y,2 € K, iz &esar sledi
a € Z(K). Dokazali smo torej, da je D*(z)D(z) = 0, ¢e je = ¢ Z(K). Naj
boz € Z(K)in y ¢ Z(K). Imamo D?(y)D(y) = 0in ker z + y ¢ Z(K), je
tudi D?(z + y)D(z + y) = 0. Dalje dobimo

0= D*(z+y)D(z+y) =
= (D*(z) + D*(y))(D(2) + D(y)) =
= D*(z)D(z) + D*(z)D(y) + D*(y)D(«) + D*(y)D(y) =
= D*(2)D(z) + D*(z)D(y) + D*(y)D(x).

Dobili smo torej

D*()D() + D*(z)D(y) + D*(y)D(z) = 0 (16)
Ce v (16) z nadomestimo z —z, dobimo

D*(x)D(x) - DX(x)D(y) - D*u)D(z) = 0 (17)

Iz (16) in (17) sledi D?(z)D(z) = 0. S tem je enakost (15) dokazana. Ce
piSemo v (15) z 4+ y namesto z, dobimo

D*(z)D(y) + D*(y)D(z) =0, @,y€ K. (18)
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Substitucija yz za y nam da
0 = D¥2)D(y2) + D*(y)D(a) =
= D*()D(y)z + D*(z)yD(z) + D*(y)zD(z) +
+2D(y)D(2)D(z) + yD*(2) D(z).

Zaradi (18) smemo v zgornjem racunu D?(z)D(y) nadomestiti z —D?(y)D(z)
in D?(z)D(z) z —D*(z)D(z). S tem dobimo

D*(y)[z, D(2)] + [D*(2),4]D(2) + 2D(y)D(2)D(2) = 0, 2,9,z € K

in dalje v primeru, ko je z = D(z), [D*(z),y]D*(z) = 0, z,y € K. Iz
zadnje enakosti dobimo [D%(z),y]2D%*(z) = 0, z,y,z € K, iz Cesar sledi
D?(z) =0,z € K ali pa D*(z) € Z(K), z € K. V vsakem primeru imamo
D?*(z) € Z(K), z € K. MnoZenje enakosti (15) z leve strani z y nam sedaj
da

D*(z)yD(z) =0, z,y€K. (19)

Iz (19) dobimo D?(z) = 0, z € K ali pa D(z) = 0, z € K. Zagotovo je
D?(z) =0,z € K. Poizreku 6 v [5] je D = 0.

Nadaljujmo z naslednjim izrekom.

Izrek 2 ([4, Izrek 2]). Naj bo K nekomutativen prakolobar brez elemen-
tov reda dva in tri in D : K — K odvajanje. Denimo, da je za vsak z € K
izpolngeno [[D(z),z],z] € Z(K). V tem primeru je D = 0.

Dokaz. Pogoj izreka lahko zapisemo v obliki
[f(z),2] € Z(K), z€K. (20)
Na podoben nacin kot pri dokazu enacbe (4) dobimo iz (20)
[£(2), 9] + 2[B(z,9),2] € Z(K), =z,yeK. (21)

Substitucija y = 2% nam da [f(z),2%] + 2[f(2)z + 2 f(z),z] € Z(K),z € K
in dalje [f(2),z]z + z[f(z), z] + 2[f(z),z]z + 2z[f(z),z] € Z(K),z € K.
Imamo torej
6[f(z),z]z € Z(K), z€K. (22)

Iz (20) in (22) dobimo 6[f(z),z][z,y] = 0, z,y € K in dalje

[f(2),z]lz,9] =0, z,yeK, (23)
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saj smo privzeli, da je K brez elementov reda dva in tri. Ce v (23) y
nadomestimo z yz, dobimo

[f(z),2]ylz,2] =0, =,y,2€ K. (24)
Konéno imamo
[f(z),z] =0, z€K, (25)

saj sledi (25) v primeru, ko je z ¢ Z(K) iz (24), v primeru, ko je z € Z(K)
pa ni potrebno dokazovati. Izpolnjeni so torej vsi pogoji izreka 1, zato
imamo D = 0.

Za izrek 2 ne moremo trditi, da posplosuje izrek 1, ker imamo med
pogoji izreka 2 dodatno zahtevo glede reda elementov kolobarja.

Izrek 1 narekuje naslednje vprasanje: Naj bo K nekomutativen prako-
lobar in D : K — K odvajanje. Denimo, da je za neko naravno stevilo n
izpolnjeno fn(z) =0, z € K, pri emer je fi(z) = [D(z),z] in fry1(z) =
= [fu(z),z]. Ali je v tem primeru D = 07

Pozitiven odgovor na to vprasanje je leta 1993 objavil C. Lanski v
¢lanku [2].

Izrek 3. Naj bo K prakolobar brez elementov reda dva in D,G odva-
jangi, ki slikata K vase. Ce je za vsak v € K izpolnjeno D(z)G(z) = 0,
potem je D =0 ali G = 0.

Dokaz. 1z pogoja izreka

D(z)G(z)=0, z€K, (26)

dobimo
D(z)G(y)+ D(y)G(z)=0, z€K. (27)

Ce pisemo v (27) yz namesto y, dobimo

0 = D(z)G(yz) + D(y2)G(z) =
= D(2)G(y)z + D(2)yG(z) + D(y)2G(z) + yD(2)G(z).

Zaradi (27) lahko D(z)G(y) nadomestimo z —D(y)G(z) in D(2)G(z) z
—D(z)G(2). S tem dobimo

D(y)lz G+ [D(2),4]G() =0, z,y,z€ K.  (28)
V posebnem primeru, ko je z = G(z), dobimo iz (28)
[D(),9]G*(2) = 0, =,y€ K. (29)
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S substitucijo yz za z dobimo iz (29)
[D(z),y]2G*(z) =0, =z,y,z€ K. (30)

Denimo, da za a € K velja G%*(a) # 0. V tem primeru sledi iz (30)
[D(a),y] =0,y € K. Z drugimi besedami, D(a) € Z(K). Ce pisemo v (26)
z = a in mnozimo enacbo z leve strani z z, dobimo D(a)zG(a) =0,z € K,
iz Eesar sledi D(a) = 0, saj je G(a) # 0, ker je G*(a) # 0. Ker je D(a) = 0,
dobimo iz (27) za y = a D(z)G(a) = 0, z € K in dalje s substitucijo zy
za T

D(z)yG(a) =0, =z,y€ K,

kar nam da D(z) = 0, z € K. Dokazali smo torej, da je D = 0, ¢e obstaja
a € K, z lastnostjo G%(a) = 0. Z drugimi besedami, ¢e je D # 0, potem je
G*(z) = 0 za vsak z € K. Vemo, da iz G*(z) = 0, z € K sledi G = 0 (glej
[5, Izrek 6]).

Znano je, da na prakolobarju K brez elementov reda dva iz D?(z) =
= G(z), z € K, kjer sta D in G odvajanji, ki slikata K vase, sledi D = 0
([5, Izrek 6]). V nadaljevanju bomo dokazali, da ta rezultat velja celo na
polprakolobarju brez elementov reda dva. Zanimivo je, da iz D3(z) = G(z),
z € K ne sledi D = 0. O tem nas preprica naslednji primer. Vzemimo
a € K z lastnostjo a? = 0, a ¢ Z(K). Preprost ratun pokaze, da v tem
primeru za odvajanje D, definirano z D(z) = [a, z], velja D3(z) = 0,z € K,
ceprav je D # 0.

Izrek 4. Naj bo K polprakolobar brez elementov reda dva in D,G
odvajanji, ki slikata K vase. Ce je za vsak z € K izpolnjeno D?*(z) = G(z),
potem je D = 0.

Dokaz. 1z pogoja izreka
D) = G(z), seK, (31)
dobimo
0 = D*(zy) — G(ey) = D*(z)y + 2D(2)D(y) + zD*(y) — G(z)y — 2G(y)
in dalje zaradi (31) D(z)D(y) = 0, z,y € K. Substitucija yz namesto y
nam da D(z)yD(z) = 0, z,y € K, iz Cesar sledi D(z) =0, z € K, kar je
bilo treba dokazati.

Za konec si bomo ogledali dokaz izreka, ki ga je leta 1993 v ¢lanku [1]
objavil M. Bresar.
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Izrek 5 ([1, Izrek 3.1]). Naj bo K polprakolobar brez elementov reda
dva in f: K — K aditivna preslikava. Ce je f na K centralizirajoca, potem
je tudi komutirajoca na K.

Dokaz. 1z pogoja izreka
[f(z),z] € Z(K), z€K, (32)

dobimo [f(z),y] + [f(y),z] € Z(K), z,y € K in v posebnem primeru, ko
je y = 2% [f(z),2% + [f(2?),z] € Z(K), z € K. Ker je [f(z),2] € Z(K),
z € K, imamo [f(z),2?] = 2[f(z), z]z, zato je

2[f(z),z]z + [f(2?),2] € Z(K), z€ K. (33)
Ce v (32) = nadomestimo z 22, dobimo
[f(2?),z]z + z[f(2?),2] € Z(K), z€ K. (34)

Fiksirajmo z € K in pisimo 2z = [f(z),z], u = [f(2?),z]. Dokazati moramo,
da je z = 0. Sedaj lahko (33) zapiSemo v obliki [y,2zz 4+ u] =0, y € K, kar
nam da v primeru, ko je y = f(z)

0 = [f(2), 222 + 1] = 222 + [f(z), ]
oziroma
[f(2),u] = —227. (35)
Na podoben nagin dobimo iz (34) 0 = [f(z),uz + zu] = [f(z),u]z +
+u[f(z),z] + [f(2),z]u + z[f(z),u] in dalje z upostevanjem (35) —42%z +
+ 2zu = 0 oziroma
zu = 227z . (36)

Ce pomnozimo (35) z z in upostevamo (36), dobimo
—22° = [f(s), )z = [f(s), ] = [f(2),25%] = 25°.

Dobili smo torej 2° = 0. Ker v centru polprakolobarja ni od ni¢ razli¢nih
nilpotentnih elementov, o cemer se ni tezko prepricati, imamo z = 0, kar je
bilo treba dokazati.
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DINAMICNI LOKACIJSKI PROBLEM
SANDI KLAVZAR

Math. Subj. Class. (1991) 05C75, 05C90.

V ¢lanku predstavimo dinami¢ni lokacijski problem in grafovsko invarianto ,Sirina
okna”, oboje so vpeljali Chung, Graham in Saks [3], [4]. Opisemo grafe s konénim oknom
in pokazemo zvezo teh grafov z medianskimi in kvazimedianskimi grafi.

A DYNAMIC LOCATION PROBLEM

A dynamic location problem and a graph invariant called windex due to Chang,
Graham and Saks [3], [4] are presented. Graphs of finite windex are described and a
connection with quasi-median graphs and median graphs is established.

1. Uvod

Problem, ki ga obravnavamo v tem ¢clanku, je zanimiv iz vet razlogov.
Gre za naraven in prakticen problem, ki se pojavi pri obravnavi prilagodlji-
vih podatkovnih struktur, [3] [4]. Pogosto se pri prakti¢nih problemih zgodi
ena od dveh skrajnosti: ali je problem trivialen ali pa pretezak (neresljiv).
Na§ problem je resljiv, vendar dale¢ od tega, da bi bil trivialen. In nenaza-
dnje, resitev problema je matematicno zanimiva in elegantna.

Vpeljimo najprej oznake in definicije, ki jih bomo potrebovali v nadalje-
vanju. Vseskozi bomo obravnavali koncne, povezane grafe brez veckratnih
povezav in zank. V(G) naj oznacuje mnozico tock grafa G in E(G) mnozico
njegovih povezav. K, je polni graf na n tockah. S K4 — e oznaéimo polni
graf na $tirih tockah brez ene povezave. Drugace povedano, to je edini graf
na Stirih tockah s petimi povezavami. Kj, je graf na n + 1 tockah z n
povezavami, v katerem je ena tocka sosednja z vsemi preostalimi. Za n >
> 1 definiramo n-kocko @, takole. Tocke so vsi mozni nizi dolzine n, se-
stavljeni iz nicel in enic. Tocki sta povezani, ¢e se njuna niza razlikujeta
v natanko enem istoleznem mestu — koordinati. Graf je dvodelen, ¢e lahko
njegove tocke razdelimo v dve mnozici tako, da ima vsaka povezava grafa
eno krajisce v prvi in drugo krajisée v drugi mnozici. Graf je dvodelen na-
tanko tedaj, ko ne vsebuje lihih ciklov.

Graf H je podgraf grafa G, ce velja V(H) C V(G) in E(H) C E(G).
Podgraf H grafa G je porojeni podgraf, ce sta tocki v H povezani, brz
ko sta povezani v . Razdalja med totkama w in v grafa G, dg(u,v), je
stevilo povezav na najkrajsi poti med « in v. Ce ne bo moznosti zamenjave,
bomo namesto dg(u,v) pisali kar d(u,v). Podgraf H grafa G je izometriéni
podgraf, Ce za vse pare tock w,v € V(H) velja: dg(u,v) = dg(u,v).
Izometricni podgraf je porojeni podgraf in porojeni podgraf je podgraf.
Nasprotni implikaciji ne veljata.

Podgraf H grafa G je retrakt v G, Ce obstaja homomorfizem
r: V(G) — V(H), tako da za vsako totko v € V(H) velja r(v) = v, glej
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[8]. Pri tem je homomorfizem preslikava, ki ohranja sosednost tock, torej iz
wo € E(G) sledi r(u)r(v) € E(H). Podgraf H imenujemo $ibk: retrakt v G,
ce za preslikavo r poleg tega dopuscamo Se, da lahko preslika povezavo tudi
v tocko.

Karteziéni produkt GoH grafov G in H je graf z mnoZico tock
V(G) x V(H), (a,z)(b,y) pa je povezava v GoH, ¢e je ab € E(G)in z =
=y, ali pa je a = bin zy € E(H). Kartezi¢ni produkt je torej graf, kjer
imamo za vsako tocko grafa G kopijo grafa H in za vsako tocko grafa H
kopijo grafa G'. Na sliki 1 lahko vidimo kartezi¢ni produkt grafa K 3 s po-
tjo na petih tockah Ps. (Graf K3 je drevo na Stirih tockah, ki ni pot.) Za
lazjo predstavo sta na sliki narisana $e oba faktorja produkta. Kartezi¢ni
produkt je (do izomorfizma natanéno) komutativen, asociativen produkt z
enoto K1. GoH je povezan graf natanko tedaj, ko sta G in H povezana
grafa.

LA ]

|
i
JJ )

O O

Slika 1. Kartezi¢ni produkt Ky 3o0Ps.

Preostali del ¢lanka je organiziran takole. V naslednjem poglavju defi-
niramo dinamiéni lokacijski problem in vpeljemo grafovsko invarianto $irina
okna. DokaZemo tudi nekaj preprostih trditev o $irini okna. V 3. poglavju
podamo karakterizacijo grafov s kon¢nim oknom in dokazemo lazjo stran
ekvivalence. V zadnjem poglavju pa opisemo zveze grafov s konénim oknom
z znanima razredoma grafov, medianskimi in kvazimedianskimi grafi.

2. Postavitev problema in preproste ugotovitve

Naj bo G graf, ki predstavlja kak (realen) sistem. V sistemu imamo
skupen wir, ki se vseskozi nahaja v neki tocki s € V(G) in ga lahko
prestavimo v poljubno drugo tocko sistema. Tocko s imenujemo trenutno
stanje sistema, na kratko stanje. Sistem dobiva zaporedje zahtev, ki morajo
biti izpolnjene v istem vrstnem redu, kot prihajajo v sistem. Pri tem
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zahteva predstavlja tocko z € V(G), v kateri mora biti opravljena dolo¢ena
operacija. - Cena za tako operacijo je dg(s,z), kjer je s stanje sistema.
Preden opravimo naslednjo operacijo, lahko prestavimo vir v drugo tocko.
Cena za premik vira iz totke s v tocko s je dg(s, s').

Naj bo sg = 2y zacetno stanje sistema in naj bo 2y, 23, ..., 2; zaporedje
zahtev, ki prihajajo v sistem G. Lokacijski problem je poiskati zaporedje
stanj sy, Sg, ..., Sk, tako da bo vrednost izraza

k
> (d(si-1, i) + d(si, 7)) (1)

=1

najmanjsa mozna.

Ce bi poznali celotno zaporedje zahtev, bi lahko problem resili s stan-
dardnimi metodami dinamic¢nega programiranja. Vendar zahteve prihajajo
v sistem dinamicno, kar pomeni, da razen vseh zahtev, ki smo jih Ze izpol-
nili, poznamo le Se omejeno $tevilo naslednjih zahtev. Dinamiéni lokacijski
problem je torej lokacijski problem, pri katerem poznamo le omejeno stevilo
zahtev.

V danem trenutku imamo torej naslednjo situacijo. Smo v nekem
stanju, recimo s;_1, in poznamo nekaj naslednjih zahtev, recimo z;, 241,
..., Zi+¢. Vprasanje je, ali znamo samo s pomocjo te informacije izbrati tisto
stanje s;, ki bi ga izbrali, ¢e bi poznali zaporedje zahtev do konca. Torej,
ali znamo stanje s; izbrati optimalno. Pravimo, da algoritem za dinamiéni
lokacijski problem deluje znotraj k-okna, te je izbor trenutnega stanja s;
odvisen le od zahtev z;, 7 < ¢+ k. Za dani graf G naj bo k najmanjse
stevilo, za katero obstaja algoritem za dinamiéni lokacijski problem na G, s
katerim izberemo optimalno stanje s; le s poznavanjem zahtev z;, j < 7 +
+ k. Na kratko, k£ naj bo najmanjse $tevilo, za katero obstaja optimalen
algoritem, ki deluje znotraj k-okna. To $tevilo imenujemo $irina okna grafa,
G. Poudarimo, da mora seveda algoritem delovati optimalno za vsako mozno
zaporedje zahtev. Vpeljano grafovsko invarianto oznatimo z WX, torej
WX(G) = k (oznaka WX izvira od Window indeX). Lahko se zgodi, da za
dani graf G’ za noben k ne obstaja optimalen algoritem, ki bi deloval znotraj
k-okna. Tedaj postavimo WX(G) = oo. Ce za graf G velja WX(G) < oo,
mu recemo tudi graf s konénim oknom.

Dokazimo najprej tri preproste trditve, ki pokaZejo, da je Sirina okna
zanimiva grafovska invarianta.

Trditev 1. Za vsak graf G na vsaj dveh tockah velja WX(G) > 2.

Dokaz. Ker je G povezan, vsebuje vsaj eno povezavo uv. Naj bo sy =
=2 =wuin z; = v. Ce izberemo s; = v, nam zaporedje zahtev & =
J 2 2, pokaZe, da nasa strategija ni optimalna. Vrednost izraza (1) je z
naso strategijo vsaj dva,.medtem ko bi z izbiro s; = u, ¢ > 1, imel izraz
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(1) vrednost ena. Analogno tudi za izbiro s; = u obstaja zaporedje zahtev,
kjer ta izbira ni optimalna. Torej noben algoritem ne more delovati znotraj
1-okna. m

Omenili smo Ze, da obstajajo grafi z neskoné¢no $irino okna. Najmanjéi
tak graf je K4 —e.

Trditev 2. WX(K, — e) = oo.

Dokaz. Naj bo V(K4 —e) = {u, v, w, 2z}, kjer nimamo povezave med
w in z. Naj bo s9 = 29 = v. Poglejmo zaporedje zahtev Z = wuzuz...uz,
kjer je w = z. Ce Z nadaljujemo z zahtevo w, tedaj moramo za s; (in
vsa naslednja stanja) izbrati toc¢ko w, ¢e pa Z nadaljujemo z zahtevo v,
moramo izbrati s; = v. Ker lahko Z poljubno podaljsujemo z dodajanjem
para zahtev uz, noben algoritem ne more delovati znotraj konénega okna. m

Oglejmo si sedaj dinamicni lokacijski problem na grafu K, ,. Naj bo z
tista njegova tocka, ki je sosednja z vsemi preostalimi tockami. Po trditvi
1 velja WX(K,,) > 2. Naj bo 2, #2, ..., 2 zaporedje zahtev. PokaZimo,
kako lahko stanje s; dolo¢imo optimalno samo s poznavanjem zahtev z; in
Zit1. La 1 <1 <k — 1 definirajmo stanje s; kot

N Ziy, 25 = Zi41,
5% =z sicer,

za 1 = k pa postavimo s; = s;_q. Dokaz, da gre za optimalno strategijo,
opustimo, saj bomo precej splodnejsi dokaz naredili v zadnjem razdelku.
Velja torej WX(Ky ) = 2.

Vidimo torej, da obstajajo tako grafi s konéno kot tudi grafi z neskonéno
§irino okna. Zastavimo si najpomembnejse vprasanje v zvezi z dinamiénim
lokacijskim problemom. Za katere grafe G je WX(G) < o0 ?

3. Grafi s konéno Sirino okna

Z naslednjimi tremi trditvami bomo dokazali laZjo smer ekvivalence
glavnega izreka tega clanka.

Trditev 3. Za vsak n > 2 velja WX(K,,) = n.

Dokaz. Naj bo V(K,) = {ug, u1, ..., Up—1} in opazujmo zaporedje
zahtev 0 = wouj ...u,—1, kjer je zacetno stanje enako ug. Ce bo prva
zahteva po o enaka ug, se mora optimalno zaporedje stanj zaceti (in ves ¢as
nadaljevati) z ug, saj bo v tem primeru vrednost izraza (1) enaka n — 1, v
vsakem drugem primeru pa bo vrednost izraza (1) vsajn. Analogno vidimo,
da se mora optimalno zaporedje zaceti z uq, ¢e se o nadaljuje z zahtevo uy.
Torej velja WX(K,) >n — 1.
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Dokazati moramo se WX(K,) < n. Naj bo s; trenutno stanje sistema
in Z41%i42 ... %+n naslednjih n zahtev. Tocka r naj bo prva tocka, ki
se v zaporedju $;%ij4+1%i42 - .- %4n pojavi drugi¢. (Na primer, v zaporedju
U u3uxu3Uzu1 je to totka wuz.) Ker ima K, n tock, taka tocka gotovo
obstaja. Ce je r = z;41, postavimo ;41 = %j4+1, v vseh drugih primerih
pa izberemo s;4; = s;. Premislek, da je opisana strategija optimalna,
prepus$camo bralcu. m

Naj velja WX(G) < oo. Ali tedaj tudi za podgraf H grafa G velja
WX(H) < o0? Seveda ne, saj je K4 — e podgraf v K,,, n > 4. Celo veg, niti
izometri¢ni podgraf grafa s kon¢nim oknom nima nujno konénega okna. Za
primer lahko izberemo cikel na Sestih tockah Csg, ki je izometri¢ni podgraf
v n-kockah, pa vendar velja (o Cemer se ni tezko prepricati) WX(Cg) = oo.
V [8] smo pokazali, da tvorijo (3ibki) retrakti pomemben podrazred izo-
metriénih podgrafov. Za dokaz, da imajo $ibki retrakti grafov s konénim
oknom tudi sami kon¢no okno, potrebujemo naslednjo preprosto ugotovi-
tev.

Lema 4. Naj bo r: V(G) — V(H) Sibka retrakcija. Tedaj za poljubni
tocki u,v € V(G) velja dg(r(u),r(v)) < dg(u,v).

Dokaz. Vzemimo tocki u,v € V(@) in naj bo P poljubna najkrajsa
pot med u in v v G. Tedaj je 7(P) sprehod v H med r(u) in 7(v). To pa
pomeni, da 7(P) vsebuje pot med 7(u) in 7(v). Ker 7(P) vsebuje kveéjemu
toliko povezav kot P, je lema dokazana. m

Trditev 5. Ce je H sibki retrakt grafa G, velja WX(H) < WX(G).

Dokaz. Naj bo H sibki retrakt grafa G z WX(G) = k in naj bo
r : V(G) — V(H) sibka retrakcija. Naj bo ¢ = z2;...2, zaporedje
zahtev grafa H. Ker je H porojeni podgraf v G, je o tudi zaporedje zahtev
za G in naj bo s183...8, optimalno zaporedje stanj v G. Trdimo, da je
r(s1)r(s2) ...7(s,) optimalno zaporedje stanj v H za zahteve 29z ... 2,.

Naj bo sis)...s!, optimalno zaporedje stanj za H. Ker je H podgraf v
@G, velja

n n

> (du(si_q, ) +du(sh, z)) > > (da(si-1, ) + da(si, ).

=1 =1
Zaradi leme 4 pa lahko neenakost nadaljujemo
n

S o, 8} iy )] = % Vit ) 6 () 1)

=1 =1

Iz gornjih dveh neenakosti povzamemo, da je r(s1)r(sz)...7(s,) optimalno
zaporedje stanj v H.
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Ce torej lahko dobimo sys3...5, v G z algoritmom, ki deluje znotraj
k-okna, lahko dobimo znotraj b-okna tuds r(s1)r(s2)...7(sy). Zato je
WX(H) <WX(G). =

Se eno trditev potrebujemo, preden lahko formuliramo glavni izrek tega
prispevka, za trditev pa naslednjo osnovno lastnost kartezi¢nih produktov.

Lema 6. Naj bo G = G1o0Gy0---0G,. Tedaj za vsak par tock u =
= (u1, Ug, ..., Up) MV = (v, Vg ..., V) grafa G velja

(u,v) = ng (s ) -

Trditev 7. Za poljubne grafe Gq, Go, ..., Gn, n > 2, velja

WX(G1oG2o---0G,) = max{WX(G1), WX(Gs), ..., WX(G,)}.

Dokaz. Zaradi asociativnosti kartezi¢nega produkta in operacije max za-
dostuje, da trditev dokazemo zan = 2. Najbo o = (2, 2))(21,2]) ... (2n, 2.)
zaporedje zahtev grafa G10G; in naj bo 7 = (s1,5))(s2,85)...(8n,8,) za-
poredje stanj. Tedaj je zaradi leme 6 zaporedje 7 optimalno zaporedje stanj
za o natanko tedaJ, ko je s183 ... s, optimalno zapored_]e stanj za 2021 ... 2,
v G in je sisy...s! optimalno zaporedJe 2a 242 .« 2 ¥ H. Zato optlma,-
len algoritem, k1 dela znotraj k-okna v GoH, poraja optlmalna, algoritma
znotraj istega okna v G in v H, in nasprotno. m

Posledica 8. Za vsakn > 1 je WX(Q,,) = 2.

Dokaz. Hitro lahko vidimo, da je @, kartezi¢ni produkt n kopij grafa
K,, po trditvi 3 pa velja WX(K;) =2.m

S pomo¢jo trditev 3, 5 in 7 lahko konstruiramo obsezen razred grafov,
ki imajo kon¢no okno. Zaradi trditev 3 in 7 imajo konéno okno karteziéni
produkti konénega $tevila polnih grafov in zaradi trditve 5 lahko vzamemo
se vse njihove Sibke retrakte. To pa so v resnici natanko vsi grafi s konénim
oknom. Dokaz slednjega je dokaj zahteven ter obsezen in presega okvir
¢lanka v Obzorniku. Velja torej:

Izrek 9 ([4]). Graf G ima konéno okno natanko tedaj, ko je G Sibki
retrakt kartezicnega produkta polnih grafov. m

4. Kvazimedianski in medianski grafi

Videli smo, da imajo konéno okno natanko sibki retrakti kartezi¢nega
produkta polnih grafov. Hkrati in neodvisno od izreka 9 pa je E. Wilkeit
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[12] dokazala, da imajo tudi kvazimedianski grafi isto karakterizacijo. Zato
lahko na kratko recemo, da so grafi s kon¢nim oknom ravno kvazimedianski
grafi. Izrek 9 je torej tudi posplositev Bandeltovega rezultata iz [1], namreé
da so medianski grafi natanko (8ibki) retrakti n-kock. Kvazimedianske grafe
je prvi vpeljal Mulder [10], in sicer kot posplositev medianskih grafov.

Graf.G je medianski graf [9] [11], Ce za vsako trojico tock u, v in w grafa -
G obstaja natanko ena tocka z, ki hkrati lezi na neki najkrajsi poti med u
in v, na neki najkrajsi poti med u in w ter na neki najkrajsi poti med v in
w. ToCko z imenujemo mediana tock u, v in w. Tocka z je torej mediana
tock u, v in w, ce zados¢a enakostim:

d(u,z)+ d(z,v) = d(u,v)
d(v,z) + d(z,w) = d(v,w) in
d(u,z)+ d(z,w) = d(u,w).

Ce sestejemo te enakosti, dobimo:
2(d(u,z) + d(v,z) + d(w, z)) = d(u,v) + d(u,w) + d(v,w) .

Recimo, da G ni dvodelen graf, in opazujmo poljuben najkrajsi lih cikel v G.
Naj bo uv povezava tega cikla in w tista tocka cikla, ki je najbolj oddaljena
od povezave uv. Ker je d(u,v) = 1 in d(u,w) = d(v,w), na desni strani
gornje enakosti dobimo liho stevilo. Ker to ni mogoce, G ne more vsebovati
lihega cikla, torej:

Trditev 10. Medianski grafi so dvodelni grafi.

Med drugim so medianski grafi tudi vsa drevesa (v posebnem grafi
K1) in vse n-kocke. Dokazimo sedaj, da imajo medianski grafi sirino okna
enako 2. S tem bomo tudi izpolnili obljubo, ki smo jo dali ob dinamiénem
lokacijskem problemu na grafu K ,.

Naj bo G medianski graf in zg, 21, ..., 2x zaporedje zahtev. Za 1 <
<4 < k — 1 definirajmo s; kot mediano tock s;_q, 2 in 2z;41, za 2 = k pa
postavimo s = sg_;. Zelimo dokazati, da je izbira stanj s; optimalna. Iz
tega namret sledi WX(G) < 2 in zaradi trditve 1 tudi WX(G) = 2.

Naj bo tg = 2z, t1, t2, ..., tx optimalna izbira stanj, ki zadostijo
zahtevam 29, 21, ..., zz. Tocka t; torej minimizira tisti del vsote (1), v
katerem nastopa, to pa je

d(ti_l,ti) - d(ti,zi) -+ d(ti,t“_l) ,zal<i<k-—1,
d(ti_l,ti) +d(ti,z),za1=k.

Zai=1,2,..., k-1 jetorej totka t; mediana tock t;_y, z; in ¢;41. Trdimo,
da je t; tudi mediana tock t;,_1, 2 in z4q.
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Zai=1,2,..., k-2 je tocka t;41 mediana tock t;, zi41 in t;12, zato
velja
d(ti tiv1) = d(ti, ziv1) — d(tita, 2zig1)- (*)

Torej tocka t; minimizira izraz
d(ti-1, ;) + d(ti, z;) + d(s, zig1) — d(tipr, 2ig1)s

in s tem tudi vsoto prvih treh ¢lenov, saj zadnji ¢len ni odvisen od #;. To
pa pomeni, da je za ¢ = 1,2, ..., k — 2 tocka t; mediana tock #;_y, z; in
zi+1. To bo veljalo tudi pri ¢ = k — 1, ¢e dokazemo (*) tudi za ta primer. Po
trikotniski neenakosti je d(tx—1, 2x) < d(tx—1,tx) + d(tx, 2x), ker pa tocka t;
za ¢ = k minimizira izraz d(t;—1,t;) + d(t;, ), je tudi

d(tk—1,tk) + d(te, zx) < d(tr—1, 2x) + d(2x, 2) = d(tk—1, 2x)-

Dokazali smo torej, da jeza = 1,2, ..., k — 1 tocka t; mediana tock ;_q,
z; in ziyq1. Ker je tg = sg in je s; po definiciji (enoli¢na) mediana tock
8i—1, % in 241, sledi z indukcijo poé,dajet; =5 2a4=0,1,...,k—1.
Pripomnimo $e, da bi za sj (= sk—1) ocitno lahko izbrali katerokoli totko
na najkrajsi poti med sx_y in 2.

Vidimo torej, da imajo medianski grafi sirino okna enako dva. To pa so
ravno vsi grafi s Sirino okna dva. Dokaz slednjega je nekoliko zamudnejsi,
najdemo ga v [3]. Imamo torej: '

Izrek 11. WX(G) = 2 natanko tedaj, ko je G medianski graf.

Omenili smo ze, da je Mulder [10] vpeljal kvazimedianske grafe kot
naravno posplositev medianskih grafov. Preden jih definiramo, potrebujemo
$e nekaj novih pojmov.

Mnozica totk X C V(QG) je konveksna, ¢e za vsak par totk u in v iz
X vse tocke poljubne najkrajse poti med u in v (v G) pripadajo X. V(G)
je seveda konveksna mmnozica, hitro pa se tudi prepricamo, da je presek
poljubnih konveksnih mnozic spet konveksna mnozica. Konveksna ovojnica
mnozice X je najmanjs$a konveksna mnozica, ki vsebuje X. Kot v vseh
konveksnih strukturah tudi pri grafih dobimo konveksno ovojnico kot presek
vseh konveksnih mnozic, ki vsebujejo X .

Naj bo (uy,us,u3) trojica tock grafa G. Trojica tock (z1,z2,73) je
kvazimediana trojice (uy,ug,us) v G, Ce obstaja nenegativno celo stevilo m,
tako da za poljubna 2,5 € {1,2,3}, 7 # j, velja:

(1) d(as,25) =1,

(ii) d(ui,uj) = d(ui, z;)+m+ d((l:j, Uj),

(ili) m je najmanjse Stevilo, ki zados¢a (i) in (ii).

Opazimo, da za m = 0 (in torej z; = 3 = z3) dobimo ravno mediano
tock wuy, ug in ug.
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Sedaj imamo vse pripravljeno za nasledno definicijo. Graf G je kvazi-
medianski graf, ce zadosca naslednjim trem zahtevam:

(i) vsaka trojica tock iz G ima natanko eno kvazimediano,
(ii) graf K4 — e ni porojeni podgraf v G in
(iii) konveksna ovojnica vsake mnozice tock, ki poraja cikel Cg, poraja
3 kocko Q3.

Za konec omenimo, da so pred kratkim razvili hitre algoritme za pre-
poznavanje medianskih in kvazimedianskih grafov, torej grafovz WX = 2
in grafov z WX < oo. Za prepoznavanje medianskih grafov v [7] najdemo
algoritem s ¢asovno zahtevnostjo O(n?logn), v [6] pa je za isti problem po-

dan algoritem s ¢asovno zahtevnostjo O(n% logn). V [5] je razvit algoritem

za prepoznavanje kvazimedianskih grafov casovne zahtevnosti O(n% logn +
+ mlogn). Pri tem smo z n oznalili tevilo tock in z m Stevilo povezav
grafa.

Zahvala

Marko Petkovsek je to besedilo izboljsal z mnogimi koristnimi pripom-
bami. Prav posebej se mu zahvaljujem za dokaz zadostnosti pogoja v izreku
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NENAVADNI INTERFERENCNI POSKUSI
INTERFERENCNI POSKUS Z LASERJEMA

JANEZ STRNAD
PACS 42.50.-p

Poskus z dvema laserjem pokaze, da je mogoce opazovati interferenco svetlobe iz
dveh neodvisnih izvirov.

UNUSUAL INTERFERENCE EXPERIMENTS
INTERFERENCE EXPERIMENT WITH TWO LASERS

The experiment with two lasers shows that interference of light from two independent
sources can be observed.

Interferenéne poskuse z vodnim valovanjem in z zvokom kaZemo nava-
dno tako, da zanihamo zamaska na istem peresu ali da napajamo zvoé¢nika z
istim tonskim generatorjem. Ce bi dovolj skrbno zagotovili, da sta zamagka
in peresi enaka ter zvocnika in zvocna generatorja enaka, bi se posrecil po-
skus tudi z neodvisnima izviroma. Cim bolj bi si bila izvira enaka, tem
daljsi bi bil casovni razmik, v katerem bi se interferencna slika ne prema-
knila. Pri svetlobi je drugace. Z navadnim svetilom se posreti interferenéni
poskus le, ¢e valovanje razdelimo na delni valovanji in ju sestavimo.

d_]/fil/ V1 — Vg

$% y TR
2| Ay
D,
131 v
£ L B 1/m
L2. ‘
'i
TR

Slika 1. Okvirna risba naprave: TR uravnavanje temperature, L laser Nd/YAG, L1 in
L2 barvna laserja, S spektroskop, F fotografski film [4].
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Odkar imamo laserje, pa je mogoce delati tudi interferen¢ne poskuse z
dvema izviroma. Prvi poskus, pri katerem so opazovali utripanje v sesta-
vljenem curku iz dveh helij-neonovih laserjev, torej interferenco v ¢asu, so
naredili kmalu po odkritju laserja [1], prvi poskus, pri katerem so opazo-
vali interferené¢no sliko, torej interferenco po kraju, pa malo pozneje [2]. Pri
drugem poskusu so uporabili rubinska laserja, katerih ksenonovi bliskavki
je sprozil sunek iz istega izvira. V dobljeni interferen¢ni sliki so se pokazale
proge s §ibkim kontrastom, okoli 15 %. Poskus te vrste so pozneje veckrat
ponovili. Pri eni od ponovitev so zaznavali posamic¢ne fotone in uporabili
tako 8ibko svetlobo, da je bil povprecni ¢as med fotonoma petdesetkrat
daljsi od ¢asa, ki ga je potrebovala svetloba od izvira do merilnika [3].

Odtlej so naredili ve¢ poskusov te vrste s stabiliziranimi laserji. Enega
izmed njih so izvedli na univerzi v Limogesu v Franciji [3]. Interferenéno
sliko je bilo mogoce neposredno videti in kontrast je presegel 70%. Stabilizi-
ran neodimski laser je z opti¢nim ¢rpanjem vzbudil laserja na barvilo, da sta
socasno oddala po 20 ps trajajoca sunka svetlobe z valovno dolZino 568 nm.
Svetlobo iz obeh laserjev so sestavili na zaslonu in fotografirali interferenéno
sliko (slika 1). Valovni dolzini obeh laserjev so natanéno dolo¢ili s tem, da
so naravnali njuno temperaturo. Spekter vsakega od njiju so neposredno
opazovali s spektroskopom. Enako jasno interferenéno sliko je dala vsaka
ponovitev poskusa. Pri ponovljenem poskusu so bile proge v enakem raz-
miku, a na malo premaknjenem kraju (slika 2).

Slika 2. Fotografija interferenéne slike na zaslonu (levo). Interferen¢no sliko so fotografi-
rali na zaslonu pri prvem in pri drugem poskusu z nepremi¢no kamero. Sliki so prerezali in
zlepili zgornji del prve s spodnjim delom druge. Razmik med sosednjima interferenénima
progama se ni spremenil, a proge so se premaknile druge proti drugim (desno) [4].

- Razmik med sosednjima interferenénima progama dobimo iz pogoja za
ojacenje asin 8 = N, v katerem je a razmik med zrcalcema, ki usmerita
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curka iz obeh laserjev na zaslon, § kot proti pravokotnici na zveznico zrcal,
A valovna dolZina in N red interference. Razdalja zaslona od zrcalc I je
velika v primeri z a, tako da smemo sinus kota nadomestiti z njegovim
tangensom in je az/l = N, ¢e je z razdalja proge od pravokotnice na
zveznico zrcalc. Razmik med sosednjima progama z; = Al/a dobimo za
AN = 1. Pri opisanem poskusu je merila razdalja zrcalc @ = 11,2 mm in
je bil zaslon v razdalji / = 19,2 m. Pri valovni dolZini 568 nm dobimo iz
enacbe za razdaljo med sosednjima interferenénima progama z; = 0,97 mm,
kolikor so izmerili. Interferencno sliko samo priblizno opisemo z enaébo j =
= jocos? (rasinB/N) = jo cos? (raz/IN), ker se v sunku s ¢asom spreminja
amplituda. Natancnejsa enacba je bolj zapletena.

Interferencna slika pri takem poskusu je jasna, a treba je posebej pre-
misliti, ali sta valovanji iz laserjev neodvisni drugo od drugega. Da, sta ne-
odvisni, ¢eprav posebej poskrbimo, da laserja sevata sofasno. Fazna razlika
med valovanjema v socasnih sunkih je naklju¢na, a konstantna. Od poskusa
do poskusa se spremeni, kar se kaze po tem, da se v podrobnosti lega prog
od ene do druge interferencne slike malo premakne, ¢eprav ostane razmik
med sosednjima progama nespremenjen (slika 2). Veliko laze uvidimo, da
sta laserja neodvisna, pri poskusu, ki sta ga opisala I. Verovnik in A. Li-
kar [5]. Ta poskus zahteva tudi veliko skromnejse naprave, vendar pri njem
ni mogoce neposredno opazovati interferencne slike.

Kako uskladimo izid poskusa s trditvijo P. A. M. Diraca, da foton vselej
interferira sam s seboj in nikoli ne z drugim fotonom? Nekateri izjavo
sprejmejo, drugi ji ugovarjajo. Zadevo lahko pojasnimo, ¢e se vprasamo,
kaj kdo misli. Zares poskus z dvema laserjema prepricljivo pokaze, da
interferirata svetlobna curka iz dveh neodvisnih svetil, e sta svetili laserja,
kakor interferirata radijski valovanji iz dveh anten.

Dirac je mislil na nekaj drugega, ne glede na to, da ob tasu, ko je zapisal
trditev, Se ni bilo laserjev. Zelel je opozoriti na to, da je treba kvantizirati
vse sevalno polje. Fotone je treba vpeljati v obeh laserskih curkih hkrati.
Vemo, da pri Youngovem poskusu, pri katerem zaznavamo fotone s fotopo-
mnoZevalko, dobimo interferené¢no sliko, ¢e ne moremo povedati, skozi ka-
tero izmed obeh rez gre kateri foton. Podobno pri poskusu z laserjema do-
bimo interferencno sliko, ¢e ne moremo povedati, iz katerega laserja izvira
kateri foton. Ce bi se potrudili in ugotovili, skozi katero rezo gre foton ali iz
katerega laserja izvira, bi interferen¢na slika izginila. Tudi opisani poskus
opozarja na to, da si ne smemo predstavljati fotona kot nekaksen delec, ka-
terega lego je mogoce bolj ali manj natanéno dolotiti. Foton ima energijo
in gibalno koli¢ino, a je last vsega sevalnega polja.

Razprava o teh vprasanjih je znova ozivela po objavi ¢lanka Loradoura
in sodelavcev [6], [7]. Pri tem so poudarili, da ne smemo reéi, da prihaja
en foton iz enega in drugi iz drugega laserja. Dvojica fotonov se vede kot
ena sama nelocljiva enota, ki ji ni mogoée doloéiti kraja. Ze enemu samemu
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fotonu ni mogoce dolotiti kraja, saj gre lahko skozi dve rezi in interferira
sam s seboj. En foton lahko izvira iz dveh laserjev. V tezave nas zapelje
misel, da ohrani vsak izmed obeh fotonov svojo samostojnost. Foton, ki
ga izlus¢imo iz curka, dolocimo s tem, da ga zaznamo. Dotlej nima nié¢
vet samostojnosti kot viski v steklenici, preden ga barman nato¢i v merico
in zlije v kozarec. Vsak foton, ki ga zaznamo pri interferentnem poksusu
z dvema laserjema, nastane s superpozicijo elektricnega polja iz enega in
drugega laserja in v tem smislu izvira iz obeh laserjev.

Najbrz bodo tekle podobne razprave $e nekaj casa. Nekateri razisko-
valci se namrec ne izrazajo natancno ali celo mislijo, da se jim ni treba tako
izrazati. Navsezadnje ni tako hudo, ce se raziskovalci med seboj sporazu-
mevajo bolj po svoje, ker navadno vedo, za kaj gre. Ucitelj pa bi se mo-
ral izrazati precej bolj previdno, saj lahko studente zapelje, da se oprimejo
zgreSenih predstav in se teze dokopljejo do razumevanja. V zadnjem Easu
na sre¢o vendarle naletimo na ¢edalje ve¢ opozoril na napacne predstave o
fotonu [8].
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NOVE KNJIGE

BATTESTIN J., Preskusi iz mehanike, samozalozba, Ljubljana,
1994 ; 220 str.

Ing. Jozko Battestin je znan po svojih treh knjigah fizikalnih merjenj:
Fizikalni praktikum I (mehanika, toplota, zvok), Fizikalni praktikum II (ele-
ktrika) in Optika, osnove in meritve. Letos je svojo knjizno bero povecal
$e z razirjenim naborom vaj Preskusi iz mehanike. Vaje slonijo na njegovi
zbirki demonstracijskih naprav izpred veé kot dvajset let, ki jo najdemo v
mnogih slovenskih Solah. Zbirka se odlikuje po tem, da domiselno uporabi
vsak element za ¢im vecje Stevilo poskusov.
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Obravnavane vaje so. razko$na zakladnica prek 150 praktikumskih in
demonstracijskih poskusov iz mehanike od merjenja hitrosti do opazovanja
valovanja na vodni povrsini. Namenjene so predvsem osnovnosolskemu in
srednjeSolskemu programu. Nekatere, npr. opazovanje precesije, ustrezajo
univerzitetnemu nivoju.

Navodila so kratka in neposredna. Neposrednost je v tem, da se avtor
na zacetku brez uvoda sklicuje na merilno napravo, ki je podana s tehniéno
dovrseno sliko in vcasih Se s skico. Glavnina je namenjena poteku merjenja.
Vedno je dodan tudi dokoné¢no izdelan primer vaje. To za ucence sicer lahko
na eni strani pomeni potuho, po drugi strani pa jih navaja na red pri delu. V
podrobnosti prikazani izracuni predstavljajo vzporedno pot k razumevanju
naloge.

Skoda, da so Battestinovo zbirko prenehali izdelovati ze pred mnogimi
leti in tako na Solah oprema ni popolna. Ker pa je zbirka izrazit primer,
kako se da tehni¢no dovrsen poskus napraviti s preprostimi sredstvi, bi
bilo prav, ¢e bi se Solske oblasti odlocile za projekt Battestinovo zbirko v
vsako slovensko osnovno in srednjo Solo. S tem bi prihranili precej denarja,
mladini pa bi na prakti¢nem primeru pokazali, kaj v resnici pomeni tehni¢na
ustvarjalnost. Dokler zbirke ne bodo zaceli znova izdelovati, si ué&itelji lahko
pomagajo s poenostavljenimi resitvami. Poleg tega so v knjigi priloZeni
nacrti za vse elemente zbirke.

Ceprav torej na vseh Solah ni dovolj ustreznih kompletov za eksperi-
mentiranje, spada nova knjiga Jozka Battestina Preskusi iz mehanike Ze se-
daj v vsako slovensko $olo. Mnogi starsi pa bodo lahko s to knjigo zaposlili
svoje najstnike in njihovo mladostno energijo naravnali v ustvarjalno smer.

Franc Cvelbar

HAWKING S., KRATKA ZGODOVINA CASA, DMFA, Lju-
bljana, 1994, prevedel U. Kalé¢i¢, priredila M. Galiéié. 2. izdaja,
182 str.

Slovenski prevod Kratke zgodovine ¢asa, knjizice, ki jo je za Sirok krog
bralcev napisal angleski astrofizik Stephen Hawking, je prvié¢ izsel pred
Stirimi leti. V novi izdaji je prevod izboljsan. Kratka zgodovina ¢asa je
bila na vrhu lestvice veliko dlje kot katerakoli druga uspesnica. Izila je v
sto izdajah v anglescini in bila prevedena v vet kot trideset jezikov. Pri
DMFA sta izsla tudi prevoda druge in tretje Hawkingove knjige za Sirok
krog bralcev, Berilo h kratki zgodovini ¢asa in zbirke sestavkov Crne luknje
i otroska vesolja.

Knjizica povezuje kozmologijo s fiziko delcev. Deset poglavij je mogoce
razvrstiti v tri skupine, ki ustrezajo trem Hawkingovim raziskovalnim ob-
dobjem. Prva tri poglavja obravnavajo razvoj pogledov na Vesolje. Vesolje
opisejo v okviru splosne teorije relativnosti z ukrivljenim etvernim prosto-
rom. Sirjenje Vesolja se je v okviru standardnega modela zacelo z velikim
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pokom. V prvem raziskovalnem obdobju pred letom 1970 je Hawking pod
vplivom R. Penrosea dokazoval, da je singularnost na zacetku neizbezna.

Po letu 1970 se je Hawking zacel ukvarjati s ¢rnimi luknjami, v katerih
koncajo razvoj zvezde z dovolj veliko maso. Tem so posvecena naslednja
§tiri poglavja. Zvezda se nezadrzno seseda in preostane singularnost. S
svojo gravitacijo pr1vlac1 okolno snov, ki pada proti njej. Spocetka so misliil,
da se ne snov ne sevanje ne moreta prebltl iz dela prostora znotraj obzorJa
dogodkov okoli singularnosti. Hawking pa je vkljuéil v razpravo kvantno
mehaniko in termodinamiko in se oprijel misli, da ustreza povrsina obzorja,
ki se ne more zmanjsati, entropiji. Spocetka je ugovarjal J. Beckensteinu,
da je mogoce zato ¢rni luknji prirediti temperaturo. Potem pa je spoznal,
da se lahko blizu obzorja na ratun energije gravitacijskega polja rodi par
delec-antidelec. Enega od obeh pogoltne ¢rna luknja, drugl pa odleti. Crna
luknJa seva kot vsako segreto telo, in to tem 1zdatneJe ¢im manj$o maso
ima. Po d0V01J dolgem ¢asu se spremeni v sevanje. Ta Cas je tem kraJm
¢im manjsa je njena masa. Crne luknje z zelo veliko maso le malo sevajo,
mini ¢rne luknje pa bi kmalu po nastanku ekspodirale, ¢e bi obstajale.

Zadnja tri poglavja obravnavajo Hawkingovo delo po letu 1981, ko se
je vrnil k raziskovanju Vesolja. Vesolje spominja na érno luknjo, le da ima
veCjo maso in se v njem snov giblje navzven, ne navznoter. Po Heisenbergovi
neenachi v kvantni mehaniki ne moremo natanéno dolo¢iti lege in hitrosti
delca. S tem ni mogoce uskladiti singularnosti ob velikem poku. Vesolje
neposredno po velikem poku bi morali opisati v okviru kvantne teorije
gravitacije, ki pa je Se nimamo. Hawking je na poti do delnih rezultatov
izhajal iz domneve, da je Vesolje kon¢no, a neomejeno, in da nima ne zacetka
ne konca. Uvedel je tri smeri casa — vesoljsko, termodinamiéno in psiholosko
—in zahteval, da se v Vesolju vse tri ujemajo. Kot je prej zavzeto dokazoval,
da se je Vesolje zacelo s singularnostjo, zdaj zagotavlja, da na zacetku ni
bilo singularnosti. Hawkmg dokaj prepricano zastopa stalisce, da obstaja
teorija vsega, ki zajame vse vrste interakcij, tudi gravitacije, in sodi, da
bomo to teorijo kmalu odkrili.

KnjiZico je treba toplo priporociti vsem, ki je Se niso prebrali. Iz kriti¢ne
razdalje ne motijo Hawkingova vtasih nekoliko napeta stalis¢a. Podobna je
zaslediti tudi pri nekaterih drugih kozmologih, ki so na glasu, da se veékrat
motijo, a nikoli ne dvomijo.

Janez Strnad

UTRINEK

Matemati¢no vesolje nastaja iz obdajajote nas realnosti tako, kakor
nastajajo sanje iz vsakdanjih dogodkov.

S. Stein
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VESTI

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije in Zavod za 3olstvo
in $port v sodelovanju z Univerzo v Ljubljani organizira seminar za ucitelje
fizike:

FIZIKA Z ZVEZDICO

Seminar sodi v okvir priprav na maturo in se nana$a na vsebine, ki so v
Maturitetnem katalogu za fiziko oznacene z zvezdico. Potekal bo v Veliki
predavalnici na Jadranski 26 v Ljubljani 10. in 11. februarja 1995.

PROGRAM SEMINARJA

Petek, 10.2.1995 _
900-1030 M. Rosina, Kaj naj bi dijaki srednjih $ol izvedeli o osnovnih

delcih

1100-1230 M. Plesko, Trzask: sinhrotron — ni vsak pospesevalnik za jedrsko
fiziko

1235-1405 1. Arcon, Rentgenska svetloba, okno v svet atomov

1515-1700  P. Gosar, Poskusi s polprevodniki

1705-1735 F. Tomazi¢, Poucevanje trdne snovi — pogled iz Solske prakse

1740-1800 M. Potokar, Pedagoska sekcija za fiziko

Sobota, 11.2.1995
800— 930 J. Ferbar, Kaj po fiziki za vsakogar ostane velikim?

945-1300  Aktiv fizikov Gimnazije Bezigrad, Izkusnje s skupinskim prever-
janjem: znanja

Na seminar posebej vabimo tudi ucitelje osnovnih 8ol in druge ¢lane Drustva.
Na 8ole bomo poslali tudi uradna vabila.

Seta Oblak in Marusa Potokar
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