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PACS 0560

Preprosti zgledi pojasnjujejo osnovne pojine neravnovesne termodinamike: lokalnega
termodinamicnega ravnovesja, fenomenoloskih zakonov, entropijskega toka in entropijskih

izvirov ter Onsagerjevega formalizma. Sledi prikaz fluktuacijsko disipacijskega 1zreka in

Onsagerjevega simetrijskega zakona.

Lo : £ Xy P ey N ey ey e A e P e e, % P T, - 3 e T grrmecy SR ey
W 2 S8 5 2 % o 2 B T, f &2 % B W & O B I ¥ Y ¥ E i - | $ £ ®
& B ¥ o e, fid 5 i 2 = ) E & § i 2] i Al i g = £ LF i 7 & “ e e
=i el - b w A g T § LW - b B b i B W
. % B % r o £ it B 9 H S F m B i Y P 1 H £
L & 1 [+ 4 e b £ i % & B i g B LA ok - 5 S = e LZ I Eorsaa” 2 o P &

Simple examples serve to illustrate the basic concepts of irreversible thermodynamics:

local thermodynamic equilibrium, phenomenological laws, entropy flux and entropy so-
urce, Onsager’s formalism. This 1s followed by an exposition of the fluctuation-dissipation

theorem and of Onsager’s reciprocal relations.

Termodinamika se opira na entropijski zakon, ki za makroskopske sis-
teme omogoca definicijo entropije. Entropija je aditivna (ali ekstenzivna)
funkcija ravnovesnega stanja, ki se pri reverzibilnih prehodih takole spremni-
nja: |

dS = f{Q (1)

/a ireverzibilne pojave, o katerih se v okviru ravnovesne termodinamike
lahko pogovarjamo le po ovinkih, pa velja d.5 > d@Q/T.

Kot zgﬁeda, se spomnimo H&Simega enoatomnega | Jlinaz N = nV atomi.
Plin najprej pri konstantni prostornini segrejemo od temperature lg na 1,
otem pa ga izotermno stisnemo od stevilske gostote ng na n. Oba prehoda
naj bosta tako pocasna, da lahko veljata kot reverzibilna. Ko upostevamo,
da je mpﬁom& kapaciteta na delec enaka 3!; dobimo naslednjo spremembo

entropije:

T n
0 ! Tg " Tl ( }

upmvno bo, te bomo @nMOpUO homogene snovi preracunali na PO-
samezni delec in kvocient s S/N imenovali spemﬁma entropija. (N
ni narobe, ¢e se isti izraz b@h pogosto rabi za entropijo na masno enoto.)
Zapisimo rezultat v dveh oblikah:

3 “ 5 “
s =k 5 InT —Inn| + konst = k 5 In7T —In p| + konst. (3)
Pripomniti je treba, da je logaritem temperature ali tlaka ali sploh kake

koli¢ine, ki ni brez dimenzije, neroden pojem. Vstaviti moramo logaritem

Predavanje v okviru Permanentnega izobraZevanja za profesorje fizike na srednjih
Solah, 11.12.1993 in 15.1.1994.
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merskega Stevila, ki pa je odvisen od izbire enot. Vendar se s tem lahko
zadovoljimo le toliko casa, dokler velja dogovor, da je entropija nedolocena
do aditivne konstante.

Specificna entropija je pripravno povprecje, ki pa naj ne zapelje k temu,
da bi posameznemu delcu pripisovali entropijo. Entropija je lahko le lastnost
makroskopskega sistema. Druga pripomba se tice zapisanih konstant, ki naj
ostaneta nedoloceni. To ni ni¢ hudega, ker nas zanimajo samo spremembe
(razlike) entropij. Zahtevati moramo le, da smeta biti konstanti v (3)
odvisni samo od vrste delcev in nikakor ne od njihovega stevila — zato da
je zagotovljena aditivnost entropije. Ce pa Ze hocemo, lahko konstanto
predpisemo, na primer tako, da ob sklicevanju na Nernstov zakon ukazZzemo,
da naj bo s = 0 za vsako c¢isto snov v katerem koli ravnovesnem stanju pri
0 K. Tako definirana ,absolutna” entropija ni nikoli negativna.

Ravnovesna termodinamika ni brez protislovja, ki se skriva v pojmu re-
verzibilnosti. Da snov segrejemo, je potreben toplotni tok, ki je ireverzi-
bilen pojav. Reverzibilno (neskoncno pocasno) dovajanje toplote ,, disi” po
filozofiji. Bolje bo, ¢e dopustimo tudi nekatera neravnovesna stanja, npr.
taksna, v katerih se po snovi pretaka toplota. Sele ko bomo znali kvanti-
tativino povedati, kako je pri tem z entropijo, bomo termodinamiko lahko
zaokrozili v celovit nauk.

Fntropija v statistiéni

Medtem ko v termodinamiki sprasujemo samo po makroskopskih (rav-
novesnih) stanjih snovi, ki jih opisujemo z malostevilnimi termodinamicnimi
spremenljivkami, kot sta 7" in n, skusa statisticna mehanika najti povezavo
z mikroskopskim opisom. Ta vsebuje v klasi¢ni verziji podatke o legalh in
gibanju delcev, kvantnomehanico pa je opredeljen s statistiénim operator-
jem, gostotno matriko. No, ostanimo raje pri klasicnem opisu.

Zivljenje sistema iz N enakih tockastih delcev prikazemo klasi¢no z
egibanjem fazne tocke v faznem prostoru, kiima 6V koordinat: ry, p; ... rpy,
pn, kijer so p; = mv; gibalne kolicine delcev. Kadar gibanja ne poznamo
natancno all si z njim ne upamo racunati, upostevamo verjetnostno gostoto
v faznem prostoru, s katero v statisticni mehaniki opisemo mikroskopsko

stanje:
(4)

Verjetnost, da najdemo fazno tocko v obmocju

dl' = dgm d‘gm . dgr_/\z dgpN :

se torej zapise z dilerencialom pdl'. Seveda je verjetnostna porazdelitev
normirana: | pdl' = 1.

Posebno pomembna je kanonicna verjetnostna gostota, s katero je podan
mikroskopski opis makroskopskega ravnovesnega stanja:

po X exp |
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Pri tem je W celotna energija sistema. Kakor se spodobi za ravnovesno
stanje, ta gostota ni odvisna od casa, Ce se pmsmmm& in morebitna zunanja
polja ne spreminjajo. Ter mmhnamuﬂ@ koli¢ine wmzmm z verjetnostnimi
povpredji, ki jih bomo zaznamovali z oklepaji ( ). Najbolj pomembna med

njimi je povprecna energija

pdl,

h%mn@ Smumwe m@hame /
komaj kaj vec kot ena izmed aplikacij verjetnostnega racuna, |
v znacaju nalog. Saj ne delamo drugega, kot da rac¢unamo razna p@wﬁwqa
m ob tem izpeljujemo nove verjetnostne porazdelitve iz Ze znanih. N
fizik pa mora najti Se smiselne podatke in smiselne definicije ter utemeljiti
osnovne predpostavke, kar nikakor ni lahko.

Vsaki verjetnostni gostoti v faznem prostoru je Gibbs priredil neko
vrednost entropije, in sicer s povprecnim logaritmom verjetnostne gostote:

(7)

Vseeno je, koliksna je zapisana konstanta, gledati moramo le to, da je pri
sistemu 1z enakih delcev sorazmerna z njihovim Stevilom. V ar gumemu lo-
garitma pa smo morali p pomnoziti z V! =~ (N /6} ali pa kar z NVV. Potem
se da pokazati, da je entropija vecjega kosa hﬁmogene SNOVI sorazmerna s
Stevilom delcev.
Opomba: V kvantni statisti¢cni mehaniki ni te nerodnosti, kajti tam
racunamo s statisticnimi operatorji ali v preprostih primerih s povprecno
zasedenostjo linearno neodvisnih stacionarnih stanj, torej z neimenovanimi
Stevili. Brez prisile pridemo tako do absolutne entropije, kjer ni vec ne-
dolocene aditivne konstante.

Gibbsova definicija entropije je dosti bolj splosna kot termodinamicéni
pojem in najbrz drzi, da je presplosna. Za kanonicne verjetnostne porazde-
litve lahko izpeljemo [1], da velja za razliko entropij med
snima smnj@ﬁm eﬂaﬂm (E}? s ¢imer smo za silo zadavoﬁm

dvema ravnove-

ravnovesju. Z
ta, da med njegovimi @dm _
stota v faznem prostoru izraZa s
mezne delce. Te pa seveda vzamemo, da so za enake delce @nak@ Po Bol-
tzmannu piSemo verjetnostno gostoto za posamezen plinski atom v njego-
vem faznem pmsmm kot m™ N~ f(r,v ﬂ mk@ da je f d% d% pﬂvm@m@
Stevilo atomov, ki jih najdemo v d@mﬁﬂm cgeometrijskega in hitro-

stnega prostora. (Faktor m™, kjer je m masa delca, se je po jaﬁdL ker smo

gostol za posa-

at. fiz. 41 (1994) 3 67
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z gibalnih koli¢in presli na hitrosti.) Lokalna Stevilska gostota in celotno
stevilo atomov sta torej n(r,t) = [ f(r,v,t)d*vin N = [ ndr.
Z, mnozenjem dobimo

1

f r,-7v-’t
p(ry,P1,... TN, PN; L) = N (T, ¥, ).

g (3)

j=1

Ko logaritem tega izraza vstavimo v (7), razpade integral v vsoto N enakih
integralov. V vsakem lahko izvedemo integracije po vseh parih spremenljivk,
razen po enem. Koncéno sledi:

S =—=NE{(n f)+ const = — & fIn fd°rd*v + const. (9)

Sedaj oklepaj ( ) pomeni povpreéje po enodeléni porazdelitvi, kakor je
pojasnjeno na desni. Integracijo v (9) lahko opravimo v dveh stopnjah, s
tem da vpeljemo specificno entropijo (entropijo, prerac¢unano na delec), ki
se 1zraza z lokalnim povprecjem:

[ fln f d’v + const. (10)

Zia ilustracijo bomo novo definicijo uporabili za izracun entropije eno-
atomnega plina v ravnovesnem stanju, ki je zaprt v posodi brez zunanjega
polja. Pri takem stanju je verjetnostna porazdelitev v faznem prostoru ka-
noni¢na. V eksponentu v (5) naletimo na vsoto kineticnih energij za posa-
mezne delce, tako da izraz razpade v produkt eksponentnih funkcij. Uvi-
dimo, da je tudi enodeléna porazdelitev kanonic¢na, se pravi Maxwellova
(Gaussova v hitrostnem prostoru):

(11)

Ko to vstavimo v Boltzmannovo formulo za entropijo (10), sledi iz ter-
modinamike znani izraz (3). Pri tem upostevamo ravnovesno povprecje

(mv*[2kT) = % in ta prispevek damo pod konstanto. Plin je seveda ho-
mogen ( fy ni odvisen od r), ker drugace ne bi bil v ravnovesju. Zato smo
rezultat delili z N in tako dobili specifi¢no entropijo. Ujemanja smo veseli,
ker utrjuje nase zaupanje v statisticno mehaniko kot zvesto podobo termo-

dinamike.

pojavov

3. Primeri transportnih

Med najbolj pomembne in najbolje raziskane ireverzibilne pojave spa-
dajo transportni pojavi, kot so prevajanje toplote, difuzija in notranje tre-
nje tekocin, v katerem prepoznamo prenasanje gibalne koli¢ine. Pri vsakem
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takem p@jwu imaimo opraviti z n@hm tokom, ki ga poganja gradient neke
kolicine. Ce ta gradient ni prevelik, velja %m@m*@u zakon. Gradient tempe-
rature pog&ma mpbém tok in za m@gwﬂ gostoto pf@{*q natancno velja g
= — A V7. Takih zakonov je Se precej in so skupaj znani kot fenomenologki
zakoni, koel; m@ﬂm v njihh pa kot transportni koeficienti.

V zmesi dveh snovi stece zaradi gradienta delne stevilske gostote di-
fuzijski tok, pri cemer velja za gostoto delnega %i@wﬁs%@ga toka difuzijski
zakon. Ce je snov &t. 1 navzoca le v majhni .@Eﬂ‘@ﬂm&ﬁﬁﬁ smeimno zakon
zapisati takole: j D Vni. V nehomogeni zmesi z neenakomerno mm-
peraturo %@d@hﬁj@m torej dva transportna pojava: prevajanje toplote in di-
fuzija. Vendar nista edina, ker obstaja Se dvojica tako imenovanih | Hzmh
transportnih PO javov. Do (hmm%@ga toka pride namreé tudi v @ﬂa@mwm
zmesi pod vplivom temperaturnega gmdmnm jmr je znan kot termodi-
fuzija in ga opisemo s temle zakonom: ] Dy VT/T. O bgm ja pa se
oirani Dufourjev pojav, pri katerem stece v zmesi toplotni tok kljub

konjug
enakomerni temperaturi, namrec zaradi gradienta delne gostote. Vec o tem

povesta npr. de Groot in Mazur [2].

Zaradi kriznih ucinkov obstaja precej vec transportnih pojavov, kot bi
morda sprva pﬂ&a%m}’aﬁ i@p@‘vedam so samo tisti, ki zaradi simetrijskih
mzbgav ne morejo obstajati. (1 mpmf@d je znana E@@ Curiejevo nacelo.) Za
primer se spomnimo, da povzroci strizna hitrost v tekocini strizno napetost.
Ker sta obe kolicini tenzorja drugega reda, ni zadrzka. Razumljivo pa je, da
strizna hitrost v prvotno izotropni tekocini ne more sproziti sorazmernega
toplotnega toka in tudi nobenega drugega vektorskega pojava. Po drugi
strani so izkusnje pokazale, da velja v naravi nekaksno nacelo najvecje
demokracije. Vsi tisti transportni pojavi, ki niso izrecno prepovedani, zares

@bsmj&j@,

[ransp 1 pojavi m;%@ zanimivi samo v homogenih snoveh, ampak tudi
v h@%@mgemh sistemih, ki so sestavljeni iz kosov razlicuih snovi: i1z palic,
zic, posod, cevi in @mﬂ 7 EunﬁmmL T'u ne racunamo z gostotami tokov
in gradienti, ampak kar s tokovi in s koncnimi razlikami termodinamicénih
kolicin. Kot primer si oglejmo pretakanje razredcenega plina skozi luknjico

steni (sl. 1). 7 dvojico batov in dvojico termostatov vzdrzujemo na
obeh straneh komstantna tlaka in konstantni temperaturi ter s tem tudi
konstantni Stevilski Osmﬁ (saj je p = nkT), recimo na levi py, T3, ny in
na desm »2, 15, ny. Majhna tlactna razlika pﬂvzmﬁ sorazmeren tok pﬁma
Ap, majhna temperaturna raziika pa me_g sorazmeren fmmwm
I'. PridruZi pa se 3e konjugirana dvoji ﬁ% kriznih pojavov. Pri
nem termomehani¢nem pojavu se phn pretaka zaradi temperaturne
ﬂamm razlika ne povzroci le toka snovi, ampak tudi
T'a ucinek je znan kot mehanokaloricni pojav.

lmenov:
razlike.

kovin, stece ele-
(Generatorja

Po elektricnem krogu, ki ga sestavimo iz dveh razli¢nih
ktrieni tok, ko vkljuéimo g@n@mmz‘ z neko gonilno napetostjo. (
ni na sliki 2.) Q@ na sticisc¢ih vzdrzujemo razlicni temperaturi, stece od to-
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Slika 1. Termomehanicnm in mehanoka- Slika 2. Shematicen prikaz termoelek-
lori¢n1 pojav prn pretakanju razredcenega tricnega in Peltierovega pojava.

plina skozi luknjico.

plejsega k hladnejsemu toplotni tok. Temperaturna razlika pa tudi sama
sprozi elektricni tok, kar poznamo kot termoelektri¢ni pojav. Konjugirani
sprejema in drugo oddaja toplotni tok, ki je sorazmeren z elektricnim. Jo-
ulov toplotni tok, ki je sorazmeren z %, pri majhnem I lahko zanemarimo.

4. Lokalno termodinami¢no ravnovesje

Zamislimo si sedaj plin, ki ga le malo spravimo iz ravnovesnega stanja,
in oglejmo si mikroskopski opis njegovega stanja. Najprej nam prihaja na
misel, da bi vzeli lokalno Maxwellovo porazdelitev, ki jo bomo zaznamovali
Z f(o)(r,v). To je ravno taksna porazdelitev, kot jo opisuje enacha (11),
vendar z gostoto n(r) in temperaturo T'(r), ki sta lahko od kraja do kraja
drugacni. (Morebitne casovne odvisnosti in makroskopskega gibanja v
zapisu nismo upostevali, da razprava ne bo predolga.)

BrZz se prepricamo, da opisana porazdelitev ne ustreza nobenemu trans-
portnemu pojavu. Hitrostna porazdelitev delcev je namrec¢ Se vedno na
vsakem mestuizotropna, tako da gre v povprecju enak tok delcev ali energije
ali cesarkoli na desno in na levo. Plin s taksno porazdelitvijo v tistem hipu
miruje in v njem tudi ni toplotnega toka.

Taksno stanje seveda ne traja dolgo. Zaradi preseljevanja delcev in za-
radi medsebojnih trkov se njihova porazdelitev kmalu spremeni. Recimo, da
v plinu vzdrZzujemo temperaturni gradient, ki je tako Sibek, da so relativne
temperaturne razlike na razdalji proste poti majhne v primeri z 1. V mi-
slih, ali bolje s simulacijo na ra¢unalniku, na zacetku vzpostavimo ustrezno
lokalno Maxwellovo porazdelitev. Pocakamo, dokler stanje ni stacionarno,
potem si ogledamo spremenjeno porazdelitev. Najdemo

f=fO%,v)[1+ ¢(r,v)], (12)

pri cemer je ¢ majhen popravek. Za taksno porazdelitev pravimo, da opisuje
lokalno termodinamicéno ravnovesje plina. Popravek ¢ nikakor ni poljuben,
ampak je dolocen z vsiljenim temperaturnim poljem. Seveda izberemo
vrednosti n(r) in T'(r) tako, da se sprico popravka ¢ ne spremenita.
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Namesto celotne entropije plina kot v formuli (9) bomo sedaj racunali
specificno entropijo s(r), s tem da bomo integrirali samo po hitrostnem
prostoru. Potem ko logaritem oglatega oklepaja v (12) razvijemo do ¢lena
s ¢%, dobimo iz (10) po kratkem racunu naslednji rezultat:

f(g) $* d*v+ --- + const. (13)

Ker kvadratni ¢len zanemarljivo m&b migpev&,ﬁ ga bomo (skupajz vigjimi, ki
NISO naisam} v nadahm@m Z&wgh natancno velja torej za specifi¢no

f(O) AR ) (14)

Sklepamo, da smemo lokalno, to je za majhne kose snovi, racunati vse
termodinamicne koli¢ine, kot d& qge SOV V mvnovegm // i1menom E@ alno
termodinamicno ravnovesje za opisano stan j@ plina torej lahko .
Pripomniti je treba, da je pojem lokalnega termodinamicnega ravno-
vesja za kondenzirane snovi bolj tezaven kot za pline. Lahko je reci, da
se termodinamicne kolicine lokalno racunajo enako kot za ravnovesje, teze
pa je to utemeljiti z mihogkﬂpske podobo. Zubarev [3] sicer posveca temu
vprasanju celo ﬁgEaVJe ki pa ni psebne razumljivo. Dvomim, da sploh
obstaja prijem, s katerim bi bili vsi zadovoljni.

Vendar v lokalnem termodinami¢nem ravnovesju ni vse tako kot v
pravem ravnovesju, ker se v snovi pojavi @ﬂﬁ@pmsh tok, ki ga p1 q ni bilo.
Njegovo gostoto demmme tako, da v integrand izraza l vrinemo Se

faktor nv:

(16)

/, lokalnim povpretjem za tok kineti¢ne energije
gibanju molekul, smo dobili gostoto ﬁ@mmn@ga
t@mp@mmm pa Si@d} gostota @nmﬂpms ega toka

Pripomba: Ker plin H}H uje, je f v [ d>v = = 0, iakﬂ da bi bilo vseeno, ce

bi pisali q = fvf( mwv? — const) d°v, s poljubno konstanto.

ki ustreza termic¢nemu
delimo s

Gostota entropijskega toka ni po vsem plinu enaka. Ce je stanje stacio-
narno, kot smo privzeli, pove divergenca tega toka, koliko entropije nastaja
v prostorninski enoti, torej kolikéna j pijskega izvira:

(17)
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Za zgornji primer dobimo ¢ = — q-VT'/T%, ker je V-q = 0. Ker ima toplotni
tok nasprotno smer kot temperaturni gradient, je ¢ > 0, kot to zahteva
entropijski zakon. Kadar bomo potrebovali celotno izdatnost entropijskega
izvira v obravnavanem sistemu, jo bomo zapisovali takole:

()“(r) dg?ﬂa (18)

5. Onsagerjev formalizem

Izdatnost ali gostota entropijskega izvira se dasta pri posameznem tran-
sportnem pojavu izraziti kot produkt neke ,termodinamicne sile” (npr. tem-
peraturne razlike ali temperaturnega gradienta) in ustreznega toka ali go-
stote toka. Pri kombinaciji vec¢ takih pojavov potrebujemo vsoto vec biline-
arnih prispevkov. Onsager je pokazal, kako se dajo na osnovi takega zapisa
fenomenoloski zakoni pregledno predstaviti.

Za primer vzemimo kovinsko palico s presekom A in dolZino [ i z malo
razlicnima temperaturama 77 in 75 na koncih, po kateri tece toplotni tok
P (sl. 3). Na levi torej vstopa v palico @nmopljsm tok P/T;, na desni pa
1zgmpa vecjl entropijski tok P/L? ker je Ty < Ty. Razlika pove, koliko
entropije nastaja v palici zaradi ireverzibilnosti toplotnega prevajanja: Y =

P/Ty — P/Ty = — PAT/T4. Pritem je AT = Ty —T7 < 0in T neka

srednja temperatura.

Y

17 1o <1y

Slika 3. Toplotn1 tok v palia

Ce tece v palici e elektricni tok 7 pod vplivom napetosti U, se pmaga
tok — JU Joulove toplote, ki nemara boc¢no odteka. {wdznak izvira 1z
dogovorov.) Temu ustreza entropijski izvir z izdatnostjo ¥ = — IU/T. 7Za
primer, da sta prisotna oba tokova, pa imamo vsoto:

AT o

Zaradi lepSega smo obe strani pomnozili s 7', tako da imata dimenzijo mo¢i.

Vsak izmed obeh tokov je v prvem priblizku linearno odvisen od obeh
termodinamicénih sil. Odvisnost posreduje matrika L koeficientov L;;, tako
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da lahko zapisemo:

AT |
j —_ Lll {]"— le ‘"“:f"‘? (20)

(21)

T

/iato, da ] j@ Wdﬂ@ > > 0, mora biti m&%ﬁ.a pozitivno definitna, se pravi da
je T V‘ = X -L-X > 0 za poljubno od nic razlicno dvoj: jico termc dinamicénih
sil, X U,AT/T). Druga gme_m’m& h&m@% matrike je, da je simetricna,
torej L1 = Lo;. Ta ugotovitev, ki je znana kot Onsagerjev zakon, sledi
iz invariantnosti osnovnih zakonov proti obratu ¢asa, kot bomo ob primeru
videll pozneje.

Za homogeno palico je pripravno, da reduciramo tokove na enoto pre-
seka in termodinamicne sile na dolzinsko enoto, da dobimo gostoto entro-

pijskega izvira ¢ = X /Al tore]

I'l

(22)

Zadnji clen Ze poznamo, pomen prvega pa je tudi ociten; saj je to gostota
Joulove moc¢i. Enachi (20, 21) zdaj nadomestimo z

(23)

(24)

Diagonalna koeficienta Ze poznamo; saj je [137 = 1/{ = reciprocni specifiéni
upor (prevodnost), in ly9 = AT, ¢e merimo toplotno prevodnost ob odsotno-
sti elektricnega polja. Ustrezno se izrazata Ly in Lyy v (20, 21). Z izvendi-
agonaﬁimm& koeficientoma 1y, = [y ah [.1o = L91 pa sta dolocena oba krizna
nojava, namrec termoelektriéni in @mﬂ oV p@ jav. Vidimo, da gre pri tem
za termodituzijo in za Dulourjev toplotni tok elektronov H}

ega pojava v SE@EU@H@HE krogu iz ene same kovine
ne moremo pazmﬁ pac pa sta vidna, ce krog sestavimo iz dveh razli¢nih
kovin (sl. 2). Ce je termodifuzijski pojav v obeh kovinah razli¢no moéan,
dobimo v krogu gonilno napetost, ki je v prvi aproksimaciji sorazmerna s

temperaturno razliko, recimo

l

Ne enega ne druge

s termoelektri¢cnim koef , 20, 21),
le da je sedaj L11 reciproc¢ni upor vsega kroga, med up%teva
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zdaj diferenca vrednosti L1, za obe kovini. Termoelektri¢cno napetost lahko
merimo tako, da jo kompenziramo z vkljucenim generatorjem (ki ga ni na
sliki). Ko postavimo v prvo enachbo I = 0, se izkaze, da je a = L5/ L11T.

Drugo zanimivo meritev opravimo tako, da ob enakomerni temperaturi
z vkljucenim generator jem pozenemo elektri¢ni tok in merimo toplotni tok,
ki ga eno spojno mesto vsrkava in drugo oddaja. 7 deljenjem obeh enacb
pridemo do sorazmernosti, ki opisuje Peltierov pojav:

P=11I, | (26)
pri cemer se Peltierov koeficient izraza takole: Il = Ly/Lq;. Zaradi
Onsagerjeve simetrije je

II =aT. (27)

Primer: Za kombinacijo baker-konstantan pri 300 K so izmerili « = 40 1V /K
in I = 12mW/A, kar se ujema z (27). Zanimivo je, da je to enacbo
prvi izpeljal Kelvin, in sicer preprosto iz izkoristka idealnega toplotnega
stroja. Dandanes mu oporekajo, ker termoelektri¢ni in Peltierov pojav nista,
reverzibilna.

Pripomniti je treba, da zgornja analiza obeh pojavov ni popolna, ker
ne uposteva potencialnega skoka na meji obeh kovin in njegove odvisnosti
od temperature. Konéni fenomenoloski opis pa s tem ni prizadet.

6. Fluktuacije

Ko opazujemo makroskopsko telo v ravnovesnem stanju, se od dale¢ zdi,
kot da vse miruje. Vemo pa, da so vsi delci telesa neprestano v termicnem
gibanju. Zaradi njega nobena kolitina, ki pripada posameznemu delcu ali
majhnemu stevilu delcev, ni konstantna, ampak je podvrzena fluktuacijam.
Tako nihanje, ki ga kaze vsaka taka kolicina, imenujemo kaoti¢no (nenapo-
vedljivo). Sele pri povpreéjih za veliko tevilo delcev so fluktuacije relativno
tako Sibke, da jih ne opazimo. Preden nadaljujemo razpravo o transportnih
pojavih, si moramo ogledati, kaj se sploh da povedati o fluktuacijah.

Mislimo si, da bi pri loncu vode ugotavljali stevilo molekul N v majh-
nem delu V njegove prostornine. V povprecju je seveda (N) = nV, ce je n
povprecna Stevilska gostota. V posameznem trenutku pa zaradi termicnega

gibanja lahko pride do odmika AN = N — (N) na eno ali drugo stran. Od-
miki moé¢no nihajo navzgor in navzdol, tako da bomo lahko rac¢unali le s

primernimi povprecji.

Povprecje odmikov seveda ni za rabo, ker je po definiciji enako nic.
Lahko pa vprasamo za povpreéni kvadratni odmik ((AN)?), ki je pripravno
merilo za jakost teh fluktuacij. Ta kolicina se da celo meriti, in sicer si
pomagamo s sipanjem svetlobe. Zaradi opisanih fluktuacij je namrec¢ tudi
najcistejsa tekocina motna.
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Drug primer, ki je vreden omembe, so fluktuacije hitrosti, ki jo ima
posamezen delec. Ker je vektorsko povprecje (v) v ravnovesju enako nic,
vprasamo za (v%) = (v -v). Znano je, da je to povpredje enako 3kT /m.

Fluktuacije so kratkoZive in neprenehoma nastajajo in zginevajo. Ce-
prav se njihovo posamicno Zivljenje ne da napovedati, lahko nekaj povemo o
povprecni usodi fluktuacije. Molekula, ki ima na zacetku hitrost v(0), ima
Cez Cas v povprecju zmanjSano hitrost (v (i))v(o), (Zapisali smo pogojno
povprecje. ) Povprecje skalarnega produkta (v(t)-v(0)) se torej zimanjsuje.
To povprecje, ki je znano z imenom hitrostna mmkmehmﬁ a funkcija,
pove nekaj o povprecnem zwh@mu hitrostnih fluktuacij. Po n' casu se
vpliv zacetne hitrosti ne pozna veé, tako da ima z&msmu skalarni produl
enako verjetnostjo pozitivie kot B@&MVH@ vrednosti in je v _mvpm@m
nic. Zelo priblizno lahko rac¢unamo, da za ustavljanje delca v povprecju
velja linearni zakon upora s konstantnim koeficientom ( (to je 6mrgn za n
premajhne kroglice). Tako dobimo potek, ki je v pov mqu eksponenten, in
sicer sledi z znano zacetno vrednostjo (v ) = 3LT/m, da je

Kot primer upor abe Sﬁ oglejmo tokovni sum zaradi gibam& elektronov v
palici iz polprevodnika, ki ima prostornino V' = Al. V njem je prevodniski
elektronov tako malo, da bomo njihov medsebojni vpliv lahko zanemarili in
tudi racunali z Maxwellovo porazdelitvijo. Ce bi imeli elektroni (z nabojem
— €o) vsi enako komponento hitrosti v smeri osi, bi bil tok v palici enak
Anegv, = — Negv,/l. V resnici hitrosti niso enake, tako da morameo
vzeti povprecja. Pov f@@@ toka j Je seveda nic¢, lahko pa poﬁ@d@m@ povprecje
kvadrata. Ker se elektroni neodvisno gﬁﬂjej@ se povprecni kvadrati hitrosti

sestevajo, tako je

(17) = KT .

moramo raziskati,
1 zahteva

Da bomo kaj zvedeli o avtokorelacijski funkciji za tok,
kako se eﬁehmm n%mﬂj&j& k z gostoto }

SOrazmerno poljsko jakost E = (j, k jm** je ( specifiéni upor, tore] nap etost
?ﬁ&@m pohn se v pmﬁpmqu IC ne pos @sme}@ Q@
Ol mg@n@ polje z na,ve@nﬂ jak Gsm@ mmj kot n
njenemu zacetku napetost U.= R([). New

elektroni ustavljajo v povprecju:

d

m a(vx{ﬁ})%(g) — eg -
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Dobimo eksponentno resitev, po mnozenju z v,.(0) in tvorjenju maxwellskega
povprecja pa

(31)

Rezultat e pommnozimo z N(eg/l)?, da dobimo avtokorelacijsko funkcijo za
tok, (/(t) 1(0)). Zanimiv je njen integral

[ (1) 10)dt = —- (32)

~ Po Wiener-Hinc¢inovem izreku [5] dobimo s Fourierovo transforma-
cijo nazadnje navedene avtokorelacijske funkcije spektralno gostoto za moc
suma;:

‘ (I(t) I[(0)) coswt dt, v = |w|/2T. (33)
0

Relaksacijski cas 7 je tako kratek, da je za frekvence, ki so zanimive za
elektrotehniko, vedno wr < 1. 5 tem se rezultat moéno poenostavi; saj iz
(32) in (33) sledi tako imenovana Nyquistova formula

d P B

dr

4KT. (34)

Konstantnost spektralne gostote pomeni, da imamo pred seboj beli Sum —

seveda znotraj navedenega spektralnega obmocja.

é i n g% V

Difuzija na vec n:

V mirujoci razredceni suspenziji samih enakih mikroskopsko majhnih
kroglic v kapljevini se cez cas ustali sedimentacijsko ravnovesje, ki spominja
na ravnovesje izotermnega ozracja,

o m’ gz
n(z) o exp | .
\

kT

Teza kroglice je tu pomanj$ana za vzgon, torej m'g = (p — pg)Vyg. Ce ne
bi bilo termitnega gibanja, bi se kroglice sesedale s hitrostjo v = m/g/(, ki
je dolocena s Stokesovim koeficientom ( = 6wrgn. Tok zaradi sesedanja pa
je uravnovesen z difuzijskim tokom, ki nastane zaradi termicnega gibanja:

/! g/C = —Ddn/dz. lz primerjave z enacbo (35) dobimo Einsteinovo
formulo: LT

Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 3

76



Isto formulo je Langevin izpeljal na malo bolj tvegan nacin, namrec z re Se-

vanjem stohasti¢ne diferencialne enaébe za gibanje posameznega delca [1].
Tretja pot je prek Green-Kubove formule, ki se opira na avtokorelacijsko
funkcijo za hitrost. Zac¢nimo s fundamentalno resitvijo difuzijske enache

-

(37)

ki opisuje prostorsko porazdelitev delcev ob casu ¢, ¢e smo jih spustili iz
izhodisca ob zacetnem trenutku. Na difuzijsko enacho in njeno resitev se
kajpak lahko zanesemo Sele po dolgem ¢asu. Eksponent kaze, koliksen je
povprecni kvadratni odmik od izhodisca:

(r?) = (x(t) - (1) = () + (4°) + (%) = 6D, (38)

7, odvajanjem po c¢asu sledi (r(t)-v(t)) = 3D. Zdaj pa upostevajmo, da
so osnovni (mikroskopski) zakoni invariantni proti obratu casa. (Za izjemo
pri kaonih se tu ni treba meniti.) To se pravi: k vsakemu sveZznju moznih
oa delca obstaja enako verjeten svezenj obrnjenih poti.

poti difundirajoceg
Naredimo obrat na sliki 4! Namesto v(¢) imamo potem — v(0), namesto

r(t) pa —r(t). Ko ta vektor izrazimo z integralom hitrosti po casu, dobimo
Green-Kubovo formulo za difuzijski koeficient:

(39)

Zaradi lepsega smo namesto dovolj poznega casa t za zgornjo integracijsko
mejo vstavili neskoncno, kar je vseeno; saj po daljSem casu avtokorelacijska
funkcija zamre. Ce verjamemo v eksponentno pojemanje avtokorelacijske
funkcije po enachi (28), dobimo iz Green-Kubove formule takoj Einsteinovo:

ika 4. Obrat ¢asa pr1 Brownovem gibanju.
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Vse se zdi tako lepo, da lepSe ne bi moglo biti. Ravno zadnji zakljucek
pa kaze, da se lahkovernost v teorijski fiziki lahko mascuje. Z numeric¢no
simulacijo so namrec¢ odkrili, da pojemanje avtokorelacijske funkcije niti po

dolgem casu ni eksponentno, ampak da ima ,,dolg rep” z obliko t=3/2. Svoj
cas je to med fiziki zbudilo veliko presenecenje. Po tistem pa so nekateri
strokovnjaki za hidrodinamiko zaceli govoriti, da so oni to Ze dolgo vedeli,
vse od Stokesa.

Dolgi repi se dajo razumeti, ¢ce upostevamo izrek o gibalni kolicini.
Gibalna kolicina mv(0), ki jo ima delec na zacetku, bi se morala porazdeliti
po eksponentno napihujoci se kepi okolne kapljevine, ¢e naj bi se hitrost
delca eksponentno manjsala. Pricakujemo pa, da se porazdeli po kepi
nekako z efektivnim radijem /2(7n/p)t, kajti n/p je difuzijski koeficient,
ki ustreza viskoznosti (pri inZenirjih se ta kvocient imenuje , kinematicna
viskoznost”). Hitrost se zmanjSuje obratno sorazmerno z maso kepe, ki ima
stopnjo velikosti 4T p [2(n/p)t]?/% o t3/2.

Numericna simulacija je $e pokazala, da se hitrostna avtokorelacijska
funkcija pri difuziji molekule v kapljevini tudi v zgodnjem casu znatno
odmika od eksponentnega vedenja. Pojavijo se namre¢ nihanja zaradi
elasticnosti, ki jih vsaka kapljevina kaZe pri kratkotrajnih sunkih. Molekula
se najprej zaleti v nekaksen zid okolnih kapljevinskih delcev, ki jo butnejo
nazaj. OSele ko s termi¢nim gibanjem v zidu nastane vrzel, delec lahko
smukne naprej.

Nyquist-Onsager ¢
FEinstein-Langevin

(9(¢) - 9(0))

\C\‘D

reen-Kubo

Slika 5. Povezave difuzijskega koeficienta s koeficientom upora in s hitrostno avto-
korelacijsko funkcijo.

Vse nastete povezave med difuzijskim koeficientom in drugimi koli¢ina-
mi prikazuje shema na sliki 5. Tudi za druge transportne koeficiente najde-
mo podobne povezave. Literatura navaja zanje kot okvir tako imenovani
fluktuacijsko disipacijski izrek (fluctuation-dissipation theorem), po kate-
rem se vsak transportni koeficient izraza s Casovnim integralom ustrezne
korelacijske funkcije. ,,Ustrezna” pomeni, da upostevamo fluktuacije tiste
kolicine, iz katere dobimo z makroskopskim povprecjem tok, za katerega
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CovoTen @mﬁvﬂmam M*anspwmﬁ Zgora ] Omgam bm

primer termic¢nega Suma v uporniku je ézwk mp@hai ze |
@nmbo UZ} p@%mosﬂa in pmm@nomja pa sta ga dostl pozneje Qaﬂei in
Welton. Najbolj imenitna pmt izreka, j@ da povezuje transportne koefici-
@mm ki so znacilni za ireverzibilne pojave v snoveh, z Mmmehujsgmﬁ
funkcijami, kakrsne veljajo za ravnovesno stanje. Potemtakem skriva ter-
modinamicno ravnovesje v sebi precej vec, kot se zdi na prvi pogled.
ko se je Ze vsem zdelo, da so Green-Kubove formule trdna osnova

Potem k
za statisticno mehaniko transportnih pojavov, so se pojavﬂ% resni dvomi |6].
Formula se opira na domnevo, da smemo nelinearne ucinke pri transpor tnem
pq}a,wg zanemariti. 7 mmgmmp p@ neqﬁmnuw d@ﬁg@m casu pa lahko

Da za transportne koeficiente velja Onsagerjeva simetrija, recimo [y, =
lo1 pri sistemu (23, 24), smo prej sprejeli brez utemeljitve, tako da se
nismo koncali. Splosna izpeljava je se najbolj ¢itljiva v andmm 7], vendar
se opira na eno ali dve malce drzni domnevi. Godi se nam p@d@bﬁ@ kot
pri entropijskem zakonu, ki mu tudi vsi zaupamo, éepmv oa Se nihcte ni na
neoporecen nacin izpeljal iz osnovnih zakonov. Da ne bomo zasli predalec, se
bomo zadovoljili z izpeljavo ob skrajno poenostavljenem zgledu, pri katerem
ne bo tezav.
Spet bomo vzeli elektronski plin v razseZnem p@ﬁpmvgdniu pri cemer
bomo upostevali wﬂw kristalne mreze samo pri sipanju, drugace pa si ga
bomo odmislili. Model bo torej hudo naiven. Porazdelitev elektronov naj

bo zdaj nestacionarna toda homogena, recimo

f=Jfoll + ¢(v,1)]. (40)

Primerno je, da funkcije, kakrsna je ¢, obravnavamo v Hilbertovem prostoru
z Maxwellovo utezjo. Pri tem upostevamo samo odvisnost od hitrosti, tako

da je notranji produkt definiran takole:

(41)

To je torej lokalno ravnovesno povpreéje produkta ¥*¢. (Dopuscamo tudi
kompleksne funkei; je.)

ktricnega In
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V drugem izrazu smo upostevali presezek kineticne energije (nad vrednostjo
%kT) ki jo nosi elektron, kajti samo ta presezek puspeva, k toplotnemu
toku. (Izbira te konstante zdaj ni poljubna.)

Ce elektronov z nicimer ne motimo, se njihova porazdelitev zaradi trkov
7z atomi bliza ravnovesni. Kako se bliza, razberemo 1z linearizirane Boltz-
mannove enacbe, ki jo bomo za opisani primer samo simboli¢cno zapisali:

01wt -
PR =

Pri tem je R neki linearni operator, ki uposteva trke elektronov s kristalno
mrezo in ki se izraza z integralom po hitrostnem prostoru. Nalasc¢ smo ta
clen zapisali v bolj zamotani obliki, ki bo v naslednjem koraku prisla prav.
Ko vstavimo izraz (40), sledi lepsa enacha:

(44)

= 0. (45)

Motnja ¢(v,0), ki jo na zacetku kakor koli ustvarimo v elektronskem plinu,
pojema, kot pove reditev

D(v,t) = e L p(v,0). (46)

Operator R je linearen zato, ker je polprevodnik v ravnovesju, ki ga
morebitni sibki tokovi elektronov ne zmotijo zaznavno. Za nas namen ni
treba, da bl o tem operatorju kaj dosti vedeli, pac¢ pa velja omeniti dve
njegovi splosni lastnosti. Iz invariantnosti osnovnih zakonov proti obratu
casa sledi, da je vseeno, Ce hitrost pred trkom zamenjamo z obrnjeno
hitrostjo po trku. 7 upostevanjem tega se da izpeljati, da je operator R
sebi adjungiran, tako da velja

(47)

Druga splosna lastnost je, da velja enacha R1 , ki opisuje ohranitev
elektronov. Enacha pove, da je ni¢ lastna vrednost operatorja in da je
ustrezna lastna funkcija konstanta.

/daj pa zmotimo elektrone s sibkim konstantnim elektricnim poljemn in
pocakaimo do stacionarnega stanja. Polje elektrone pospesuje, in sicer bi se
hitrost vsakega takole spreminjala, ¢e ne bi bilo trkov: dv = — (egE/m) dt.
V prvotno obliko Boltzmannove enache moramo namesto navadnega (lokal-
nega) casovnega odvoda vstaviti substancialni odvod v hitrostnem prostoru.

Ce ne bi bilo trkov, bi bil po Liouvilleovem izreku ta odvod enak ni¢; tako
pa velja

ot m

(48)
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kjer smo gradient v hitrostnem prostoru zapisali kot odvod po vektorju v.

Vstavimo (40) in upostevamo, da je stanje stacionarno, torej

Sledi:

Ko = 0. (49)
Opraviciti se moramo, ker SINO PTI § gradientu v hitrostnem prostoru uposte-

), ne pa tudi odmik ¢. To ni ni¢ hudega,

vall samo ravnovesni hktm fo v (40
ker smo s tem samo izpustili ¢len (egE/m) - d¢/0v, ki je majhen druge
stopnje.

Resitev enachbe (49) bomo spet navedli v simboliéni obliki:

H(v) = Ry, , (50)

Tu se moramo ustaviti, ker se operator K, ki ima ni¢ kot eno izmed lastnih
vrednosti, ne da kar tako invertirati. To je dovoljeno sele, ¢e izkljucimo
lastno vrednost ni¢ in ustrezne lastne resitve, to je v naSem primeru kon-
stanfo. V ta namen @p@laftm na novo definiramo v p@ﬁm ostoru pr ‘wmmga
Hilbertovega pm%m& ki je mﬁmgon&ﬁ@n na konstanto. Funkcija v, na ka-
tero deluje inverzni operator v izrazu (50), je s tega vidika vsekakor dove—

ljena, ker je (vikonst) = 0.
Ez ﬁ@bb@mega p@pmv%& 50) k porazdelitveni funkciji izracunamo po
<tricnega in tudi elektronskega toplotnega toka:

(52)

kjer sta z ® zaznamovana tenzorska produkta vektorjev.

Z.a spremembo si zamislimo, da v polprevodniku ni polja, vzdrzujemo
pa majhen konstanten temperaturni gradient. Gostota elektronov naj ne bo
odvisna od temperature. (Recimo, da prakti¢no vsi prevodniski elektroni
izvirajo od necistoc in da so te prakti¢no vse ionizirane.) Lokalno ravnovesna
porazdelitev (12) se zdaj izraza takole:

f=Jo

smo ga d@bm Z ﬂdm, janjem po temperaturi. Namesto dobimo zdaj tole
razli¢ico nehomogene Boltzmannove enaé¢be: v - 9[...]/0r + R¢ = 0, tore]

R¢ = 0. (54)
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ReSimo jo natanko tako in z enakim opravicilom kot prej:

VT 1 mv®  3kT
b=V 2

Ko to vstavimo v formuli (42, 43), ugotovimo, koliksni sta gostoti obeh
tokov:

. neyg VI < oy [mo* 3RT > ,
p— . P , (t" 6
V=g \VERY LT T (56)
n VI < muv?  3kT o IR (mv?  3kT
— ‘ | V |
q k T T v 2 2 - \% 2 2 g

Iz primerjave z enachbama (23, 24) sledijo vrednosti transportnih koeficien-
tov,

n 1
o= (TR (58)
kjer smo vpeljali kratici
Y1 = —e€oV, W, =v| (59)

Vidimo, da res velja {12 = [y, ker je operator R™! sebi adjungiran. Vzeli
smo, da je tenzor (¥; @ |R~1W,) izotropen, torej enakovreden skalarju
31);(\1[1Z - [R-1W). (Izotropija tenzorja je otitna, ce je operator R rotacijsko
invarianten, kot je to pri sipanju v plinu. Kubicna kristalna mreza pa je
tudi ne pokvari.)

Razprava nima splosne veljave, ker smo obravnavali majhen podsistem
(prevodniske elektrone) v kontaktu z velikim sistemom (s kristalno mrezo),
ki ga nismo zaznavno spravili iz ravnovesnega stanja. Zgled torej ni posebno

prepricljiv, vendarle pa pokaze, za kaj pri Onsagerjevi simetriji sploh gre.
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V c¢lanku obravnavamo delno mqm&e podkolobarje @%g& realnih stevil. Pois¢emo
vse mqemmh na kolobarju Z, s katerimi le-ta postane delno EH‘@}@EE kolobar, in ﬁgﬁmvmm

da le standardna urejenost E{@E@E}Mj& Z in () m*'@d;& v mrezno urejena kolobarja. l

da se um}en@% < mrezno urejenega kolobarja IR ujema s standardno ﬁf@}@ﬁ@%@@ natan

takrat, kadar 1ma vsako navzgor omejeno zaporedje v njem najmanjso zgornjo mejo In
velja 1 > 0.

In this note we consider partially ordered %aﬁwmg@ of the real number field. We find
7 which turn this ring into a partially ordered ring, &ﬁd %h@W

all partial orders @f the E‘mg
that the rings Z and Q are lattice-ordered rings only if they are naturally ordered. We

L 1s naturally ordered if and only 1if its unit 1 1s positive

prove that a lattice ordered ring IR
and every upper bounded sequence of IR possesses the least upper bound.

ajm@% osveZimo nekaj pojmov iz splodne teorije urejenosti in oprede-
limo po j@m delno urejenega kolobarja.
Najbo M d ana neprazna mmnozica.
na M je relacya delne urejenosts, kadar je refleksivna
antisimetriéna (iz (a <
in b < ¢)sledi ¢ < ¢). Kadar je na M
imenujemo par (M, <) delno urejena mnozica.

Ce veljaa <bin a # b, piSemo a < b, z &m s a > b pomeni b
. Elementa a,b € M sta prim @ﬂjwa, kadar vel] Ja bodisi a < b bod
Naj bo (M, <) delno urejena mnozica. Ce sta poljubna @E@m@m

v pr ammbw& je (M, <) linearno urejena mnmmm Ce pa za vsak

W obstajata v M elementa

Binarna wﬁac L < hna,ﬂjtﬂ all enak
éﬁ‘ j;<.; a 7a vsak a c M

bin b < a)sledi a = b)in tranzitivna (iz (a <
W dana relacija delne urejenosti <,

imenujemo par (M, <) mreZa. Vsaka neprazna koncéna podmnozica mreze
ima najmanjso zgornjo mejo in najvecjo spodnjo mejo, vsaka linearno ure-

jena mnozica pa je mreza za isto relacijo umj@n@sﬁa

d?w Urejen !;050 har je kolobar K z dano relacijo delne
jena s seStevanjem in mnoZenjem

= a + ¢ < 5 + ¢ za c e K (1)
b) za vsa,k c>0,ce K. (2)

* Clanek je nekoliko razsirjena verzija predavanja na permanentnem izobrazevanju uéiteljev mate-
matike 25. marca 1994.
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Naj bo I delno urejen kolobar. MnozZico P = {a € K : a > 0} ime-
nujemo pozitivni stoZec delno urejenega kolobarja K, njene elemente pozi-
tione elementi, elemente iz — P pa negativni element:. Iz zahteve (1) sledi,
da za poljubna elementa «,b € K velja ekvivalenca a < b <= b —a € P.
Poleg tega nam (1) skupaj s tranzitivnostjo relacije < pove, da je pozitivni
stozec P zaprt za seStevanje, s pomocjo pogoja (2) pa vidimo, da je P za-
prt za mnozenje. 7 uporabo antisimetricnosti in refleksivnosti relacije <
ter zahteve (1) lahko brz dokazemo enakost P N (—P) = {0}. Navedene
lastnosti pozitivnega stozca P nam pomagajo opisati vse (s seStevanjem in

mnozenjem usklajene) relacije delne urejenosti na danem kolobarju.

Izrek 1. Naj bo P podmnozZica kolobarja I. Potem lahko K delno
uredimo tako, da postane K delno urejen kolobar s pozitivnim stoicem P
natanko takrat, kadar P zadoséa naslednjim pogojem:

PNn(-P)=4{0}, P+PCP, PPCP . (3)

Pri tem je delna urejenost enolicno dolocena s P.

Dokaz. Tik pred tem izrekom smo ugotovili, da pozitiven stozec P delno
urejenega kolobarja ustreza pogojem (3).

Za dokaz nasprotne smeri ekvivalence privzemimo, da P zadosca po-
gojem (3). Ce naj bo K delno urejen kolobar s pozitivnim stozcem P, je
relacija < dolocena z zahtevo a < b <= b — a € P. Dokazimo, da je K s
tako doloceno relacijo < res delno urejen kolobar. Ker za vsak a € K velja
a—a=0¢ P, jerelacija < refleksivna. Denimo, da za a,b € K velja a <
in b < a. Potemjeb—a € PN (=P) = {0}, torej a = b. Relacija < je

————

antisimetricna. Dokazimo, da je tudi tranzitivna. Ce velja a < b in b < ¢,
je

c—a=(c=b)+(b—a)e P+ P C P,

torej] a < ¢. Relacija < je ocitno usklajena s seStevanjem, zato se moramo
prepricati le Se o njeni usklajenosti z mnozenjem. Naj boa < bin ¢ € P.
Potem je

bc —ac=(b—a)ce PPCP, ¢cb—ca=cb—a)e PP CP,
od tod pa ze sledi (2). m

Ce podmnozica P kolobarja K ustreza pogojem (3), ji retemo stoZec
kolobarja K. Po izreku 1 obstaja bijektivna korespondenca med druzino
vseh stozcev kolobarja K in druzino vseh delnih urejenosti na K&, ki so
usklajene s sestevanjem in z mnozenjem kolobarja K. Druzini nista pra-
zni, saj je P = {0} stozec, ki doloca tako imenovano irivialno urejenost

a <b <= a=hb.

Definicija 2. Naj bo kolobar K z relacijo < delno urejen kolobar. Ce je
(K, <) mreza, je I mrezno urejen kolobar, te pa je (I, <) linearno urejena
mnozica, imenujemo I\ linearno urejen kolobar.
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Vsak linearno urejen kolobar je mreZzno urejen. Ni tezko videti, da
stoZec P kolobarja K doloca na njem linearno urejenost natanko takrat,
kadar ustreza p@gom PU(-=P) = K. Kolobar K je umj@n kolobar v
smislu definicije iz [3] mﬁ&m o takrat, kadar je linearno urejen in nima
pravih deliteljev nica. Dokazimo, da je kvadrat vsakega elementa linearno
urejenega kolobarja /i gmzztww R@% za poljuben a € K ’veiga, bodisi a > 0
bodisi —a > 0, torej zaradi PP C P v obeh primerih dobimo a? > 0. \ ideli
bomo, da v m rezno urejenein kolobarj ju kvadrat eiementa ni nujno pozitiven.
Nastejmo nekaj pomembnih delno urejenih kolobarjev.

1. Poljuben podkolobar R, urejen s standardno urejenostjo,

[{ obsega IR
je primer linearno urejenega kolobarja. Praviloma bomo pozitiven stozec

taksnega kolobarja oznacili s KT in ga imenovali standarden pozitivni

stozec.
2. Kolobar R™™ realnih kvadratnih matrik reda n, urejen s stozcem

je mrezno urejen kolobar. Vzemimo n = 2, izra¢unajmo

n.n .,

a;; € RT za poljubna 4,75},

0 1
-1 0

0
@ 7

in ze vidimo, da v kolobarju IR%“ obstajajo nenic¢elni negativni kvadr&ti
3. K@E@hm F(X') vseh realnih funkcij na neprazni mnozici X (operaciji

{ ’/
FEA

seftevanja in mnozenja sta definirana po tockah) postane s stozcem

P={feF(X): f(x)>0zavsak z € X

mrezno urejen kolobar. Ce X vsebuje vsaj dve tocki,
linearno urejen, vendar je kljub temu kvadrat vsakega njegovega elementa

pozitiven.

4. Naj bo R[X] kolobar polinomov z realnimi koeficienti, njegova
p@dmﬂozm& £’ panaj vsebuje polinom 0 in vse nenicelne polinome, k} mla,jo
strogo pozitiven vodilni f Potem je PP stozec k

koeficient. olobarja R|X] in
na n g@m doloc¢a linearno ur ej@n@%t ki jo imenujemo leksikografska urejenost

R[X].

kolobarja 1

Oglejmo si zdaj nekaj preprostih lastnosti mrezno urejenih kolobarjev.

Vaj bo I mrezno urejen kolobar.

‘ Potem za vsako konéno
C K, p@gjuéna elementa a,b € K

K in vsak n € IN veljata

podmnoZzico
enakosti

(4)
(5)

41 (1994) 3 85

a + int M
n{a A b)

Obzornmik mat. fiz.



Podobni enakosti veljata za supremum.

Dokaz. Ker je a+inf M spodnja meja mnozice a4+ M, velja a+inf M <
< inf(a + M). Podobno ugotovimo, da je —a + inf(a + M) < inf M, tore;
velja tudi inf(a + M) < ¢ +inf M in s tem (4).

Obrazec (5) ocitno velja za n = 1. Nadaljujmo dokaz z indukcijskim
korakom. Naj torej (5) velja za dano Stevilo n € IN. Potem je

(n+ 1) (aAb)=aANb+ inf (ka+(n—k)b)=

0<k<n
- O‘éli}_fﬁn(a A b T ka + (n - A)b) —
= inf ((k+1)a+ (n—k)b) A (ka+ (n+1-k)b)),

pri cemer zadnja dva enacaja dobimo s pomocjo (4). Ker je zadnji dobljeni
izraz enak

inf{ka +(n+1-k): ke {0,1,---,n+1}},

je indukcijski korak koncan, dokaz izreka pa s tem sklenjen. =

Izrek 3. Mreza (K, <) mreino urejenega kolobarja je distributivna.

Dokaz. Zadosca videti, da za poljubne elemente a,b,c € K velja
(aANbD)Ve=(aVec)N(bVe),

saj od tod sledi tudi dualni distributivnostni zakon.

Naj bo # € K poljubna spodnja meja mnozice {a V ¢,b V ¢}. Ce
uporabimo enakost, dualno (4) in oceni c—a < c—aAbterc—b < c—aAb,
dobimo

r<aVec=a+0V(c—a)<a+0V(c—aAb),
r<bVe=b+0V(c—b)<b4+0V(c—aAbd).

Od tod sledi, da je  — 0V (¢ — a A b) spodnja meja mnozice {a, b}, in zato
r<aANb+0V(c—andb)=(aNb)Vec.

Ker je (a A b) V ¢ spodnja meja mnozice {a V ¢, bV c}, velja iskana enakost
(anb)Ve=(aVe)A(bVe) m

Definicija 3. Stozec P kolobarja K je izoliran, kadar velja sklep

a € K\ P — nae€ K\ P zavsak n € N.

Ce je torej kak naravni veckratnik elementa iz delno urejenega kolobarja
7z 1zoliranim pozitivnim stoZcem pozitiven, je tudi element sam pozitiven.

86 Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 3



Pozitivni stoZec mrezno urejenega kolobarja je 1zoliran.

Na, j bo K mrezno urejen kolobar, a s in na > 0 za kaksno
Vstavimo v § 5) b upostevajmo, da je

od sledi a A0 = 0, torej a > 0.

Naj bo P izoliran stoZec kolob bar Ja /i in na j zZa

wh& na = 0. Potem je na E n(ma} €
— l Tmej v kdohm Ju z iZGhE a,mm stozcem ﬂ@b@n d@m%m mzhceﬁ Gﬂ

relacijo smndm dne ur @jenosm za,zna,movah Z < {ﬁmmma <), delno

urejenost, ki jo d@iom sploSen stoZec P kolobarja K, pa z znakom <=
éommma -<) Simbd homo uporabljali za standarden pozitivni stozec,
/a natancne]si opis druzine vseh stozcev kolobarja Z
naslednja dva pomozna mmﬂmme

otrebovali

bomo p

Potem za vsako
in ¢, vec)i od

Vay bosta a,b tujgi naravne stevili in M € /.
) obstajata taki cel: stevili

M (a+ b

QU0 S ﬁg vilo n > ab 4+ A
da velja n = pa + ¢b.

Dokaz. bno naravno Stevilo n > ab + M
resitve <£ y) diofantske enacbe az + by = n dobimo z obrazcem

Vzemimo P Qh ul

T = g -+ bm s Y=Y —am, mc ;

kjer je (zo,yo) € ZZ X Z ena od Tes Sitev te en ad) e (glej n a p nm er [1, Izrek |
str. 38]). Izberimo mg € Z
in postavimo g = yg — amy.

Potem obstaja tak
ko zapisemo v oblik:
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Dokaz. Lema 1 nam pove, da pri & = 2 lahko vzamemo N = aja;.
Nadaljujmo dokaz z indukcijskim korakom od k—1 do k. Vzemimo poljuben
k > 2 in tuja naravna Stevila a1, .- -, a; ter predpostavimo, da lema velja za
E—1.

Zaznamujmo z a najvecjo skupno mero stevil aq,---,ai—-1. Potem so
stevila b; = a;/a,2 = 1,---,k—1 tuja. Po predpostavki obstaja tak M € N,
da lahko poljubno celo stevilo p > M zapisemo v obliki

mgb;,, m; € Z7" za vsak 1. (6)

Postavimo N = aar + M(a + aj) in vzemimo poljubno naravno Stevilo
n > N. Ker sta stevili a in a; tuji, po lemi 1 obstajata taki celi Stevili
p>M, qg>M, da je n = pa + qag. Uporabimo (6), in Ze dobimo iskani
ZaPl1s

mia;, m; € Z°

n = ( za vsak 1,

1=1

kjer smo vzeli m; = ¢. =

Izrek 5. Za podmnozico P kolobarja ZL so ekvivalentne naslednje izjave:
(a) P je stozec kolobarja .
(b) P je aditivna polgrupa v Z*, ki vsebuje 0.

(¢c) Obstajajo taka stevila aq,---, a5 € Z*, da je

N mga; 2 omg € 2T

za vsak i} .

Dokaz. (a) =(b). StoZec P je zaprt za seStevanje, zato je aditivna

polgrupa v Z. Ker velja 0 € P, moramo dokazati le se veljavnost inkluzije

PCZ+.
Ce P # {0}, obstaja neniceln a« € P. Seveda je potem n = a? € PN IN.
Denimo, da P vsebuje element m € (—IN). Potem

mne€ PPCP in (—-mne NP C P,

torej mn € PN(—P) = {0}. Ker to ne more biti res, je P C Z7*, torej velja

(b).
(b) ==(c). Ce je P = {0}, izjavo (c) izpolnjujeta k = 1 in a; = 0, zato
privzemimo, da P vsebuje tudi naravna stevila. Naj bo
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m d; ﬂ&jwéja skupna mera stevil ay,---,a;, 2 = 2,3

> ds > dy > -+, zato obstaja d = min{d; : 1 > 1} € IN.
z‘wzemnn@ najprej, da je d = 1, in poiséimo indeks 7, pri katerem je
d; = Potem so stevila ag, -+, q; ma zalo po Eemi 2 Ob%aja tak N >
> a;, {h vsako celo stevilo n > N pripada polgrupi P. N &j bo k indeks, za
katerega velja a), < N < apy ;. Potem lahko vsak element iz P zapisemo v

/T za vsak 1, torej v tem primeru velja

obliki vsote Zf’;l m;a;, Kjer je my; € 4
(c).
Ce pa je d > 1, enakost P = d P’ dolo¢a aditivno polgrupo P’ C Z%, za
Od tod takoj sledi,

katero po prejsnjem velja izjava (c¢) (s P’ namesto P).
da (c) velja tudi za P.

(c) ==(a). Mnozica P ocitno ustreza p@gqm PN (=P) = {0} in je
zaprta za se$tevanje. Brez tezav se lahko prepricamo, da je zapim tudi za
mnozenje, torej velja (a). =

[zrek 6. Stozca {0} in Z™ sta edina izolirana stozZca kolol {o-
Z lahko uredimo v mrezino urejen kolobar edino s standardno urejeno-

—ici..

Potem velja dy >

Dokaz. Stozca {0} in Z7T sta ocitno oba izolirana. Naj bo P netuwzﬂen
izoliran stoZec kolobarja Z. Po izreku 5 je P vsebovan v ZT. Ker je v P
vsa] eno naravno Stevilo, je zaradi izoliranosti 1 € P, potem pa je nujno

Ker je pozitiven stozec mrezno urejenega kolobarja po izreku 4 izoliran,

se ujema z Z*. &

/a hip se pomudimo pri druzini stozcev kolobai jag ). Zlahka dokazemo,
j@ P stozec ROE@E)M ja, () natanko takrat, kadar je P aditWﬂa in muhaph—
polgrupa v QF, ki ‘V%@bﬂj@ 0. %t@zmz }ama () ni nujno koncno
g@n@ui an, z izoliranimi %mm pa je tako kot v kolobarju Z. Ker je dokaz
ﬂaﬂ@dnj@g& rezultata podoben dokazu izreka 6, ga prepustimo bralcu.

[zrek 7. Stozca {0} in Q7 sta edina izolirana stozZca kolobarja Q. Ko-
lobar €} MM;@ uredimo v mrezno urejen kolobar edino s standardno urejeno-
stjo.

gﬁ@ﬂzm si Se druzino stozcev kolobarja R. Tudi v tem primeru je %Mg@@
aditivna in muhiphﬁa&twna pdgmpa vendar ni nujno vsebovana v R™. D
se tezko prepricati, da je mnozZica

P ={r— sV r,s € Q1)

, ki je celé izoliran, a kljub temu ni vsebovan v IR
Kako pa j@ S

stoZzec kolobarja IR
R ‘mm] mm, edina 1zohmﬂa Stazm E{oloayja R.

Stozca {0} in IR
stozcl, ki mrezno urejajo IR7 Leta 1956 sta ameriska matematika G. ] n h@ﬁ
in R. mee v tlanku [1] med neresene Umbi@me uvrstila naslednjega: Je

mogoce IR urediti v mrezno urejen kolobar s kakéno umjenostjm mzhmo od
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standardne? Problem je resil njun sodrzavljan R. Wilson cez osemnajst let.
V ¢lanku [5] je objavil naslednji rezultat.

Izrek 8. [Wilson] V kolobarju R obstaja 2% stoZcev, ki mreino urejajo
R, pri ¢emer je R kardinalnost mnozice IR.

Dokaz iz [5] je dolg le dobre tri strani, vendar prezahteven za Obzornik.
Poostrimo pogoje za urejenost na IR in predpostavimo, da stozec P
linearno ureja R. Potem za vsak a € R velja a®* € RT, torej P vsebuje RT.
Ker poleg tega velja P N (—P) = {0}, je P = R* edini stozec, ki linearno

ureja IR. Sklenimo prispevek s sorodnim, a precej manj ocitnim rezultatom.

Izrek 9. Naj bo R mrezino urejen kolobar, v katerem ima vsako navzgor
omejeno zaporedje najmanjso zgornjo mejo in velja 1 > 0. Potem se
urejenost kolobarja R uwjema s standardno.

Dokaz. Zaznamujmo s P pozitiven stozec kolobarja R. Ker je 1 € P,

velja Z* C P, od tod pa zaradi izoliranosti P sledi 2 € P za vsak

par m € ZT, n € IN. Stozec P torej vsebuje Q* in zato na  inducira
standardno urejenost: r < s <= 71 < 3 Vr.s € Q. Za vsak a € IR
postavimo |

ODN(—co,a), Z,=10Q

(a,+00).

Ker za vsak parz € S,, vy € Z, velja 2 < vy, obstajata v IR u = sup S, in
v = inf Z,. Ocitno je w = v —u > 0. Ker za vsak par z € 5,, y € Z, velja
w L y—=a,jew =< = za vsak n € IN. Zaporedje (nw)$2, je torej navzgor
omejeno z 1, zato obstaja z = sup{nw : n € IN}. Ker za vsak n € IN velja
z—w > (n+1)w—w=nw,jez—w>x zin tedaj w < 0, torej w = 0 in

w = v. Opredelimo preslikavo ¢ : R — IR s predpisom

¢(a) = sup 5, = inf Z,
in dokazimo najprej, da je ¢ aditivna.

Vzemimo poljubni realni Stevili @ in . Za vsak r € 5, in vsak s € 5}
jer+ s € Syqp in tedaj r+ s < ¢d(a+b). Od tod sledi neenakost ¢(a) +
+ ¢(b) < ¢(a + b). Podobno s pomoéjo mnozic Z,, Z;, in Z,4, ugotovimo,
da je ¢(a+ b) < $(a) + H(b)

Dokazimo, da je preslikava ¢ tudi multiplikativna. Ker je vsaka aditivna
preslikava liha, je dovolj videti, da enakost ¢(ab) = ¢(a)p(b) velja za
poljubni stevili @ > 0 in b0 > 0. Za racionalna Stevila ry, 7y, 51,32, ki
ustrezajo pogojem 0 < 711 < a < 81,0 < rg < b < 89,j)e0 <7 <a < sy,
0 < 79 < b < syin zato riry < ab < s152. Od tod sledi, da za poljubni
racionalni sStevili 7 in s, ki ustrezata pogoju 0 < r < ab < s, velja

r < ¢(a)p(b) < s. Zato je
p(ab) = sup Sap < d(a)p(b) < inf Zy, = ¢(ab),
torej Pp(ab) = d(a)p(b).
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tatisticni fiziki stevilne sisteme opiSemo z modeli mreznega plina,
ina, v katerem atomi lahko zasedajo le diskretne tocke na mrezi.
znan primer mreznega plina je verjetno Isingov model s spinom
kjer spin s = —}—-:15 predstavlja zasedeno, spin s = E pa prazno
mesto na mrezi. Isingov model se med drugim uporablja za opis mane‘mih
Sigt@mgv in binarnih zlitin. '

Knjiga v petih p@gimﬁh podaja matematicne metode v smmstmm me-
mr @zmh plinov. V prvem poglavju uvede mreZni plin, v dr ugem
opise nekatere metode resevanja, kot sta, na primer, znamenita Onsagerjeva,
reSitev Esingowga modela za spin s = 5 v dveh dimenzijah z metodo pre-
nosnih matric in tmma povprecnega paha Avtor nato o obravnava
lastnosti klasi¢nih in ’Vaﬂmm zm@zmh plinov. ﬁmgﬁ sklene s poglavjem o
Easmgs’mh mreznega plina pri visokih temperaturah in majhnih gostotah.
Knjiga bo dobrodosla tistim, ki se ukvarjajo s problemi statisti¢ne

meh&mk@ P2 tudi vsem, ki se uﬁwamag@ s sorodnimi problemi, kot sta na
primer kvantna teorija p@h@, in verjetnostna teorija.

wn

L S—1

Igor Vilfan

knjige h@ﬁmdud@m@ to Erg@dw er«-
< j@ 17 Sh, v Princetonu leta 1977. V p
‘Prvo poglavje spiosn@ teomﬂ er-
Obravnava tudi dinamicne sisteme s tockastim spektrom. V
glavju srecamo teorijo entropije dmamiém sistemov v smislu

ory zsmga a;vmma
je nanizanih 18 _predavanj”
g@dlmosm
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Kolimogorova. Kot poseben primer obravnava celi¢ni avtomat z dvodimen-
zionalnim casom. Tretje poglavje je posveéeno enodimenzionalni dinamiki.
Tu srecamo znane in popularne primere: verizne ulomke, difeomorfizme
kroznice, izrek Sarkovskega. V ¢etrtem poglavju je nekaj primerov iz dvo-
dimenzionalne dinamike. Model Fraenkel-Kontorove pripelje do standardne
Cirikov-Taylorjeve preslikave. Opisane so hiperboli¢ne periodiéne tocke, nji-
hove mnogoterosti stabilnosti in nestabilnosti ter v tej zvezi homoklini¢ni
in heteroklinicni tiri. Kolmogorov-Arnold-Moserjev izrek za dvodimenzio-
nalne preslikave je omenjen le mimogrede. Peto poglavje govori o hiper-
bolicnih dinamiénih sistemih. Omenja najrazli¢nejse primere od Lorenzo-
vega sistema do biljardov. Poglavje in knjiga se zakljucita z markovskimi
particijami, simbolicno dinamiko in formalizmom termodinamike.

V celoti gledano je knjiga zbirka predavanj na isto temo, kar pove Ze
naslov. V resnici od bralca pricakuje, da Ze pozna obravnavano snov in daje
morda le drugacen pogled na posamezna vprasanja. Zato je seveda ne bi
mogli uporabiti kot uchbenik. Prijetno jo je prebrati, e smo Ze seznanjeni
s problematiko in poznamo rezultate teorije. Dokazov je malo, dostikrat so
le nakazani. Vsako predavanje ima krajsi seznam literature.

Peter Petek
VESTI

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije,
Komisija za pedagosko dejavnost, objavlja

V skladu s pravili o podeljevanju priznanj uciteljem matematike, fizike,
astronomije in racunalnistva za delo z mladimi lahko sprejme priznanje clan
DMFA Slovenije, ki

- s svojim delom izboljsa pouk matematike, fizike, astronomije ali racu-
nalnistva v osnovni ali srednji soli,

- razsirja zanimanje za svoj predmet med ucenci, jih uspesno uci, vodi in
usmerja njihovo delo v krozkih, tako da dosegajo vidne uspehe v Soli in
na tekmovanjih,

- sodeluje s ¢lanki, ucbeniki in drugimi ucnimi in strokovnimi knjigami
predvsem pri drustvenih publikacijah in s tem izdatno prispeva k po-
pularizaciji svojega predmeta ali k izboljSanju poucevanja.

Podruznice DMFA Slovenije, aktive matematikov in fizikov na Solah
in posamezne clane drustva prosimo, da posljejo do 1. oktobra 1994
pisne predloge z osebnimi podatki kandidatov in podrobnimi utemeljitvami
njihovega dela Komisiji za pedagosko dejavnost DMFA Slovenije, 61111
Ljubljana, Jadranska 19, p.p. 64.

Tvana Mulec
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Pedagoska fakulteta —

@

2. stopnja

Matematika

Banko Aljaz Nelinearni dinami¢ni sistemi — osciliranje kemijske reakcije

Kletnik Gorazd Delovanje in uporaba preizkusevalnika motorjev ter anali-
zatorja izpusnih plinov

Kos Alenka Primerjava in analiza opremljenosti OS za tehni¢no vzgojo
s poudarkom na novostih s podroc¢ja racunalnistva

Kozel Danica Stabiliziran1 usmernik

Mursec Silvo Vloga in pomen prakticnega pouka

Bauman lvan Proucevanje dinamike duskomponantnega metaboli¢nega
sistema z racunalnisko simulacijo

Bohak Fari¢ Romana  Bilinearne mn kvadratne forme

Grandosek Tanja Pascalov trikotnik

Jakob Matilda Projektivne stoznice

Kampus Irena Holografija

Kelhar Mihelca Numericno resevanje problemov prenosa toplote

Mesarec Miran Interakciyja dipol-dipol

Pivko Irena Odvajenje Liejevih algeber

Preglav Andreja Funkcionalne enacbe

Puconja Karmen Uporaba analiti¢nih funkecij v hidrodinamik

Simolak Renata Mrezne popacitve v 1zlocevalno utrjeni superzhitini C 283

Strekelj Andreja Polinomi

Ljubljana

Pedagoska fakulteta —

2. stopnja

Fizika-tehnika

Trcek Meta Elektronika od fizike k tehniki

Fajfar Erna Merjenje hitrosti zraka pri toku skozi vroco cev

Poga¢nik Andreja Elementi v molekularni optiki

Globoc¢nik Zdenka Sinteza in karakterizacija kovinskih kompleksov z norfloksa-
cinom — prikaz kristalov z modeli za OS in SS

Kolman Grdadolnik Analiza testov 1z kemije za osnovno solo

Andreja

Matematika-H

Zerovnik Irma Boltzmannova porazdelitev — poskus z ra¢unalnikom

Tomazin Janita Nacelo nedoloc¢enost: — valovni paket

Hodnik Tatjana Umbralni rac¢un i Hermitovi polinomi

Pec¢jak Tomaz Bernoullijeva stevila in Bernoullijevi polinomi

Ravnikar Natasa Generiranje fraktalov s tenzorskim produktom

Vuger Mirjana Rutherfordovo sipanje

Znidar Metka Preizkus znanja matematike v 6., 7. in 8. razredu OS, ter
analiza znanja ter napak ucencev

Muti¢ Snezana Frobeniusove grupe

Manfreda Vida Permutacijske grupe prastevilske stopnje — Burnsideov 1zrek

Mustar Magdalena Poskusi s ploskvami v topologiji

* Seznam diplomantov iz leta 1992 je bil objavljen v Obzorniku Mat. fiz. 40 (1993) 3.
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20.

21.
22.

143.

248.
201.
204.

297.
260.

467.
468.
469.
470.
471.
472.
4'73.
474.
475.

476.
477.

441.
4472,
443.
444.
445.
446.
447.

448.
449.

94

Ledinsek Biserka (Geometrijskl ikl v osnovnosolski matematikiin v 1. letniku
srednje sole

Ozebek Renata Kvazinilpotentna ekvivalenca operatorjev

Resnik Natalija O prastevilih

Bucinel Darja Topoloska in fraktalna dimenzija

Herodez Marjeta Dokaz Jordan-Schonfliesovega 1zreka s pomocjo teorije gra-
fov

Mozina Tamara Elektricno polje okrog ravnih vodnikov

Rokavc Anastazija Kapaciteta rotaciyskega elipsoida

Zorn Tanja O Pitagorovem izreku v elementarni matematiki

Tratnik Uro$ 1/2 tranzitivni grafi, katerih red je produkt dveh razli¢nih
prastevil

Drofenmk Marko Konstrukcija 1/2 tranzitivnih grafov

Gréman Eva [zrek Sarkovskega

Bregar Mojca [zrek Sarkovskega

Matematika-tehnika

. Oblak Barbara [teraciski funkcijski sistem in kodiranje slik

Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo
1. stopnja

Matematika s fiziko — pedagoska smer
Blasko Mihael |

Matematika — uporabna smer

Krusi¢c Janez 249. Krizman Andreja 250. Bogdanovi¢ Nevenka
Kern Bernarda 252. Smrdelj Robert 253. Klemenci¢ Janez
Pokorn Andreja 255. Skok Bozo 256. Milinovi¢ Cvetka
Anti¢ Aleksander 258. Cas Branko 259. Cotar Alojz

Mizorn1 Zupan Tatjana 261. Bavcar Miran

2. stopnja
Matematika — pedagoska smer

Randl Irena Klasifikacija lokalno evklidskih ravninskih geometrij

Jeverica Vesna Realna stevila in formalno realna polja

Turk Mateja Elementarni pristop k linearnemu programiranju

Drobni¢ Andreja Lokalizacija lastnih vrednosti

Rauter Irena Problem enoli¢nosti za trigonometricne vrste

Rev Josko Konveksne mnozice v spojni geometrij

Razbornik Antonija Rotacijska in ortogonalna grupa

Pustavrh Simona Grupe zrcaljenj v R"

Ropret Soklic Apolonija Aksiomatska 1zgradnja geometrije

Zurej Peter Kristalografske grupe

Razpotnik Irja Razredi kvazianalitienih funkcij

Matematika — uporabna smer

Rupnik Darja Integralske enacbe z neomejenim jedrom

Horvat Lilijana Osnove teorije prostorov Soboljeva

Zmazek Blaz Polinomski algoritmi za racunanje lastnih vrednosti matrik

Gregori Ivko Objekt

Absec Ales Razvrscanje z navideznimi stroji in prednostno relacijo

Prevorci¢ Simona Operatorsko monotone funkcije

Cokan Tomaz Numeri¢no resevanje kroznih in Toeplitzovih sistemov line-
arnth enacic

Drobni¢ Natasa Problem najzgodnejsega prihoda v prometnem omrezju

Dolensek Marko Numeri¢no resevanje Riccatijeve enacbe s pomoc¢jo Klein-

manove metode
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451.
452.
453.
454.

30.
J1.
32.
33.

D78,
579.
280,
H31.
282,

583.

Fabcic Joze

Laversnik |
Plestenjak Bor
Novak Tatjana
Jarc Igor

Matematika

Vidic

Darin

Cimpri¢c Jakob
Jerman Marjan
Kosir Andre;j

Dukanovi¢ Igor

Fizika — 1
Golez Tine

Vrankar Lojze

Casar Bozidar

Krasevec Viktor

Cesen Primo?z
Dove Marijan

Lipoglavsek Matej

Redzi¢c DzZenana

Leskovar Matjaz

Stanic Samo

Sirca Simon

e

Skrk Damjan

Poberaj Gorazd
Puki¢ Rasto
Perus Mitja
Skarja Metod
Feldin Aljosa

Kobe Andrej
Tepe) Lucya

Prevec Primo?z
Knez IFriderik

Petek Marko
Povse Tatjana

Omahen Gregor
Erzen Borut

1k mat. fiz.

Matjaz

Drinovec Barbara

yedagoska

Osenicic Burja Ivanka

ojca Urska

Paralelno resevanje osnovnih nalog numeri¢ne linearne al-

gebre
(Gaussov eliminacijski algoritem na transputerskem sistemu

Optimalni arkulantski operatorj
IKonstrukecija Gaussovih kvadraturnih formul
Sistemi parcialnih diferencialnih enach

— teoreti¢na smer

Chiffordove algebre 1in vektorska polja na sferah
Razsiritve Jordanovih baz

Simultana diagonalizabilnost matnk

Polarni razcep grup

Markovske verige m genetski algoritmi
Skrcljive dekompozicije

siiier

Struna in glasba
Merjenje toplotne prevodnosti
Hitrostna porazdelitev elektronov pri termic¢ni emisiji

Fizika — tehniéna smer

Napetostni signall na anodnih Zicah v ve€ziéni proporcio-

nalni komori
Resonanc¢no ramansko sipanje na polianilinih

Reaktivno naprsevanje Cr-N tankih plasti

Model opticnega vzbujanja termoelasti¢cnih valov
Dolotanje globinske porazdelitve radicaktivnosti z men-
tvami in-situ spektrov gama

Laserski merilec hitrosti _

Jedrska kvadrupolna resonanca M As v paraelektri¢nem
AgsAsSs v sibkem magnetnem polju

Modelska analiza termohidravhi¢nih dogajanj v jedrski elek-
trarni v stanju hladne zaustavitve

Meritev mkluzivnega spektra Ks” pri razpadih resonance
A spektrometrom DELPHI
Vpliv kromomagnetne interakcije na stati¢ne lastnosti nu-

kleona
Umeritev aparature za merjenje kvantnega izkoristka f{oto-

katod s sevalcem *YSr

Fototermalno inducirane spremembe v karbokupratih
Ramansko sipanje na tekoc¢ih kristalih

Raziskave asociativnih nevronskih mrez s fizikalnega vidika
Rac¢unalnisko vodeno Qgrem,me stanovanja

Vpliv termoforeze in Brownove koagulacije delov 510
toku nosilnega plina pri proizvodnji opti¢nih vlaken
Izdelava sunkovnega laserja Nd: YAG z notranjim podvo-
jevanjem

Ocena pridelkov pozitronskih sevalcev z linearnim pospese-
valmikom elektronov

Laser Er: YAG

Optimizacija prosojnih toplotnih
mere

Opticn1 merimk raztezkov

Fazni diagram feroelektricnega tekocega kristala v omejeni
geometrijl

haﬁmda s tanko plastjo CUsJ v ve¢zicéni proporcionalni komori
Meritev hadronskih razpadov mezonov B s spektrometrom

) ELPHI

1zolaci) za slovenske raz-
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593.

594.
095.

o U

60.

61.
62.
63.

04.

nt

14.

129.

130.

131.
132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.
140.
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Cindro Michel Meritev parametrov svetlobno obcutljive katode v plinski
veczi¢nl proporcionalni komori

Lamovec Andrej Dolocitev preseka za reakcijo vy — pI1°

Meteoroloska smer

Ursic Marko Merilni sisteimn za merjenje fluktuaciy vetra

Zagar Mark Dinami¢na analiza dogajanj ob meji razli¢mh zra¢nith mas
Gabersek Sasa Analiza pogostnosti razlicnih vremenskih tipov v Sloveniji

z vidika klimatskih nihanj

3. stopnja

Matematika — izobrazevalna smer

Marek Crnjac Leila Fraktah

Strnad Milena Kaos kot iteracija kvadratne funkcije v realnem in komple-
ksnem

Matematika — raziskovalna smer

Kovi¢c Jury Vektorski prostor: matrik z omejenim rangom

Juvan Martin Kombinatorne lastnosti razporeditev

Drnovsek Roman Invariantne zaloge vrednosti

Zgrablhi¢ Boris Kon¢no neprimitivne enostavne grupe stopnje produkta
treh razlicmih prastevil in njithovi grah

Mréun Janez Grothendieck Topologies (Grothendieckovi toposi)

Mehanika — interdisciplinarna smer

Rihtarsi¢c Borut Vrtinec v sesalni cevi Francisovih turbin

Fizika — pedagoska smer

Logar Marjan Supraprevodnost — moznosti za obravnavo pri pouku fizike
Fizika — tehniéna smer
Mertelj) Tomaz Korelacije med kriticno temperaturo, frekvencami vibracy

,kistkovih” fononov in medatomskimi razdaljami v super-
prevodniku Caq_y Yy Sry (Tlg.5Pbg.5)CusO7 kot funkcija

dopiranja

Ambrozic Miran Anharmonska mrezna nihanja v Las_ x-Srx CuQOy

Stuhec Matjaz Dvojne fotoekscitacije KL v argonu

Janzekovi¢ Helena Meritev 1onizacijskih presekov lupine K v tezkih atomih z
nizkoenergijskimi protoni

Kokol Miran Modeliranje naravnih pojavov s samoorgamzacijsko regre-
s1jsko nevronsko mrezo

Korpar Samo Ikrajevno obcutljiva detekcija UV fotonov z veczicno pro-
porcionalno komoro

Prosen Tomaz Statisticne lastnosti matricnih elementov v hamiltonskih
sistemih med integrabilnostjo in kaosom

Apih Tomaz Studij faznih prehodov v  RbSCN, KSCN in NH4SCN s
kvadrupolno moteno jedrsko magnetno resonanco

Zitnik Matjaz Sklopitev med kanali na obmoc¢ju oblikovne resonance d pri1

aritmeticnih (e, 2e) eksperimentih na Kr in Xe

Fizika — jedrska tehnika

Zeleznik Nadja Razvoj in preverjanje racunskih postopkov za projektiranje
sredice reaktorja

Gortnar Oton Kriticni 1ztok 1n mala 1zlivna nezgoda v jedrski elektrarni

Svetin Iztok Homogenizacija gorivnega elementa tlactnovodnega reak-
torja

Doktorati — matematika

Zalar Borut [zomorfizmi, odvajanja in centralizatorji na algebrah in
trojkah
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Doktorati — fizika

123. Hanzel Darko’ Massbauerjeva spektroskopija s konverzijskimi elektroni in
njena uporaba za raziskave tankih plasti

124. Jencic Egm‘l Sevalne poskodbe v Al Gaj_;As / GaAs sistemu pri obse-
vanju s tezkimi ioni

125. Stari¢c Marko Razvoj, izdelava in preizkus prototipa aparature za pozi-

| tronsko tomografijo

126. Bratina Gvido Vpliv dipolne plasti inducirane na mej dveh polprevodni-
kov na heterostrukturne parametre

127. Arcon lztok Vecdelne ekscitacije ksenona pr fotoefektu v podlupinah L

128. Kos Miha? Magnetna resonanca v sibkem magnetnem polju za meritve
lastne difuzije in pretoka

129. Kralj-Iglic Veronika Model za dolocitev oblike celice in porazdelitve lateralno

gibljivih membranskih sestavin

! Promocija leta 1992.
> Pomotoma objavljenoc v OMF 40

(1993) 3 z napa¢mim naslovom doktorata.
Martina Koman

obdvcsmkmzu 1zdaje mganz‘nmfv Jurya Vege
DRUGO OBVESTILO IN VABILO ZA PRISPEVKE

Prvi kongres matematikov, fizikov 1mn astronomov Slovenije bo v Ljubljanit v
C&nkamevem domu od 20. do 2,2 oktobra 1994. Blizu 400 odgovorov na prvo
obvestilo kaze na to, da slovenski matematiki, fiziki in astronomi Zelijo in podpirajo
srecanje, na katerem bodo prikazali svoje dosezke na pedagoskem in raziskovalnem
podro¢ju ter hkrati tudi kriticno spregovorili o vrsti odprtih vprasanj, povezanih s
stroko 1n njeno vpetostjo v okolico in Sirso druzbo. To obvestilo prinasa informacije
o pripravl povzetkov, o razstavnih moznostih, o 46. obénem zboru DMFA, o
prenociséih v Ljubljanai.

PRIPRAVA POVZETKOV
Povzetke napisSite z enovrsticnim razmikom na list A4 znotraj polja Sirine
150 mun 1 visine 230 mmm. Povzetek mora dati dovolj informaci), da recenzenti

MI CRKAM

lahko ocenijo pomen prispevka. Naslov naj bo napisan z VELIKIM VIT 1n
postavljen v sredino polja (centrirano). Pod naslov n&pééﬁe zacetno ¢rko nmena
avtorja(jev) s piko in pritmek(ke). V novo vrstico ime in naslov ustanove, kjer je
(s0) avtor(ﬁ) zaposlen(1). Nato spustite 12 mimm in zacnite pisati tekst. Gostota
¢rk naj bo 10 ali 12 ¢rk na 24 miun. Uporabite dober pisalni stroj z novim trakom
ali osebni racunalnik s kvalitetnim tiskalnikom (¢e je le mogoce laserske vrste ali
vsa] takega, ki omogoca tisk pisemske kvalitete). Za pripravo brosure povzetkov
bo uporabljena fotografska tehnika. 10 mm pod poljem 150 mm x 230 mm napisite
stevilko podrocja, v katero zelite uvrstiti svoj prispevek. Podroc¢ja so naslednja:
Podroc¢ja matematike: 1. Pouk matematike, 2. Aplikaciyja matematike,
3. Analiza, 4. Topologya in geomelriya, 5. Diskretna matematika, 6. Algebra,
7. Numeriéna in racunalniska malemalika.

Podroéja fizike: 8. Pouk fizike v a) osnovni $oli, b) srednji Soli, c) visoki Sol,
9. Osnovnt delct in jedrska fizika, 10. Atomska in molekularna fizika, 11. Fizika
kondenzirane snowvi, 12. Interdisciplinarna fizika, 13. Druga podrocja, 1. Aplkacyja
fizike a) v optiki in elekirooptiks, b) v senzorsky in merski tehniks, c¢) pri okolju in
energetiki, d) v informatiki, e) na drugih podrocyih.
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E’%{M@%ﬁ& astrouomije: 5. Asironomuja, 10. Aﬁi?’@ﬁzéi‘ﬁ

Povzetke je tre h;:, Wﬂm do 3?&.@ avgusta 1994 na DMFA 5Slovenije, Jadranska
19, 61111 ?;m jana, p.p.64. Informacijo o sprejetju gs@w@%k@v boste meyh med
20. in 30. septembrom 3;9 4. Ker bo kongres trajal le tr1 dni, bo velik del prispevkov
v obliki posterjev Sirinie 1,00 m 1 visine EJU .

OBCN!I ZBOR DMFA SLOVENILIE IN PROSLAVA OB 200-LETNICI
iZDAJE POPOLNE ZAKLADNICE LOGAI RITMOV JURLJA VEGE

V scboto, 22. oktobra 1994 dopoldne bo v Cankarjevem domu 46. obénm zbor
DMFA Slovenije. Popoldne ob 15, urt pa bo v %”%vm n rojstnem kraju Zagorica
proslava. Organizirani bodo avtobusni prevozi 1z | 5@3, ane do Zagorice 1n nazaj.

Na prostor, '%«gj se bodo zadrzevali ndelezenci kongresa, bodo nasi sponzorji
mzamwﬁg svoje proizvode, kujige ali kaj drugega, k%ﬂ" utegne zbuditi odziv in
Zanina; ij&‘ igﬁmimmﬂwv fizikov in astronomov. Ce se i zelite pridruziti, lahko
izbirate med panojem i majhnim razstavinim kotickom 3 m x 3 m. Vse informacije
N Ceno za olnenjene komerci Jne aktivnost1 dobite pr1 organizacijskem odboru
Hngresa; Jadranska 19, 61111 Ljubljana.
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. udelezenec kongresa poskrbi za prenociscée sam. V blizin1 Cankarjevega
doma so naslednji hotel:

Hotel  kat. telefon cena enoposteljne sobe cena dvoposteline sobe
Lev A (061)1332-155 80-170 DEM 105-260 DEM
Union B/A  (061)1254-133 76—-139 DEM 105-204 DEM
Slon B (061)1251-232 122 DEM 165 DEM
Thrist B (061)1322-343 6H DEM 05 DEM
Hiriya 3 (061) H551-162 -81 DEM 94-114 DEM

;”4
J

Cene so placliive v tolarjih po %emuzg na dan placila. V teh hotelih je treba
rezerviratl prenocisce vsaj 14 dm vnaprej. Zasebne sobe lahko rezervirate prek
Turisticnega centra, Slovenska 35, 61000 Lyubljana.

KOTIZACIJA

kotizacija je 100 DEM v tolarski protivrednosti po srednjem tecaju BS na dan

ia {profesorji 1 uéitelji 50 DEM, studenti, mladi raziskovalel in Hgmkojﬂw%

EM). Te vrednosti veljajo do 30. septenibra 1994 za nakazila na Ziro racun
rustva MEFA Slovente st 50101-678- f@mz‘wg smss? .2 Aongm% Pmﬂmo Va%

da na kongres prinesete potrdilo o vp lacilu. Pozneje

je tolarsl otivrednost kotizacije visja M{j 6& e}@
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VAZNI ROKI

31, avgusta 1994
30. septembra 1994
30. septembra 1994
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Oddati povzetke
Cenejs: E\unmw

o 2

E"‘aﬁ@ﬂ%&ﬁji prenocisca
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Zvonko Trontely
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