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Math. Subj. Class. (1991) 14H52, 11G05, 11F03

Clanek vsebuje elementaren opis elipticnih krivulj in modulskih funkcij in navaja
nekaj osnovnih 1zrekov, ki so pomembni pri reSevanju Fermatovega problema.

OVED?Y

Elementary properties of elliptic curves and modular functions are described
some basic theorems relevant for the proof of the last Fermat’s theorem are stated.

and

L&nsko poletje se je razsirila vest, da je angleski matematik Andrew
Wiles, ki dela na univerzi v nnﬁe’mmu resil s pomocjo teﬂme elipticnih
M Wuh in modulskih ﬁm kcij slavni Fermatov problem, se pravi, da je dokazal

Fermatov izrek, ki se glasi:

Naj bo n naravno stevilo, vecéje od 2. Enacbha

(1)

nima resitve v celth od nih stevilth a, b, c.

F'ermat je to trditev zapisal okoli leta 1637 kot opombo na robu knjige
Arithmetica grskega matematika Diofanta in dodal, da je nasel zanjo cudovit
dokaz, ki ga pa zal pozneje nikoli ni objavil.

Pripomba. Denimo, da za neki eksponent n enacba (1) ni resljiva.

Potem ni resljiva pri nobenem naravnem r niti enacha

s 1 - _,wn'r

nic mzhﬁmh Stevilih w, v, w. Vsaka taka resitev bi namrec¢ dala
b = v", ¢ = w" enache (1) v celih od ni¢ razli¢nih stevilih.
Naravno &mvﬂo? vecje od 2? ki ni potenca od 2, je deljivo vsaj z enim lihim
prastevilom, ¢e pa je potenca od 2, je deljivo s 4. Zato je dovolj dokazati
Fermatov izrek za n = 4 in za vse eksponente n = p, ki so liha prastevila.

v celih od
resSitev a = u”

ke pri resevanju Fermatovega

Oglejmo si prav na kratko glavne mejnil
'ermat neoporecen
Okoli

pméeum Upraviceno smemo domnevati, da je imel
[Lksponent

dokaz, in sicer z metodo neskoncnega spusta, le za primer n = 4.

sto let pozneje je Luler ugotovil pravilnost domneve pri n = 3. E

n = b5 sta ugnala skoraj istotasno Dirichlet (1828) in Legendre (1830).
Njuno dokazovanje je bilo precej zapleteno. Leta 1912 je

preprost dokaz za pete potence, in sicer kot lep zgled

Plemelj objavil zelo
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ki ga dobimo, ¢e racionalnim stevilom dodamo /5. Lamé je leta 1839
skusal dokazati primer n = 7, pa je napravil napako, ki jo je odpravil Henri
Lebesgue leta 1840.

Zares velik korak naprej je napravil Kummer leta 1847. Obravnaval je
enacho (1) v ciklotomskem obsegu, ker se dd v njem leva stran razstaviti
na linearne faktorje. (Ciklotomski obseg je najmanjsi algebraicni obseg
Stevil, ki vsebuje racionalna Stevila in vse korene enachbe z™ — 1 = 0.)
Ker v kolobarjih celih algebraicnih Stevil ne velja vedno izrek o enoli¢ni
faktorizaciji, je Kummer izdelal posebno teorijo idealov, da je premostil
to tezavo. S teorijo idealov mu je uspelo dokazati pravilnost Fermatovega
1zreka za vsa reqularna prasteuvila.

Regularna prastevila se dajo najlazje opredeliti s pomocjo Bernoullije-
vih Stevil, ki jih dobimo, ¢e razvijemo v Taylorjevo vrsto funkcijo f(t) =
t et41

Ker je f soda, nastopajo v tem razvoju samo sode potence od t:

— 92 T et_7-
t et 1 £2 4 6
5 a1 LT Byt Bt el

Koeficienti By se imenujejo Bernoullijeva stevila. So racionalni in jih zato
lahko pisemo v obliki okrajsanih ulomkov. Liho prastevilo p se imenuje re-
gularno, ce ne deli Stevca nobenega izmed okrajsanih ulomkov B;, ..., B,_3.
Do sto so regularna vsa liha prastevila z izjemo 37, 59 in 67. Ni znano, ali
je regularnih prastevil neskoncno. Pac¢ pa je Jensen leta 1915 dokazal, da je
neregularnih neskonéno.

Nadaljnji pomemben napredek pri resevanju lermatovega problema
je bil dosezen, ko je nemsSkemu matematiku Faltingsu leta 1983 uspelo
dokazati Mordellovo domnevo. Preden povemo, za kaj gre pri tej domnevi,

potrebujemo nekaj pojasnil iz algebraicne geometrije.
Algebrai¢na krivulja v ravnini je definirana z enacho

f($vy> = 0, (2)

kjer je f(z,y) nekonstanten polinom s poljubnimi koeficienti. Krivuljo
sestavljajo vse tocke (z,y), katerih koordinate z in y zadoS¢ajo enachi (2).
Ce je npr. f(z,y) polinom druge stopnje, ki ni produkt dveh linearnih
faktorjev, je pripadajoca krivulja stoznica.

Tocka (a,b) na krivulji (2) je singularna, ¢e sta v njej oba parcialna

odvoda f, = df/0z in f, = 0f/0y enaka nic, ¢e je tore]

fla,b) =0, fi(a,b)=0 in f,(a,b)=0.

Singularne so na primer vse dvojne in veckratne tocke.

Pogosto nas zanima vedenje krivulje v neskonc¢nosti. V ta namen
preselimo obravnavo v projektivno ravnino, ki jo dobimo, ¢e evklidski (afini)
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ravnini dodamo tocke v neskoncnosti in premico v neskoncnosti.
tockam v neskoncnosti je treba prirediti koordinate. To napravimo z uvedb
homogenih koordinat. Trojko X, Y, Z imenujemo homogene koordinate
tocke z @Mé&jmma (afinima) koordinatama z in y, ¢e velja 2 = X/Z in
5%V€d& mora biti Z # 0. Tocka v neskoncnosti pa ima tretjo
@ @E@m j@ mzm@m@ m wh dveh koordinat X/Y.

Do enache krivulje v homogenih koordinatah pridemo tako, da vstavimo
v ( 2} x = X/Z iny = Y/Z in potem enacbo pomnozimo Se z Z" (n je
%@pma polinoma f). Zaznamujmo

F' je homogen polinom stopnje n spremenijivk X
(2) v homogenih koordinatah se glasi

Y, Z. Emnacba krivulje

(2°)
Zaﬁm

T@d@ v mec«k@nmﬂsm m Eeze na E@*W@ﬂﬁ dobimo, ¢e postavimo Z =
enacha F(X,Y,0) = 0 je Smpm@ 1 Za Trazmerje J// Y.
ima krivulja stopnje n najveé n (realnih) totk v neskonénosti. A
z dodanimi tockami v neskoncnosti imenu jem projektivna k
nacbo (2) lahko obravnavamo tudi v obsegu kompleksnih stevil. Za-
nima nas mnozica vseh kompleksnih parov (z,w), ki zadosé¢a)] Cbi

flz,w)=0.

ﬁnipEeRSﬁh stevil (z, w), kjer je z = z+1y in w = u+1v, si p
s tocko s koorq gmmm U Y, U @} v stirirazseznem evklidskem pr _
Algebrai¢na krivulja, to je mnoZica vseh resitev enacbe (2**), je pravzaprav
neka ploskev v R*. @]éjubﬂ@ si namrec lahko izberemo koordinati z in v,
se pravi dve S%@wh piSemo z = z + 1y in pri tem z izracunamo w = u ._.,%_
+ v iz enatbe (2**) (le-ta je v kompleksnem vsele] mghwga,}
dodamo tocke v neskoncnosti, ki jih seveda dolocajo kompleksne mme@
enacbe FI(X,Y,0) = 0. Ce je krivulja (2**) brez singularnih tock, je ploskev
ki jo dolocta v stirirazseznem prostoru mnozica vseh komplel 5mh E‘%SFE@V
enacbe (2**) z dodanimi to¢kami v neskoné¢nosti, sklenjena. To ploskev
predstavimo v trirazseznem prostoru s topolosko @vwaﬁ@ﬂmﬁ
navadi s sfero, ki smo ji dodali nekaj ro¢ajev. Stevilo rotajev zaznamujemo
7z ¢ in imenujemo rod krivulje (2**) oziroma, §2) Rod je lahko 0 (rocajev
ni, ploskev je sfera) ali pozitivno celo SE@WE@ Rod ¢, ki meri zapletenost
algebraiZne krivulje, se da opredeliti tudi za krivulje s singularnimi tockami.

krivulja brez singularnih tock (ne sme
ih tock v neskonénosti),

rivulja.

b

Kako izracunamo rod? Ce je
- 1meti niti kompleksnih singularnih toc¢k niti sing
dobimo ¢ po obrazcu

9= 5(n—1)

Obzornik mat. fiz

.41 (1994) 2 35



kjer je n stopnja polinoma f. Pri stoZnicah je n = 2, torej ¢ = 0. Za
nesingularne kubi¢ne krivulje (n = 3) je rod ¢ = 1. Splo$no imenujemo
krivulje z rodom ¢ = 1 elipticne krivulje. Vsaka nesingularna kubi¢na
krivulja je torej elipticna.

Tocka (z,y) v ravnini je celoStevilska, ce sta njeni koordinati z in y celi
Stevili, in racionalna, ce sta racionalni Stevili. Racionalne in celostevilske
tocke nas zanimajo predvsem na krivuljah, pri katerih ima polinom f v
enacbi (2) racionalne oziroma cele koeficiente. Racionalni koordinati a in y
izrazimo v obliki ulomkov

a b
_ —_— b

=2 y=t )
kjer so a, b, c cela Stevila. Vidimo, daso X =a, Y =bin Z = ¢ homogene
koordinate, ki so zdaj cela §tevila. Ce lezi tocka (z,y) na krivulji (2),
zados¢ajo njene homogene koordinate a, b, ¢ enacbi (2*). Tudi obratno
je tes: Imejmo celostevilsko reSitev X = a, Y = b, Z = ¢ homogene
enacbe (2*). Potem sta x = a/c, y = b/c afini koordinati racionalne tocke
na krivulji (2). Kadar je ¢ = 0, lezi pripadajoca tocka v neskoncnosti. Tudi
tako tocko stejemo med racionalne tocke.

Cela stevila a, b, ¢, ki zados¢ajo (*), niso natanko dolocena z racional-
nima koordinatama z in y. So pa dolocena do faktorja 1, ¢e zahtevamo, da
nimajo skupnega faktorja, vec¢jega od 1. V tem primeru imenujemo trojko
a, b, ¢ primitivna resitev enacbe (2*). Vsaka racionalna totka na krivu-
1ji (2) doloca torej dve primitivni celostevilski resitvi pripadajoce homogene
enache (2%).

Za zgled si oglejmo krivuljo

" +yt=1. (4)

Ce jo zapiSemo v homogenih koordinatah (postavimo z = X/Z, y = Y/Z in
pomnozimo z Z"), dobimo

X’n, + Yn — Z'n, ’ (1*)

To pa jeenacha (1), zapisana z drugacnimi ¢rkami. Zato imenujemo krivuljo

(4) Fermatova krivulja. Po pravkar povedanem pripada vsaki celoStevilski
reSitvi enacbe (1*) racionalna tocka na krivulji (4) (izjema je le trivialna
reSitev X =Y = Z = 0), vsaka racionalna tocka krivulje (4) pa doloca dve
primitivni resitvi enacbe (1%).

Ocitno lezita na krivulji (4) pri lihem eksponentu n tile racionalni tocki:
r =1,y =0in 2 = 0, y = 1, poleg njiju pa Se tocka v neskoncnosti s
homogenimi koordinatami X = 1, Y = —1, Z = 0. Fermatova domneva

trdi, da drugih racionalnih tock na krivulji (4) ni.
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Fermatova krivlja je nesingularna in zato izracunamo njen rod
obrazcu (3). Prin =3 imamog=1,prin >4 pag >3
Kaj lahko povemo na Spbsno 0 mcmm&mh in @d@s?wﬁs kih tockah na

algebrai¢nih krivuljah? Na stoZnici je neskoncno racionalnih k, Ce je na
njej vsaj ena {Se‘vea; vzamemo, da ima enacba stoZnice racionalne k
ciente). Na krozZnici je ocitno kmqemu koncno ' INOZO celostevilskih tock
na paraboli ¥ = z? jih je neskoncno in p ih hiperbolah
npr. na hiperboli

al

StoZnice 1imajo rod ¢ ). Kako je z racionalnimi in celostevilskimi
tockami na ehp“cmh Mwuﬁjah to je, na krivuljah roda ¢ = 17 Na nekaterih
eliptiénih k Mvuhah je mmmmhu k koncno mnogo (Gmmma ni na ene),
spet na drugih jih je neskonc¢no, na primer na esmguhml kubicni krivulji

$3+y3::?.

pa je mnozica celostevilskih tock — to je dokazal Siegel — na vsaki

elipti¢ni krivulji konéna (ali prazna). In kako je na krivuljah z rodom ¢ > 17
ik Mordell je leta 1922 postavil domnevo, da je na taki

dokazati sele leta 1983 mlademu nemskemu matematiku
o Pravzazprav je Faltings dokazal neko domnevo, ki jo je postavil
1962 ruski matematik Safarevi¢; nekajlet pozneje pa je ruski
domneva. )

Kaj pove Faltingsov rezultat za Fermatovo domnevo? Ker ima Ferma-
tova krivulja rod g¢ > 3, ce 5@ n > 3, je mmg pri takem n na njej koncéno
stevilo E‘&ﬂ@ﬂ@ﬁﬁh tock. Vsaka mmon&h& tocka pa doloca, kakor smo zgo-
ra] ugmwm ﬁmﬁwm resitvi enacbe (1). T@mj ima enacba (1) pri
n > 3 kvecjemu konc¢no mnogo primitivnih resitev. Povejmo, da je nek
let pozneje Heath-Brown z izboljsanjem metod, ki jih je uporabljal Falti
dokazal, da velja Fermatov zadnji izrek skoraj za vse eksponente n.

Vsaka elipticna krivulja, se pravi algebraiéna
transformirati v krivuljo z enacbo

2. Flipticne krivulje.
krivulja z rodom g = 1, se da

(5) pa je elipti¢na, ¢e ima polinom na desni same razlicne

krivulja z enacbo

nicle.
ﬂ‘vuﬁj& (5) je o¢itno simetricna glede na abscisno os, ki jo sete v eni

ali treh tockah; to je odvisno od tega, ali je le ena nicla g dmgm& na desni
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realna ali so realne vse tri. Na sliki 1 sece krivulja abscisno os enkrat. V
neskonc¢nosti ima krivulja eno samo tocko, namrec tocko, kjer ordinatna os
seCe premico v neskonénosti. Zaznamujmo to tocko z 0. Njene homogene
koordinate so X = 0,Y =1, Z = 0. Zvezati koncno tocko P z O se pravi
potegniti skozi P vzporednico z ordinatno osjo.

Mnozico vseh tock na eliptiéni krivulji (5) z O vred bomo oznacili z F.
Torej sestavljajo F vse tocke projektivne krivulje.

Ker je krivulja (5) tretje sto-
pnje, jo sece vsaka premica najvec
v treh tockah. Zato lahko uve-
demo v mnozici £ binarno opera- \
cijo, In sicer takole: mnaj bosta P
in () poljubni tocki na krivulji, to-
re] P,() € E. Zvezimo P in () s
premico p. Le-ta ima s krivuljo po-
leg P in () Se eno skupno tocko,
ki jo imenujmo R (slika 1). (Ce
se P in () ujemata, vzamemo za
p tangento na krivuljo v tocki P.)
Tako smo dobili v mnozici £ bi-
narno operacijo, ki priredi tockama,
P in () tretje presecisce R zve-
znice p s krivuljo. Ta operacija je
ocitno komutativna, vendar zanjo
mnoZzica F ni grupa. Uvedimo zdaj
novo operacijo, ki jo bomo imenovali _
sestevanje. Ker je knvuha‘fﬁ) sime- Slika 1.
tricna glede na os (z), lezi na njej
hkratis P = (z,y) tudi simetri¢na tocka P* = (x, —y). Simetri¢cno tocko R*
tretjega presecisca R imenujemo wvsota tock P in () in pisemo P + () = R*
(slika 1). Izkaze se, da je mnozica F za to binarno operacijo komutativna
(Abelova) grupa. Vlogo elementa nic¢ igra v njej totka O v neskoncnosti.
Velja namre¢ P+ O = P za vsako P € F. Nasprotni element — P tocke P
pa je simetriéna tocka P*, torej —P = P*. Ce je P = (z,v), je potemtakem
—P = <$7 _y)'

Kadar so koeficienti A, B, C racionalni, je elipti¢cna krivulja definirana
nad obsegom @) racionalnih stevil. Tedaj ji recemo aritmetiécna elipticna
krivulja. MnozZico vseh racionalnih tock na njej oznac¢imo z E(Q). Tocko
O v neskonénosti Stejemo za racionalno (njene homogene koordinate X =
=0,Y =1, Z = 0 so cela §tevila), zato pripada mnozici F(Q). Hitro se
prepricamo, da je F(Q) podgrupa grupe E. Ocitno je namre¢ hkrati s P
‘tudi — P racionalna tocka. Naj bosta zdaj P = (zy,y1) in Q = (z9,y2)
poljubni to¢ki iz F(Q). Zveznica p ima enatbo y = az + [ z racionalnima

B = oo me e wn e s ol owoe o e e e e e
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koeficientoma o in . Ce to vstavimo v (5), dobimo kubi¢no enaébo za
r 7 racionalnimi k@%ﬁ@ﬂﬁ Ker sta dva njena korena racionalna (namrec
abscisi x7 in 29 tock P in ()), je tudi tretji koren z3 E“&d@ﬂ&kﬁ
je racionalen y3 = axs+ . T@f@j je tretje pms@db%@
tocka in ism velja za simetriéno tocko R* = (z3, ——-yg}
Mnozica E(Q) j@ zaprta za sestevanje in je zato grupa.
Tocka P € E(Q) ima koncen red, ce @sm ja tako naravno stevilo n > 1,
O (tu pomeni nP krajsi zapis za vsoto n enakih sumandov
.+ P). Najmanjse stevilo s to Emﬁmsﬁjﬁ se imenuje red tocke P.
, ki je element ni¢ nase grupe, ima red 1. Vse racionalne tocke
ki 1 pm‘v%m@ torziyska podgrupa

Na primer
koncnim m'@m sestavljajo podg
grupe F(Q).

Katere tocke imajo red 27 |
T'udi obratno je res: Iz —P = P izhaja enkost 2P = 0, tako da 1ma
__ 9 {m je P koncna mg @J} Ker je —P = (@ "“""“‘w Ce Je PP = ("Eﬁ
wﬁmm da velja — P = P ﬂ&t&fﬂw ted&% kadar je —y =y, se pravi, kadar je

P lezi na abscisni osi. Torejimajo red 2 tocke, M S0 presecisca
krivulje z abscisno osjo. Presecisce I

P = (21, l pmpa ), ce je
racionalna tocka. Ker je 2y ni¢la polinoma z° + Az --%—- Bxr -+ C na d%m
v (H), vsebuje F(Q) tocko reda 2 le tedaj, kadar ima ta polinom vsaj eno
racionalno niclo.
Kaksna je lahko torzijska
[azur (1977) in se glasi:

govor daje naslednji izrek, ki ga je dokazal M

krer je m bodist eno izmed

w T o w

rupa pri raznih aritmetiénih krivuljah?

) aritmelicna elipticna krivulja.

[zrek (Mazur).
torz zj%a grupa je al
a) ciklicna grupa z moéjo m,
bodisi 12, ali |

b) direkini produkt ciklicne grupe z dvema elementoma in ciklicne grupe 2z
2m elementt, kjer j¢ m lahko 1, 2, 3 ali 4.
Za vsako 1zmed navedenih grup obstajajo aritmeticne elipticne krivulje,
ki imajo to grupo za torzigsko grupo.

Dokaz tega izreka je izredno zapleten.

Direktni produkt cikliéne grupe z mocjo 2 in ciklicne grupe z mocjo
2 X4 = 81ma 16 elementov. Vse druge v izreku navedene grupe Stejejo manj
dﬂn@nﬁev Ce smo torej na kaksni elipti¢ni krivulji nasli 17 racionalnih
K, je na nje] neskoncéno racionalnih tock.

3. Modulske funkcize in paramelrizacya elipticnih krivuly. Naj bodo a,
d dana cela Stevila, med katerimi velja zveza
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Modulska transtformacija v je preslikava, ki priredi kompleksnemu Stevilu z
Stevilo 2/, pri cemer je

az + b

=2 = (7)

Stevilo z ponazorimo s tocko na kompleksni ravnini. Transformacija (7)
preslika kompleksno ravnino vase. Vse modulske transformacije sestavljajo
grupo, ki jo oznatimo z I'. (Inverzna presilkava v~! od (7) je namret
modulska in prav tako tudi kompozitum ;179 dveh takih transformacij 4
in 7z.)

Najbo z=z 41y in 2’ = y(2) = 2’ + 1y'. Preprost racun pokaze, da je

I Y
(cz+ d)(cz + d)

Yy

Ker je imenovalec na desni vselej pozitiven, imata y in vy’ isti znak. Zato
preslika (7) tocko z na zgornji polravnini (tam je y > 0) v toctko 2’ na
zgorn]i polravnini. Isto velja za spodnjo polravnino. Zaznamujmo zgornjo
polravnino s H, torej

H=4{z=xz+wy, y>0}.

Vsaka modulska transformacija v bijektivno preslika polravnino H nase.
Ker je v na H holomorfna funkcija, je preslikava tudi konformna, se pravi,
da ohranja kote.

Tocki z in 2’ polravnine H ime-
nujemo ekvivalentni, ¢e obstaja mo-
dulska transformacija -, ki preslika
zv 2, torej ¢e je 2/ = v(z) za kaksno
v € I'. Ker je I' grupa, je ta rela-
cija ekvivalenctna in razdeli mnoZico
tock polravnine H na ekvivalen¢ne
razrede. Osnovno obmocje za grupo

: 4

I' je taka mmnozZica tock iz H, da 1 -z o i z
je vsaka tocka z € H ekvivalen-
tna natanko eni tocki z’ iz osnov- Slika 2.

nega obmocja. Za osnovno obmocje

lahko vzamemo lik L, ki je na sliki 2 osencen. Sestavljajo ga tocke, ki so

zunaj enotnega kroga z? + y? = 1 in med premicama r = —% ter z =

= %-, poleg tega pa Se del tock na robu. Modulske transformacije preslikajo
osnovno obmocje L na mnozico likov, ki se med seboj ne prekrivajo, vsi
skupaj pa natanko enkrat pokrijejo vso polravnino .

‘Na polravnini H meromorina funkcija ¢ se imenuje modulska, ce izpol-
njuje tale dva pogoja:
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o(7(2)) = @(2) (8)

za vsak z € H in vsako modulsko transformacijo 7.

Ker je transformacija z’ = z + 1 modulska (dobimo joiz (7 pria =0 =
d =1, ¢ = 0), pove enacha (8), da je p(z + 1) = ¢(2). Torej je funkcija
RN I 06T ; A4 azviti v k * o Fourierovo

. Fourierova vrsta za ¢ mora imeti doloceno obli h pa je tu ne bomo

natanéneje opisali. Ta pogoj pove, kako se vede ¢ v n@skg nénosti.
V zgomﬁ definiciji smo zajmwah H&j velja enak 08t {8} 73, VSe Mo lulske
transformacije. Pa najbo I k ka, ki ima
' koncen indeks r. T

kjer so v9,...,7, primerno izbrane transformacije iz '. Osnovno obmocje
za grupo IV opredelimo kakor za celo grupo I'. Dobimo pa ga tako, da
osnovnemu obmoéju L grupe I' pridruzimo njegove Sh IE 72 N, ..., 7 E{
Pojem modulske funkcije ¢ zdaj posplosimo takole: (8) naj
velja le za transformacije « iz podgrupe I".

Elipti¢na krivulja (5) se d& p&mme%nmam 7 modulskimi funkcijami, ce
obstaja taka modulska p@dgmpa [ s koncénim indeksom v I' in taki mod uis
funkeciji (1), (1), pripadajoci podgrupi I'", da velja za vsak 7 € H enakost

¥(r)* = o(7)° + Ap(1)* + Bo(r) + C.

Torej sta

= (r), y=i(r) (9)

parametricni enachi krivulje (5). Ker sta ¢ in 9 z izjemo polov na polrav-
nini A holomorfni, pomeni parametrizacija konformno upodobitev polrav-
nine H na elipti¢no krivuljo. (Spomnimo se, da je krivulja v obsegu kom-
pleksnih $tevil v resnici ploskev.) Pravzaprav se Ze osnovino obmocdje grupe
IV preslika na vso krivuljo.

Katere ehptmn@ krivulje se d@@@ pamme%ﬂzw&m na opisani 1 a,éiz‘ﬁ eﬁy
je dokazal, da natanko tiste, pri katerih B, C algebraicna
Stevila. (St@w o je algebraicno, ¢e je nicla kaksnega, n@kaﬂsmnmeg&
noma s celimi koeficienti.)

Posebno v 0go 1majo kongruencne podg
takole: naj bo N dano naravno &ﬁ@vﬁ@
modulskih transformacij 7 1]

kongruence

a=d=1 (mod N
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Ni tezko ugotoviti, da je mnozica I'(N) grupa in da ima koncen indeks v
erupi I'. Kongruencna podgrupa je taka podgrupa IV grupe I', ki vsebuje
kaksno podgrupo I'( V) pri primerno izbranem /N. Pravimo, da je parame-
trizacija elipticne krivulje aritmeticnega lipa, ce sta pripadajoci funkeciji ¢
in 9 v (9) modulski za kaks$no kongruenéno podgrupo I'. Elipticne krivu-
lje, ki se dajo parametrizirati na opisani nacin, se odlikujejo s stevilnimi
lastnostmi. Zato je umestno vprasanje, katere se dajo. Odgovor $e ni znan.
Taniyama, Weil in drugi so v tej zvezi postavili tole domnevo:

Domneva. (Taniyama-Weil). Vsaka aritimetiéna elipticna krivulja (to-
rej taka, v kateri so koeficientt A, B, C' racionalni) premore parametrizacijo
aritmeticnega tipa.

Doslej so dokazali veljavnost te dommneve za nekatere druzine elipti¢nih
krivulj, na primer za vse krivulje s kompleksno multiplikacijo.

Vrnimo se zdaj k Fermatovemu problemu, Kaksno zvezo ima z njim
teorija elipticnih krivulj in modulskih funkecij? Denimo, da obstaja pri
nekem prastevilskem eksponentu n = p > 2 netrivialna resitev enacbe (1),
torej da smo nasli taka od nic razlicna cela stevila a, b, ¢, ki zadoscajo zvezi
aP + bP = cP. Nekateri matematiki (Serre, Frey in drugi) so prisli na misel
prirediti tej resitvi elipti¢no krivuljo

y* = z(z — aP)(z + bP). (10)

Ker jo je zlasti Frey raziskoval in odkril nekatere njene zanimive latnosti,
se zdaj imenuje Freyeva krivulja. Nicle polinoma na desni v (10) so z1 = 0,
T, = aP In 23 = —bP, se pravi cela Stevila. Zato so na Freyevi krivulji tri
racionalne tocke reda 2. Na prvi pogled se ne zdi enacba (10) ni¢ posebnega.
Toda Ribetu je uspelo leta 1986 dokazati tole:

ce obstaja parametrizacija aritmeticnega tipa Freyeve krivulje, je na njej
racionalna tocka reda p.

Denimo zdaj, da je p > 5. Ker so na Freyevi krivulji tri racionalne
tocke reda 2, njena torzijska grupa ne more biti ciklicna (v cikli¢ni grupi
ima namrec¢ kvecjemu en element red 2). Po Mazurjevem izreku je tore;
torzijska grupa direkten produkt cikli¢ne grupe z mocjo 2 in cikli¢ne grupe
z mocjo 2m, kjer je m lahko 1, 2, 3 ali 4. Toda v nobeni od teh grup ni
elementa reda p > 5. Tako smo prisli do protislovja. Torej:

ce je pravilna Taniyama-Weilova domneva, velja zadnji Fermatov izrek
za vse eksponente p > 5.

Ribetov dokaz je izredno zapleten in ga pisec tega clanka ni prestudiral.
Povejmo samo nekaj osnovnih idej. Na algebraicni krivulji je diferencial prve
vrste tak diferencial R(z,y)dxz, ki je povsod holomorfen (R je racionalna
funkcija spremenljivk z in y, ki sta povezani z enacbo (2)). Na eliptié¢ni
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o na Freyevi

g
oo

krivulji {5} je diferencial prve vrste dz /y. S parametrizacijo (9
11 diferencialu

ﬂwﬂﬁ izrazimo v obliki MT} d’? kjer pomeni faktor y(7) i
dr kvocient ¢'(7)/9¥(7). Funkcija }dﬂ je h@bnmﬁn& na vsej polravnini
transformira pa se takole

X(7(7)) = (e + d)*x(7)) - (11)

Tu je v(7) = (a7 +b)/(cT + d) poljubna transformacija iz grupe I''. (Pravilo
(11) dobimo z odvajanjem enacbe (8).) Na polravnini H holomorfna funk-
cija x, za katero velja (11) za vsako transformacijo v € I, se imenuje mo-
M%é@ f@mm utezjo 2. V nasem primeru }@ Y tud E pﬂmdwﬂ& periodo 1
in se da zato razviti v Fourlerovo vrsto. Izkaze se, da ima ta vrsta obliko

2T 4T 6T
x(t)=c¢ + a9e” ™" & age + ...

an@} da so ti koeficienti po
a wsm neke znane
., da obstaja na kreyevi

Ribet je
koeficientom [

kjer so koeficienti a; cela Stevila.
modulu p kongruentni mmkzmm
modulske forme z utezjo 2. Od
krivulji racionalna toc¢ka z redom p.

/i 1sto metodo je mogoce obravnavati sploSnejso

druzino diofantskih

enach
TL

A" +1y =z,

kjer je A dano naravno Stevilo. Pri pogoju, da velja Taniyama-Weilova
domneva, se izkaze, da ta enacha ne premore od nic¢ razlicne celostevilske
reSitve x, y, z za noben eksponent n > 7, ce je koeficient A potenca od 2,
od 3 ali od 7.
Ribetov rezultat je spodbudil Wilesa, da se je lotil raziskovanja na tem
podrocju. Po sedmih letih napornega dela mu je uspelo dokazati Taniyama-
Wellovo domnevo za druzino semistabilnih aritmetiénih elipti¢nih krivulj.
N - dokaz obsega okoli 200 strani. Ker Freyeva krivulja sodi v omenjeno
j@ Wiles resil Fermatov problem, seveda Ce ni napmvﬂ nobene
) A deb Zd&j proucujejo specialistl za ta podrocja. Piscu tega

Kaj so semistabilne elipticne krivulje? Ker so koeficienti
1 krivulji z enaébo (5) cela Stevil hko obravnavamo
m enacbo v obsegu ostankov po poljubnem prastevilsk Pra-
a Smo ena éb Or @d u d T aﬁ Nek 0 iko p OVTS n@ Oved ano

m%evﬂskem mmhﬂu vsa] dve razlicni nicli.

in konec reSevanja slavnega problema. Do-
in ne zahteva nobenega posebnega znanja

Poglejmo Se enkrat zacetek
kaz za Cetrte potence je kratek
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1z teorije Stevil. Razume ga lahko vsak boljsi srednjesolec. Dokaz, ki ve-
lja za vse eksponente, pa je tako zapleten, da ga doumejo samo specialisti
z ustreznih podrocij. Poleg splosne teorije elipticnih krivulj in modulskih
funkcij potrebujemo Mazurjev izrek o torzijskih grupah, Wilesov dokaz, da
Taniyama-Weilova domneva drzi za semistabilne elipti¢ne krivulje, in Ribe-
tov dokaz, da je Freyeva krivulja protislovna, ¢e premore parametrizacijo
aritmeticnega tipa. Knjiga, ki bi zajela te teorije z vsemi dokazi, bi bila zelo
obsezna. V matematiki poznamo veliko problemov, ki so razumljvi tudi
matematicno neizobrazenim ljudem, resitve pa so zelo tezke ali jih sploh Se
niso nasli. Primer takega nereSenega problema je Goldbachova dommneva,
da je vsako sodo stevilo vsota dveh prastevil. Morda obstaja splosno razu-
mljiva matemati¢na resnica, katere dokaz je v primerjavi z dokazom Ferma-
tove domneve tako zapleten, kakor je dokaz te domneve zapleten v primer-
javi z dokazom za ¢etrte potence. Ce bi taka matemati¢na resnica obstajala,
ali bi se mogel clovek dokopati do njenega dokaza?

Dodatek. Po zadnjih informacijah (pisec se zanje zahvaljuje prof.
J. Vrabcu) so odkrili vrzel v Wilesovem delu. Gre za neko neenacbo,
katere veljavnost je potrebna pri nadaljnjem resevanju problema, dokaz te
neenacbe pa je pomanjkljiv. Wiles je februarja povedal, da mu Se ni uspelo
premagati te ovire.

'V zacetku aprila se je razsirila vest, da je N. Elkies nasel resitev
enacbe (1) v celih od ni¢ razli¢nih Stevilih, in sicer pri nekem zelo velikem
eksponentu n, veéjem od 102°. Ce bi se izkazalo, da je to res, Fermatov
zadnji izrek ne bi veljal za vsak eksponent n in prav tako ne bi bhila pravilna
Taniyama- Weilova, domneva. Zgoraj omenjena pomanjkljivost v Wilesovem
dokazu se seveda tudi ne bi dala odpraviti. Ker pa se je ta vest razsirila
prve dni aprila, gre morda za prvoaprilsko salo. (N. Elkies je pred nekaj leti
odkril, da obstaja nesteto resitev enatbe z* 4+ y* + 2% = t* v naravnih tu-
jih si Stevilih. S tem je ovrgel Eulerjevo domnevo, da ta enacha nima celih
resitev.)
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Pois¢emo

V ¢lanku obravnavamo urejenost na podobsegih obsega kompleksnih stevil.
vse arhimedske enostavne razsiritve obsega racionalnih stevil.

FRED FIELDS

In this note we consider orders on subfields of the complex number field. In particular,
we find all archimedean simple extensions of the field of rational numbers.

Zabelezimo najprej nekaj osnovnih pojmov.

Urejen kolobar je kolobar K z dano podmnozico K

ki ustreza nasled njim zahtevam:

= —-KPU{0}UKP, —KPNK
KP + KP c KP, KPKP C

Relacijo urejenosti < uvedemo z ekvivalenco

a<b(alib>a) <= b—ack?

Mnozico KP sestavljajo elementi ¢ € K, ki jih imenujemo pozitivng démeniz
N zad oééajo pogoju a > 0, mnozico —K? pa elementi ¢ € K, ki jih
1menmemg negativni dmnentz in zadoscajo pogoju a < 0. Zapis a > 0
pﬁmem a > 0 ali @ = 0, analogen pomen pa ima zapis a < (.

Ce je urejen kolobar obseg, mu pravimo urejen obseg. Takd definirani
pojem urejenega obsega se ujema z enako imenovanim pojmom v knjigi
14, II1. 9] cepra,v se definiciji za malenkost razhkujem

Nastejmo nekaj lastnosti urejenega kolobarja A, ki siedgo nepost edno
iz def mmg& Relacija < je asimetricna, tranzitivna fm sovisna. V
trihotomauje:

za vsak par a,b € K velja natanko ena od mozZnosti a < b, a > bin a = b.

veljata sklepa

/a poljubne elemente ¢,b,c € K

a<b=>a+c<b+e,
a < binc>0= ac < bein ca < ¢b.

Kvadrat poljubnega nenicelnega elementa iz A je pozitiven . Ceima K enoto
1, torej velja 1 > 0. Inverz poz%wmeg& elementa iz K Je pozitiven. Za
vsak element a € K lahko na naraven nacin opredelimo njegovo absolutno
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vrednost: |a| = a, kadar je a > 0, in |a|] = —a, kadar je ¢ < 0. Zlahka

vidimo, da za poljubna elementa a, b urejenega kolobarja velja
a4 b] < la| + [b], |ab] = |al[b].

Podkolobar urejenega kolobarja K podeduje urejenost od A in je z
inducirano relacijo < urejen kolobar.

Naj bosta K in L urejena kolobarja oziroma urejena obsega. Preslikava,
¢ : K — L je izomorfizem (urejenih kolobarjev oziroma urejenih obsegov),
kadar je algebrski izomorfizem (kolobarjev oziroma obsegov) in urejenostni
izomorfizem:

a<b <= ¢(a) < P(b), a,bek.

Urejen kolobar K je zaradi zaprtosti mmnozice pozitivnih elementov AP

za, mnoZzenje in zakona trihotomije brez pravih deliteljev nica. Ce je K
komutativen, ga lahko po izreku 17 iz knjige [4, III. 8] vloZimo v obseg
ulomkov. Podrobnosti o taksni vlozitvi nam razkrije naslednji rezultat:

Izrek 2. Naj bo K komutativen urejen kolobar in O obseg ulomkov nad
IC. Potem lahko obseq O na en sam nacin uredimo tako, da postane urejen
obseg, ki na K inducirae originalno urejenost.

Dokaz. Denimo, da je obseg O urejen tako, da na K inducira omgmaino
urejenost. Vzemimo po Juben element ¢ € O in ga za,plslmo v obliki ¢ =
= a/b, a,b € K. Iz enakosti a = bc razberemo, da je ¢ pozitiven natanko
takrat, kadar sta elementa @ in b bodisi oba pozitivna bodisi oba negativna.
Od tod sledi, da je urejenost na O enolicno dolocena s pogoji izreka in da,
mnozico OF sestavljajo elementi a/b € O, ab > 0.

Dokazimo zdaj eksistenco zahtevane urejenosti na (J. Zadostuje ugoto-
viti, da mnozica

OP ={a/be O: (a>0inb>0)ali (¢ <0inb<0)}

ustreza pogojem iz (1) in (2).
Vzemimo poljuben neniceln element a/b € O. Ce sta a in b hkrati

pozitivna ali negativna, je a/b € OP, v nasprotnem primeru pa a/b € —OP,
torej velja prva zahteva iz (1).

Zdaj pa vzemimo poljubna elementa aq/b; in ay/by iz OP. Ce velja
a1/by = —as /by, potem je a;by + azby = 0. Sumanda aqb; in ayby sta hkrati
pozitivna oziroma negativna, zato je vsota a1 by+a2by bodisi pozitivna bodisi
negativna, ni pa enaka 0. Mnozica OF torej ustreza tudi drugemu pogoju

iz (1).

Podobno lahko ugotovimo, da velja

(a152 (1,251)/(5152) - Opf, ((I,lag}/(blbg) -

iz Cesar sledi zaprtost mnozice OF za seStevanje in za mnoZenje, torej (2).

le z naravno urejellostjo postane urejen kolobar.
{) na en sam nacin, tako da

Kolobar celih stevil Z
To urejenost lahko razsirimo na obseg ulomkov
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le-ta postane urejen obseg. R &zsmma ur @jmm% 3@ 5@%& naravna ur ejeiiﬁs?s

mu@nﬂmh Stevil. Vsak urejen obseg ima karakteristiko 0 in na svojem
f@jm@bﬁ?&

podobsegu @ inducira naravno
Naj bo K urejen obseg. Potem njegova podmnozica P vsebuje enoto 1
/ato z inducirano urejenostjo
lefinicije iz |4, TI. 13].

in je zaprta za mnozenje ter za invertiraije.
JUP postane urejena multiplikativna grupa v smislu «

2. Arh

medski obsegi

tivnih elementov a,b € K obstaja tak n € IN, da je b < na.

Bralec se lahko brez tezav preprica, da je mq@n ﬂbseg
natanko takrat, kadar za poljuben element a € K ol kn =n(a) € N,
da j 3@ a < n, ‘Emej arhimedsko urejen po definiciji i [I1. 9|. Zgledi arhi-

Iskih ur e}emh kolobarjev so urejeni podkolobarji - realnih stevil z
urejenostjo. Se vet, do izomorfizma natanéno so m vsl arhimedski
Velja namrec nasle Inja posploditev izreka 18 iz [4, IlI]. Elemen-
tarni dokaz mga rezultata n&gema v m

natr ?;W'ﬂ

: @

rzomorfen podko-
bar in 1zomorfizem
nanj wwhmw doiocmzm

gosta na maﬁ 1 osl, iz 1zreka 2 brz

velja naslednji sklep:

Ker je mnoZica racionalnih stevil

i, da v arhimedskem obsegu K

Zia, vsak par a,b € K, ki ustreza pogoju a < b, obstaja tak r €

a < r<b.

Bralec se lahko hitro preprica, da v nearhimedskem urejenem obsegu
ta sklep ne velja. Oglejmo si Se eno karakteristi¢no lastnost arhimedskih

obsegov.

zrek 5. (Vaida, [3]) Urejen obseg K je arhimedski natanko takrat,
kadar je urejena multiplikativna grupa KP arhimedska: za vsak par a > 1,

b > 1 obstaja tak n € IN, da je a™ > b.

Potem obstaja tak n € IN

Dokaz. Naj bo K arhimes
dazac=a—1>0velja nc> b, in tedaj je

o' =(14+¢c)">1+nc>bH.

mé cimo tak pozitiven d € K, da je d > n za
lveljal <a<1+1/nin zato je

Denimo, da /C ni arhimedski.
IN. Potemzaa=1+4+d™

"< (14+>)"<3 VneN
7L

JCP nl arhimedska,. =

torej urejena multiplikativna g
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Podobseg arhimedskega obsega je v inducirani urejenosti tudi sam ar-
himedski. Za algebrai¢ne razsiritve velja tudi nasprotno.

Izrek 6. (Pickert, [2]) Naj bo komutativen urejen obseg L algebraicna
razsiritev podobsega Ko, ki ga uredimo z inducirano urejenostjo. Potem je L
arhimedski tedajy in le teday, kadar je K arhimedski.

Dokaz. Ce je £ arhimedski, je o¢itno tak tudi K. Denimo zdaj, da je K
arhimedski, £ pa ne. Izberimo tak a € £, da velja @ > n za vsak n € IN.
Potem je S =a~! > 0in 3 < 1/n za vsak n € IN. Ker je § algebraicen nad
IC, obstajajo elementi ag, ay, - -a, € K, za katere velja

ao+ a1+ -+ @ =0, agar # 0.

Vzemimo tak ng € N, da je |a;| < ng za indekse 3 = 0,1,---k. Potem za
vsak n € IN zaradi 8 < (kngn)™! < 1 velja

N 1
0 < |ao| <la|B+ ...+ |ap]|B* < kngB < —,

(1

kar pa nasprotuje temu, da je K arhimedski. Ce je K arhimedski, je torej
tudi £ arhimedski, izrek pa je s tem dokazan. =

Posledica 7. Vsak urejen obseg algebraicnih kompleksnih stevil je
arhimedsks.

Dokaz. Urejen obseg algebraicnih Stevil je algebraicen nad naravno
urejenim podobsegom (), ta pa je arhimedski. =

3. Urejene enostavne razsiritve

Vemo Ze, da obseg racionalnih Stevil le z naravno urejenostjo postane
urejen obseg. 7 obsegom realnih Stevil R je podobno. Ker je v urejenem
obsegu kvadrat vsakega nenicelnega elementa pozitiven, tudi IR edino z na-
ravno urejenostjo postane urejen obseg. Vsak podobseg obsega R je na-
ravno urejen z inducirano urejenostjo, vendar nasploh to ni edina urejenost
na podobsegu. Oglejmo si primer.

Najbo K = Q (v/2)in ¢ : K — K avtomorfizem, opredeljen s predpisom

(T + 8“\/‘—2_) =T — 3\/‘5, r.s € Q).

Potem mnozica K? = {a € £ : ¢(a) > 0} ustreza (1) in (2). Obseg K
skupa] s podmnozico P je urejen obseg, vendar se urejenost na A ne ujema
z naravno. Se da K Se kako urediti?

Kako pa je z urejenostjo na podobsegu obsega kompleksnih stevil C?
Brz ko podobseg vsebuje imaginarno enoto i, ga zaradi * = —1 < 0 ni
mogoce urediti. Se sploh kak nerealen podobseg obsega C da urediti v urejen
obseg? Spet posezimo po primeru.
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immmﬁzem @%Seg@v
¢(a) > 0} v nerealen pod _
Poiscimo zdaj vse urejene enostavne algebraictne razsiritve obsega ().

Izrek 8. N ﬁ;j bo o € U algebraiéno stevilo, p(X) € QX njegov mi-
mmaim pdwmm i m Stevilo realnih nicel pdwwma Potem lahko

C = Q(a) uredimo v m’%jmz obseg namnﬁ.@ na m nacinov. Ureje-

razsiritev K
P k1 so opredeljene v dokazu

nostt na K so dolocene z mnozicami Ky, - --

tega 1zreka.

; uved @mﬂ Suumm urejenega ol &@ga,

Dokaz. Naj bodo ay,---a,, realne nicle polinoma p(X ), & pa njegova
stopnja. Za vsak indeks 57 € {1,---m} zaznamujmo S @, izgmm*%m
obsegov K Q(ca;), ki ustreza pogoju ¢,;(a) = ;. B
lahko preprica, da tak izomorfizem obstaja in je en sam.

¢i(a) >0}, j=1,---m,

Ker ima polinom p( X§ E@ eno-

obsega K ustrezajo pogojem iz (1) in (2).
ureditl vsaj]

stavne nicle, so te mnozice med seboj razlicne, torej je mozno K
na 1 nacinov.
Naj bo zda 3

umjen obseg | in AP mnozica pozitivnih dem@nw
Po posledici 1 je urejen obseg K arhimedski in zato po izreku 4
odgbbegu naravio mejm@ga obsega R. Zaznamujmo s ¢ 17.0-
Q(H(a)) C R. Potem je ocitno ¢ @} nicla pohn oma p(X).
Ker je poleg fmga, ¢(a) € R, obstaja tak 5 € {1,---m}, da je ¢(a) = «
md Siedﬁ da je ¢ ¢;. Izomorhzem ¢ je tudi ur @geﬂ@sﬁm izomorfizem,

izrek pa je s tem dokazan. =

Dokaz izreka 8 pove, da smemo vzetim = 0. Torej algebraicno razsiritev
Ea,h ko pretvorimo v urejen obseg natanko takrat, kadar ima mﬁmm@im
olinom &Stevila o vsa jeno realno niclo. Kerima vsak p@mmm
lihe Smpme vsaj eno realno niclo, velja

A Ué raicna razsiritev lihe stopnje nad




[zrek 10. Vse arlumedske urejenostt enostavne transcendentne razsi-
ritve I = Q(1) so dane s podmnozicamu pozitivnih elementov /\f?, krer
pretece vsa realna transcendentna stevila. Pri razlicnih izbirah ¢ dobimo
razlicne urejenosta.

Dokaz. Ker je naravna urejenost na () arhimedska, je taksna tudi
urejenost, ki jo na A doloca mnozica /\'f?. Naj bosta ¢ 1n £ realni transcen-
dentni stevili, £ < (, r pa racionalno sStevilo, ki ustreza pogoju & < r < (.
Potem je 7 — 7 & /\,IICj \ Kf, torej sta urejenosti, ki ju dolotata A'p in K,
razlicni.

Naj bo zdaj P mnozica pozitivnih elementov arhimedskega obsega K.
Po izreku 4 obstaja izomorfizem urejenega obsega A na naravno urejen
podobseg £ = ¢(K) obsega R. Ker velja £ = il

a L = Q(¢(7)) in je ¢ = ¢(7) realno
transcendentno stevilo, je ¢ = ¢¢ In AP = A O torej smo z mnozicami K

opisali vse arhimedske urejenosti na K. =

Navedimo Se zgied neaﬂumedskega urejenega kolobarja in obsega. Naj
bo f\ komutativen urejen kolobar in K| X| kolobar polinomov s koeficienti iz
C. Potem katerokoli od mnoZic

ar X* € K[X]: In:a, > 0in ar = 0 Yk > n),
. apr X% e KIX]: dn:a, >0in ap = 0VEk < n}

lahko razglasimo za mnozico pozitivnih elementov K| X P, saj obe ustrezata
pogo jem deﬁnicije 1. Dobimo tako imenovani leksikografski urejenosti kolo-
barja K[X], ki ju po izreku 1 lahko razsirimo na obseg ulomkov ﬂa,d KX,
tore] na obseg (X)) racionalnih funkcij s koeficienti iz K. Ker za vsak
n € IN v prvi leksikografski urejenosti velja n < X, v drugi pa n.X

- < 1, sta
obe nearhimedski.

Naj bo K komutativen urejen obseg in 7 transcendenten element nad A.
Potem je obseg KC(7) izomorfen obsegu K'( X') racionalnih funkcij s koeficienti
iz K, ki ga znamo urediti na primer z leksikografsko urejenostjo. Ta ni
arhimedska, torej vsako enostavno transcendentno razsiritev K(7) lahko
opremimo s strukturo nearhimedskega urejenega obsega.

[1] B. Lavri¢, Arhimedsko urejeni kolobarji, Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 73— 78.

[2] G. Pickert, Finfuhrung in die hohere Algebra, Vandenhoeck & Ruprecht, Gottingen
1951.

13] D. Vaida, Sur les corps partiellement ordonnés, Com. Acad. Roumaine 9 (1959) 1243-

1243.

[4] 1. Vidav, Algebra, DMFA Slovenije, Ljubljana 1989.
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Math. Subj. Class. (1991) 17A45

Na elementaren nacin so opisani osnovni rezultati teorije kvadraticnih algeber. Po-
udarek je na konstrukaji sledi, norme in konjugacije ter vektorski algebri, ki jo generira
kvadrati¢na algebra.

g B = T B H i £ % g B Hog % i 8 s & g 2 e E g & ) R By B3 fi B Ed ke i Fun f

We survey some results and methods of the theory of quadratic algebras for non-
specmhsts We describe constructions of trace, norm and conjugation in such algebras.
We also discuss vector algebra generated by a qlmdmmc algebra.

Naj bo A 1eahla, v splosnem neasociativna aigebra, z enoto, ki jo bomo
oznacili z . N .

Oznaka x° naj pomeni z - .

r &

kvadraticna, ¢e za vsak

A 1menujemo
R, da je r? —2s.x + n,

2= (o’ = %)+ 2api = (- — %) +
+ 2« 2 + 2« ﬁé = ("‘" Cx - /3 2) +
+ 2a(a + fi) = —|z|° + 2(Re 2)z.

kompleksnih

, da je obseg

Faktor —2 na,smpa, \ deﬁmcm 1 zato, da, se pri tem osnovnem zg}edu

kvadraticne algebre stevilo s, ujema s ﬁm kcijo ,,realni del”.

Algebri kvaternionov in oktonionov, opisani v [5] in [6], sta
kvadratmm Podobno kot pri kompleksnih stevilih je ng ‘
'i-l‘f;.;. 4 @

Rez, kjer je || || obicajna evklidska norma v IR

o1




Ce vzamemo a = —a — d = —sled(X) in 8 = ad — be = det(X), dobimo,
da je A kvadratiécna algebra. V resnici je to poseben primer znanega
Cayley-Hamiltonovega izreka, ki pravi, da je vsaka matrika nicla svojega
karakteristicnega polinoma. Ta je v primeru dvorazseZnega vektorskega
prostora stopnje najvec dva.

Pripomba 5. Algebre realnih matrik dimenzije n X n za n > 3 niso
kvadraticne. To tudi sledi iz Cayley-Hamiltonovega izreka. Ce namrec
vzamemo matriko, ki ima paroma razlicne lastne vrednosti, potem je njen
karakteristiéni polinom, ki je hkrati tudi minimalni, stopnje n > 2, in zato
taka matrika ne more biti nicla nobenega kvadratnega polinoma.

Zgled 6. Naj bo V realen pred-Hilbertov prostor z abstraktnim vek-
torskim produktom x (glej [7]) in naj bo A = RI& V. Ce definiramo v A
produkt s predpisom

(el + 2)(B1+ y) = (af = (z,y)) I+ (ay + Bz + 2z X y),
potem jJe |
(al 4+ 2)* = 2a(al+ z2) + (o + ||z||*) T =0,

kar pomeni, da je sqq, = @ In ngy, = a® + ||z|%

2. Sled in norma

Prvo naravno vprasanje, ki ga poraja definicija 1, je problem enoli¢nosti
stevil s, in n,.

Pripomba 7. vCe je A € R, potemn za ¢ = Al Stevili n, in s, nista
L jerl+axr — (A2 + a1 =

enolicno doloceni. Ce vzamemo poljuben « € IR
= 0, kar pomeni, da je s, lahko katerokoli realno stevilo.

Na sreco velja naslednja preprosta trditev:

Trditev 8. Naj bo A kvadraticna algebra z enoto 1 in naj bosta z in 1
linearno neodvisna. Teday sta stewvili s, in n, enolicno dolocena.

Dokaz. Naj bo z? + az + fll = z* + vz + 6. Tedaj je (a — )z + (8 —
— 6)I = 0, in ker sta ta dva vektorja linearno neodvisna, sledi a = ~ in

ﬁ = 0. H®

Nas namen je definirati funkciji s,n : A — R. Zaradi opombe 7 si
moramo vrednost teh funkcij na elementih oblike z = AT predpisati sami. V
duhu zgledov, ki smo jih navedli, je naravno, ce jih definiramo na naslednji
nacin:

4 v o . - e
s;; ¢cesta z in I linearno neodvisna

Ay cejez = A

‘ng; Cestaz in I linearno neodvisna
n(z) =9 \5,
T A% cejex =M
A% ceJex = Al

S(:E) = <
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Na ta nacin dobimo sled s : A R. Beseda norma
mogoce ni na,jbdj posrecena, ker n&pdjuj@ na misel, da je n(z) pozitivno
émvﬂm Kax pa ni mun@ res. g@ m, termmd@gu& ze uwhaﬂjmm \Y

. Oglejmo si nekaj lastnosti

I'rditev 9. Sled je linearen funkcional. Norma je kvadraticen funkci-
onal, iim poment, da zadoséa pamiefwmnwimna pmmiu n(z +vy)+ n(z —
-MMWEMM+2MM

aj o si oglejmo 1 en primer, ko so 1, z,y linearno neod-
visni. Iz definicije kvad: aticne @jg@m dobimo enak @m

2 — 2s(z)z 4+ n(z)]
y* —~ 25(y)y + n(y)]
(z 4+ y)* — 2s(z + y)z — 2s(z + y)y + n(z + y)1
@ — 9)2 — 25@ — y)@ + 25(33‘ — y)y + n{&* — I

(2)
(3)
(4)

Ce izrazimo z? in y? s pomoé¢jo (1) in (2) ter nato sestejemo (3) in (4),
dobimo

2[25(2) = s(2 + y) = s( — y)]o + 225(y) = s(z + y) + (2~ y
+ n(z +y)+n(z—y)—2n(z) — 2n(y)]1 @

Ker so I, z, ¥y linearno neodvisni, so vsi trije Ok*ip& ji enaki 0, iz cesar sledi,

da je s(z +y) =s(z)+s(y) in n(z+y)+ nlz—y) =2n(z) + 2n(y).
Nadalje si oglejmo primer, ko so I, z,y linearno odvisni, medtem ko
para {II,z} in {1, y} nista linearno odvisna. Tedaj lahko zapisemo y = all+
Po definiciji sledi in norme velja z° — 2s(z)z + n(z)]1

+ Bz, kjer 3 # U.

m d lahko dH‘@ ktno 1zracunamo

g — 2[la+ Bs(x)]y + [ + 2a8n(z) + Bn(z)|]1=0.

Po trditvi 8 je s(y) = a+ (s(z) in n(y) = a? +2a0n(z)+ ﬁzn{x)& Podobno
izracunamo $e s(z+vy), n(z+vy), n(z—y) in ko dobljene rezultate primerjamo,
ugotovimo da je s(z + y) = s(z) + s(y) in tudi zelena formula za n(z) je

Preostaneta nam Se primera, ko je bodisi = Al ali y = A1, ki ju
uzenemo s podobnim prijemom kot zgoraj. 5 tem je aditivnost doaz&na Za
konec Se homogenost Ce sta {1,z} hneamo neodwma nam 4 — 25(1)@

n(ﬁ) [ = 0 pove, da za | OE 1 uben A c R
AS ( T }3 n( A z} = )\ 'n( ).

ofmm je

s(Az) = s(Aall) = da = As(z),

n(Az) = n(Aal) = Aa? = Mn (z)

dokaz je koncan. m

n
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Ni odvec opomba, da nam ta trditev dodatno potrdi smiselnost definicije
s(all) = a ter n(all) = a*. Definirajmo V kot mnozico tistih elementov iz
A, ki imajo nicelno sled. Direktna posledica prejsnje trditve je

[rditev 10. V je vektorski podprostor v A in A=RIG V.

Vsak element kvadrati¢ne algebre lahko torej pisemo v obliki z = all +
+ v, kjer je o € R in v € V. Temu razcepu recemo razcep elementa x v
vsoto skalarja in vektorja. Naslednje naravno vprasanje, ki se zastavlja, je
zveza med normo in sledjo.

Trditev 11. Med normo in sledjo velja zveza n(z) = 2s(z)* — s(z?).
Poleg tega je n(z?) = n(z).

Dokaz. Ker je z° = 2s(x)zx — n(x)1, je

(2%2)* = 4s(x)’z* + n(z)* 1 — 4s(z)n(z)z =
= 4s(z)*z® + n(z)* 1 - 2n(z)(2* + n(2)1) =
= 2%(4s(2)* — 2n(z)) — n(z)*1.

Ce sta 1, 22 linearno neodvisna, potem je po trditvi 8 s(z?) = 2s(z)? — n(z)
in n(z?) = n(z)?.

Od zdaj naprej naj bosta z* in 1 linearno odvisna. Lo¢iti moramo dve

‘moznosti. Ce sta tudi 1,z linearno odvisna, je z = all. Tedaj je s(z) =
= a, s(z%) = a?, n(z) = o? 4. Obe zeleni formuli je treba

in n(z?) = .
trivialno preveriti. Ce pa sta 1, z linearno neodvisna, nam osnovna enakost
z?—2s(x)z +n(z)I = 0 pove, da je 2+ n(z)I = 0in s(z) = 0. Ker je 22 =
= —n(x)1, je s(z?) = —n(z). To nam pove, da je 2s(z)? —s(z)? = 0+ n(z).
Po definiciji norme je n(z?) = (—n(z))? = n(z)?, in dokaz je koncan. =

Posledica 12. Na algebri A obstaja taka stmetricna bilinearna forma

(,)Y: Ax A= R, da je (z,z) = n(z) za vsak z € A.

Dokaz. Definiramo (z,y) = 2s(z)s(y) — %s(a:y + yz). Ta preslikava je
zaradi trditve 9 bilinearna. Po trditvi 11 je (z,2) = n(z). =

3. Vektorska algebra

Najprej bomo izpeljali zvezo med mnozenjem, normo in sledjo.

Trditev 13. Za poljubna z,y € A velja zy+yxr = —2(x,y) 1+ 2s(z)y+
+ 2s(y)x, kjer je (z,y) bilinearna forma iz posledice 12.
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5 pomocjo trditve 9 dobimo

2s(x +9)(x +y) = (2 + y,2 4 y)l =
= z° 4+ y* + 2s(x)y + 2s(y)z — 2(z, y

~~
&3
.+..,..
@
N’
(N
|

= R 1 @ V pri cemer je mnozeme d(mo s fommio {a l +u)(,@ l
[+ av + fu, kjer je { , ) neka simetricna bilinearna forma

Dokaz. Brez tezav preverimo, da je vsaka algeb ce oblike komu-
tativna In k’vadmmma@ Da je Vsaka komutativna kvadmucna aﬁge bra, te
oblike, pa sledi direktno iz trditve 10 in trditve 13, ¢e upostevamo komu-
tativnost. V primeru

komutativne algebre se namrec enakost iz trditve 13
reducira na zy = —(z,y) 1+ 3(@}@; + 5(y)z. Ce zdaj vstavimo z = ol + u in
y = A1l + v in uasfﬁevaﬂm [,v) = 0 ter s(u) = s(v) = 0, dob
zeljeni rezultat. =

Produkt dveh vekmmev ni nujno vektor, zato V ni nujno podaﬁg@bm \

c temu lahko v V na naraven nacin uvedemo mnozenje s pomocjo

9. Preslikava o : V x V — V, dana s predpisom z oy = 2y — s(z y} I,

je zaradl omenjene ftrditve bﬂm%ma 1z iste trditve tudi sledi, da je

s(x 0 y) = O kar po deﬁmuﬁ pomeni, da je zoy € V. Par (V, o) imenujemo
ca algebra. Izmed njenih lastnosti navedimo samo najosnovnejso.

rodukt o je antikomutativen.

Vektorskr

Po trditvi 13 je, upostevaje s(u) =

au,v e V.

Vzemimo poljubn

wov+vou=(uv+vu)—s(uv)l — s(vu)ll =
— 2{u, v) T — s(uv)T — s(vu)l.

Ker je leva stran enacbe vektor, desna pa skalar, je uov+vou =0.

gornjega dokaza dobimo kot stranski produkt se:

V je s(uv + vu) = —2(u, v).

Ena od pomembnih lastnosti kompieksmh Stevil je obsto j komugu anja
Podobno preslikavo imajo tudi kmﬁsm‘mom in oktonioni, kjer zaradi
nekomutativnosti mnozenja velja Z kar je v splosnem razli¢no od

zw. V skladu s tem definiramo konjugiranje na SEUSM realni algebri A

39




Definicija 17. Linearno preslikavo = : A — A imenujemo konjugiranje,
cezavsakaz,ye Avejaz =2 1in Ty =y T.

V kvadraticni algebri A = RI® V je naravni kandidat za konjugiranje
preslikava, definirana z all + v = all —v. Tako je na primer pri kompleksnih
Stevilih, kvaternionih in oktonionih. Ocitno je, da ta preslikava zadosca
pogoju T = z za vsak z € A, zato nas zanima, pri kaksnih dodatnih pogojih
velja Ty = Y.

Trditev 18. Naj bo A = RI1 P V kvadraticna algebra in naj bo dana
preslikava ol + v = all—u. Tedaj je preslikava x — T konjugiranje natanko
tedaj, ko sled zadoséa pogoju s(zy) = s(yx) za vsaka z,y € A. Poleg tega
za vsak © € A veljajo formule:

(i) 27 = Tz = n(x)1,
(i) =z + 7 = 2s(a)1,
(iii) s(Z) = s(z), n(T) = n(z).

Dokaz. Pisimoz = all4+u,y = fll+v. Tedajjer = all—u, y = Sl1—w.
Nadalje imamo, upostevaje trditev 15,

zy = (afl+ pu+av+ s(uv)l+uov)” =
= afl+ s(uv)l — pu — av —uowv,
7T =(fl—v)(al—u) = afl + s(vu)l — av — fu+ v o u,
zy — YT = s(uv)l — s(vu)l.

Torej je preslikava x — T konjugiranje natanko tedaj, ko velja s(uv) = s(vu)
za vsaka u,v € V. Dokazati moramo 3e, da od tod sledi tudi s(zy) = s(yz)
za vsaka z,y € A. Ker je sled linearna, je

s(zy) — s(yz) = (af + s(uv)) — (af + s(v)) = 0,

saj je s(u) = s(v) = s(uowv) =0, ker so elementi u, v in u o v vektorji.
Ker je u* = —n(u) za vsak v € V, je 2T = Tz = o*T — u? = o1 +

+ n(u)l. Po trditvi 11 je

n(z)

n(all + u) = 2s(all + u)2 — s((all + u)z) -
20° — s(a* 1T — n(uw)T + 2au) = 20 — a® + n(u),

iz. cesar sledi =7 = n(z)1.
Da je z +7 = 2s(z)l in s(T) = s(z), je otitno. Enakost n(Z) = n(z)
tudi sledi iz trditve 11, saj je

n(T) =n(all —u) = Q0% — .s(alel —n(u)ll — 2au) = a’ + n(u) = n(x).
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Ce je kvadraticna algebra asociativna, potem imata njena norma in sled
avtomaticno nekaj posebnih lastnosti.

Trditev 19. Najy bo A asociativna kvadraticna algebra. Tedaj je
(i) s(azy) = s(yx) za vsaka xz,y € A,
(ii) n(zy) = n(z)n(y) za vsaka z,y € A.

Dokaz. Vzemimo poljubna u,v € V Teda] Je (’tw)u = u(vu). Ce to
identiteto zapiSemo s pomodjo vektorskega produkta, dobimo najpre;

(s(uv)l 4+ uov)u = u(s(vu)l 4+ vou),

nato pa

s(uv)u + s((wov)u)ll+ (wowv)ou = s(vu)u + s(u(vou)) I+ wo(vou).

Po trditvi 15 je (uowv)ou = —uo(uowv) = uo (vou) Zgornja enakost se
zato poenostavi v

[s(uv) — s(vu)]u = —s((uov)u)l + s(u(vou))l. (5)

Ker je na eni strani enakosti vektor, na drugi pa skalar, sledi s(uv) = s(vu).
Iz dokaza trditve 18 vemo, da je tedaj tudi s(zy) = s(yx) za vsaka z,y € A.

Ce upostevamo pravkar dokazano simetri¢cnost sledi, dobimo iz trdi-
tve 15 in (5) Se

s(u(vou)) =s((uov)u)=s(u(uowv))=—s(u(vou)),

iz, cesar sledi, da je s(u(vou)) = 0. To pomeni, da je

uo(vou)=u(vou) | (6)

za vsaka u,v € V. Za dokaz identitete (ii) bomo morali izraziti vse kolicine

Z bﬂmea&*no fonno ( , ) iz posledice 12. Ce v formulo n(z) = 2s(z)? — s(a?)
iz trditve 11 vstavimo z +y in upostevamo (i), dobimo (z, y) = 2s(x)s(y) —
— s(zy) za poljubna z,y € A. Ker je s(u) = s(v) = 0, dobimo

s(uv) = —(u, v),(7)
(u,uov) = 0(8)

V1Mo namesto

za vsaka u,v € V. Ce (8) lineariziramo, kar pomeni, da vst:
dobimo

u element u + w, kjer je w € V,

(u,vow) = (uowv,w) (9)
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za vse u,v,w € V. Zdaj izracunamo, upostevaje (6), (7) in (9),
n(uv) = (uv,uv) = (s(uv)l+ uvov,s(uv)l+uowv) =

s(uv)? + (uov,uov) = (u,v)* 4+ {(uov)ou,v) =

(u, v — (wo (uow),v) = (u,v)? — (u(uowv),v) =
= (u,v)? — (u?v — s(uv)u,v) = (u,v)* + (u,u)(v,v) +
+ s(uv){u,v)y = {(u,u){v,v) = n(u)n(v).
Za konec vzemimo Se x = all +u, y = S 4+ v. Tedaj je
n(zy) = n((al + u)(fL+v)) =
= (afl+ av + fu+ wv,afl+ av + fu + uv) =
= o’ + a’n(v) + Fn(u) + n(u)n(v) +
+ 2a8( 1, uv) + 2a{u, v) + 2a{v, uv) + 2
= n(z)n(y) + 2a{v,uv) + 28(u, uv) + 2a3((1
Ce upostevamo (8), dobimo
(u,uv) = {u, s(uv) I+ vwov) = s(uv){u, 1) =
Podobno je (v, uv) = 0. Na koncu, upostevaje (7), dobimo Se
(I, uv) = (I, s(uv) T+ uwowv) = s(uv) = —(u,v).
To pomeni, da so zadnji trije ¢leni v racunu iz prejsSnjega odstavka enaki 0,
zato je n(zy) = n(z)n(y). =

S pomocjo [6] in pravkar dokazanega bomo izpeljali Se primer struktur-
nega izreka.

Trditev 20. Naj bo A asociativna kvadraticna algebra. Ce je norma
n(x) strogo pozitivno definitna, je A izomorfna realnim stevilom, komple-
ksnim stevilom ali kvaternionom.

Dokaz. Naj bo ( , ) simetri¢na bilinerna forma iz posledice 12. Ker je
po predpostavki (z,z) = n(z) > 0 za =z # 0, je (z,y) skalarni produkt na
A. Ker je

(zy,zy) = n(zy) = n(z)n(y) = (x,z){y,y),
je A algebra z absolutno vrednostjo in enoto. Po [6, izrek, stran 162] sledi
zeleni rezultat.

1] A. Elduque, Alternative quadratic algebras, J. Math. Phys. 31 (1990) 1-5.

2] K. McCrimmon, Algebras with scalar involution, Pacific J. Math. 116 (1985) 85-109.
J. M. Osborn, Quadratic division algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 105 (1962) 202-
221.

R. D. Schafer, Introduction to Nonassociative algebras, Academic Press, 1966.

B. Zalar, O oktonionih, Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 79-84.

B. Zalar, Algebre z absolutno vrednostjo, Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 161-166.

B. Zalar, Abstraktni vektorsk: produkt, Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 155-161.
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NDREJ LIKAR

PACS 25.85

V sestavku osvetlimo pojav radona v okolju. Obravnavamo njegov razpad v
kratkoZive potomce, ki so zdravju nevarni in omenimo najpogostejse postopke pri merje-

nju specificne aktivnosti radona v zraku.

We discuss the decay of radon in the environment to its short lived daughters which
are hazardous to our health. Some common measuring techniques for determination of
specific activity of radon 1n air are presented as well.

n}? toron (22011) in aktinon Rn) so izotopi zlahtnega

Rn, ki nastajajo v naravi z razpadom Q. Ta lija. Zacetki razpa Inih
v, ki vodijo do treh razliénih izotopov radija, so %SU 232Th in %3°U.
Te elemente od ﬂd{.daj vsebuje zemeljska skorja, Saj mzpoiovm casi
niso veliko manjsi od Zemlje. Povprecno specifiéno aktivnost 2387
zemlji cenimo na 25 Bq/kg, na prav fmdﬁ 232Th, specifié¢na aktivnost
pa je }e 1 Ba/k in aktinon (h /2 = 48) imata v
primeri z radonom (¢, = 3,83 dn kratek razpolovni cas, zato velik del
atomov razpade, se mden i/ dzfuzua 1z tal dosezejo ﬂzmqe Vpliv torona
in aktinona na zdravje ljudi zato vec¢inoma lahko zanemarimo.

(219R

delcev a po vrsti v kratkozive potomece
o <Sh -2 U [zotop 21°Pb je sicer tudi nestabilen,
a ima razmeroma velik razpolovni cas 21 let. Zato ga, obmvna,va,mo
da je stabilen. Naras¢anje aktivnosti radonovih potom
radioaktivnih nizov:
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se spreminja s casom (slika 2). Aktivnost radona je konstantna, saj lahko
zanemarimo njegovo razpadanje zaradi dolgega razpolovnega casa v primeri
s potomeci. Aktivnosti vseh kratkozivih potomcev so po treh urah enake

aktivnosti radona.

i 0 — T L R e e R L e L T R R T T LY
+ ..
...................
L 3
»
»

PPTIT LS R
..‘..”._‘..--.ﬂ
.
Y L
aa®
and

Pl
""""
'''''

Ld

Pl PR
...........
...ov' _'..1'
»* .t
.'.o-i .“.o
'''''''
vt »t
ot .
cccc
3 *
..Q ‘.'ﬂ'
. .

0.9 +

0.8+ . 218P0

0'7 - | 214P6 “’_....

0.64.

0.5 gy
| 3 " 4p,

0.4

0.3 -

et PO ot T QT o o o QU s (D

0.2 +

00l L0 0wy Ly

20 40 60 80 100 120 140 160 180

t [min]

Slika 2. Narascanje aktivnost kratkozivih radonovih potomcev s ¢asom. Pr1¢ = 0 imamo
le radon. Ravnovesje dosezemo po treh urah.

Kratkozivi radonovi potomci [1] so ob nastanku pozitivno nabiti. V
ozracju z 10% prasnimi delci v cm? se veZejo na delce s pogostostjo 1072
s~1, kar pomeni, da je po nekaj minutah okrog 90% potomcev vezanih. V
zelo zakajenih sobah je za to treba le nekaj sekund. Nevezani atomi se
s pogostostjo 1/min usedajo na povrsine v prostoru (stene, tla...), vezani
atomi pa le z 1/h. Zato v stanovanjskih prostorih radon ni v ravnovesju s
potomci. Odmik od ravnovesja je odvisen od mnogih dejavnikov, na primer
od vlaznosti zraka in stopnje ventilacije v prostoru. Radonovih potomecev je
v zraku manj kot v ravnovesju. V rovih rudnikov urana z mocno ventilacijo
preprecujejo nastanek radonovih potomecev.

Vdihavanje zraka z radonovimi potomci je zdravju nevarno. Pljuca
zbirajo prasne delce kot filter, potomci pa z delci o poskodujejo obcutljivo
tkivo. Sam radon zanemarljivo prispeva k obsevanju. Clovek je radonu
izpostavljen povsod, najbolj pa v zaprtih prostorih. Radon izpuhteva iz sten
in tal in se posebno pozimi nabira v slabo zracenih prostorih. Vdihavanje
radonovih potomcev prispeva v nekaterih podroé¢jih sveta do 50% k celotni
obsevni dozi zaradi naravnih in umetnih radioaktivnih izvirov. Precej
radona se sprosca zaradi clovekove dejavnosti. Pri pridobivanju in predelavi
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urana ter skladis¢enju jalovine se izpuhtevanje radona na nekaterih mestih
poveca. Radon se sprosca tudi pri seziganju premoga, zemeljskega plina in
uporabi zemeljske toplote. Njegov pogubni vpliv na zdravje so prvi izkusili
rudarji v Ceskem rudogorju ze v 16. stoletju. Za pljuénim rakom so zbolele
tri cetrtine rudarjev. Vzrok te ,gorske bolezni” so odkrili sele v dvajsetih
letih tega stoletja.

ocenimo tveganje,
Denimo, da letno prejmemo zaradi radona dozo ki je Ze ustre-
reracunana na celo telo. Toliko povprecno pmjmq@ na, pmmw

' d@ )OImo zboleli, ﬂwnmm 3 5.1072% S

Ce pomishmo, da so posamezniki Z&mdﬁ vi§jih konmmmdj mdaﬂa iZzpo-
Sm,vhem tudi mnogo vecjim tveganjem, je sktb za zma jswame Una v
bwahuh pmgmnh razumljiva. Za primerjavo pmfejm@
dnevno, tvega glede pljuénega raka toliko
ki Zivi v prostoru s sPeu Aeno afﬁwnobm@ mdona . o

rov / 1000 m*ewakw v 60 E@mh)

tnem bivan]
pm}mem@ d

Ommu vV ravn OVQSj Z Tad onom. 0
so zato enake. Od potomecev, ki  z dihanjem zajamemo v pljuca, sevata
sarke a 218Po in 21%Po. Stevilo atomov slednjega je v zraku zanemarljivo
majhno v primeri z 218Po zaradi kratkega razpolovnega ¢asa. Potomca “!®Po
in iz njega nastali 2!*Po sevata delce o z energijo ~'5 MeV, p s

“11Bj pa posredno, ko razpadeta do *'*Po %e po ~ 5 MeV.
povprecno 1 m? zraka v eni uri, torej 24 x 365m° letno. R
Y phumh zadrzijo vsi vaham otamm in tam razpa e_g@ v oigomw

jﬂmvo Stevilo li iz @ﬁ&@@ N, = ——Mg
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krat nevarnejse od sevanja «, zato, pomnozimo sprosceno energijo z 20. S
faktorjem 0,1 upostevamo delez pljuc k celotnemu tveganju, da zbolimo, s
faktorjem 0,5 pa ocenimo odmik od ravnovesja. Vse to prinese efektivno
ekvivalentno dozo ~ 0,05 mSv letno za vsak Bqmn™ radona v zraku.

Specificne aktivnosti radona v zraku so najnizje nad oceani, zaledene-
limi povrdinami in otoki, pod 1 Bqm™, nad kopnim med 1 in 10 Bqm™2,
v zaprtih prostorih med 10 in 1000 Bgqm™>, v jamah, rudnikih in nekate-
rih toplicah pa dosezejo do nekaj tiso¢ Bqm™ in ve¢. Specificne aktivno-
sti radona ni mogoce dovolj] natanéno napovedati z racunskimi modeli. V
mnogih drzavah zato sistematié¢no merijo njegovo koncentracijo predvsem v
vrtcih, Solah in stanovanjskih hisah. Meritve specifi¢ne aktivnosti radona v
730 vrtcih v Sloveniji [2] so pokazale, da je v 72% vseh igralnic aktivnost
nizja kot 100 Bqm™, v 15 % so nasli vrednosti med 100 in 200 Bqm™",
v 6 % pa med 200 in 400 Bqm™. V enem od vrtcev pa so izmerili okrog
6000 Bqm ™" in so ga zato ustrezno sanirali. V razvitem svetu upoStevajo z

zakoni predpisane meje, ko se odlocajo o sanacijah zgradb.

Oglejmo si nekaj metod za merjenje radona v zraku. Merilne metode
temeljijo na stetju delcev «, ki jih sevajo radon in Se dva potomca, ali
fotonov v dveh potomecev.

Preprosta je metoda s scintilacijsko celico. Posodo s prostornino okrog
0,2 1 znotraj prevlecejo s scintilatorjem (cinkovim sulfidom), na eni strani
pa naredijo okno za fotopommnozevalko. Delci a pri prehodu skozi scintilator
sprozijo bliske z valovno dolZzino 600 nim, ki jih Steje fotopomnozevalka. Zrak
z radonom zajamejo v stekleno posodo, v laboratoriju pa z njim prepihajo
celico. Meriti za¢nejo po treh urah, ko je radon v ravnovesju s potomeci.
Ozadje, to je pogostost bliskov, ki niso povezani z razpadom radona in
potomcev, je v taki celici okoli 1/min. Ce je v celici zrak s specifitno
aktivnostjo 250 3]

Bgm™ in Stejemo eno uro, dobimo 420 4+ 20 bliskov od
radona in ozadja in 60 + 8 bliskov iz ozadja. Pri racunanju smo privzeli, da
enemu razpa,du radona ustreza povprecno okrog dvema bliskoma v celici.
Temu pravimo ,izkoristek celice”. Ne smemo pozabiti, da na en razpad
radona pridejo trije delci «a, zato je izkoristek lahko veéji od ena. Razlika
prestetih sunkov je 360 £ 22, torej merimo aktivnost radona z napako 6%.
Pri manjsih aktivnostih so ¢asi merjenja bistveno daljsi, zato v tem primeru
radon iz vecje kolicine zraka koncentrirajo s hladno pastjo s tekocim dusikom
(77K). Radon zmrzne pri temperaturi 193 K.

Pri drugem nacinu merjenja precrpajo zrak z znano prostorninoc skozi
filter iz steklenih vlaken, ki zadrzi skoraj vse radonove potomce in merijo
energijo izsevanih delcev . Ta je znacilna za posamezne potomce. S tem
dolocijo aktivnost potomcev v zraku, na aktivnost radona pa ne morejo za-
nesljivo sklepati. Zanimiva je metoda z dvema filtroma. V prvem zadrzijo
potomce iz zraka, v drugem pa s polprevodniskim merilnikom Stejejo raz-
pade potomca “'®Po, ki nastane z razpadom radona na poti med obema
filtroma.
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/ stanovanjskih prostorih odloca o iz msmyhﬂmsm stanovalcev 1
pre¢na specificna aktivnost v daljSem razdol w Metoda z zbirar: j@m ra-
dona na aktivnem oglju in metoda z jedrskimi sledini sta namenjeni prav
takim merjenjem.

1 prvi segreva jo posodice z ogﬁj@m nekaj ur pri temperaturi nekaj nad
00°C, da izzenejo adsorbirani radon in vodo [4]. Nato Osodim ohladijo
in ﬁ@bﬂ@ zaprejo. V prostoru posodice odprejo in za nekaj dni izpostavijo
zraku. Tesno zaprte posodice nato v laboratoriju po treh urah, ko je radon
v ravnovesju s potomci, postavijo na spektrometer v. Fotone sevata *1Bi ]
214Po takoj po razpadu S~ 21“Pb in 2'Bi. Iz izmerjene aktivnosti dol

specificno aktivnost radona v prostoru, v katerem je bila posodica odprta.

. Z jedkanjem nastanejo vidne sledi delcev o na povrsini plasti¢ne folije.

Detektor delcev o je pri metodi jedrskih sledi koséek hshcne fohge 5].
Delci a pustijo v foliji sledi, ki postanejo z jedkanjem v vrocem NaOH wdn@
(slika 3). Stetje znatilnih sledi opravijo z ratunalnikom na osnovi slike, ki
jo posreduje televizijska kamera [4]. Njihovo Stevilo je sorazmerno s casom
ekspozicije in specificno aktivnostjo rad Gna, v zraku. Detektor moramo
zascititi pred radonovimi potomeci v zraku. 7 oa, pobzmm v plasti¢no
posodo z zelo ozko spranjo — difuzijsko oviro, ki Z&di 71 potomce, v posodo
pa spusti le radon. Take dozimetre izpostavijo radonu v prostoru od enega
do treh mesecev in z njimi merijo aktivnosti nad 1 Bqm™".

1] Jonizing Radiation: Sources and Biological Ejffects, United Nation Scientific Commit-
tee on the Effects of Atomic Radiation. Report to the General Assembly, United Na-
tions, New York 1982.

2] Janja Vaup@ﬁ@ Radon v vrtcih

Milko J. Krizman, Vpliv obratovanja rudnika Zirovski vrh na @mmme koncentracije

mdmm in megomfz kratkozivih potomcev v zraku v neposredni okolici, Magistrsko delo,

mgm@wﬂ 1990.
h sleds,

[4] A. Lindholm, privaino sporodilo
| Tomaz SH@@L Razvoj dozimetra za doloc¢anje radona v zraku z detektoryi jedrskih

Magistrsko delo, Ljubljana, 1988

v Sloveniyi, Magistrsko delo, Ljubljana, 1992.
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DEVLIN K., Nova zlata doba matematike, Sigma 53,
Slovenije, Ljubljana 1993. 272 strani

V naslovu omenjena nova zlata doba matematike se nanasa na cas od
leta 1960 do priblizno 1982. Matematika se je namrec v tem casu Se posebno
intenzivno razvijala. Intenzivno se je razvijala tudi zadnjih 2500 let, z
izjemo daljsega casovnega intervala v srednjem veku. Kot primer razdobja,
v katerem so bili dosezki posebno pomembni, moremo steti cas okoli 300 let
pr. Kr., ko je nastala prva aksiomati¢no zgrajena matematicna disciplina,
evklidska geometrija. Za drugo pomembno zlato dobo matematike bi vec¢ina
matematikov Stela cas, ko sta Newton in Leibniz razvila imfinitezimalni
racun.

Avtor steje obdobje 1960-1982 za zlato dobo najmanj iz dveh razlo-
gov. V tem casu so se razvile moderne matematicne discipline, v klasi¢nih
podrocjih matematike pa so matematiki resili nekaj zelo starih, tezkih pro-
blemov; v teh disciplinah je Sel razvoj v globino. Avtor si je zadal nalogo
predstaviti nepoklicnemu matematiku in ljubitelju matematike nekaj teh
novih rezultatov, predvsem pa posredovati lepoto dosezkov in deliti z bral-
cem silno navdusenje in cudenje nad dosezenimi rezultati.

O modernih podrocjih je s takim ciljem bolj tezko pripovedovati; lazje
je poljudno predstaviti stare, pogosto lahko razumljive probleme, katerih
resSitev je tudi stoletja kljubovala naporom matematikov.

Prvo poglavje govori o teoriji Stevil, o prastevilih in njihovi uporabi v
kriptografiji. Drugo govori o mnozZicah, o aksiomati¢ni metodi v matema-
tiki, o neskon¢nosti in o problemih matematicne logike. Tretje poglavje po-
daje zgodovinski pregled razvoja pojma realnega in kompleksnega Stevila,
zatem opise, kako je v sedemdesetih letih prislo do resitve starega problema
razrednega §tevila, do dokaza domneve, ki jo je postavil za Gauss. Cetrto
poglavje govori o modernem podrocju, o kaosu, kar je postalo res zanimivo
podrocje Sele z razvojem zmogljivih racunalnikov. Peto poglavje nas vpe-
lje v teorijo grup; cilj je opis dokaza izreka o klasifikaciji enostavnih grup.
Dokaz tega izreka je nastajal desetletja in ga sestavlja okoli 500 clankov s
skupnim obsegom priblizno 15000 strani. Tudi ta dokaz je bil dokonéno iz-

peljan v sedemdesetih letih. Sesto poglavje je posveceno resevanju enaib v
celih Stevilih. Glavni dosezek v sedemdesetih letih je bil negativen odgovor
na 10. Hilbertov problem: ni nobenega postopka, ki bi za vsako Diofantsko
enacbo v kontno mnogo korakih ugotovil, ali je resljiva ali ne. Tudi sedmo
poglavje pripoveduje o vec kot sto let starem problemu: ali je mozno s stirimi
barvami dobro pobarvati vsak zemljevid. Dokaz tega izreka so, ob bistveni
pomodci racunalnika, nasli v sedemdesetih letih. Osmo poglavje pripoveduje
o slavnem zadnjem Fermatovem problemu. Se danes se ne ve, ali je ta pro-
blem res resen. Deveto poglavje je nekoliko zahtevnejse. Opisuje teorijo
analitiecnih funkecij in njeno zvezo s problemi iz teorije stevil. Na koncu po-
glavja najdemo opis poti, po kateri so v sedemdesetih letih prisli do dokaza,

ki je potrdil sto let staro Bieberbachovo hipotezo. Deseto poglavje opisuje
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razmeroma moderno podrocje, topdogija (Govori o vozlih, o ploskvah v
prostoru in o posplositvi tega pojma, o mnogoter ostih v vesdimenzmndnem
prostoru. Vrhunec poglavja je opis Poincar @j@V@ domneve in kako so v osem-
desetih letih dokazali, da ta dommneva ne drzi, npr. v stiridimenzionalnem
prostoru. Zadnje poglavje opisuje probleme ucinkovitosti algoritmov, tore;j
probleme iz modernega podrocja teoreti¢nega racunalnistva.

Menim, da je avtorju zastavljeni cilj lepo uspel. Dostopno je opisal nekaj
najpomembnejsih dosezkov matematike, predvsem v zadnjih 30 letih; uspelo
mu je tudi posredovati navdusenje matematikov nad opisanimi izrednimi

dosezki.

Knjiga je zanimivo branje za matematika, za studente matematike, za
srednjosolce in tudi za druge ljubitelje matematike.

inton Suhadolc

V decembru lanskega leta smo izvedeli, da je v tragicnih okolis¢inah pre-
minil slovenskim matematikom dobro znan matematik akademik prof. Djurc
Rodil se je kot stirinajsti otrok 16. avgusta 1907 v Glini. Studiral je
na univerzi v Zagrebu in Parizu. Doktoriral je na Sorboni leta 1935 pod
mentorstvom M. Frecheta. Tema doktorske disertacije je bila iz podroc¢ja
teorije delno urejenih mmnozic. Tej temi je ostal zvest tudi pozneje. Med
ve¢ kot 50 ¢lanki, ki jih je objavil v mednarodnih matematic¢nih revijah,
so morda najpomembnejsi iz podrocja teorije mnozic. Prof. Kurepa je bil
od leta 1938 do leta 1945 docent, pozneje prolesor na zagrebski univerzi,
od leta 1965 do upokojitve leta 1977 pa redni profesor na beograjski uni-
verzi. Bil je mentor pri 42 doktorskih disertacijah 1z matematike. Pri njem
sta doktorirala tudi pri nas zelo znana matematika prof. Svetozar Kurepa
in prof. Sibe Mardesi¢. Poleg poucevanja je bil prof. Kurepa izjemno de-
laven matematik. Priobcil je prek 100 clankov strokovne vsebine.

Rad se
je udelezeval matemati¢nih konfei‘eng simpozijev, posvetov in objavil vec
deset pnspevkmf s takih srecanj. Kot . gost je predaval na univerzah po vse]
Evropi in tudi na mnogih ameriskih univerzah. Bil je tudi izjemno plodovit
pisec srednjeSolskih uébenikov. V soavtorstvu je napisal, ¢e ne Ssejemo I10-
gih ponatisov, okoli 30 srednjesolskih in nekaj univerzitetnih ué¢benikov. P
leg nastetih publikacij je objavil se nekaj sto poljudnih prispevkov, prigod
nih sestavkov, sestavkov o problematiki pouka matematike, iz Sahovskega
sveta in nekaj zanimivih avtobiografskih sestavkov. Tudi v OMF je objavil
clanek z naslovom Diskretum in kontinuum, leta 1986 je napisal 14 strani
dolg sestavek v Matemati¢cnem vestniku, posvecen profesorju Plemlju.
Prof. Kurepa je bil ¢lan mnogih maiematwmh drustev, uredniskih Od
borov, komgmsmh odborov itd. Napisal je tudi okoli 1000 recenzij knjig. 7
neutrudno delo je dobﬂ mnoga domaca in inozemska priznanja.

Prof. Djuro Kurepa je za seboj] pustﬂ sled, ki bo se dolgo casa vidna v

matemmmm skupnosm

Anton Sulhadolc

Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 2



P
T, T % ‘§ B, i 5
g 2 £ B I% i
& b i 5 ) ,}
S ¢ i B i 3 - B
%pa i £ 5 B i3 ) 5
ki Lt et il W wid

Lani se je v Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije vclanilo 83 novih

¢lanov, drustvo je zapustilo 31 ¢lanov. Novi ¢lant drustva so:
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1631.
1632.
1633.
1634.
1630.
1636.
1637.
1638.
1639.
1640.
1641.
1642.
1643.
1644.
%%4).
1646,
1647.
1648.
1649,
1650.
” . HORVAT Darja

2. IRT Gregor

3. IVANUSA Robert

. JAKOBCIC Andrej
. KLEMENCIC Janez
. KOBAL Ivan

. KOCON Joze

3

BABIC Vitomir
BARBIC Lenart

BENKO Dragomir
BORSTNIK Branko
BOSTJANCIC Angela
BRATKO Dusan
CESAR Zdenka
CVELBAR Uros
DERGANC Jure
DOBNIKAR Jure
DOLENC Saso

FABIC PETRAC Irena
FURMAN Darnnka
GABROVEC Peter
GOJCIC Zlatka
GORNIK Bojan
GRAHEK Mateja
HAJNSEK Tanja
HAREJ Vesna

KOKLIC Rudolf

. KOSI Irena

. KOTNIK Masimiljan
. KOVAC GREGORCIC Irena

2. KOVACEC MARASEK Simona
3. KOZOLE Alcjz

. KREJAN Alenka

KRIZAN Peter
. KULCAR Igor

. LAVRIC Majda

. LAZAR Samo

. LESAR Antontija
. LUKSIC Marija

. LUZAR Alenka

. MARINCEK Joze

BENIGER JAPELJ Petra
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3
-
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EDVESCEK Janja
ERZEL Frana
IKLAVC Adolf
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. MOCIVNIK Primoz
. MOCIVNIK PATERNOST Helena
. MUHIC Zinka

. NAGODE Franc
, . NOVAK Karmen
:@é}@
1683. PADEZNIK Franci
1684,
1685.
1686.
1687.
1688,
1689,
16940.
1691.
1692.
1693.
1694.
1695.
1696.
1697,
1698.
1699.
1700.
1701.
1702.
1703.
1704.
1705.
1706.
1707.
1708,
1709.
] . ZAVRTANIK Danilo
. ZAZULA Mojca

. ZDOLSEK Marija

. ZUPAN Ales

OGRIZERK Sandi

PAVLIN Marta
PEKLAJ Vanja
PLANINC Igor
PLANTAN JozZica
POLJANEC Ksenija
POTOKAR Milan
POVALEJ Lilijana
PRESEREN Rok
PREVORCIC Simona
PUPIS Vesna
RAJIC Jaro
ROBBA Severin
ROSA Irena
RUTER Andrej
SLAPAR Marko
SOLARIC Ladislav
SUHADOLNIK Alojz
SUSAK Branko
SOLMAJER Tomaz
SUBIC Ales
SUSTERSIC Luka
SVAGAN Majida
TRATNIK Uros
URBIC Tomaz
VERCKO lIvan
VICAR Zorko

Martina Koman
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