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Math. Subj. Class. (1991) 05C

Fullerene, poliederske molekule ogljika, modeliramo s kubi¢nimi grah na sferi, katerih
lica so petkotniki in Sestkotniki. Prikazano je nekaj matemati¢nega ozadja fullerenov.

= :5: % S : < T 7 L

Fullerens, polyhedral carbon molecules are modelled by cubic graphs on the sphere
whose faces are pentagons and hexagons. Some mathematical background of fullerens is
presented.

Ob proucevanju produktov,
aﬁtemga plasti so n@ﬂmmm@ Sestkotniske mreze, sta leta 1985 znanstve-
nika KA mghiﬂn Velika ummga} in Smalley {H@mmn T@}ms}
vila, da je najpogostejsi produkt molekula Cgg, sestavljena iz 60 ikovi

atomov, In za njo molekula, ¢ 70 -

erafita iztrgani {ragment ima na robu
vezi. Zato je edina mgzn@% oblikovanja smm eljikove molekule,

fragment sklene vase, kar pomeni, da se oblikuje molekula v obliki poliedra.

Kakor bomo videli, E‘Eﬂ@ﬁ@V& poliedrska formula pojasnjuje, zakaj ne obsta-

Dovoljena hm, 50 le petkotniska

zaradi ke-

jajo poliedri s samimi %@S%@mi%hmi lici.
oljika s pet-

in Sestkotniska, saj so trikotniki suﬁ”ikmnﬁﬂ sedemkotniki itd.
mijskih Easm@m manj verjetni. Poliedri S@%aﬂj@ng samo 1Z og
kotnikskimi in Sestkotniskimi lici, se imenujejo fulleren: v cast ameriskemu
arhitektu Buckminstru Fullerju, ki je znan po lahkih in stabilnih paliénih
Zaradi napetosti in elektronskih lastnosti sosednja petkotnika
zrocata nestabilnost. Na jm&ﬁ jsi fulleren z izoliranimi petkotniki je Cgg, ki
ima obliko nogometne zoge. V zelo osebno mapﬁsan@m preglednem ¢lanku [3]
@mm@ "vzﬂemm g@ﬂ@% ko j@ HOMWL da je naslednji vecji fulleren z
drugi najpogostejsi produkt pri izpareva-
ia p@p@hmma ma%maﬂm& SM@paﬂ j& S0 prve raziskovalce pre-
ks lokazali, da fullereni
c anes v samem vrhu razi-
,_ Nekateri menijo, da bodo m iali, ki b@. ﬁem@b}_h
na fullerenih, osnova za m inologijo prihodnosti, m POl
I m ddﬂﬁ@ desetl

nezasiCene, reaktivne ogljik




Slika 1. Dodekaeder, najmanjs fulleren Slika 2. Co4, naslednji najmanj$ fulleren.

Cag

VEGA je programsko orodje za delo z diskretnimi matematicnimi struk-
turami, med katerimi imajo grafi posebno pomembno vlogo. Skelet VEGE
sestavljajo paketi v zmogljivi Mathematici, casovno kriticni algoritmi pa
so napisani v obicajnih, bolj utinkovitih programskih jezikih (pascal, C,...).

Uporabnik hoce pogosto na enostaven nacin oblikovati zamotane grafe.
Zato mu nestrukturirani grafovski urejevalnik ne zadoscéa. Pomaga si lahko
z najrazlicnejsimi operacijami nad grafi in nad drugimi diskretnimi struk-
turami, ki mu omogocajo iz majhnih elementov hitro sestaviti velike struk-
ture.

V sistem VEGA so vgrajeni ze nekateri produkti grafov, subdivizije,
unije, spoji, graf povezav itd. Med manj znanimi pa so na primer konstruk-
cije krovnih grafov, cayleyevih grafov grup ter najrazli¢nejsih poligrafov (fa-
sciagrafi, rotagrafi in oligografi). Vsi grafi, ki so na slikah tega ¢lanka, so
bili oblikovani z VEGO in njenimi dodatki.

Sistem VEGA, ki so ga pomagah sooblikovati stewhn thOUI temelji na
paketu Combin a& orica, ki je standardni dodatek Mathematice od verzije
2.0 naprej.

Zaenkrat najy bo fu
vioZen v sfero tako, da so vsa lica pet- in sestkotniks.
torej 3-valenten, je stevilo povezav enako:

lleren poljuben kubicni graf C, z n vozliséi, ki je
Ker je graf kubicen,

m=3n/2. (1)

V kubi¢nem grafu je torej stevilo vozlis¢ sodo. Naj fr oznacuje stevilo lic,
ki so k-kotniki, in f naj bo skupno stevilo lic. Za vsak celicno vlozen graf
velja:

f=Fft+fat s+ fet+ frt .. (2)
2m =3-fs3+4- fa+5-fs+6-foe+7-fr+ .. (3)

V naSem primeru sta le f5 in fg lahko razliéna od 0, zato se formuli (2) in

2 Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 1



ducirata na:

f — f5 + fﬁa (4)
2m=3n=5-f5+6-f5. (5)

" splo$nem velja Eulerjev obrazec:

n—m+ f=x. (6)

nasem primeru 1mamo

Pri tem je v Bulerjeva karakteristika ploskve.
opravka s sfero, zato je Yy = 2 in dobimo:

n—m-+ f=2. (7)

dobimo:

Ko upostevamo enacbe (4), (5) in (7),
n—3n/2+3n- f5)/b=2, (8)

oziroma poenostavljeno:

n = 2fs + 20 (9)

In pa:

fs =12 (10)

kov, medtem

Skratka: wsak fulleren na sferi ima natancno
ko za stevilo sestkotmikov ni aritmetiécnih omeyitev.
vaﬂ@ j@ HM&H%R@ n 2@ Z M.

vec] _ o e
%mmscm K@mgg jﬁ“ﬁ pravijo tzomere. \ Mj j@ >+ Dil pmwaprmf pos&&ﬂjeﬂ
blem prestevanja izomer fullerenov, seveda v dualni obliki.
Preglednica 1 prikazuje Stevilo fullerenov na n vozliscih. P
clanku [1].

Stevilo izomer raste dok Povejmo, da je med n
rami v preglednici ‘1 najbolj stabilna izomera Cgg na sliki 8, ki se odlikuje
z lastnostjo, da so vsi petkotniki med seboj izolirani. To pomem3 da vsak
petkotnik m@ﬁ na pet sestkotnikov. Ko ﬁsﬂw@n@ gen eriramo, lahko *]
znujemo”, e ne ustrezajo nko defin:
fulleren C,, dV& parametera: ;
in ¢, ki steje atome, ki E@éﬁ m‘mﬂeﬁ

lini Cgg, znani dodekaeder, p = 30

lini Coy s slike 2 ima p = 24, ¢
. Seveda n, p,q se ne dolocajo ul

fullerena Cg9 na sliki 4, kjer je v obeh primeril

aj hitro.

.41 (1994) 1 3




n ||Cul | 7 | |Ch
20 1 (42 45
22 0 |44 39
24 1 146 | 116
20 1 {48 | 199
28 2 |50 | 271
30 3 |59 437 Slika 3. Cog je edini fulleren s 26 atomi.
32 6 |54 | 580
34 6 |06 | 924
30 1o |58 | 1205
38 17 {60 | 1812
40 40

Preglednica 1. Stevilo izomer fullerenov
z n < 60 atomai.

MR g

Slika 4. Izomeri C39 s p =18 in ¢ = 8.

Trditev 1. Fulleren ima izolirane petkotnike, te in samo ¢e je p = ¢ =
= 0.

Spomnimo se, da je 2-faktor v gratu G vpet regularen podgraf valence 2.
Z, drugimi besedami: v G obstaja 2-faktor, ce je mogoce v njem izbrati
tak sistem disjunktnih ciklov, ki pokrijejo vsa vozlis¢a grafa. Ce ima graf
Hamiltonov cikel, je tak cikel gotovo 2-faktor grata. Znano je, da je Hamilton
prouceval med drugim Cyg in seveda ta fulleren ima Hamiltonov cikel in s
tem 2-faktor. Hamiltonov cikel v kubi¢nem grafu lahko sluzi za jedrnat opis
grafa, saj je potrebno poznati le zaporedne dolZine tetiv na njem. Ni znano,
ali ima vsak fulleren Hamiltonov cikel, pa tudi iskanje Hamiltonovega cikla

v splosnem grafu je ra¢unsko zahteven problem (NP-tezak).

4 Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 1



/daj pa recimo, da je fulleren Clarovega tipa, e ima 2-faktor,
sestavljajo cikli, ki omejujejo njegova lica.

ka 5. Fulleren C7q z izoliranimi petkotniki, ki n1 Clarovega tipa, in njegov Schleglov
diagram.

Ce je fulleren Clarovega tipa, ima izolirane petkotnike.

/ resnici bomo dokazali se nekaj vec. Fullerenu Clarovega
tipa bomo priredili reducirani fulleren takole: Najprej pobarvamo modro
povezave, ki lezijo na 2-faktorju, vse druge pa rdece. Lica fullerena so dveh
vrst. Prva vrsta so lica, ki jih omejujejo samo modre p b
pmﬂsmh  lic pa se barvi mm@ jujeﬁa 1o @m@m “
udi izolirani. Tu bi dokaz lahko koncali,
obstaja reducirani fulleren.
er je sfera orientabilna, jo lahko konsistentno orientiramo in orientacija
sfere dolo¢i konsistentno orientacijo modrih povezav vzdolz ciklov.

/daj si lahko mislimo, d |
mnozici vozlis¢ fullerena. Ce vodi modra povezava iz vozlisca u v v, def]
niramo p(u) = v. Na podoben nacin definiramo per mumup p z rdeCimi
povezavami, vendar tako, da je p involucija brez negibnih tock.

Naj 7 = pit @ma@m@ produkt permummj pin u. Med vozlisca vpeljemo
ekvivalentno relacijo, ki jo doloc¢a 7. Ekvivalencni razredi so orbite glede na,
p@mmmm@ . Velja égm‘@j mdpﬁs*‘ vozlisce v je ekvivalentno vozliscu 7(v),

03 dobimo tako, da najprej stopimo iz v vzdolZ usmerjene modre povezave
Pripadajoci ekvivalenéni razred

en korak

in mem dz Td eCe povezave,
ima ob E iko: 4

h(v) | k 2, ...}

[rdimo, da ima v tako definirani ekvivalencni relaciji vsak ekvivalenéni
razred tocno 3 elemente. Ker gre za fulleren, so vozlisca

0, 1(0), 7(0), 1 (v)), 7(0), p(7X(v))

Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 1 5




dobimo reducirani graf, ki je spet kubi¢en in ima n/3 vozlis¢. Se vet, dobimo
fulleren. Modra lica originalnega fullerena se namrec ohranjajo. Ker so bila
vsa originalna lica 5- in 6-kotniki, bodo tudi lica reduciranega grafa samo 53-
in 6-kotniki. Se ve¢, ker mora imeti reducirani graf natanéno 12 petkotnikov,
je moral tudi ongmahu graf imeti tocno 12 modrih petkotnikov. In dodatek
k trditvi je s tem dokazan.

Narobe pa trditev ne velja. Obstajajo namrec fullereni, ki imajo izoli-

rane petkotnike in niso Ciamvega, tipa. Najmanjsi tak primer dobimo pri
n = 70. Na sliki 5 je Cyp, ki ima izolirane petkotnike. Ocitno ni Chrovega

tipa, saj stevilo vozlis¢ 70 ni deljivo s 3.

7. Transformacija (leapfrog), ki iz fullerena naredi trikrat ve¢ji fulleren Clarovega
tipa.

Slika 9. Ali obstaja torusen?

Slika 8. Leapfrog(dodekaeder) = znani
buckminsterfulleren Cgg, ki je obstojen in
ga , pridelujejo” nas1 kemika.

Slika 7 prikazuje transformacijo, ki iz fullerena naredi fulleren Clarovega
tipa. Kemiki so to transformacijo poimenovali leapfrog transformacija.
Inverzna transformacija pa naredi iz fullerena reduciran: fulleren, kakor smo
ga poimenovali v razSirjenem dokazu nase trditve. Tam smo torej dokazali,
da so fullereni Clarovega tipa natancno tisti fullereni, ki jih dobimo iz drugih
fullerenov s transformacijo leapfrog. Zato lahko uporabimo preglednico 1
tudi za prestevanje neizomorinih fullerenov Clarovega tipa.

6 Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 1



Seveda je sfera le ena od sklenjenih E@%k@v Lahko bi se ’afm%@ﬁ :j
obstajajo fullerenom podobne molekule v obliki torusa a,h
sklenjenih ploskev. Kemiki so Ze sintetizirali molek: E@ ;
valjev, na valju pa najdemo Sestkotnisko mrezo. Tudi na torus je m@g@m
narisati Sestkotnisko mreZo, vendar zaradi ukrivljenosti ni pricakovati, da je

taksno mreZzo mogoce tudi v realnosti sintetizirati.

Fulleren na torusu, recimo mu k poleg 1
kotnikov (konveksnost) in Sestkotnikov (ravnina) vsebovati tudi sed
veckotnike. Ko smo z VEGO preskusali razne oblike, smo nasli tudi strukturo,
ki jo prikazuje slika 9.
Ali taki oziroma podobni foruseni tu
kemikov.

Za konec

li v resnici obstajajo, pa je stvar

pa si na sliki 10 oglejmo Se ogromni fulleren Cig90, ki ga je
mogoce zgenerirati s pomocjo dodatkov za delo s fullereni, ki jih je v pascalu
sprogramiral student Bor Plestenjak, kateremu bi se rad tudi zahvalil za
pomoc¢ pri izdelavi slik. Njegovi programi vsebujejo verjetnostni algoritem,
ki z lokalnimi spremembami, ki temeljijo na postopku iz [2], preoblikuje
poliedre v 2@%@@@ obliko; sferoidne poliedre je mogoce projicirati na ravnino
in tako dobiti t.1. Schleglove iko 5) itd.

diagrame (glej slik

mmra;@ N. Trinajsti¢, On the H
Croatica Chem. Acta. 66 (1993) 35— %? |
2] P. W. Fowler, D. E. Manolopulos, R. P. Ryan, Stone-W Pyracylene Transformati-
ons @f the 1someres Of Cgs, J. Chem. Soc. Chem Commun. {1992} 408-410.
Kmm Cgo-1 zw#%mmsﬁm"ﬁgﬁwemg the Celestial Sphere That Fell to Farth,
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V c¢lanku je dokazanih ve¢ rezultatov o odvajanjih na prakolobarjih brez elementov
reda dva. Podan je kratek dokaz klasi¢nega rezultata I. N. Hersteina, ki pravi, da je vsako
jordansko odvajanje na prakolobarju brez elementov reda dva odvajanje.

DERIVATIONS ON THE PRIME RINGS

In this paper some results concerning derivations on 2-torsion free prime rings are
proved. A brief proof of the classical result of I. N. Herstein which states that any Jordan
derivation on a 2-torsion free prime ring 1s a derivation is presented.

Vsi kolobarji v tem ¢lanku bodo asociativni. Z Z(K') bomo oznacevali
center kolobarja K. Kolobar K je brez elementov reda n, ¢e iz nx = 0
sledi = 0. Kolobar K je prakolobar, ¢e 1z axb = 0 za vsak 2z € K
sledi @ = 0 ali b = 0. Kolobarji brez deliteljev nita so prakolobarji.
Med prakolobarje sodijo torej tudi obsegi. Brez tezav lahko dokazemo, da
je algebra vseh omejenih linearnih operatorjev L£(X), ki slikajo realen ali
kompleksen normiran prostor X vase, tudi prakolobar. Aditivni preslikavi
D : K — K, kjer je K kolobar, bomo rekli odvajanje, ¢e za vsak par
z,y € K velja D(zy) = D(z)y + zD(y). Aditivna preslikava D : K — K
je jordansko odvajanje, ¢e je za vsak z € K izpolnjeno D(z?) = D(z)z +
+ zD(x). Ocitno je vsako odvajanje tudi jordansko odvajanje, obratno pa
v splosnem ni res. Oglejmo si primer. Aditivna preslikava D, ki zadoséa
pogoju D(yz) = D(z)y+ zD(y) za vsak par z,y je jordansko odvajanje, ni
pa nujno, da je odvajanje.

Dokazali bomo naslednji izrek.

Izrek 1. Jordansko odvajanje na prakolobarju brez elementov reda dva
7e odvajanje.

Izrek, ki smo ga pravkar zapisali, je leta 1957 dokazal I. N. Herstein v
clanku [4]. Ogledali si bomo dokaz iz [2] (glej tudi [1]), ki je v primerjavi s
Hersteinovim dokazom bistveno krajsi in enostavnejsi. Najprej si oglejmo,
kaj lahko povemo o jordanskih odvajanjih na poljubnem kolobarju brez
elementov reda dva. Dokaz naslednje trditve najdemo tudi v [5].

Trditev 2. Naj bo K kolobar brez elementov reda dva in D : K — K
jordansko odvajanje. Za poljubne elemente a,b,c € K velja:
(i) D(ab+ ba) = D(a)b+ aD(b)+ D(b)a+ bD(a);
(iil) D(aba) = D(a)ba + aD(b)a + abD(a);
(iii) D(abc+ cba) = D(a)bc+ aD(b)c+ abD(c)+ D(c)ba+ cD(b)a+ cbD(a).

Dokaz. Ce v D(a?) = D(a)a + aD(a) nadomestimo a z a + b, dobimo
(i). Oznacimo z A izraz D(a(ab + ba) + (ab + ba)a). 7Z upostevanjem (i)
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dobimo

A = D(a(ab + ba) + (ab + ba)a)

= D(a)ab + 2D(a)ba + aD(a)b+ a*D(b) + 2aD(b)a + 2abD(a) +
+ D(b)a *+bD(a Ya + baD(a).

na lahko izracunamo tudi drugace.

A = D(2aba + (a®b + ba*)) =
2D(aba) + D(a*)b+ a*D(b) + D(b)a* + bD(a*) =
2D(aba)+ D(a)ab + aD(a)b + a’ D(b)+ I éé)a +bD

prre.
Cm—

rimerjava obeh rezultatov nam da 2D(

2abD(a), kar dokazuje (ii), saj smo privzeli, da K ne vsebuje den]_enmv

reda dva. Ce v (ii) pisemo a + ¢ namesto a, dobimo (iii). S tem je dokaz
trditve 2 koncan. m

V nadaljevanju bonm namesto D(ab} a)b — aD(b) pisali a®. Brez
tezav se prepricamo, da velja za vse a,b,c € K

a’te = ¢ 4+ ¢°. (1)

Naslednji izrek je vzet iz [2].

Izrek 3. Naj bo K kolobar brez elementov reda dva in D : K — K
jordansko odvajanje. Za vse a,b,x € K velja

alr (ab — b @,} + (ab — ba ) ra’ = 0.

Dokaz. Oznac¢imo z A izraz D(a(bxb)a + b(aza)b). Racunali bomo na
dva nacina. Z uporabo (ii) iz trditve 2 dobimo

= D(a)bxba + aD(b)zba + abD(z)ba + abz D(b)a + abxbD(a) +
+ D(b)azab + bD(a)zab+ baD(z)ab + baz D(a)b+ bazaD(b) .

at. fiz. 41 (1994) 1 : 9




Po drugi strani dobimo z uporabo (iii) iz trditve 2

A = D((ab)x(ba) + (ba)x(ab)) =
= D(ab)zba 4+ abD(z)ba + abz D(ba) + D(ba)zab+ baD(x)ab +
+ bax D(ab).

Ce oba rezultata izenatimo in upostevamo (i) iz trditve 2, dobimo (2).
Dokaz izreka 3 je s tem koncan. =

Pri dokazu izreka 1 bomo potrebovali e naslednji rezultat iz [5].

[zrek 4. Naj bo K prakolobar brez elementov reda dva. Ce je za vsak

r € K izpolnjeno
azxb + bxa =0, (3)

potem 7e a = 0 ali b = 0.

Dokaz. Ce v (3) z nadomestimo z zay, dobimo a(zay)b + b(zay)a = 0.
Ker je ayb = —bya in bzxa = —azxb, dobimo dalje axbya + azbya = 0.
Privzeli smo, da je K brez elementov reda dva, zato je azbya = 0 za vsak
par z,y € K, kar nam da koncnoa =0 ali b =0. =

Dokaz 1zreka 1. Imamo torej jordansko odvajanje D, ki slika prakolobar
brez elementov reda dva vase. Dokazati moramo, da je za poljubna elementa

a,b € K izpolnjeno a® = 0. Ce je a,b € Z(K), sledi a® = 0 iz (i) v trditvi
2. V primeru, ko je ab # ba, sledi a® = 0 neposredno iz izrekov 3 in 4. Naj
bo sedaja & Z(K) in ab = ba. Obstaja tak ¢ € K, da je ac # ca. Seveda je
tudi (a + b)c # c¢(a + b). Vemo, da je a® = 0 in a®*t° = 0, kar nam da zaradi
(1) 0 = a’*¢ = a® + a® = a®. Ker nam (i) iz trditve 2 pove, da je a® = —b?,
je a® = 0 tudi v primeru, ko imamo b ¢ Z(K) in ab = ba. Dokaz izreka 1 je
s tem koncan. = |

M. Bresar je leta 1990 v clanku [3] Hersteinov izrek posplosil na pol-
prakolobarje brez elementov reda dva. Kolobar K je polprakolobar, ce iz
arxa = 0 za vsak z € K sledi a = 0.

Naslednji rezultat, ki smo ga vzeli iz ¢lanka [3], nam skupaj z izrekom 4
karakterizira prakolobarje brez elementov reda dva med vsemi kolobarji brez
elementov reda dva.

Izrek 5. Naj bo a,b poljuben par elementov kolobarja K. Ce iz
axb + bza =0,

kier je x poljuben element 1z K, sledia = 0 ali b = 0, potem je K prakolobar.

Dokaz. Denimo, da za elementa a,b € K velja axb = 0, kjer je x
poljuben element iz K. Dokazali bomo, da je v tem primeru tudi bza = 0
za vsak z € K. Privzemimo nasprotno. Obstaja torej tak ¢ € K, da je
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bea #£ 0. Iz pogojev izreka sledi, da obstaja tak d € K, da je (beca)d(bca) +
4 (bm‘,)d(bca) + 0, kar je v naspmtju 7 adb = (. hna,mo tOI‘@j axh+ bza = 0
za vsak v € K,sajje arhb = 0in bra = 0, zatoa = 0 ali b = 0. Dokaz izreka
je s tem kon @&ﬂ

Nadaljevali bomo z rezultatom, ki g

. Naj bo K p

odvajanja, ki slikajo K vase. Ce je za vsak x € K 1zpolnjeno

potem je Dy = 0 ali Dy = 0.

m da z uposStevanjem (4)

D1(z)D2(y) + D2(z)D1(y) = 0 (5)

. Pisimo v (5) yz namesto y pa dobimo

D1(z)yDy(2) + Dy(z)D

1 ( Y ) z+ Dy { T Ey

OZITOMma,

za vse x, Y,z € K.

bo(z) + Day(z)yl

za vsak par z,y € K. Denimo, da je Dl(:z:g) #0zaxzg € K. Iz (7) in izreka

4 sledi Dy(zg) = 0. Ce v (6) pisemo z = zg In upostevamo Dz(mﬁ} = l
dobimo I g(x)yD1(£@§ = 0, od koder sledi Dy(xz) = 0 za Wak r € K, sa]
SO “W@h D {%} # 0 Dokazali smo torej, da iz Dy # l sledi
Dy = 0. Dokaz izreka je koncan.

Izrek 1 in 1zrek 6

bomo upostevali pri dokazu naslednjega rezultata.

Izrek 7. Naj bo K prakolobar brez elementov reda dva in Dy, Do
odvajangi, ki slikata K vase. Ce je za vsak z € K 1izpolnjeno

D1(2)Da(2) + Da(z)Di(z) = 0, (

.

potem je D

Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 1 11



Dokaz. Dokazimo, da je preslikava D : K — K definirana z D(z) =
= Dq(Dy(z)) jordansko odvajanje. Ker je oc¢itno D aditivna, moramo

dokazati le 3e, da je za vsak z € K izpolnjeno D(z?) = Dz)x + zD(z).
Z upostevanjem (8) dobimo

D(z*) = Di(Dy(z)z + 2Dy(z)) =
= D1(D2(z))z + Do(z)D1(z) + Di(x)Da(z) + 2 D1(Do(z)) =
= D(x)x+ zD(x)+ Da(x)D1(z) + D1(z)Dy(x) =
= D(x)x + xD(z).
Preslikava D je torej jordansko odvajanje. Po izreku 1 je D odvajanje.
Izpolnjeni so torej vsi pogoji izreka 6, zato Dy =0 ali Dy = 0. =

Naj bo K kolobar z enoto 1 in D : K — K odvajanje. Ce v enaébi
D(zy) = D(z)y + yD(z) (9)

pisemo z = y = 1, dobimo D(1) = 0. Ce je y = 27!, dobimo iz (10) D(1) =
= D(z)z~t 4+ zD(z™ 1) oziroma

D(z)=—zD(z™ ")z (10)

Ce je torej D odvajanje na kolobarju z enoto, potem je za vsak obrnljiv
element kolobarja izpolnjena enacba (10). Nastane vpraSanje, ali enacba
(10) karakterizira odvajanja med vsemi aditivnimi preslikavami. Natanéneje
povedano, sprasujemo se, ali je vsaka aditivna preslikava, ki slika kolobar
z enoto vase in je pri njej za vsak obrnljiv element kolobarja izpolnjen
pogoj (10), odvajanje. V poljubnem kolobarju z enoto pozitivnega odgovora,
seveda ne moremo pricakovati, saj se lahko zgodi, da sta 1 in —1 edina
obrnljiva elementa kolobarja. Dokazali bomo, da je odgovor na vprasanje, ki
smo si ga pravkar zastavili, pozitiven v poljubnem obsegu s karakteristiko,

razlicno od dva.

Izrek 8. Naj bo K obseg s karakteristiko razlicno od dva in f : K — K
aditivna preslikava. Ce je za vsak od ni¢ razlicen x € K 1zpolnjeno

f(z) = —af(a~1)a, (11)

potem je f odvajanje.

Dokaz. 1z (11) dobimo
f(1)=0. (12)

Preprost racun nas preprica, da za vsak x # 0 velja
2=z —(z7t+(1-2z) ) L. (13)
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Z, uporabo aditivnosti preslikave f ter (12) in (13) dobimo

f(z*)= fz - (z7' + (1- )" )™ =

= f(2) - (™ 4 (1—2) 1)) =

= f(x)+ (1 - :E):r:(m;z:"lf(g;)g;—l _

—(I=-2) ' fl-2)(1-2) ) (1 -2)z =
f(z) = (1= 2)f(2)(1 - 2) + 2 f(a)e =
= f(z)x+ zf(x).

Dokazali smo, da je za vsak z € K izpolnjeno f(a:z) = f(z)z + z f(2),
kar pomeni, da je f Jordansko odvajanje. Dokaz izreka je s tem koncan, saj

po izreku 1 sledi, da je f odvajanje. =

Izrek 9. Naj bo K obseqg s karakteristiko razlicno od dva in f : A — K
aditivna preslikava. Ce je za vsak od nié razlicen x € K izpolnjeno

fl@)==zf(z""), ‘ (14)

potem je

2f(2) = f(1)e + 2 f(1)

za vsak x € K.

Dokaz. Privzemimo, da je

f(1)=20 (15)

Upostevajmo aditivnost preslikave f ter (14) in (15). Imamo

=22 Y1 - 2)f((1 —2) 'z)z" (1 - 2)z =
=(1-2)f(1-2)'=-1)1-2)=

=(1-2)f(1-2)"")(1-2)=
= (- a)1 =) (=21 - 2)7 (1 - 2) =

Dobili smo torej f(z) = — f(z) za vsak od nic¢ razlicen z € K, k
da f(z) = 0. Naj bo sedaj f splosna (bmz privzetka f(1) = 0). V
preslikavo g : K — K

g(z) = 2f(x) = f(D)z -z f(1).

Obzornik mat. fiz. 41 (1994) 1 13




Preslikava ¢ je ocitno aditivna. Hitro se prepricamo, da je za vsak od nic
razlicen x € K izpolnjeno g(z) = zg(z~')z. Izpolnjeni so torej vsi pogoji
izreka 9. Ker je g(1) = 0, je po pravkar dokazanem ¢(z) = 0, z € K.
Torej je za vsak z € K izpolnjeno 2f(x) = f(1)x + z f(1), kar je bilo treba
dokazati. =

Idejo za dokaz izreka 8 in izreka 9 smo vzeli iz clanka [6] S. Kurepe. Za
konec pa Se naslednji rezultat, ki je posledica izrekov 8 in 9.

[zrek 10. Naj bo K obseg s karakteristiko razlicno od dva in f : K — K,
g : K — K aditivni preslikavi. Denimo, da je za vsak od ni¢ razlicen x € K

1zpolnjeno
flz) =zg(z7 )z. (16)

V tem primeru obstajata taki aditivni preslikani F': K — K inG: K — K,
da je za vsak x € K 1zpolnjeno 2f(z) = F(z)+G(x), 2¢9(z) = F(z) — G(z),
pri cemer je F odvajanje, za preslikavo G pa velja 2G(z) = G(1)x + zG(1),
T € K.

Vpeljimo preslikavi F': K — K, G: K — K
F(z)= f(z) —g(z), G(z)= f(z)+g(z).
z (16) dobimo
| g(z)=zf(z M. (17)
Iz (16) in (17) sledi

F(z) = f(z) - g(z) =
=zg(z Nz —zf(z )z =
= —2z(f(z7') = g(a™))z =
= —aF(z)z.

Dokazali smo torej Fi(z) = —zF(z7 ")z za vsak od ni¢ razlicen z € K. Prav

tako dobimo G(z) = G(z~ 1)z za vsak od ni¢ razlicen z € K. Po izreku 8
je F' odvajanje, izrek 9 pa pove ZG(x) = G(l)z + zG(1), x € K. Ocitno je
Qf(x) = F(w) G(z), 29(z) = F(z) — G(z), v € K. Dokaz izreka je s tem

koncan.
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Pricujoci prispevek | nha,ja povsem po naklju¢ju na dan ravno 100 let po ob] j&VE
ka,seve leme [2]. Ta rezultat } je ekvivalenten izreku o dualnosti v inearnem pmgmmn"aﬂju
Poleg prikaza te ekvivalence so omenjene se nekatere geometrijske posledice.

It is just a coincidence that this article appears exactly 100 years after Farkas’ lemma
has been published. It is demonstrated that Farkas’ lemma 1s equivalent to the duality
theorem in linear programming and some geometric consequences are outlined.

Njegove elemente

Ker nam taka pi%am, vzame prece] prostora, bomo najveckrat uporabili ek
T Mam@

vivalenten zapis, = {’ﬁw’ﬁzﬁ“ z,)'. Operacija ! oznaéunje
(?@mm@mmme) matrik, ki vrstiéni vektor prevrne v stolpec.

skalarni produkt vekto: jev z,y € R™ lahko zapisemo kot zTy € R.
Podobno bomo z R™"™ oznacili mnozico realnih matrik velikosti m x n

(m vrstic in n smimv)

' g Bj;: Q,':; “in B

= [by;]i=; 7, matriki dimenzij.
, ce a;; < b;; za vsak Podobno med

no . < par indeksov 7 in 7.
eﬁa,hh WM{OSM vpeljemo tudi relacijo >. V posebnem pumm
piSemo A > 0, ¢e so vsi elementi matrike A nenegativni. Primerjanje vek-
torjev j@ poseben pﬂmm‘ ravnokar veﬁjanega, primerjanja matrik.

m,n ter vektorja b € 1
maksimum linearne

(1)

neenakosti:

- O

AVARIVAN




Taki nalogi pravimo naloga linearnega programiranja v standardni oblik:.
Funkcija (1) je kriterijska funkcija. Vektorjem z € R™, ki zados¢ajo po-
gojem (2) in (3), pa pravimo dopustne resitve dane naloge linearnega pro-
gramiranja. Tistim dopustnim reSitvam, pri katerih je dosezen maksimum
funkcije (1), pa pravimo optimalne resitve.

Z (1)—(3) je tesno povezana naslednja naloga: pois¢i minimum linearne
funkcije

g(y)=1b"y, (4)

pri cemer mora y € R™ zadoscati naslednjemu sistemu neenakosti:

ATy__>_c, (5)
y > 0. (6)

Pravimo, da je naloga (4)-(6) dualna naloga prvotne naloge (1)—(3).

Na prvi pogled nalogi nimata mnogo skupnega. Vendar pa se izkaze,
da so njune optimalne resitve v tesni zvezi. Tako velja naslednji izrek o
dualnosti v linearnem programiranju.

[zrek 1. Ce ima naloga (1)-(3) optimalno resitev, ima optimalno
resitev tudi njena dualna naloga (4)-(6), optimalni vrednosti funkciy (1) in
(4) pa sta enaki:

max{c'z |z € R™, Az < b,z >0} =min{bly |y e R™, Aly>¢c,y>0}

Izrek o dualnosti so prvi objavili Gale, Kuhn in Tucker [5], vendar
avtorstvo tega izreka Gale pripisuje von Neumannu, ki je Ze leta 1947 najavil
(ne pa tudi objavil) ta rezultat [9]. Privzeli ga bomo kot znano dejstvo,
sa] ga najdemov vseh knjigah, ki govorijo o linearnem programiranju, na
primer [1], [10], [11].

Zmanih je vet ekvivalentnih izrazav izreka o dualnosti. Najpogostejsi
sta naslednji obliki:

(a) max{c'z |z € R*, Az < b} = min{bly |y e R™, ATy =¢c, y > 0}
(b) max{clz|z € R", Az =b, 2 > 0} = min{bly |y € R™, ATy > ¢}

Obe enakosti veljata le pod pogojem, da sta mnozici na obeh straneh
neenakosti neprazni ali pa je vsaj ena od mnozic neprazna in omejena (pri
maksimumu navzgor, pri minimumu navzdol). Dokaza gornjih oblik izreka
o dualnosti sta sorodna dokazu osnovne oblike, lahko pa ju dokaj enostavno
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ker lahko vsak z zapisemo kot razliko
mgﬁ je mm 1, tretja pa je ocitna,
1"y > —c nadomestili z em&msﬁm

spnrreveren.

wa, en &E&OS% Vv gmnﬂ 1zpeljavi velja, |
vekmuev r=w—w'.

0,C, T, Y, 1, M

okazu ﬁzzeka 8 bomo potrel @vah Se osnovni izrek linearnega pro-
ki pravi naslednje. Dana 1 M bo naloga, hﬂ@&?ﬂ@& programira-
Azxr < 7z n neznankami in m ﬁ@@na@ yami. Potem Wha,

ka, bazna msmev @sm sas%emu
Sm@zn@ bazno m%ﬁ@v jez;, = l ce 3@ 9 € - A

Vsaka taka izbira indek B1, B2 ni nujno dobra V@ﬂd&ﬁ" pa
sledi, da je Stevilo baznih reditev kvecjemu (”'i':"’),

Ce je naloga neomejena, tedaj obstaja osnovna smer s €

tero je ¢!'s < 0. Osnovne smeri niso odvisne od vektorja c¢. L

rane so kot vektorji s, za katere je As < 0, dobimo pa jih iz baznih

opusmih r@éiﬁ@v E{aﬁueﬂm b@disi spremenimo eno od nicelnih koordi-

z;, j € B @ﬁ&kosm (Az); = &5?
Spfeﬂg@nﬂ"ﬁ@ vV (Ag} h smerl za dani sis-
Az < b je koncno mnogo.

naslednjem razdelku si bomo
Sgsmmr hnemm

resevanje
da j@ méeva




Hitro pa vidimo, da velja tudi obrat:

Trditev 2. Problem linearnega programiranja ni ,tezZp” od iskanja
resitve sistemov linearnih neenach.

Dokaz. Recimo, da imamo linearni program v standardni obliki:
max{ch; lz € R", Az <b, z > 0}. (7)
Sestavimo naslednji sistem linearnih neenach:

Az <b,2>0,ATy>c,y>0,c'z>b"y.

Oc¢itno je, da vsaka resitev tega sistema ponudi ne le optimalno resitev dane
naloge (7), ampak tudi optimalno resitev dualne naloge. Da pa je ta sistem
resljiv natanko tedaj, ko ima (7) optimalno reiSitev, nam zagotavlja izrek o
dualnosti. =

2. Farkaseva Lema

Ogledali si bomo dve ekvivalentni obliki Farkaseve leme — geometrijsko
in algebrsko. Prva oblika karakterizira konc¢no generirane stoZce, druga pa
govori o refevanju sistemov linearnih neenaéb.

Recimo, da imamo dane vektorje vy, vy,..., v, v R". Oznac¢imo s
Stozec(vy,...,v,,) stoZec, generiran z vy, ..., Upy:

(i

- StoZec(vi,...,Vp) =

Farkaseva lema je geometrijski rezultat o vektorjih v R™, ki je ekviva-
lenten izreku o dualnosti v linearnem programiranju. Kljub temu da se Far-
kaseva lema geometrijsko zdi ,,dokaj ocitna”, pa je z elementarnimi sredstvi
ne znamo dokazati prav na hitro. Ta rezultat je prvi objavil madzarski fizik
Farkas leta 1894 [2], [3], neodvisno od njega pa je isti izrek dve leti kasneje

predstavil e Minkowski [7].

[zrek 3. (Farkaseva lema, [2], [3], [7]) Naj bodo vy, ..., v, vektorji iz
. Za polyjuben vektor s € R™ sta naslednji dve trditvi ekvivalentnai:

(1) s € Stozec(vy,...,Vm).
(2) Za vsak y € R™, za katerega je viy > 0,i=1,...,m, je tudi s'y > 0.

R™

Dokaz. (1) = (2): Ta del dokaza je enostaven. Ce je s v stozcu, je
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, da je vy > 0 za vsak

Naj bo sedaj y € IR

171

agfv;y > 0.

1=1

(2) = (1): Bistvo Farkaseve leme sloni na tem delu ekvivalence med (1)
in (2). V dokazu bom uporabili naslednji linearni program:

0 a DO go ] 1h Aty > l ,
A € IR maftrika, katere stolpci = enaki danim vektor 3@m @h Co
aﬁ@ga ima, €0_HSME@ m&ﬁw = (. Pogoj A
je le malo drugace zapi
pogoja (2) je za vsako d@m% 10 resitev y gom;e . 8 Y
mﬁm navzdol omejma in torej ima optimalno resitev y*. P K
nosti (oblika (b)) ima optimalno resitev « tudi njena dualna naloga:

max 0! o

ob pogojih Aa = s,

| SV obhm nen legativne h %m@ Ombmaﬁje danih vektorjev vy,...,v,,,

i, da je s = Y7, a;v;. Torej je s € Stozec(vy, ..., vm).

Navadno pa Farkasevo Eem@ srecamo v naslednj;

linearnth enacb

R™, za katerega velja:

nima resitev natanko tedajy, k

Aly>0, y>0 in by <o.

Dokaz. To obliko Farkaseve leme se da enostavno izpeljati iz izreka 3.
c ar pa bonm mje @n@vm” cornji dokaz izreka 3.

Pri dokazu obrata
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MnoZica, ki nastopa v gornji neenakosti, ni prazna, saj vektor y = 0 zadosca
pogojema ATy > 0in y > 0. Po izreku o dualnosti ima zato dualna naloga
dopustne resitve. Hitro pa vidimo, da je dualna naloga oblike:

max{OT:c |z € R", Az < b, z > 0}.

Vsaka dopustna reSitev te naloge pa ustreza naSemu linearnemu sistemu
neenach, in dokaz je tako koncan. =

Na podoben nacin, tokrat z uporabo razlicic (a) in (b) izreka o dualnosti
v linearnem programiranju, lahko dokazemo tudi naslednji obliki Farkaseve
leme:

Izrek 5. (Farkaseva lema) Naj bo A € R™"™ in b € R™. Sistem

linearnih enach

Az <b

7e nereslpv natanko teday, ko obstaja y € R™, za katerega velja:

ATy=0,y>0 in bly<o0.

Izrek 6. (Farkaseva lema) Naj bo A € R™™ b € R™. Sistem

linearnih neenach
Az = b, >0

je protisloven natanko tedaj, ko obstaja y € R™, za katerega velja

ATy >0 in bly<o.

Na koncu povejmo se, da pomen Farkaseve leme ni v tem, da bi z njeno
uporabo pokazali, da je sistem neenacb neresljiv, ampak da nam ponuja
enostavno moznost dokazati, da dani sistem ni resljiv. V ta namen moramo
le ,uganiti” vektor y, ki ustreza zahtevanemu pogoju. 7 uporabo tega
dejstva se da pokazati, da je problem resevanja linearnih sistemov neenakosti
v NP N co-NP. (V ta namen moramo pokazati Se, da za vsak protisloven
sistem obstaja ,,dokaz neresljivosti” — uztrezni vektor y, ki ni ,,predolg”.)

Za konec tega razdelka pa brez dokazov navedimo Se nekaj podobnih
izrekov, ki veljajo v primerih, ko dopuséamo tudi stroge neenakosti:

(a) Sistem Az < 0 je nresljiv natanko tedaj, ko sistem Ay =0,y > 0,

y # 0 nima nobene resitve (P. Gordan [6]). ,
(b) Sistem Az < 0, z > 0 je resljiv natanko tedaj, ki sistem ATy > 0, y >

> 0, y # 0 nima nobene resitve (J. A. Ville [15]).
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0, z > 0 je resljiv natanko tedaj, ko sistem
£ 0 nima nobene resitve (E. Stiemke [13]).

n Az < 0, bz > 0 je resljiv natanko tedaj,
y > 0 nima nobene reditve {J . Farkas [4]).

S 0, z > 0 je resljiv natanko md% ko sistem

~1 @;xY; < 0 nima nobene resitve (A. [ucker {14]

ko sistem A

o 771

Ekvivalenca

V prejsnjem razdelku smo Ezp@h%&ﬁ Farkasevo lemo iz izreka o dualnosti
v i1 @@Jmem mmmw&mu /Zanimivo je, da se da smer tudi @mm
predpostavki, da velja Farkaseva lema, lahko dokaj enostavno dok
izrek o uahm%i To bomo dokazali v tem razdelku.

imo torej, da resujemo nalogo linearnega programiranja

max{c x| x € R

ki je navzgor omejena in ki ima dopustno resitev, recimo z. ]
dovolj veliko stevilo M in vsako dopustno resitev z velja c¢fz < M.

Najpre] pokazimo, da 1ma

dualna naloga dopustno resitev. (
imela, bi bil sistem —ATy < —¢, y > > 0, v 6 R™ bmz msﬁwe Po kaagew
mi (izrek 4) obstaja vektor z € R 0

Zato sledi,

pustna resitev nasSe prvotne naloge.

@Tx — CTQ?E -+ tieT

dualna nalo o

kar je v nasprotju z nasSimil pr
dopustne resitve.

Naj bo sedaj y poljubna o msﬁe‘v dualne naloge in 2
pustna resitev prvotne naloge. Ted

poljubna




Dokazati moramo le Se to, da obstajata taki dopustni resitvi z* in y™*,
za kateri je ¢fa* > bTy*. Iskanje takih resitev je ekvivalentno resevanju
naslednjega sistema linearnih neenach (zapisanega v blo¢nomatri¢ni obliki):

A
—C
0

kjer zahtevamo e, da je w = (;3:) > 0. Oznaé¢imo matriko na levi strani (10)

s (), desno stran pa z d. Torej resSujemo Qw < d, w > 0. Po Farkasevi lemi
(izrek 4) ima ta sistem resitev natanko tedaj, ko za poljuben z ¢ R™t1+7
velja:

ceje z>0 in QTz>0, tedajje d¥2>0. (11)

Zato je dovolj pokazati (11). Naj bo torej z > 0in QT2 > 0. Ce je z =
= (ul,t, o), v € R™, t € R, v € R", od tod sledi: ATu > tc, t > 0,
u>0,v>0in Av < th. Ce jet > 0, tedaj je

1 1 |
dlz =0Ty —clv> -{'UTATU — -ZuTAv =0.

Ce pa je t = 0, pa uporabimo nasi dopustni resitvi z in ¥:
dTz = bTu —cTo > (A8) u— (AT9) v = (ATw)'z — (Av)Tg > 0.

Pri tem smo seveda upostevali ATu > tc = 0in Av < th = 0. Na tem mestu
dokaz lahko konéamo. Pokazali smo, da izrek 1 sledi iz Farkaseve leme.

4. Nekatere geometrijske posledice

Za konec si oglejmo Se dva pomembna rezultata, ki se navezujeta na

Farkasevo lemo. Prvi rezultat so (verjetno neodvisno) nasli Farkas [3], [4],
Minkowski [7] in Weyl [16].

Izrek 7. (Farkas-Minkowski-Weyl) Naj bo Az < 0 sistem linearnih
neenacb z n neznankami. Tedaj obstajajo taki vektoryi uq,...,ug € R™, da

velja:

{r € R" | Az < 0} = StoZec(uy,...,uq).

Hitro se vidi, da je mnozZica resitev sistema Az < 0 stoZec. Neocitno je
le dejstvo, da je ta stoZzec konéno generiran. Dokaz je precej podoben ute-
meljitvi izreka 8, zato ga opuscamo. Omenimo le, da moramo za uq, ..., uy
vzeti tako bazne resitve ¢; kot osnovne smeri s;, ki nastopajo v izreku 8.

Farkas-Minkowski-W

Veylov izrek nam pove, da je mnoZica vseh resitev
sistema Ax < 0 konc¢no generiran stoZec, podobno, kot je mnozZica resSitev
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sistema . J .. konm
U1,..., U pravimo tudi ! mng resitve sistema neenach
Podobno kot ..., vq) je definirana konveksna og

m} Uy .-, 0 kot mnoZica vseh komfeksm

- e e s @d) C Stoéec(m, ceey @d) ;

Tako kot smo v izreku 7 opisali reSitev homogenega sistema linearnih
b, lahko pokaZemo, da se dajo reSitve nehomogenega sistema A
pisati kot mnozZica vseh vsot oblike z = g+ s, kjer je ¢ € Conv(qy, ...,
in s € Stozec(sy,...,8Mm)-

(Motzkin [8]) Naj bo Ax < b sistem linearnih neenacéb z n

neznankami. Tedaj obstajajo taki vektoryi qi,...,qn (N > 0) in s1,...,8m
(M > 0), da je:

{z e R" | Az < b} = Conv{qy,...,qn) + Stozec(Sy,...,50m) - (12)

je resitev sistema Ax < b natanko tedaj, ko ga

Povedano drugace: z € R
lahko zapisemo kot

.., By nenegativni in je Zﬁ;l a, = 1.

» Gn bazne dopustne resitve, sq,..
Potem je Ag, < b (1 <r <N

/ato je vsak x € Conv(qy,...,qn) + Stozec(sq, ...

pa je obrat. Naj bo Z poljubna reSitev nasega SBS’WH}&
“ = Conv(qq,...,qn) + StoZec(sy, . /apisanc

O ne 0 1 bilo res, tedaj po Far ka,s evi 1em1 (izrek 6) obstaja y
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c € R™, v € R, za katerega velja:

g +7>0, r=1,...,N (15)
sy >1, t=1,....M (16)
N

< (17)

Ji+7<0,rzlwn,
Z.daj pa poglejmo linearni program
min{c’z | Az < b}.

Pri tej nalogi bomo uporabili osnovni izrek linearnega programiranja (A),
(B), ki smo ga navedli v uvodnem razdelku. Ker je z dopustna resitev in
ker za vse osnovne smeri velja ¢!s; > 0, je ta naloga dopustna in po (B)
ni neomejena. Zato ima optimalno resitev. Optimum je po (A) dosezen v
eni od baznih dopustnih resitev, recimo ¢,. Zaradi (15) je min{c'z | AX <
< b} = ctq, > —v. Vendar pa iz (17) sledi ¢f2 < —v. Prisli smo do

pro tis EOVj d. @

Ker mnozice oblike P = {z € R"™ | Az < b} imenujemo konveksni polie-
dri, gornjemu rezultatu pravimo tudi izrek o dekompoziciji poliedrov (Motz-
kin [8]). Njegova neposredna posledica je, da vsak omejen konveksni polie-
der lahko zapisemo kot konveksno ogrinjaco kon¢ne mnozice tock vy, ..., v,
( Minkowski-Steinitz- Weylov izrek [7], [12], [16]). Tudi ta rezultat je primer
geometrijsko intuitivno povsem ,,ocitne” narave, ki pa je ni prav nic lahko
dokazati.
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500 SIT na m r() un
ll 6?8 pri SDK 1 jubhama |
potrdilo o vplacilu.

. Cvelbar

25




Prispevek vsebuje odgovore na nekaj vprasanj, ki smo jih ucitelji fizike

MFA 23.11.1993.

iz razli¢nih srednjih Sol postavili na ob¢énem zboru DA

1. PRENOVA POUKA FIZIKE

Pod vodstvom svetovalke za fiziko na Zavodu RS za Solstvo mag. Sete
Oblak je pred petimi leti stekel projekt Posodobitev pouka fizike v srednji
soli. Cilji projekta so bili predvsem:

- prenoviti in posodobiti program pouka fizike za vse stiri letnike srednje

Sole,

- pripraviti didakti¢ni komplet in normative za opremo,

- vkljuéiti sodobno uéno tehnologijo v pouk,

- preizkusiti program in didakti¢ni komplet na vec¢ Solah z razlicnimi
usmeritvami,

- organizirati izdelavo in nakup ucne tehnologije,

- vnestl preizkuSeni program v vse srednje Sole,

- poskrbeti za dopolnilno izobrazevanje uciteljev.

Projekt je Stekd v Solskem letu 1987/88 in je bil konctan v prejSnjem
Solskem letu. K pmgekﬁu je takoj pristopilo precej uciteljev iz razli¢nih
srednjih $ol po vsej Sloveniji, pa tudi sodelavci z Oddelka za fiziko Univerze
v Ljubljani, pedagoskih fakultet v Ljubljani in Mariboru, razli¢ni izdelovalci
ucne opreme in DZS. Ozji sodelavci so v tem casu vlozili veliko dela in
znanja v snovanje programa, Sirsi sodelavci smo s svojimi dijaki sodelovali
pmvsem kot preizkusevalci. K preizkusanju programa smo bili povabljeni
ki poucujemo fiziko v srednjih solah.

2. REZULTATI

Pripravljen je program, ki ga je mogoce izpeljati v najmanj 280 urah
pouka. Program vsebuje tudi teme iz moderne fizike, ki jih do sedaj pri
pouku v srednjih Solah obi¢ajno nismo obravnavali.

Spremenil se je nacin poucevanja fizike. Tezisce pouka se je s papirna-
tega reSevanja racunskih nalog preneslo na razumevanje snovi in razvijanje
laboratorijskih vesc¢in dijakov, zato program poleg zgoraj navedenih ur zah-
teva Se 35 ur laboratorijskega dela.

Te spremembe so zahtevale tudi spremembe v nacinu preverjanja zna-
nja. Pokazala se je potreba po poenotenju zahtev in kriterijev na Solah.
Oblikovale so se skupine za pripravo testov. Vecina uciteljev, ki so pre-
izkusali program, se je tudi lotila eksternega preverjanja znanja. Teste smo
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1 po vsej Sloveniji na isti dan, jih popravili po navodilih
bnih obrazcih za obdelavo poslali zavodu za Solstvo. R
na zacetku seveda slabi, 1M je b
casom boljsali.

Sirsi sodelavei projekta smo se udelezevali rednih seminarjev, na katerih
so nam predstavili snov po letnikih, demonstracijske poskuse in laborato-
rijske vaje in nas sproti seznanjali z rezultati testov. Poleg tega smo s svo-
jimi mnenji sooblikovali tako vsebino programa kot tudi nacin preverjanja
ZH&JE@J
@%S 10 Z vpeljavo novega | mgmnm v n&sﬁe Inji letnik naj bi
ivo za 1 cence. Tu se Je zataknilo, ker - L Zamu jajo. 1 ZS@E jeu
iika za ucence 1. letnikov. 1 drugih letnikov imajo n
Mehanika in mmm a, Klektrika za 3. letnike ni izsla niti v ob h
, iz5lo pa je Nihanje in mbmﬂ je. Tudi za dijake 4. letni -
Ucitelji sicer imamo fotokopije gradiv, ki 1SO 1Z§

ih ucbenikih, fotokopiramo vsebine,

n rezultate n @,

ki jih ti ne wbmv @Jm,j&

Medtem se je zgodilo marsikaj, kar je na projekt zelo vplivalo. Bili smo
ogorceni, ko smo ob uvedbi gimnazijskega programa izgubili 70 ur fizike.
Posledica tega je, da z gimnazijci predelamo snov do vklju¢no nihanja in
valovanja, o moderni fiziki pa slisijo samo tisti dijaki, ki fiziko Hb@?@jﬁ %
1. letniku. 1 Jrugacne raz] Ommm sn@w si zal ne moremo privosciti, ker
do 4. letnika v gimnaziji sedijo skupaj pri pouku fizike tisti, ki nameravajo
m’aﬁmﬁ iz tega predmeta, skupaj s tistimi, ki na tem pgméju nima,jo

V kaksnih tezavah je ucitelj, ki mora ene pﬁpmﬁﬁ a?ﬁmm
a ne pf@ve% zamm?ﬁ ﬁﬂjeﬂj& in jim kljuk

obvezni m: 1tetni mdm%
Nerno spregovo riti v en

ahm je n

mnenji, 1 S@wim Prvic smo o kaﬁmﬂ@gu Sirse mzmﬂjah
v okviru seminarjev na predzadnjem obcénem zboru DMFA na B Ee u. Vv
E@t@mj@m letu pa je bﬂ * predstavljen vsem uciteljem fizik

Ek&ﬁ“ m@d%&wh E@ﬁaaﬁ@g 19. ﬁ%bmama

pojavila potreba po d .
o' skupaj z

lsednik rep ‘ﬁbh ske pred ne |
1 ucitelji fizike vseh
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4. TRENUTNO STANJE

Projekt je formalno konc¢an, sredstev ni vec, delo pa Zal Se ni opravljeno.
Predvsem je treba ucitelje, ki pri prenovi niso sodelovali, seznaniti s pro-
gramom in jih pripraviti na maturo. Priprave Ze potekajo na seminarjih, ki
jo jih hkrati pripravili v Ajdovscini, Celju in Trbovljah. Socasno potekajo
tudi priprave na poskusno maturo. 1i seminarji so v Ljubljani.

V pripravi so naslednja gradiva:

- zbirka vseh testov, s katerimi smo eksterno preverjali znanje,

- prirocniki za ucitelje za vse letnike,

- gradiva in ucbeniki za ucence.

 Zal je trenutno stanje tako, da si nihée ne upa obljubiti, kdaj bodo ta
gradiva izsla. K temu je nekaj prispevala tudi nadvse duhovita reorganiza-
cija zavoda za Solstvo. V svojem imenu in v imenu svojih ucencev lahko
zapisemo samo, da ucbenike nujno potrebujemo.

5. SKLEP

Za konec Se osebno mnenje in nekaj zelja.

Projekt Posodobitev fizike je bil zame zelo pozitivna izkusnja. Bila

sem prisiljena vec in bolje delati, kot bi sicer, spoznala sem kolege iz vse
Slovenije, s katerimi bom sodelovala tudi, ko bo projekt zares koncan.
Marsikaj sem morala prestudirati in in veliko snovi smo predebatirali. Fizika
ni vec elegantno pisanje po tabli. Dobila sem tudi veliko novih idej za
demonstracijske poskuse in laboratorijske vaje.
Odlo¢itev za eksterno ocenjevanje je bila tezka. Ce si se tako pripove-
dujemo, da ni tako, je to vendarle tudi preizkus za ucitelja. Ob pregledo-
vanju testov sem bila veckrat slabe volje kot ne. Zanimivo pa je, da so ga
sprejeli tudi ucenci. Sproti sem jih seznanjala z zbranimi rezultati in radi
so se primerjali s svojimi vrstniki po Sloveniji.

Ena od pozitivnih posledic prenove je tudi to, da avtorji starih ucbenikov
ze pripravljajo posodobitve. R. Kladnik je Ze izdal 1. del svojega preno-
vljenega ucbenika, pripravlja pa se tudi prenova uchenikov I. Kuscerja in
A. Moljka.

Zato si zelo zelim, da bi ¢im prej iz$li vsi priroc¢niki in gradiva, ki so
nastali med projektom. Avtorji so kolegi, ki so ob polni zaposlitvi v Solah
garali v ozji skupini, pripravljaji tekste, laboratorijske vaje, eksperimente
in seminarje, izdelovali ucila... Zamujanje pri tem lahko zelo poslabsa sicer
dobre rezultate, kajti pomembno je misliti na ucitelje, ki pri projektu niso
sodelovali in ta gradiva nujno potrebujejo.

Za konec $e poziv vsem uciteljem fizike na vseh stopnjah. Obzornik je
glasilo DMFA in veéji del ¢lanstva smo ravno ucitelji. Zato je zadnji cas, da
se zatnemo oglasati v njem s svojimi témami.

Marusa Potokar
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MEA je bil 22 in 23. oktobra m% v
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V petek je delo potekalo v treh sekcijah. Fizikom je Igor Kulcar porocal
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primer kvadratne) funkcije lahko dobimo konvergentno zaporedje, more pa
se zaporedje obnasati tudi nepredvidljivo, kaotié¢no. Ta prehod nastane s
povecevanjem parametra nelinearnosti. V bistvu je enak za zelo Sirok razred
nelinearnih funkcij. Sliko prehoda vidimo na bifurkacijskem diagramu.

Marko Robnik je v predavanju prikazal problem kaosa v fiziki, in sicer
v Sirsem znanstvenem kontekstu. Odkritja Turinga in Godla, da obstajajo
neizracunljiva stevila ter nedokazljivi izreki v matematiki, so tesno pove-
zana s pojmom nakljucnosti in nenapovedljivpsti. Najkrajsi program in al-
goritem za izracun danega neizracunljivega stevila sta namre¢ prav enako
dolga kot stevilo samo. Proces je neponovljiv v smislu, da najmanjsa na-
paka vodi do popolnega razdora koncnega rezultata. Se vec, kompleksnost
Turingovih neizracunljivih stevil ni patoloska in izjemna, temvec tipicna in
jo je najti povsod. Izkaze se, da imajo trajektorije v kaoti¢nih determini-
sti¢nih dinamicnih sistemih prav take lastnosti: nenapovedljivost orbit za-
radi obcutljive odvisnosti od zacetnih pogojev, ki se manifestira v ekspo-
nentni divergenci sosednjih trajektorij (pozmvm eksponemi Ljapunova in
pozitivna algoritmi¢na kompleksnost). Marko Robnik je prikazal klasi¢ni
primer kaotitnega hamiltonskega sistema, namre¢ Henon-Heilesov sistem.
Demonstriral je avtenti¢nost kaosa v primeru diskretnih preslikav, opisal
teorijo KAM in njeno uporabo v sonc¢nem sistemu. Orisal je problem stabil-
nosti sonénega sistema in navedel rezultate Wisdoma o kaoti¢nosti Pluto-
nove trajektorije z Ljapunovim casom 20 milijonov let ter Laskarjevo ana-
lizo kaoticne dinamike posevnosti pia,nemv in posledic za dolgorocni razvo)
klilme NpT. na nasem planetu. Nazadnje je ilustriral pomen nelinearnosti na
zgiedu Rayleigh-Benardove konvekcije, kjer ima nelinearnost dve posledici:
najpre] porodi urejeno makroskopsko gibanje tekoCine, nato pa z vecanjem
temperaturne razlike prek kaskade F eigenbaumovih blfﬂi’k&ﬁj vodi do ma-
kroskopsko kaoti¢nega gibanja tekocine.

Nelinearna dinamika in sinergetika sta vedi, ki sta na revolucionaren
nacin spremenili tako nase razumevanje in razmisljanje o deterministi¢nih
dinamicnih sistemih kakor tudi o kompieksnih sistemih — tudi bioloskih.
Orisal je Se podrocje kvantnega kaosa, to je Smdua pojavov v mikroskop-
skem {ammamem} svetu, ki so zmaiogua klasi¢nega kaosa. Gre predvsem
Za Tazumevanje staﬁmgtmm lastnosti energushh spektrov in (morfologije)}
lastnih stanj. Osnovne ideje, rezultate in teoretiéna razmisljanja je ilu-
striral na primeru dvodimenzionalnih biljardnih sistemov in navedel, da je
npr. atom vodika v mo¢nem zunanjem homogenem magnetnem polju pri-
mer kvantnega kaosa.

Na ob¢nem zboru v soboteo, 23. oktobra, pa smo se najprej spomnili
clanov, ki so nas zapustili v tem letu, posebej se ¢astnega ¢lana drustva
Antona Peterlina.

Vodstvo ob¢nega zbora smo zaupali ddmfﬂe 11 pmsedswu Petru
Petku kot medsemku ter clanoma Edi Okreti¢c Salmi¢ in Tomazu Pisan-
skemu. Obéni zbor so pozdravili in mu zazeleli uspesno delo Milena Cok
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v imenu Skupscine obc¢ine Koper, Marko Razpet v imenu Pedagoske fakul-
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Iva Mulec, fizika Marusa Potokar; komisija za popularizacijo, matematika
0S Aleksander Potoénik, fizika OS Jelislava Sakelsek, matematika SS Darjo
Felda, fizika SS Ciril Dominko, astronomija Tomaz Zwitter, razvedrilna ma-
tematika Izidor Hafner, za predavanja ucencem Blaza Cedilnik, vodja raz-
iskovalnih dni za fiziko Branko Borstnik, za matematiko Darjo Felda; ko-
misija za uporabno matematiko Marko Razpet, komisija za uporabno fiziko
Dusan Brajnik, komisija za stike s tujino Norma Manko¢ Borstnik, komi-
sija za informiranje Martina Koman, finan¢na komisija Darjo Felda, Izidor
Hafner, Ciril Dominko, predsednik komisije za tisk Mirko Dobovigek. Clani
UO so tudi predstavniki podruznic, ki jih le-te imenujejo. Statutarna komi-
sija: Tomaz Pisanski, Sergej Pahor, Bojan Magajna; komisija za priznanje
za delo z madimi: predsednik drustva, clana komisije za pedagosko dejav-
nost; komisija za castne ¢lane: predsednk drustva, Ivan Pavliha — tajnik,
clana Anton Suhadolc, Janez Strnad; castno razsodisce: Ivan Vidav, Peter
Gosar, Dusan Modic; nadzorni odbor: Darka Hvastija, Mitja Rosina, Ja-
nez Krusic¢; nacionalni komite za matematiko: Peter Legisa — predsednik,
Bojan Hvala, Dragan Marusic¢; nacionalni komite za fiziko: Norma Mankoc
Borstnik — predsednica, Janez Ferbar, Marko Robnik, Danilo Zavrtanik; za-
stopnik drustva v odboru za Plemljevo hiSo: Peter Vencelj, Alenka Pleste-
njak, zastopnik drustva v odboru za spominsko sobo Jurija Vege: Tomaz

Pisanski.

Sklepi, sprejeti na obcnem zboru.

Nacionalni komite za matematiko in nacionalni komite za fiziko, ki
skrbita za mednarodne povezave in raziskovalno dejavnost, naj v prihodnjem
obdobju delujeta skupaj s Sekcijama za uporabno matematiko in za fiziko.

Vsi, ki bodo v bodoce dobili pokroviteljstvo DMFA za organizacijo
strokovnih srecanj, so dolzni o svojem delu porocati na obénem zboru.

Za ucitelje matematike in slovenskega jezika zahtevamo diferencirano
ucno obveznost.

Pravilnik o ocenjevanu ucencev je treba spremeniti tako, da ne bo
v protislovju z drugimi predpisi. Dokler velja dolocilo o dveh tretjinah
pozitivnih ocen pri skupinskem preverjanju znanja, je mozno, da bodo v
razredu pozitivni ucenci dobili negativne ocene pri maturi.

Drustvo iz porocil svojih c¢lanov, ki delujejo v raznih komisijah in
poucujejo na srednjih Solah in na univerzah, sklepa, da potekajo priprave na
maturo nekoordinirano in opozarja vse, ki pripravljajo maturo, predvsem
ministrstvo za Solstvo in Sport na veliko odgovornost, ki jo prevzamejo s
prehitro in slabo pripravljeno uvedbo mature, |
Drustvo prosi svoje clane, ki kakorkoli vplivajo na razmere v Solstvu,
da sproti obveséajo drustvo, o svojem delu porocajo UO in svoja mnenja
objavljajo v drustvenih glasilih.

UO mora na svoje seje povabiti vse tiste ¢lane, ki odlo¢ajo o preobliko-
vanju slovenskega Solstva. UO naj informirajo o svojem delu in delu odbo-
rov, v katerih sodelujejo.
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Sm_gme se pravilnik za Vegova priznanja in pmvﬂmk za Stefanova
nznama Manjse korekture, ki so Se potrebne, naj sprejmejo na Seﬁ
Ob¢ni zbor pooblaséa UO, da pripravi in sprejme analogne pravilnike
tudi za druga tekmovanja, ki potekajo v okviru drustva.

Ugotovitve pedagoskih delavcev na obénem zboru se v javnem pismu
Spomae ministrstvu za Solstvo in Sport. Pismo sestavi predsednik drustva*.
V prihodnjem letu naj se orgamzzm kongres, in sicer tako, da bodo
poleg pedagoskih pnkaz&m tudi osnovni in aplikativni dosezki siovenskih
raziskovalcev — fizikov in matematikov.
Komisija za tisk je tudi letos pripravila razstavo publikacij, ¢lani so se

narocali na Obzornik in Presek.

Martina Koman

Glede na sklep 45. ob¢nega zbora DMFA, da zahtevamo diferencirano
ucéno obveznost, je komisija za pedagosko dejavnost pripravila naslednje
pISIMO.

Ministrstvu za Solstvo in Sport
Republike Slovenije

Zadeva:

Na podlagi sklepov 45. obénega zbora Drustva matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije (DMFAS) z dne 23.10.1993 dajemo Ministrstvu za
Solstvo in Sport RS pobudo, da na podlagi svojih pooblastil iz 39. ¢l. Zakona,
o organizaciji in financiranju vzgoje in izobrazevanja (Ur. 1. RS 12/91) pre-
dlozi Vladi RS predlog sprememb normativov in standardov za opravljanje
dejavnosti v srednjih Solah (Ur. 1 RS 4/92). V elementih za sistemiziranje
delovnih mest naj se zmanjsa tedenska uéna obveznost uciteljem matema-

tike, prav tako pa tudi uciteljem slovenskega jezika in tujih jezikov.

Utemeljitev:

Ucitelji matematike in predmetov, pri katerih so z uénim nacrtom
predpisane Solske naloge, so imeli od nekdaj tudi zakonito zniZano ucno
obveznost, dokler nismo v 80. letth dobili enotnih osnov standardov in
normativov za opravljanje vzgojnoizobrazevalne dejavnosti, ki za izracun
normativnega Stevila uciteljev niso upostevale diferencirane u¢ne obveznosti

Pismo je bilo objavljeno v dnevnem casopisju
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uciteljev teh predmetov. Nagrajevanje povecanega obsega dela so prepustile
samoupravnim aktom posameznih Sol. |
Sole so utitelje postopoma izenacile, obenem pa so prav ucitelji pred-

metov s solskimi ﬂaﬁ@gm ni dobivali nova in nova dela. Ucitelje matematike
so poleg priprave in p@p ave solskih nalog obremenili se s korigiranjem pri
sprejemnih 1zpitih, trikrat na leto s pz‘z.pm% m 1z {*db@ zan 1énih izpitov
ter vsa) trikrat na leto s me@mmﬁ izpiti. Veliko truda zahteva tudi delo
z nadarjenimi ucéenci.
ﬁmahza, anketnega vpradalnika, ki ga je ze leta 1991 pripravilo nase
drusStvo v zvezi z ﬁ%m@% ’ﬁﬁéﬂﬁ O poloZaju ucitelya matematike v sre-

w@%

ozt F

7"

W

dnj soli, je pokazala, da _}‘;é bil ucitelj matematike p@%g ednih obveznosti
p@if’p{-‘@%(} 435 ur na leto obremenjen z deli, ki jih uéitelji drugih predmetov
nimajo, ali pa jih nimajo toliko. Obremenjenost u%%@}%v maﬁi@ atike se bo
v bliznji prihodnosti povecala tudi s tem, da bodo vzporedno z mi Ljuénimi
1zpiti pripravljali dijake se na maturo, saj so prav predmeti s Solskimi nalo-
gaml obvezni maturitetni predmeti za vse ucence.

Ministrstvu tudi mes’ﬁ amo, da ponovno proucl ustreznost sedaj ve-
ljavnih normativov tudi pri Emgﬁi predmetih. Z uvedbo interne ocene ek-
S@@Mm%%mﬁmh ‘Mj 73, %mz e, ki izberejo fiziko kot mamw{eim predmet, se

) npr. obremenitev ziﬁ é}w fiz ﬂ%&.m zelo gmv{,m%@% sa] priprava in poprava
muﬁmam h laboratorijskih vaj zahteva od njih veliko dodatnega dela.

Predsednik DMFAS

prof. dr. Franc Cvelbar

f

OBVESTILO

Urusty

in Vas vabi, da pridete v Ljubljano v Cankarjev dom od 20. do22. oktobra
1994. Na Emmg rest bomo lahko sodelovali v eni od treh sekcij: matematika
fizika, astronon

Prvi dve se b@gm se razdelili v pedagosko, raziskovalno in aplikativno smer.
Ob preglednih predavanjih, ki jih bodo %1‘1@@% v@éﬁj@m pi&iﬁﬁ&wﬁd bomo
lahko prikazali svoje dosezke v obliki kratkih prispevkov in posterjev.

\.5‘3

i-mﬂ.

%

P‘“\

Vse informacije dobite na naslovu:

Sekretariat 1. kongresa matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije
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