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BORIS LAVRIC

Math. Subj. Class. (1991) 52B11, 52A38, 52A40

V ¢lanku najdemo enostavno formulo za debelino simpleksa v konc¢no razseznem
evklidskem prostoru. Debelino ocenimo navzgor s prostornino in s povrsino simpleksa ter
obravnavamo primer, ko je v ocenah doseZen enacaj.

E THICKNESS OF A S

The thickness of a simplex S of a finite dimensional euclidean space is expressed by a
simple formula, and estimated above by the volume and by the surface of 5. The extreme
case of the estimates 1s also clarified.

Zazna,mujmo z E, n-razseini evklidski prostor, skalarni produkt vek-
torjev z,y € E, z (z,y), normo vektorja z € E,, pa z ||z||.

Naj bo M omejena konveksna podmnozica prostora
neniceln v € F,, je

Za vsak

sup (x,ﬂ)
reM “u“

sirina mnozice M v smeri u,

d(M) =inf{d(M,u):u € E,,u+# 0}

pa njena debelina. Glej na primer |2, 4.1.1].

fHa kmp eEv B Bdm oRowened

d(M,u)

A

Slika 1.
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Bralec se lahko brz preprica, da je debelina trikotnika v dvorazseznem
prostoru enaka dolZini njegove najkrajse visine, z debelino tetraedra v
trorazseznem prostoru pa bo imel precej vec¢ dela. Posplositev navedenih
primerov v prostoru F,, je n-razsezni simplek V tem prispevku bomo
izrazili debelino n-razseinega simpleksa v E,, s pomocjo njegovih oglis¢ in
jo ocenili s prostornino ter s povrsino tega simpleksa

Najprej pripravimo neka] gmdwa, zZa na,dahme d@b Najbo T pohubna,
neprazna podmnoZica p ros tora v Najm an ] 80 onvek (S0 PO dmnozZico v
E.,, ki vsebuje T, im
jemo s co(7') ali coT.

h HSM’@ZM@ p@gq}u S = co{zp,z1, -, Ty} In jih ne
fina hip E,,. Elementi @m L1, ", Ty 1Z
o & inicije simpleksa S so enoli¢no d d@mm z < in jm m :
&ezk@ wdem IR

Yo linearno neodvisni.

Ker se ebehﬂa simpleksa pri Hanshful Omm bomo brez sSkode za
splosnost izpeljali le formulo za debelino simpleksa § = co{0,z1,...,2,} C
F. 1zrazili jo bomo s ¢leni inverza G~ Gramove matrike

Ly ZEJ)]??;j =1

" pa je kvadrat prostor-

lej . [1] ali 13]).

Ta je pozitivno defini é
nine paralelepipeda, napetega na vel T1," Ty (8
Od tod brz sledi tudi formula za pmstm‘ nino fv{ S) simp

v(S) = -}-x/det G. ’ (1)

n!

INamo 30 h 0 s pomocjo us % rezne (Gramg
S je enaka vsoti ploscin W@h njegovih

je zveza

d;p(S;) = nv(S5). (2)

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 6
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stornino oziroma z njegovo pawsﬂ.& _
d(S)*/v(S) in d(S)"~1/p(.5) ter obravnavali primer? ko kvocienta dosezeta

najvecjo vrednost.

Naj bo 8§ = co{0,z4,...,z,} mn-razsein: simpleks prostora
zn) Gramova matrika, T = [t;]%_; € R™™" pa njen

Potem je debelina d(5) simpleksa S enaka

(/e  \—1/2
.(“iﬂ fﬁ) LSl npy
i€l '

d(5) = min

Ce ima S najmanjso sirino v smeri u € E,,, torej d(S) = d(S,u), polem vsa
ogliséa stmpleksa S leZijo na dveh vzporednih hiperravninah, pravokotnih na

U.

Dokaz. Zaznamujmo s C u mnozico vseh nenicelnih elementov w € £
pTi k&tem% mmm@%mﬁ {m c F 0} vsebujejo simpleks §. Iz
definicije simpleksa sledi, d

C mé%é&f

1= 1,---,m}.

C" podmnozic

_ - no %é ca, C "%“ j% T %E{&, ﬁﬁ%@%%
1<k<n

g

£~ 7 ' L
Cr={we 7 : (zp,w) = sup

g,

%

baza prostora [/, , za vs:

o
q>
-
%ﬁ
g
s,
(o
(Em
g



Vzemimo poljuben k£ € {1,---,n} in zaznamujmo z F; : C}f — R"
preslikavo, opredeljeno s predpisom |

Fr(w)=(A,..., ) € R, A; =

Zaloga vrednosti preslikave Fj je ocitno vsebovana v mnoZici

A ={A=(A,---,2,) €[0,1]" CR" :

Vzemimo zdaj poljuben A € Ag. Ker so vektor;ji
Tk, T; — AT, 1 <1< n, 1 #k

linearno neodvisni, obstaja tak w € E,,, da je

1 <1< n.

<$ ks w> > U 9 <ZU¢ — A i Lk, ’w) — ()

Od tod sledi, da w € C,’:‘ in Fip(w) = A, torej zaloga preslikave F}, sovpada

Fe(CF) = D (3)

Zapisimo w € C;c" v obliki w = ) a;z; in postavimo a = (ay,...,a,).
Brz se lahko prepricamo, da velja

iz katere zaradi 0 € 5 in z € 9 sledi

inf (z,w) =0, sup(z,w)= (g, w).
TES T€ES

Torej velja,
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od koder s pomocjo (4) dobimo zvezo

Zaznamujmo s ¢ : IR R kvadratni funkcional

A— ¢(N)=ATA, T =G,

abimo (3) in preoblikujmo gornjo zvezo v

sup{d(S,w)™*: we C;} =sup{p(A); A€ Ar}. (5)

R™ in vsak

Ker je matrika 7' pozitivno definitna, za poljuben par A, pu €

realen ¢ € [0,1] velja

t(A) + (1= 1)p(u) — (A + (1 = t)p) = 11 — t)p(A — ) > 0,

torej je funkcional ¢ konveksna funkcija.
Dokazimo, da zozZitev ¢ na mnozico Ay doseze najvecjo vrednost v tocki
podmnozice | o

;c:{)\()\la“'a/\n)eAk: }\gG{O?l}Vfé}
V ta namen zapisimo _

a = max{p(A):

in vzemimo poljuben A € Ap. Zaznamujmo z ey, - - -, e, elemente standar-
dne baze v R"™ in razvrstimo koordinate tocke A po velikosti:

0< A, <A, <2 X =1, 1, =k.

> Ay X Mgy >

Potem elementi

""'/\ lﬁpﬁna

ip.,_l 9

0, pa je zaradi (6) enaka 1. Iz enakosti
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in konveksnosti funkcionala ¢ sledi

torej zozitev ¢ na A} res doseZze najvecjo vrednost v tocki iz A .
Mnozico A} sestavljajo elementi A € R"™ oblike

(7)

za vsak tak A pa velja AT'A = ), -.t;;. Zvezo (5) torej lahko izrazimo z
elementi matrike T

Sup { d( S 9 'U)) 2 W € C : } — m ax{

%jikélg{knww}. (8)
1,€1

Pois¢imo za A € A/ oblike (7) tak w € CF, da velja Fx(w) = A. Potem
oglis¢a 0 in z;, 7 € {1,---,n} \ I, simpleksa S leZijo na hiperravnini w,
ostala oglisca z;, + € I, pa na vzporedni afini hiperravnini z; + w.

Spomnimo se $e zveze (5) in Ze vidimo: V primeru, ko Sirina d(.5,w) v
smereh w € CT doseZe najmanjso vrednost, vsa oglis¢a simpleksa .5 leZijo
na dveh vzporednih afinih hiperravninah. Od tod sledi enakost

d(S) = inf{d(S,w) :w e CT}

in tedaj s pomocjo (8) tudi formula

() = min{( 3

ki smo jO zeleli dokazati. =

[zracunajmo s pomocjo izreka 1 debelino pravilnega simpleksa z robom
dolzine 1. Ce je § = co{zg,1,...,%,} tak simpleks, za vsak par razlicnih
indeksov 7,7 € {0,1,---,n} velja ||z; — z;|| = 1. Brez skode za splosnost
privzemimo, da je g = 0, nato pa izracunajmo clene Gramove matrike G-

1 .
<$27$3> — 5(1 +523> V@Lj S {Lvn}

Bralec se lahko brz preprica, da ima inverz T = G~! ¢lene

2 o
ti; = 20;; P Vi,j € {l,---,n}.
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Ce ima indeksna mnozica I C {1,---,n} m elementov, 1 < m < n, potem
velja

2
t;: = ~m + 1).
P T T m(n —m + 1)

5 pomocjo izreka 1 in preproste enakosti

| max {m(n—m+1)} =[(n+1)°/4],

10 formulo za debelino

, dobin

kjer smo z [r] oznadili celi del stevila r €
pravilnega simpleksa z robom 1:

Frﬂa,godmm formu}o lzreka, 1 za mcuna,nje debeline sgmpleksov vV pro-
storu R™ V ta namen identificira gmo
Oglis¢ca z,---, 2, sm}pieksa, S 1z 1zreka, 1 so v skladu s ’m 1dem1ﬁkaajo
stolpci v IR demmo te S‘mipce \ ma,‘!;nko X = [z1,---,2,] € R
in inverz ma X zaznamujmo z Y = | ' ja X X
G(zy,---, wn,) in zato

G(xlv ) ”9377’1)_1 — X_l(X)—-l =YY = G(yla " °3yn>~

- ‘:':‘_‘_

L L
.
o

s Xy b C E, n- mzsezm simpleks, I prava
E I. N i ﬁa@zko
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Privzemimo, da je zg = 0. | m 1z dokaza izreka 1 vidimo, da razdaljo dj
med Hy in Hj lahko izracunamo s formulo

(9)

impleksa .5 velja enakost

(1’

Y d7t=2 Z Lij.- (10)

i—0 1<i<j<n

Dobljeni zvezi zdruzimo v naslednji rezultat.

- Lema 1. Naj bom € {1,---,n} in Z,, druZina vseh pravih nepraznih
podmnozic mnozice N = {0,1,---,n}, ki imajo natanko m elementov. Po-
tem velja

t,J€1 i,JEN\T
I1€Tm,0&1 I€lm,0€1

iiie

Vzemimo poljubna indeksa 1, 7, za katera velja 1 <1 < 7 < n. V prvi vsoti

na desni strani zgornje enakosti sumand {;; nastopa ;’_‘L"_f_?z)-krat, v drugi
(nw2
m—1

)-krat, zato ga v obeh skupaj najdemo (;:11)~—krat.

n—1

"~ )-krat, torej velja

Sumand #; v obeh vsotah na desni nastopa (

lij

Od tod s pomocjo (10) takoj dobimo iskano enakost. =

Povrsino in prostornino simpleksa vezZe izoperimetri¢na neenakost

p(S)" 1 3n/2 (n+l)/2
>
v(S)r T ! (n+1) ’

- 168 " Obzornik m




ki jo najdemo na primer v 12, 6.5.4]. V njej velja enacaj le takrat, kadar
je ngpieks 5 pm‘vﬁen Ce izoperimetriéno neenakost skon bmimm@ 7 eno-

upostevamo {

dobimo naslednji rezultat.

Lema 2. Vsota 03(8) = Yy d?
usirezam neenakostz

n prostornina v(S) simp

a2(5)" (5

@“})nﬁﬁ

V nyey je dosezen enaéaj natanko takrat, kadar je simpleks S pravilen. =

-a ica. Z& vsako pozitivno definitno matriko T = (i;; )1<é$j<n S
7%
tz’j)

elja enacaj na akrat, kadar je I' pozitivni veckratnik ma
1 a;; = (n+1)6; — 1.
Dokaz. Naj bo matrika X inverz pozitivnega korena matrike T', tore]

—1 . o .
***** =+/T . Potem za stolpce z1,---,x, matrike X v R" velja

1<i<j<n

V njey v trike

od koder sledi T' = G(x4, - - a:n)“l Ce za simpleks § = co{0,z, -, 2,}

uporabimo lemo 2, ena,kosm (w) in (1) ter det G(z1,--,x,) = (det T)™1
dobimo

1 1)(n~—3)/2nv

d( .S n—1
T T

1)/2 p(‘g)?

ko takrat, kada

r je simpleks S pravilen. =

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 6 169



Dokaz. Za vsak m € {1,...,n} postavimo
Olyy = ma,x{d}"2 . T e}

in s pomocjo leme 1 dobimo

Ker je
d(S)"’"2 = max{a, : 1 <m < n},
od tod sledi

n(n+1)d(5)™" 2 max {m(n—m +1)} o2(5) = [(n + 1)°/4] 05(5),

7z uporabo leme 2 pa nato dobimo prvo neenakost izreka. Od tod s pomocjo
1zoperimetricne neenakosti sledi druga neenakost. V obeh primerih se da
brz videti, da je enacaj dosezen le takrat, kadar je simpleks .5 pravilen. s

[1] F. R. Gantmacher, The Theory of Matrices, Vols. I, II, Chelsea, New York 1959.

[2] H. Hadwiger, Vorlesungen uber Inhalt, Oberfliche und Isoperimetrie, Springer-Verlag,
Berlin, Gottingen, Heidelberg 1957.

. Krizani¢, Linearna algebra in linearna analiza, Drzavna zaloZzba Slovenije, Ljubljana

Porocali smo Ze,
ga matematiCnega (

d a je v letu 1992 l

lrustva (EMS

Mednarodne matematiéne zveze M)

cij o velikih matematic¢nih organizacij ah T
IMU je svetovna matematicna -

vanjo vstopajo prek matematicnih d

Trenutno je vanjo vclanjenih v. Razdeljene so
v pet skupin, pri ¢emer skupina d; pri delu geﬁemme
skupscine (od 1 do 5) in visino clanarine {@d 1 t 10 @nm} Slovenija je v
prvi skupini. V peti skupini je sedem drZav, ncije in E aponske se
vseh pet stalnih ¢lanic - wefﬁ a OZN. Sed
v tem volilnem obdobju v Riu d
Podobno je organiziran tud
cijo, katere ¢lani so (ne nujnc

a,gn_ci ] ipd.
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posamezniki. Trenutno je vélanjenih 40 drustev, sedez sekretariata pa je v

@ : E&
i 2 ..

NE‘”@F@V% ki bodo fmj mmzﬂ%m
pravi pa b@g‘m sodelovala tako kot EMS

- @p%ma na stan j@ stroke ‘%7’




1) dana mesta, ki jih mora obiskati
Dane so oa 0 jne raz 6 a,he | mesti.

A ; ni en a,ka m mzda ja” od X; do X;) ali ?a, mb ne zadoscajo trik @‘émsm
ﬂe@enakosm ki c no V@ ja za prave mzdalje Kljub temu problem trgovskega
matriki ., raz d aﬁ 7 D =1[d(s,7));, 3731 ...m 18Cemo tako ci-

@m 11) kar se da majh
imer uj@m@ vmm mdg pmiem p@mj@wga 5?@@@@& @ﬂgm@mu z&pmed}u

asm&jﬁ wa

obisk: ; PO navadi ni Tavio vehk@ Vendar pa se Ze pri razmeroma m

veli - | pro blema p@ - d_e tezave: izkaze se, da Sbgmh pmbie ov,

Prvotna verzija tega ¢lanka je bila pripravljena kot gradivo za permanentno izo-

brazevanje uciteljev matematike in racunalnistva 3.12.1992 [5].
1 Pred kratkin

ob podpori najhitrejsih racuna
1000 mest.

L so z uporabo nekaterih novejsih metod sestavili programe, ki zmorejo
Inikov reSevati naloge trgovskega potnika, ki imajo do
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potnika dobili hitre algoritme, vkljucujejo na primer ﬂ&ﬂeéﬂje‘ problem bar-
G ‘ , problem amﬁmn vega GM&, @@E@Smmég ;
sroblem C@hsmvﬂg @g&, n md

Zato je d W@E j videti, da |
mwd@m@ 13, 1skan




Dobljena prevedba je ocitno polinomske casovne zahtevnosti, saj ob
danem grafu G lahko matriko D (podatke za ustrezno nalogo trgovskega
potnika) sestavimo brez posebnega truda. =

Poseben primer s&me‘mcnega problema trgovskega potnika je metrién:
problem, pri katerem ima dana matrika D take lastnosti kot matrika razdal;
med n toc¢kami v nekem metricnem prostoru. Poleg pogoja simetri¢nosti (1)
zahtevamo Se:

d(i,7) < d(i, k) + d(k,7), 4,5.k=1,2,...,n in (2)
d(1,1) =0, 1=1,2,...,m. (3)

Pogoju (2) pravimo trikotniska neenakost. Drugi pogo] (3) je pravzaprav le
,lepotni dodatek”, saj diagonalni elementi matrike D ocitno ne vplivajo na
resitve.

Poseben primer metricnega problema je evklidsk: problem, pri katerem
so mesta, ki naj jih obisce ?crgovsh potnik, tocke v nekem evklidskem

prostoru R*, razdalje med njimi pa so enake evklidskim razdaljam v RE.

[zrek 2. Meiriéni problem trgovskega potnika je NP-teZak.

Dokaz. Problem Hamiltonovega cikla v grafih lahko prevedemo tudi na
metricni problem trgovskega potnika. Ob danem grafu G naj bo razdalja
med razliénima mestoma, 1 1n j enaka 1, Ce sta i-ta in j-ta tocka v grafu GG
sosednji, sicer pa enaka 2. Hitro se vidi, da, tako dobljena matrika razdalj res
zados$ca pogojem (1), (2) (m (3)). Tedaj obstaja obhod trgovskega potnika,
ki je dolzine ma,nj ali enako n, natanko takrat, ko dani graf G vsebuje
hamiltonov cikel. s

Kljub temu da je zaradi izreka 2 reSevanje metricnega (in tudi ev-
klidskega) problema trgovskega potnika brezupno teZzko, pa v nasprotju s
splosnim problemom, kjer po izreku 1 celo iskanje pribliZznih resitev ne pride
v postev, obstajajo enostavni in hitri postopki za pribliZno resevanje me-
tricnega problema. Dva taka postopka si bomo ogledali v nadaljevanju.

ga drevesa

. Postopek z uporabo na 1

Aproksimacijska algoritma, ki ju bomo spoznali v nadaljevanju, upora-
bljata najcenejse vpeto drevo, s pomocjo katerega sestavimo neki pomozni
graf G'. Potem v G’ poistemo obhod (tako imenovani Eulerjev obhod), s
pomocjo katerega nazadnje dobimo obhod trgovskega potnika. Zato si bomo
najprej ogledali nekaj osnovnih dejstev o najcenejsih vpetih drevesih in Eu-
lerjevih obhodih.

Dan naj bo povezan graf G z n tockami in uteZenimi povemva,mi Ker
je GG povezan, ima vsaj eno vpeto drevo. To je podgraf, ki je povezan,
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. G Bulerjev gmf / indukeci j@ PO é‘fmvﬂﬁ povezav v (5
bomo dokazali, da G vsebuje Eulerjev obhod. Ce j Je |F(G)| = 0, teda] ima
' eno samo tocko in trivialni obhod dolZine nic je E%ﬁ@qw %f sploSnem
pﬁ@m pa izberimo tocko v € V((G). Najpre] pois¢emo poljuben sklenjen
sprehod, zacensi v tocki v. Iskanje ni tezko: odpravimo se v poljubno sosedo
totke v. (Ker po predpostavki v ni izolirana tocka, ima vsaj enega soseda. )
Ker ima tocka, v katero tako pridemo, sodo mnogo sosedov, jJe v njej vsaj]
ena. @V@sz&% j@ Se mg@ m@h@dm Zato lahko nadaljujemo sprehod
sklep velja tudi za vse ﬁ@ﬁ&%}ﬁj@ tocke,

morda tedaj, ko pridemo nazaj
mnogo povezav, se to prej ko
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slej tudi zgodi. Sedaj odstranimo povezave tako dobljenega obhoda iz GG
induktivno v vsaki od preostalih povezanih komponent poiscemo Eulerjev
obhod. To lahko storimo, saj so v ostanku vse tocke sode stopnje — v vsaki
tocki smo namrec¢ odvzeli sodo mnogo povezav, ki so bile na obhodu. Hitro
se vidi, da iz prvotno dobljenega obhoda in Eulerjevih obhodov v preostalem
delu lahko sestavimo Eulerjev obhod v (.

Gornjo induktivno (rekurzivno) konstrukcijo lahko zapisemo tudi v
obliki algoritma, ki ob pravilni realizaciji porabi le linearen cas:

procedure Eulerjev_obhod (v)
{ G naj bo graf s to¢kami sodih stopenj }
{ Konstrunraj Eulerjev obhod v povezani komponenti, ki vsebuje v. }

if v nima inciden&nih povezav
hen vrni prazen obhod [v]
else
/alendi v tolki v sestavi obhod W,
ki ne porabi nobme povezave dvakrat.
Zbrisi povezave na W i1z grafa G.
Za vsako tocko u na W ponovi:
S klicem Eulerjev_obhod(u) pois¢i Eulerjev obhod W,
v povezani komponenti grafa, ki vsebuje u.
Odstrani povezave obhoda W, iz grafa G.
Na mestu pojavitve u na W vstavi dobljeni obhod W,,.
Vrni dobljeni sestavljeni obhod.
endelse

Slika 1. Iskanje Eulerjevega obhoda

postopk ka, je shematicno prikazano na primeru na shiki 1.
h povedo, katera po vrsti na obhodu je oznacena pove-

Dana naj bo simetri¢cna matrika razdalj D =
je G (vpet) Eulerjev graf na tockah {1,2,...
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Etﬂemev graf, dobljen iz T, ima vsoto vrednosti povezav enako 2d(T). Ce
W in {) oznacujeta dobhem Eulerjev obhod in ustrezni obhod trgovskega
potmka, tedaj od tod, z uporabo trikotniske neenakosti in iz (4) dobimo:

“.

4(Q) < d(W) = 24(T) < 2d(Q

kar smo tudi zeleli dokazati.

Poglejmo Se casovno zahtevnost nasega postopka. Naj bo n = [V(G)].
Tedaj iskanje najcenejsega vpetega drevesa porabi O(Ln?) tasa, preostali
trije koraki pa se dajo opraviti v linearnem ¢asu O(n). Skupna Casovna
zahtevnost je torej taka, kot pravi izrek.

Oglejmo si postopek se na zgledu. Recimo, da imamo 3n 4+ 1 mest, ki
ustrezajo totkam v ravnini, kot je prikazano na sliki 2 (za » = 6) in katerih
medsebojne razdalje so enake obi¢ajnim razdaljam v R?. Predpostavimo, da
je € dovolj majhen. Hitro se vidh da je ustrezno najcenejse vpeto drevo tako,
kot je prikazano na sliki 2. Podvojimo mu povezave in vzemimo FEulerjev
obhod, ki ,,se zacne” v tocki (E 2), gre navzdol, zavije v (2,1), skoci do tocke
(2,2 — 6} in nazaj, gre v (3,1), spet gor in dol itd. Ko tako pridemo do (n, 1),
storimo enako, zatem pa se vrnemo ,,naravnost” na zatetek. Ustrezni obhod
trgovskega p@ﬁﬂk& je prikazan na sliki 3.

ika 3. Ustrezen obhod trgovskega potnika

Q
Q

OO OO0 OO OO O

Slika 4. Boljsi obhod trgovskega potnika
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Zaradi trikotniske neenakosti velja:

d(Q") > d(My) + d(My) > 2min{d(M,),d(M3)} > 2d(M).
Od tod in iz prej dobljenih neenakosti ((4)) in ((5)) pa sledi:

d(2) < d(T)+ d(M) < d(27) + )*) = ),

kar smo tudi Zeleli dokazati.

Poglejmo $e tasovno zahtevnost nasega postopka. Naj bo n = |V(G)|.
Iskanje najcenejSega vpetega drevesa porabi O(Ln?) tasa, zadnja koraka
pa sta tudi sedaj linearna. Korak 2 je casovno najrazsipnejsi, saj lahko
porabi kubi¢no mmnogo ¢asa O(Ln°). Algoritem za iskanje najcenejsega
maksimalnega prirejanja je opisan v [6, poglavje 11] in ga na tem mestu
ne bomo podrobneje predstavili. Skupna casovna zahtevnost je torej taka,
kot trdi izrek. =

/gled za Christofidesov postopek bomo spet napravili na primeru, kjer
bo dobljena aproksimativna resitev poljubno blizu trem polovicam vrednosti

Imamo Evklidski problem trgovskega potni v ravnini. Ustrezne tocke so
prikazane na sliki 5, kjer je vrisano tudi najcenejse vpeto drevo. Na sliki 6
je prikazan dobljeni obhod trgovskega potnika, na sliki 7 pa Se obhod, ki se

d dobljenega razlikuje skoraj za faktor 3/2, ce je € dovolj majhen.
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ga pri nas nekateri mocno zagovarjajo: ,,Studnaj poque in pisi nekaj sto
strani dolge magisteme do tedaj pa se varuj resevanja problemov, Se pose-

bej neresenih, saj te lahko problemi pokva,n:o”,

Knjiga ima zanimivo strukturo, ki bralca vabi k samostojnemu delu
in mu hkrati ne zbuja strahu pred obSirno vsebino. Na straneh 15-107
so zastavljeni problemi, razdeljeni na 15 skupin: (1) Osnovno prestevanje,
(2) Sito, (3) Permutacije, (4) Klasi¢na problema prestevanja v teoriji grafov,
(5) Parnost in dualnost, (6) Povezanost, (7) Faktorji v grafih, (8) Neodvisne
mnozice vozlisc, (9) Barvno stevilo, (10) Ekstremalni problemi, (11) Spek-
tri gmfov in slucajni sprehodi, (12) Avtomorfizmi grafov, (13) Hipergrafi,
(14) K lamseyeva teorija, (15) Rekonstrukcija. Sledijo j jlm kratki nasveti {za,
vsak problem) in na straneh 161-604 obSirne resitve. - je v pomoc in
orientacijo petnajst strani dolg slovar osnovnih pojmov. Na koncu so po-
jasnjene matemati¢ne oznake, dodani so: seznam enajndva,jseﬁh ucbenikov

in monografij, stvarno in imensko kazalo.

Prva izdaja je izSla leta 1979 in Steje 551 strani. Ohranjena je zanimiva
struktura knjige. V novi izdaji je dodanih 60 problemov in precej podpro-
blemov. Razsirjena je povezava med spektri in slucajnimi sprehodi.

Lovasz je tako napisal ucbenik in pomemben prirocnik kombinatorike

in teorije grafov. Komu je namenjen? Poglejmo si kar prvi problem:

V trafiki prodajajo k vrst razglednic. Razglednico bi radi poslali vsakemu
od n pryjateljev. Na koliko nacinov lahko to storimo? Kaj pa, ce jirn hocemo
poslati razlicne razglednice? Kaj pa, ¢e vsakemu hocemo poslati dve razliéni

razglednici (razlicni naslovniki pa lahko dobijo isto kartico)?

Ce vas ta problem ne zanima, potem je bolje, da knjige ne vzamete v

roke. Ce pa kljub temu menite, da vas matematika zanima, je morda ¢as, da
pmm}_shte ali vas ni nemara soh 7e prevec pokvarila. Seveda so prol Eemi
vecinoma tezji. Pogosto avtor na koncu reSitve napoti bralca na branje
originalnega znanstvenega clanka, v katerem je bil problem prvic reSen in

kjer lahko najde nadaljnje posplositve, analogije in reference.

Le neka) problemov je dostopnih srednjesSolcem. Vec je takih, k
zanimivi za Studente, tudi na podiplomskem Studiju. Predavateljem in
vsem, ki aktivno delajo na p ¢jih kombinatorike, je ta knjiga dragocen
pomocnik.

Bralcu, ki samostojno resi katerikoli problem
Cestitke!

knjigi, pa iskrene

Tomaz Pisansks

POPRAVEK

France Cvelbar
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Slika 1. Fazm diagram helija pri nizki
temperaturi [10].

postala nemerljivo majhna. Zato je helij II imenoval supertekoéi (superf
dnt) helij in pojav supertekoénost (superf

Po tem je bilo mogoce pojasniti,
zakaj v kapljevini pod temperaturo
prehoda prenehajo nastajati mehurji.
Toplota se tako dobro prenasa s kon-
vekcijo, da ima vsa kapljevina enako
temperaturo. A opazili so nove nena-
vadne pojave. V posodici s helijem se
je gladina znizala ali zvisala in izrav-
nala z gladino v posodi, ceprav je obe
gladini loCevala visoka stena. Ugoto-
vili so, da se giblje po steni ve¢ de-
set nanometrov debela polzeca plast, ki
doseze hitrost vec deset centin etmv na
sekundo. Podobna plast nastane ob
stenl, ¢e jo namoci navadna ka,phevma,
Vendm sega le malo nad giadmo in mi-
ruje.

Opazili so ,,vodomet”. Navpicno
cevko z luknjicavim zamaskom so po-
topili v helij in ga ohladili. Nato so ka-
pljevino nad zamaskom segreli. 1z Sobe
na vrhu cevke je brizgal droben curek

(sl. 4).
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2. Temperaturna odvisnost gostote

kapljevinskega helija po Kamerlingh-On-

nesu in Boksu [3].

luidnost).

, Yodomet” s superteko¢im

helijem [5].
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(Elektromagnetno valovanje ima dve neodvisni polarizaciji: § = 2.) Tako
navadno nimamo izku$enj z Bosejevim zasedbenim Stevilom (2) s koeficien-
tom L # 0, dokler se ne lotimo supertekocnosti. Ne da bi poskusili trditev
utemeljiti, povejmo Se, da je multiplikator L = —u/kT povezan s kemijskim
potencialom, to je specificno prosto entalpijo, u [2], [7].

V zvezni porazdelitvi potrebujemo Se gostoto stanj dg/dW. Najprej
ugotovimo, da je element faznega prostora 4rp?dpV in da ustreza enemu
stanju celica s prostornino h°. Potem upostevamo, da ima prost helijev atom
z maso 1y samo kineti¢no energijo W = 2p*/my, in je dp = (m/2W)Y2dW .
Naposled dobimo

dN  2m(2my )3 2W 1/ 2dW \
VT h3(e-w/RTWIRT 1Y’ (3)

Izraz dN / V ne sme biti negaﬁcwen zato mora veljati —p + W > 0 ali —pu >
> 0, saj je najnizja energija W=0

| V pmbhzku bi radi postavili kemus}u potencial u enak ni¢. Pri energm
W = 0 to ni mogoce, ker tedaj naraste eksponentni izraz cez vse meje. Iz
teZav se izvijemo, ce stanje pri energﬁji W = 0 obravnavamo posebej kot
diskretno osnovno stanje, v katerem ima kemljski potencial zelo majhno
negativno vrednost. Druga stama pri visji energiji, W > 0 pa obravnavamo
7. zvezno porazdelitvijo pri kemijskem potencialu ni¢. Pri temperaturi
prehoda 1y je osnovno stanje Se popolnoma nezasedeno, Pri vse nizji
temperaturi pod T, pa atomi cedalje bolj prehajajo v osnovno stanje in so

blizu absolutne nicle T' = 0 vsi v njem.

V stanjih z energijo W > 0 doseZejo atomi najvecjo gostoto seveda pri
najnizji temperaturi, pri kateri osnovno stanje Se ni zasedeno, to je pri 7y.
To gostoto dobimo iz (3) za p = 0 pri Tp:

[ 2m(2my )3 [2W /24wy 2mi kg B
[ 2mmq k' 3/2
= 2,61 2 ) @ (4)

Pri tem smo upostevali vrednost R

((2) = (2/v/7) J5° ul/Pduf(e* — 1) = 2,6

prehoda,

iemannove funkcije

Iz enatbe 1zracunamo temperaturo

T, =

/N 2/3
Qﬂ“’mik 2, 61.‘2V) 9
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Pri nizji temperaturi, T° < Tp, 1zracunamo Stevilo atomov Ny~ v vseh
sm,nﬁh pri @nefgm W > 0 z enactbo (4), preostanek atomov, to je Ny
NV — Nw-~o, pa je v osnovnem stanju:

Einsteinovoe kona
utekocinja.

s ﬂﬁtra,nﬁ energm phna pn T < Ty pnspevaje Samo a,mim v wsjih
eLOf lel¢ cnih stanjih,
ljenih °

mzzamja cepm‘v se plm \ na,vadnem pomema besede ne

Toplotna kapaciteta pri konstantni prostornini

je sorazmerna s 1 lzraCunajmo Se entropijo

Kolicine, ki smo jih iz racun ali za i
1o zvezne. | Opﬁma kapaciteta meri pri tej temperaturi
In 1ma dﬂm. DTl ViSﬁ tememtum p@}@ﬂla @@SM‘ p2 ni m

blmo Se tlak

neodvisen od pmstomme
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. Malo 42g0 dovine

Pot do Bosejeve kondenzacije sodi v eno od bolj zanimivih zgodb v ra-
zvoju fizike [8]. Leta 1924 je dotlej domala neznani indijski fizik Satyen-
dranath Bose poslal Albertu Einsteinu angleski rokopis ¢lanka, ki so ga v
angleski fizikalni reviji Philosophical Magazine odklonili. Prosil ga je, naj
priporoci reviji Zeitschrift fiir Physik, da objavi prevod, ¢e se mu zdi to
vredno. FEinstein je ¢lanek sam prevedel in prevod objavil s pohvalno pri-
pombo, tako da Bosejevo delo postalo zelo znano. V c¢lanku je Bose izpe-
ljal Planckov zakon na nov nacin. Fotone je obravnaval kot delce — ni tore]
zahteval, da je Stevilo fotonov dano — in do gostote stanj do zasedbenega
stevila z L = 0 prisel nekako tako, kot je danes v navadi [6]. V ¢lanku je
uvede] pomembne novosti, ne da bi jih posebej utemeljil.

Finstein, ki se je tedaj v kvantni mehaniki ukvarjal tudi s phnom
lekul, ne fotonov, je uporabil Bosejev prijem in s faktorjem el(T) uposteval,
da je Stevilo molekul dano. Izpeljal je enache, podobne zapisanim, in trdil,
da ,,z namsca,joéo gostoto Cedalje ve¢ molekul prehaja v osnovno stanje (v
katerem in ajo kineticno energijo ni¢)”. Po njegovem mmnenju so nekateri
upraviceno opozarjali na to, da pri tem molekul ne obravnavamo kot stati-
stitno popolnoma neodvisne, ker uvedemo ,,za zdaj] dokaj nisteriozno do-
medsebojnem thu molekul.” Danes vemo, da se za tem skriva
zahteva, da je valovna funkcua, simetriéna proti zamenja,w katerekoli mole-
kule z dmgo Leta 1924 je v pismu zapisal: ,0Od neke temperature mole-
kule ‘kondenzimjo brez posebmnih sil, to je, se nabirajo pri hitrosti 0.
orija je lepa, a,mpa,k a,h Je kaj na meﬁ” Naslednje leto je omenil moznost,
da bi do , kondenzacije” lahko prislo v vodiku, heliju in plinu prevodmshh
elektronov. Ne smemo pozabiti, da tedaj se niso poznali Fermi-Diracove
pomzdehwe in Paulijeve prepovedi, Potem ko so leta 1926 uvedli to poraz-
delitev, sta celo Pauli in Dirac najprej menila, da je treba za plin molekul
vsele] uporabiti to porazdelitev. Sele v naslednjem letu se je razjasnilo, da
‘je Fermi-Diracova porazdelitev vezana na | a,uﬁjevo brepoved In ta na delce

S pdoviém m spinom. Do leta 1938 je ostala Bosejeva kondenzacija na giasu
kot Cisto imaginarna’”.

] Tedaj je Fritz London fazni prehod helija I v helij II
poskusil pojasniti s to kondenzacijo.

l in 1941 razvil o- teomo
ze pre] L. Tisza. Leta 1954 je teorijo depdml R.
moremo slediti v podrobnosti, le poenostavljeno posk
njene nasledke. Kapljevinski helij se pod temperaturo T vede, k
ga sestavljali navadna sestavina z atomi v vzbujenih jih in sueﬂ;ekoca
sestavina z atomi v osnovnem stanju. Navadna sestavina se giblje kot vsaka
viskozna kapljevina, supertekoca pa ima nemerljivo majhno viskoznost.

Nekaj potez je napoved ai
Feyn nan. @Oml ne

at. fiz. 40




in druga sestavina se lahko gibljeta druga v drugi, ne da bi se motili.
N@Ef’@;dﬂ& sestavina Eah%@ w@ﬁaﬁ& i@pé@m Su@m@%@w S@S‘%mm& pa ne. ng
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manjso hitrostjo kot zvok. Najprej se ni posrecilo zaznati tega nenavadnega,
pojava. Piezoelektricni izvir je oddajal le navadni zvok. Vprasanje je
razresil leta 1944 V. L. Ginzburg. V heliju ne morejo nastati razredcine
in zgoscine, ko se obe sestavini gibljeta druga proti drugi: gostota ostane
v prvem priblizku nespremenjena. Toda navadna sestavina nosi mpiom
supertekoca pa ne. Zato na dolo¢enem kraju niha mplom glede na ozadje z
zelo nizko temperaturo, se pravi, da niha ﬁempemmm V sosednji mdg }e
mha,nj@ zakasnjeno, odvisno od razdalje. V. P. Pesk

k z drobnim grelcem z nihajoco temperaturo in ugotovil,
hitrost dobro ujema z napovedjo.

da se njegmf&

Na koncu je treba opozoriti, da samo z idealnim Bosejevim plinom
Se me moremo po ja,sniﬁ suertekoénosﬁ@ \Y mikmskopskem opisu moramo
upostevati sibko odbo jno silo med atomi. Zaradi nje prid
osnovnih vzbuditev, ki jih v kvantni meh amh to je mi
kot fonone, m akmsopsko pa kot zvok. Suemekoce Stame l&hk@ nasmne
ce Je h nmst osnovnih vzbuditev vecja kot hitrost kapljevine. V i 18
phnu bi bila energija osnovne vzbuditve sorazmerna s kvadratom ﬂjeﬂe
gibalne kolic mne tako da bi b ﬂa, n jena hitrost enaka ni ¢ s tem p
mirujoca kapljevina ne bi m @gﬁa biti supertekoca. P
je @nefﬁa fonona sorazmerna z gibalno kolic
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Prof. dr. Peter Gosar, raziskovalec fizike in univerzitetni ucitelj, je pred
kratkim praznoval sedemdesetletnico. Profesor Gosar je zacetnik teoreti¢nih
raziskav trdnih snovi pri nas in eden stebrov ljubljanske fizikalne Sole, zato
je njegov osebni praznik tudi prijeten trenutek za slovensko fiziko.

Peter Gosar je fiziko studiral na Univerzi v Ljubljani, kjer je diplomiral
leta 1951 in leta 1956 obranil doktorsko disertacijo. Svojo raziskovalno
pot je zacel v laboratoriju za polprevodnike pri Institutu za elektrozveze
v Ljubljani in jo nadaljeval v novo nastali skupini za teoreticno fiziko na
tedanjem Nuklearnem institutu Jozef Stefan. Od leta 1960 je zaposlen na
Oddelku za fiziko Fakultete za naravoslovje in tehnologijo, kjer je bil leta
1971 izvoljen v naziv rednega proiesorja.

Znanstveno delo profesorja (Gosarja je bilo ves ¢as posvecéeno fiziki trdnih
snovi. V uglednih mednarodnih strokovnih revijah je objavil ve¢ kot 50
znanstvenih c¢lankov. Zlasti odmevni so njegovi prispevki, kjer obravnava
transportne in dinamicne probleme v trdnih snoveh : protonsko prevodnost
v ledu, fiziko paraelasticnih centrov, elektrone v molekulskih in neurejenih
kristalih in gibanje malih polaronov. | mfesm‘ Gosar je gosmval dalj casa
v velih tujih pﬂzna,mh Eabomtomﬁh v Bellevueju, v Chapel Hillu in v
Grenoblu. Sodeloval je na Stevilnih mednmodmh strokovnih srecanjih,
veékmt z vabljenimi in uvodnimi predavanji. Ni zanemarjal tudi Sirjenja
znanja o fiziki trdne snovi v SirSem krogu fizikov, kar kaZe njegovih 20
prispevkov v domace strokovne revije.

Za raziskave protonske prevodnosti je prejel profesor Gosar leta 1964
Kidricevo nagrado. Slovenska akademija znanosti in umetnosti ga je leta
1969 izvolila za svo jega dopisnega, leta 1976 pa za rednega clana. Za svoje
delo je bil odlikovan z Redom dela z zlatim vencem.

Izredna je pedagoska in mentorska dejavnost profesorja Gosa,ma, Nj je-
gova, | Eedava,nja predmetov teoreti¢ne fizike veljajo za vzorna, ker k
zahtevnosti vedno uspe najti ravnovesje med matematicno sﬁmgostjo 1n ni-
zikalno idejo. V zadnjem desetletju je prevzel vlogo glavnega izprasevalca
pri zakljucnih izpitih, kar bo nedvomno ostalo v spominu mlajsih generacij
fizikov.

Profesor Gosar je bil vec¢ let predsednik Znanstvenega sveta Instituta
Jozef Stefan, predstojnik Oddelka za fiziko in predsednik Drustva matema-
tikov, fizikov in astronomov. Bil je tudi ¢lan komisije za Kidri¢eve nagrade,
clan predsedstva Raziskovalne skupnosti in predsednik njene podrocne ko-
misije za matematicno - fizikalne vede.

Neprecenljiv je vpliv, ki so ga im pretehtana mmnenja profesorja
@sarja o kljucnih meéanjih slovenske znanosti in univerze, pa tudi o
konkretnih u mih njegovega delovnega okolja. Pri tem ga niso premotila
trenutna politicna in finanéna razmerja, vodil ga je le pogled v prihodnost
stroke in slovenske druzbe. Tako je tudi njegova zasluga, da je fizika danes
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ena od najbolj zdravih vej slovenske znanosti. In kar je za sirsi krog n
' zﬁagm p@m@mbm@ da @SH“@}SE strokovni a@“gum@mz nikoli niso smm
' hom @dzmmv Naj bo tako tudi v bodoce, slavljencu pa Se
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