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PETER PETEK

Math. Subj. Class. (1991) 58F14, 58F20

Izrek Sarkovskega ima posebno mesto v teoriji iteracije na realni osi. Iz minimalnih
pogojev sledi presenetljiv rezultat. V ¢lanku je dan dokaz male verzije 1zreka.

ot

ARKOVSKI THEOREM

The theorem of Sarkovski plays a special role in the theory of iteration on the real
line. Very simple requirements produce a powerful result. Here the proof of the little
version of the theorem is given.

Izrek Sarkovskega ima posebno mesto v teoriji diskretnih dinamicnih
sistemov. Pzedpgst&vke so elementarne in so topologke narave, rezultat je
daljnosezen in po svoje presenetljiv. Ima pa izrek tudi zanimivo pz‘etekbst

A. N. Sarkovski je v clanku |3] dok&z&i 1zrek, ki sedaj nosi njegovo
Ker pa je bil clanek objavljen v maﬂ&em&hcn@m casopisu, ga
na a,h@ du niso opezili. Ameriski fizik J. Yorke je skupaj z Lijem n apis isal
clanek [4], v katerem tudi poudarja poseben pomen pmme tri, hkrati pa
opozarja n& obstoj kaotiénih preslikav. Yorkeov ¢lanek je szei mocan
odmev. No, in ¢isto Shma,}no sta se oba moza, Sarkovski in Yorke srecala
v Vzhodnem Berlinu med VOZH}O s ¢olnom po mki Spree. Nista se mogm
dobro sporazumevati, ker Sarkovski ni znal anglesko, Yorke pa rusko ne. S
@Q}@ kolegov je H&Z&}}j@ le uspelo premostiti jezikovne tezave. Izkazalo
se ;e je Sarkovski po ¢asu ob jave prece] prehitel Yorkea. Ob '
0, da se dosti dela podvaja kez je &Uj iz Zahoda
in obratno slab in pocasen. |
periodicnih tock zwzmh maim funkcij. Ce
@Zﬂ&ﬁh n- m atni

na Vzh@_

hmk 0}511}@ eksistenco
je f R R realna funkcija, bomo z f"
kom; ozitum [unkcije f (ne pa morda j omnms}

@

i , a}
(it) f(a) £ a 2a0<j<k.

Periodi¢ne tocke reda 1 im@nujem@ tudi negibne (fiksne) tocke funkdjeﬁ
kmm s periodicno 1 reda k > 1 n SO seveda P eﬁﬁién@

. Stevilo a je periodiéna tocka reda k funkcije f, ée velja

kaz posebnega primera, malega 1zreka Sarkovskega.

Oglejmo si najprej dok
Dokaz je povsem elementaren. Tudi dokaz celotnega izreka je elementaren,

.40 (1993) 5 | 129
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je pa kombinatorno zahtevnejsi. Prvotni avtorjev dokaz je bil v resnici se
precej zapleten. Dokaj pregledno obliko dokaza najdemo npr. v [1] ali [2].

Izrek. (Mali izrek Sarkovskega) Ce ima zvezna realna funkcija perio-
dicno tocko reda tri, ima periodicne tocke poljubnega reda.

Uporabili bomo tri leme, ki veljajo za zvezno realno funkcijo f : IR
in sledijo iz izreka o vmesni vrednosti zvezne funkcije na zaprtem intervalu:

Izrek. (O vmesni vrednosti) Naj bo f realna funkcija, zvezna na
intervalu [a, b] in m, M natanéna spodnja in zgornja meja te funkcije. Potem
funkciya f zavzame na |a,b] vsako vrednost med m in M.

Lema 1. Naj bosta I, J zaprta neizrojena intervala, I C J, f(I) D J.
Na intervalu I obstaja negibna tocka funkcie f.

Lema 2. Naj bosta I, J zaprta neizrojena intervala in f(I) D J.
Obstaja interval K C I, tako da je f(K) = J.

Lema 3. Naj bo A;, 0 <1 < n zaporedje zaprtih intervalow,

f(A;) D Ajpq, @ < n. Obstaja interval A C Ag, tako da f"(A) = A, n za
vsak 0 <1 < n velja f*(A) C A;. f -

Dokaz Leme 1. Naj bosta intervala I = [a,b], J = [¢,d], ¢ < a <
< b < din m, M natancna spodnja in zgornja meja funkcije f na I. Po
pogojih leme velja m < cin M > d. Zvezna funkcija f zavzame ti dve
vrednosti: da,0 € I; f(a) = m, f(f) = M. Zato ima zvezna funkcija
g(xz) = f(xz) — z na krajis¢ih intervala [«, 8] oz. |3, a] razlitno predznaceni
vrednosti, ¢e seveda nima nic¢le v enem od krajis¢. Po izreku o vmesni
vrednosti ima nitlo med « in 8 in to je negibna tocka funkcije f (slika 1).

Y4 i
d Y
d
c " -
4l \J
- c % a -
c a Y ) b

Slika 2.
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Dokaz Leme 2. Kot v prejsnjem dokazu oznacimo /[
Nadalje po predpostavki nista prazni mnozici ¢ = f
Neprazna je tudi vsaj ena od mnozic: C' = {z € C,Jy

C" = {;z: cC,3y € D,y < z}. Ce C' ni prazna, postavimo v = sup
saradi zveznosti j@ flv) =c Gﬁem L pa tudi D' = {y € D,y > v} ni m azna
in 6 =inf D', f(6) = d. Interval K = [v,6] je iskani interval. Krajisci se

kata v ¢ in d, za toCke vimes pa Mdg ne more biti m’m flz) < c mm

preslil
f(z) > d. Ce bi npr.. hilo f{ )

vrednosti obstajala tocka v € C7 in v/ > 7 \Y na%pmm d@mmm tocke 7.

Podobno odpravimo tudi m@mm% flz) > -
! D,y < v}, 5 = S up D’

izberemo « = inf C", D __
Dokaz Leme 8. Dokazujemo s popolno indukcijo. Za n = 1 velja trditev
krajsa zaporedja

po lemi 2. Naj bo n > 1 in recimo, da velja za vsa
intervalov, torej tudi za

e

————n

= A, In za vsak
A1 D A’ spet po lemi 2

Laz malega ega. Po predpostavki obstaja cikel perio-

a < U < c, za velja f(a) = b, f(b) = ¢, f(c) = a
3). Druga moznost ﬂa} =c...Jje analogna;, Dokazati hocemo obsto]
nih tock za n # 3.

A

Slika 3.

Najprej n = 1, torej negibna tocka. Uporabimo lemo 1 z I = [b,¢,
J = la,c]. |

Pri n > 1 uporabimo lemo 3 in zaporedje intervalov
AOmA1IAgﬁ..‘ﬁAnmngnﬁij]a An_ﬁlr[a?b}e

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 5 131



Po lemi 3 obstaja interval A C Ao, fM(A) = A, in velja f'(A) C A;.
Po lemi 1 za funkcijo f™ in intervala I = A,J = A, = [b,c] obstaja
negibna tocka z € A za f*, f*(x) = z. Preveriti moramo le Se, da je res
periode n, ne pa kaksne nizje. Ce bi bila z tocka nizje periode k < n, bi
bilo n = 7 - k in vse tocke cikla z, f(z), f%(z),..., f*"1(z) bi se pojavile Ze
v ciklu z, f(z), f2(z),..., f51(z). Zato bi vse lezale na intervalu [b, c]. Ker
pa f" 1(z) € [a,b], je to mogoce le, ¢e je x = b, saj je b edina skupna tocka

obeh intervalov. Toda f%(b) = a ¢ [b, c].

3. Ureditev in izrek Sarkovskega

Sarkovski uvede v mnozico naravnih stevil N = {1,2,3,...} relacijo
linearne urejenosti > takole:

. 3-5-T>9> ...
> 2:3%25%2-T%=2-9% ...
L= 922.3%-92%2.5%-92.7%92%.0w ..

=222 8 4921,

Izrek. (Sarkovski) Naj bo f : R — R zvezna preslikava in k > m. Ce
ima [ periodicno tocko reda k, vma tudi periodicno tocko reda m.

Posledica 1. Mali izrek Sarkovskega.

Posledica 2. Ce ima zvezna realna funkcija le kon¢no mnogo periodiénih
tock, so redi le-teh oblike 2.

Velja tudi neke vrste obrat izreka Sarkovskega. Za vsak par naravnih
Stevil & > m obstaja funkcija, ki ima periodicne tocke reda m, ne pa

periodicnih tock reda k. Kot primer vidimo na sliki 4a graf kosoma linearne

132 | - Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 5



zvezne funkcije, ki ima perioditne tocke reda 5, ne pa reda 3. Res, stevila
1, 3, 4, 2, 5 sestavljajo cikel periode 5, na sliki pa opazimo tudi negibno

t@dm a4 = 130 Slika 4b kaZe graf funkcije f* in ob tej sliki zlahka nariSemo

se graf f°. Tmh fg ima natanko eno negibno tocko, ampak to je Ze negibna

tocka same funkcije a = 130 Zato ni periodicne tocke reda 3.

f@lﬂﬂﬂ&ﬂﬁ izreka S&?R@V%k@g& upor abimo le topoloske po ﬁﬁ@ (zve-
zne preslikave f : R R) in torej @m%m@ topoloske lastnosti premice. Za
ZVezne mshkm& h @zmee vase f 51 — §1izrek seveda ne velja. Vzemimo
namrec zasuk kroznice za 120°; vse tocke na kroznici so periodic¢ne s periodo
tri, ki je ’m}m @dm& perioda.

” W. A. Coppel, Dynamics in one dimension, Lecture notes in M
15?& Sprmg@ Verlag 1992.
R. L. Devaney, Chaotic Dynamical Systems, Addison-Wesley 1989.

A. N. Sarkovski, Sesuséestvovanie ciklov neprerivnogo preobrazovanija priamoj v
sebja, Ukr. Mat. 7. 16 (1964) 61-71.

4] T. Y. L1, J. A. Yorke, Period three implies chaos, Amer. Math.
985-992.
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OVE KNJIGE

Pri Drzavni zalozbi Slovenije je v oktobru izsla knjiga Atlas klasicne
in moderne fizike. Knjigo je po originalu Atlas zur Physik Hz Breuerja
(D Verlag 1988, Miinchen) prevedel in priredil Jan

Jeutschen Taschenbuch
Strnad.
V slovenscini so po
rocniki: |
1. Franc , Fizikalny pmmemé z zbirko nalog za msye razrede
sreq In ﬂ h sol, DZS, pW& izdaja 1955. Prirocnik vsebuje ponovitve osnovnih
izikalnih po jm@v na srednjesolski ravni in najbolj znacilne racunske naloge.

2. N. 1 kin, M. G. Sirkevi¢, Prirocnik dmménmmw
zalozba Si@‘venge ? ponatis leta 1990. Opredelil bi ga kot i@pemmm
fizikalnih osnov ﬂam,vosbvne Smem ah tehnike na sr edﬂjesdskl mvm “vendaa‘
je nekaj visja od (1). Lahko g |
na univerzitetni studij.

3. Leksikon Cankarjeve zalozbe, Ljul Eja}naw 1979, 4. izdaja leta 1991.
njem so leksikografsko (fenomenolosko) obdelani osnovni pojmi iz fizike in
doseg& raven umverzmeme mobmzbe neﬁzﬂm |

drugi svetovni vojni 1zshi naslednji fizikalni pri-




Obravnavani atlas fizike se od nastetih priroénikov razlikuje po tem,
da presega njihovo raven. Ustreza obsegu predavanj fizike na naravoslov-
nih in tehniskih fakultetah, v nekaterih delih ga celo presega. Ker poj-
mov ne obravnava leksikografsko, je na 400 straneh prirocnega formata
(13 cm x 20 cm) dokaj razumljivo podano nepricakovano veliko fizikalnega
znanja. Prevodu se pozna vesca roka J. Strnada, ki je odpravil nekatere
napake v originalu in je zaporedje poglavij priredil ucbenikom fizike, ki jih
uporabljamo pri predavanjih fizike na Univerzi v Ljubljani.

Od ustreznega ucbenika fizike se Atlas razlikuje po tem, da se avtor
ne trudi s pedagosko vpeljavo pojmov in z izpeljavo enacb. Poda le njihov
opis in osnovne formule. Posveti pa se podrobnostim in zadnjim novostim
pri uporabi fizikalnih principov, ¢esar v ucbenikih navadno ne najdemo.
Obravnave predpostavljajo znanje diferencialnega racuna.

V repetitoriju je veliko tehniskih detajlov, npr. o trenju, o merjenju
zvoka, o laserjih, o motorjih, o slikovnih ceveh, o kristalografskih preiskavah.
Kratko razlago najdemo celo za gravitacijske valove in holografijo. Izbor
snovi je moderen. Pogresamo le nekaj ve¢ podrobnosti o radioaktivnosti.

Atlas je poleg vsega tega tehnisko in pedagosko premisljeno bogato
opremljen. S svojimi slikami, ki odlicno dopolnjujejo tekst, pritegne bralca
ze na prvi pogled. 7 vsem tem je odlicno dopolnilo k univerzitetnim
ucbenikom fizike. Za mnoge Studente, ki jim manjka fenomenoloskega
znanja, bo v nekaterih poglavjih postal prvo berilo, kjer bodo v kompaktnem
tekstu laze zaslutili celoto in bistvo ter pomen daljSe obravnave v ustreznem
ucbeniku. Za dijake, ki so koncali srednjo naravoslovno solo, bo atlas branje,
ki bo omogocilo hitro ponovitev delno pozabljene snovi. Verjetno pa ga
bodo prebirali dijaki tudi Ze v srednji soli. Ker bodo po njem segali prav
gotovo tudi njihovi ucitelji, lahko priroc¢nik veliko pripomore k povecanju
zanimanja za fiziko v srednji soli, cesar se lahko vsi veselimo.

Ob primerni ceni bi lahko priroc¢nik dozivel ve¢ izdaj in postal vademe-
kum fizike za vet generacij tehniskih in naravoslovnih izobrazencev. Pri-
pomogel bo predvsem k povecanju fenomenoloskega fizikalnega znanja pri
nas. Kdini (nacelni) pomislek proti takemu priroéniku temelji na bojazni,
da bi ga studenti zaceli uporabljati namesto uchenika. Vendar je to pro-
blem njihovih uéiteljev, ki morajo poskrbeti, da si studenti pridobijo eno-
ten pogled na navidez razliécne fizikalne pojave. Tega od Atlasa ne more-
mo pricakovati. Za poglobljeno znanje fizike je prav gotovo potrebno tudi
ucenje po ucheniku.

- Prevod Atlasa fizike v slovenscino pozdravljam zaradi dognanega pri-
kaza skrbno izbrane snovi, razkosne graficne opremljenosti in ker pokriva
univerzitetno raven fizike v naravoslovju in tehniki, kjer smo doslej tak pri-
rocnik pogresali.

Franc Cvelbar
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PACS 42.50.—p

Interferencni poskusi so zanimivi tudl zato, ker razkrivajo posebnost kvantne hzike.
Interferenéni poskus s svetlobo, pri katerem interferirata v nasprotnih smereh spontano
izsevani valovanji, je dobrodoslo zdravilo proti predstavi, da so fotoni nekaksni delc.

RADIATION IN OPPOSITE

. INTERFERENCE EXPERIMENT WITH
DIRECTIONS

The interest interference experiments arise 1s partially due to the fact that they
expose the characteristics of quantum physics. The interference experiment with radiation
emitted spontanecusly in opposite directions offers a remedy against the notion that

photons are particles of some sort.

Najbrz zbudi pou é@mﬂj@ kvantne fizike v srednji soli zgméen@ predstavo,
da je svetloba sesmﬁjeﬂ& iz nekaksnih delcev, ki se je puzn@j@ fiziki zelo

ezko otresejo. Zdravilo proti tej predstavi so poskusi, ki pokazejo, da se
f@’mm nikakor ne vedejo kot delci, k&hsn@ poznamo v Newtonovi mehaniki.
Med posretene poskuse te vrste sodi opazovanje mmﬁ@mnm 7 ¢ dmnm
V@E@V&M%ma v nasprotnih smereh. Poskus sta naredila M. Lai in J.-D. Diels
z univerze Nove N /DA [1

lehike v Aﬂmquei‘qﬁeu v/ ﬁ

Stekleno plosé¢ico sta na eni strani potopila v raztopino barvila rodamin.
Tako je na ploscici nastala tanka, samo okoli 20 nm debela ph% bravila,
ko je topilo izhlapelo. Plast sta @hseveﬂ& s curkom svetlobe iz ar gonsk ega
ionskega E&S@U& 7z valovno d @Ezm@ 514 nm z dokaj veliko gostoto energijskega
toka 200 kW /m?. Molekule v plasti so fluorescen¢no sevale, in sicer priblizno
enako na eno in drugo stran ploscice.
Molekule preidejo v Vm@ stanje
stanja v osnovno stanje. Pri prehodu med vi§jim in niZjim stanjem
scencno sevajo svetlobo z valovno dolzino 590 nm spontano, neodvisno

oa @d druge Delez stimulirano izsevane svetlobe je zanemarljiv.

[z laserskega curka je opti¢na prizma izlocila curek svetlobe z valovno
Oizmo 514 nm. Po odboju na ki1 ﬁgem@m zrcalu z goriséno razdaljo 15 cm je
curek zadel na plostico s plastjo barvila, ki ga je razdelila na dva delna curka
{SE 1). Delna curka sta se odbila vsak na svojem enakem krogelnem zrcalu
m druga polprepustna ploscica ju je sestavila in pripravila do interference.
| delnima valovanjema je meril 176°, iz &isto praktiénih razlogov
pac ni bilo mogoce doseci kota 180°. Tako sta delna curka izhajala iz plasti
awﬂa, samo priblizno v H&Spf‘@ﬂﬂh Sm@mh Obe polprepustni ploscici ter
Mach-Zenderjev interferometer.

brez ;%@vama, 1n prav tako i1z mizjega
luore-
dru-




Sestavljeni curek je Sel skozi rezo in padel na fotopomnozevalko. Druga
prizima je dala curek svetlobe z valovno dolzino 590 nm in filter je Se posebe;]
izlocil svetlobo z valovno dolzino 514 nm. Prepuscena svetloba je imela
sirino ¢rte okoli 30 nm, ki ji ustreza koherencna dolzina okoli 0,01 mm.
V laserski curek sta postavila debelo celico z barvilom in tako razsirila
spektralno érto. 7 interferenco sta dolocila lego druge ploscice, ko sta bila
oba kraka interferometra enako dolga. Potem sta celico z barvilom umaknila,
1z curka.

Drugo ploscico sta pritrdila na vozicek, ki ga je zelo pocasen motor
premikal v pravokotni smeri. Ob premiku, pri katerem je nastala med
delnima curkoma dodatna razlika poti za valovno dolzino, se je pojavila nova
interferenc¢na proga. Interferencne proge je narisal pisalnik, na katerega je
bila prikljucena fotopommnozevalka. Na interferencni sliki je bilo mogoce
razbrati vec kot dvajset interferencnih prog, kolikor jih priblizno ustreza
koherencni dolzini 0,10 mm (sl. 2). Razlika med najve¢jo in najmanjso
gostoto svetlobnega toka je bila nekoliko manjsa od pricakovane zaradi
debeline plasti barvila in zaradi tega, ker je merilnik zajel svetlobo iz
konénega prostorskega kota.

Izid poskusa je prepricljive pokazal, kako si ne smemo predstavljati, da
molekula izseva foton ali na eno ali na drugo stran. Fotoni v enobarvni
svetlobi zares nosijo dolocteno gibalno koli¢cino in doloc¢eno energijo, a niso

delci, ki bi obdrzali svojoistovetnost. Ceprav je fotopomnozevalka zaznavala
fotone, si njihove ,poti” do tam, kjer jih je izsevala molekula barvila, sploh
ni mogoce zamisliti [2]. V opisanem interferentnem poskusu nam pride to
bolj do zavesti kot pri Youngovem poskusu, pri katerem sta rezi blizu skupaj.

a CELICA Z
g ;) BARVILOM

TANKA PLAST BARVILA

- | L { s l L1 { l 1 ] \ |
XA - 20 0 10 20
FILTER - -y 4

AZLIKA POTI (um)

FOTOPOMNOZEVALKA ' )

Slika 2. Interferencna shka, ki jo
ika 1. Okvirna risba naprave [1] nariSe pisalnik, ko se druga ploscica zelo
pocasi premika v pravokotni smeri [1].
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V ¢lanku je podan megﬁed teorije pogojnih ﬁmk@j%hh enach R& prostorih z ortogo-

nalnostjo. Za ilustracijo je resena Cauchyjeva pogojna enacba na klasi¢nih Hilbertovih

prostorih.

FUNCTIONAL EQUATIONS WITH ORTHOGONAL CONDITIONS

In this paper we give an exposition on conditional functional equations in orthogo-
nality spaces. In order to illustrate tehniques used in this theory we show how to solve
conditional Cauchy equation on classical Hilbert spaces.

Naj bo X realen vektorski prostor dimenzije vsa,J 2, opremljen s skalar-
nim produktom, to je preslikavo (, ): R z iastnﬂstnll

_%....
NW
R
e
|l
—~—
Ny
&

Y

AAMMA
=R M =
W
]

8
T g™
I

73, vsaﬁ{a Z,y € X ter A € Standardni zgled za tak

pmsmﬁ je X =
kjer j@ ni produkt n-teric ¢ = (aq,...,ay,) in b

+> Pn)

Preslikavo ||z|| = \/(%,z) imenujemo norma elementa z. Dva vektorja

ime ujm m*mkotn& Ce j@ ﬂﬁm skaimm

primer v teoriji gd%ﬁmh phnov jo se i
pri obravnavi nekateuh integralskih enach. ReSevanje fun] ujske enache s
pravokotnimi pogoji pomeni iskati funkcije, ki zadoscajo doloéeni enachi z
dvema Sm-aenhwkam& vendar ne za vse pare vektorjev z in 7y, ampak
samo za tiste pare, pri k th sta x in y pravokotna.

Za zgled bomo obravnavali dve znani enatbi: C auchyjevo enatbo

flz+y)= f(z)+ f(y)

in Jordan-von Neumannovo enacbo

flz + vy

flz)+ 2f(y),




kjer je f : X — IR. Resitve obicajne Cauchyjeve enache seimenujejo aditivni
funkcionali, resitve Jordan-von Neumannove pa kvadratiéna.

Pogojna Cauchyjeva enacba se torej glasi

fle +y)= f(z)+ f(y) pri (z,y) = 0.
Ta enacba ima resitve, ki niso aditivne. En primer je funkcija f(z) = (z, x),
sa] je |
fle+y) = f(z) = fy) = 2(z,y) = 0
takrat in samo takrat, ko sta z in y pravokotna.

2. Resitve pogojne Cauchyjeve enacbe na Hilbertovih prostorih

Trditev 1. (i) Linearna kombinacija resitev je tudi resitev.
(1) Ce je f(x) resitev, je g(x) = f(—=u) tudi resitev.
(111) Vsaka resitev je vsota sode in lihe resitve.

Dokaz. (i) preverimo direktno. Ker (z,y) = 0 implicira (—z,—y) = 0,
je pri (z,y) =0

gz +y)=f(—z—y)=f((=z)+ (~y)) = f(=2)+ f(~y) = g(z) + g9(y),
kar dokazuje (ii). Iz (i) in (ii) potem sledi, da sta

s(z) = /() +2f(“$) ter [(z) =

f(z) - f(—=)
2

tudi resitvi. Ocitno je, da je s(z) soda, [(x) pa liha funkcija. Kratek racun
nam tudi pove, da je f(z) = s(z) + ().

Trditev 2. Naj bo l(z) liha zvezna resitev. Teday obstaja tak vektor

a € , da je f(z) = (z,a).
Dokaz. Ker je (0,0) =0, je I(0) = 1(0+ 0) = [(0) + {(0) oziroma [(0) =

= 0 = (0,a). To pomeni, da lahko predpostavimo, da sta z in y nenicelna
vektorja. Tedaj obstajata taka pravokotna vektorja z normo 1, da je z = au
in y = fu+ yv. Vzamemo lahko namrec¢ kar u = -’—l-}:—]—'w, potem pa v, # in v
izracunamo iz zgornje enakosti za y.

Nato izracunamo (u + v,u — v) = (u,u) — (v,v) = 0. To pomeni, da
sta vektorja u + v in u — v tudi pravokotna in zato je [(u+ v) + [(u — v) =
= [(2u). Vzemimo zdaj poljubna A, £ € R. Ker lahko skalarje izpostavimo
iz skalarnega produkta, je

(€ + Au) +1((E = A)v) = L{(E+ MNu+ (= Av) =

= 6+ 0) M= 0) = [(E(u+ )+ LA (u— v)) =
= I(&u) + 1(Ev) + 1(Au) + (= Av).
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Zamenjamo ¢ in A v zgornji

Ker je [ liha funkcija, je I(—Av) = —=I(Av).
enacCbi. Dobimo

L(E+ Mu)=I((E—=A)w) = ‘ + I(Av) + {(Eu) — [(Ev).

Ce sedtejemo (2) in (3) ter rezultat delimo z 2, dobimo

[((E+ MNu) =1(Au) + 1(Eun).

Torej je

(z+y) =l((au+ Bu+yv) =1l((a+ pB)u) + (yv) =
=l(au) +{(Bu) + l(yv) = l(z) + [(Bu+ yv) = I(z) + I(y).

ker je dobro znano, da je vsak

oblike [(z) = (x,a) pri

To pomeni, da je [ aditiven funkcional na X in
zvezen aditiven funkcional na Hilbertovem prostoru
primernem a € X, je dokaz koncan.

Teday obstaja taka realna

Trditev 3. Naj bo s(z) soda zvezna resitev.
konstanta «, da je s(x) = a{z,z).

Dokaz. Naj bosta z in y iz X in naj bo ||z|| = ||y||. Tedaj je

(2 + 9,2 = ) = |21 = (2, 5) + (5,2) = lyl]* =

kar nam da

To pomeni, da je s(z) odvisna samo od norme Hx“ Naj bo a = f(z) pri
lz]] = 1.

S5 popolno mdukcuo dokazemo, da je s(nz) = n*s(z). Vzamemo neki
y, ki ima normo 1 in je pravokoten na 2. Tak y obstaja, ker je dimenzija X
vsa] 2. Najpre] je

z)+ 2s(y) = 4s(z).

s2z)=s(z+y+z—vy)=s(z+y)+s(z—y)=

Ce formula velja za n — 1 in n, potem je

4s(nz) + 4s(z) = 4s(nz) + 4s(y) = s(2nz) + s(2y) =
= 5(2nz +2y) = s((n + V(@ + y) + (n — D)(z — y)) = s((n + )z +9)+
+s((n —1)(z - y)).
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Ker sta z in y pravokotna vektorja, sta tudi (n+ 1)z in (n+ 1)y ter (n — 1)z
in —(n — 1)y para pravokotnih vektorjev. Iz prvega odstavka sledi tudi,

da je s((n + l)z) = c;((n 1)y) in s((n — 1)z) = s(—(n — 1)y). Ce torej

nadaljujemo zgornji racun, dobimo
ds(nz)+ 4s(z) = 2s((n + 1)z) + 2s5((n — 1)z).
Zaradi indukcijske predpostavke je
s((n+1)x) = 2s(nx) —s((n— 1)z)+ 2s(z) =
= (2n° — (n —1)* +2)s(z) = (n+ 1)%s(z).
Nadalje je s(z) = s(n£) = n?s(£) oziroma s(£) = —5s(2) in konéno

11

s(—x) = m?s(-) = (=)s(a).

Ker je s(z) zvezna, je s(Az) = A%s(z) za vsak A € IR.
Naj bo zdaj z € X poljuben nenicelen element. Ker je ﬁ enotski, je
3(“39“) = «, po drugi strani pa je

s(z) = s(||zf] - =) =

2s(i—) = oz, 7).

II*L'II

Ce vse tri trditve zdruzimo, dobimo

Trditev 4. Vsaka zvezna resitev pogojne Cauchyjeve enacbe je oblike
f(z) ={z,a+ azx), kjer jea € X 1n o € R.

Kot smo Ze omenili v uvodu, se pogojna Jordan-von Neumannova enac-

ba glasi
flety)+ fle—y)=2f(z)+2f(y) pri (z,y)=0,

kjer je f : X — R. S podobnimi prijemi kot pri pogojni Cauchyjevi enacbi
dobimo naslednji rezultat:

Trditev 5. Naj bo dim(X ) > 3 in f(z) zvezna resitev pogojne Jordan-
von Neumannove enacbe. Tedaj je f(z) = (Azx,z), kjer je A : X — X
zvezen linearen operator.

3. Abstraktni ortogonalni prostori

Naj bo X realen vektorski prostor dimenzije > 2 in L binarna relacija
na X. Oglejmo si naslednje lastnosti:

(O1)0 Lz in z L 0 za vsak z € X (totalnost za niclo),
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(02) z,y # 0 in & L y implicira, da sta = in y linearno neodvisna
(neodvisnost);

(03) z L y implicira (az) L (Py) za vsaka z,y € R

14) Ce je P 2-dimenzionalen podprostor v X,z € P ter A € R, potem
obstaja tak

y € P,daje(z+y) L (Az+y) (Thalesova lastnost);

(homogenost);

TOstor z @wmmm skalarnim produktom, v katerem definiramo z L v

ko je (z,y) = 0, ima vse §tiri nastete lastnosti,
kot so na primer simetricnost, aditivnost v obeh
Obstajajo pa mnogi vektorski prostori, ki nimajo
-mdu’m a se vseeno da na njih @ﬁ_nﬁ“&ﬁ relacija z lastnostmi
msmm }memuemo abstraktni mmganaim pm%mm
za tak pmsmﬁ“ ki nima nujno skalarnega mdnkﬁa je na pnmez Banachov
pmsmf X 7 normo H |, kjer definiramo z L ¥y, e in samo ce je ||z + Ay g >

> llz|| za vse A € R. Ta prostor se imenuje prostor z Birkhoff-Jamesovo
@m@gonam@sm@@

Na abstraktnih ortogonalnih
chyjevo enacbo s predpi

zveznost itd.

prostorih lahko definiramo pogojno C

Resitve niso tako lepe kot v primeru Hilbertovih prostorov in jih vcasih niti
ne znamo povsem doloc¢iti. Kljub temu pa je mogoce dokazati naslednji
izrek, ki je kar precejsnja posplositev Trditve 4 (glej [2]):

lzrek 6. Naj bo X abstrakini ortogonalni prostor in GG mnumm@na
grupa z de gnmm . Za resitve pogojne Cauchyjeve enacbe (7) f 1 X
velja:

(1) Vsaka resitev je vsota sode in lihe resitve.
(1t) Vse lihe resitve so aditivne.
(111) Vse sode resitve so kvadraticne.

Drugo pomembno vprasanje v zvezi s Cauchyjevo enacho nam porodi
Trditev 3. Kaksni so abstraktni ortogonalni prostori, ki imajo kaksno sodo
nenicelno resitev? Na dlani je, da je f(z) = 0 za vsak z € X ena moZna

soda (in seveda kvadraticna) resitev. Ce privzamemo Se, da je dimenzija X
j 3, potem dobimo naslednji odgovor (glej [5]):

Izrek 7. Naj bo X abstrakini ortogonalni p
komutativna ¢ rupa. C e o bstaja nem@d na soda

enacbe (7) f : X
tako, da é@ z Ly (v abstrakinemn
novo definirant skalarni produkt.

rostor dimenzije vsaj 3 in G
resitev pogojne Ca %dung
X mogoce definiratt skalarni produk
ngsm} tedaj, ko bo (z,y) = 0 za
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S tem izrekom dobimo v bistvu karakterizacijo pred-Hilbertovih prosto-
rov med abstraktnimi ortogonalnimi prostori.
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NOVE KNJIGE

Delo Borisa Lavrica nam predstavi zanimivo in lepo podrocje algebre,
teorijo delno urejenih group in delno urejenih kolobarjev. Med seboj se
prepletajo rezultati o splosnih delno urejenih, linearno urejenih ter mrezno
urejenih grupah oziroma kolobarjih. Poudarek je na slednjih. Obravnavanih
je vet¢ pomembnih tém. Izbor je posrecen in knjiga je lepo zaokrozena celota.
Razdeljena je na dva dela. Prvi govori o delno urejenih grupah, drugi
pa o delno urejenih kolobarjih. Pred obema je Se kratko uvodno poglavije z
zgovornim naslovom ,,5lovar delne urejenosti”, v katerem je podan zgoscen
opis osnovnih pojmov teorije delno urejenih mnozic.

Obseznejsi je prvi del knjige. Po prvem poglavju, ki nas z osnovnimi
lastnostmi in ilustrativnimi primeri delno urejenih grup vpelje v teorijo, sle-
di poglavje o strnjenih podgrupah. Prikazane so povezave med urejenostjo
na grupil in urejenostjo na druzini vseh strnjenih podgrup. Posebej so ob-
delane polare in prapodgrupe, ki imajo posebno vlogo med strnjenimi pod-
grupami mrezno urejenih grup. Tretje poglavje govori o homomorfizmih,
faktorskih grupah in produktih. 7 nekaj truda se dajo osnovne konstrukci-
je, ki jih poznamo iz splosne teorije grup, smiselno prenesti v obravnavano
podrocje. Na koncu poglavja nas pisec podrobneje seznani s premimi pro-
dukti, leksikogratskimi produkti in posplosenimi leksikografskimi produkti.
V rokah imamo potrebno orodje in knjiga zdaj v polno zazivi. V cetrtem
poglavju so obravnavane (krepko) arhimedske in Dedekindove (o—) polne
grupe. Vecja pozornost je posvecena Dedekindovim napolnitvam krepko ar-
himedskih grup. Spoznamo tudi Holderjev izrek o linearno urejenih arhi-
medskih grupah, Abelove grupe so tema petega, zadnjega poglavja prve-
ga dela. Raziskani so pogoji, pri katerih je Abelova delno urejena grupa
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(mrezna) vektorska grupa. Hahnov izrek o vilozitvi Abelove mrezno urejene
orupe v Hahnovo grupo j@ prav gotovo eden najglobljih rezultatov knjige.
Poglavje sklene Kantorovicev izrek o omejenih homomorfizmih mreZzno ure-
jenih Abelovih grup.

Aditivna grupa d@hm urejenega kolobar; Ja }@ Abelova delno urejena gru-
pa; zato oba dela knjige nista vsaksebi, drugi je naravno nadaljevanje prve-
g& V Sestem 7 @ghwu nas pgsef p@pdw v svet delno urejenih @E@Emuev
Osnovnim msm@mm ki jih ni tezko zaslutiti, je dodana karakterizacija ko-
lobarjev brez @M@hw nica, ki ﬁh je mogoce Em@aﬁ no urediti. V naslednjem
poglavju so H&} @j obravnavani linearno urejeni kolobarji in zatem Se funk-
@Ejbki kolobarj ﬁ Med stevilnimi rezultati so v obeh primerih Se posebej za-
nimivi tisti, ki g@vmw o arhimedskih kolobarjih. Zadnje, osmo @ghw@ je
posveleno p@h@m ki jih je mogoce linearno urediti, tako imenovanim for-
malno realnim poljem. Podrobno so raziskana maﬁm zaprta polja.

Za razumevanje knjige je potrebno znanje osnov algebre. Ezj@ma, j@
morda le poglavje o formalno realnih poljih, v katerem se uporabljajo pojmi
1z teorije obsegov. Knjiga je mm} dostopna razmeroma sirokemu krogu.
A od bralca zahteva pozornost in vestnost; podrobnosti bo moral marsikda;
razjasniti sam, pa tudi snov je p@n@}:@ vse prej kot lahka.

Po p@Wm@m @gﬁm knjige bi mor da sodili, da so posamezna poglavja

bolj ali man; mmmm na. Pa ni res. Tesno so speta; za vrsto zanimivih
rezultatov se i1zkaze, da so vkljuceni predvsem zaradi njihove uporabe v
nadaljnjih g @ghafﬁh Videti je, da je pisec izredno skrbno pretehtal, kaksen
vrstni red ubrati in ka}m priti do bliznjic v dokazih. Ta jedrnatost in
natancnost se Si&ph&ﬁ& v eno z izbrusenim slogom pisanja — odvecen stavek
ali @dvemﬂ besedo boste tezko nasli.
Knjiga bo brzkone obvezno ¢tivo za podiplomske studente, ki si bodo
7.3, gla,vna Sm&gg@ smer izbrali a}g@ ro. dluzila bo kot izvrstna osnova za
poglobljen %m 1@ delno M*q@mh grup oziroma kolobarjev. Po njej pa bo rad
S@d tudi vsak, ki mu algebra ni tuja. Zato, ker so n@afien rezultati v knjigi
uporabni tudi na drugih podroé¢jih, pa mm zato, ker gre preprosto za E@p@
napisano knjigo.

S TeSAT

Efaﬁgj 7

Jeenec: ,,G

Va, vprasanj A m&mmaﬁmka J E. L
filozofski smisel, je filozof L. Wittgenstein @dgmfmﬂ mﬁdﬂno

' 1z knjizice J. E. Littlewooda, A mathematician’s miscellany.
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V ¢lanku je predstavljen centralni imitm 1zrek, najprej kot empiricno dejstvo, ki mu
potem sledi stroga matemati¢na formulacija in dokaz izreka s pomocjo karakteristi¢nih
funkcij. Izrek ni formuliran in dokazan v majbolj splosni mozni obliki, vendar nekatere
poslositve ne zahtevajo dodatnega napora. Zakljucek predstavlja uporaba centralnega
himitnega 1zreka.

THE CENTRAL LIMITE THEOREM

The paper presents the central limit theorem as an empirical fact followed by the
rigorous mathematical formulation. A proof using characterictic functions is given for the
case of identically distrubuted independent random variables. Some applications of the
central himit theorem are considered.

1. Centralni limitni izrek kot empiricno dejstvo

Verjetnostni racun se je razvil iz preprostih vprasanj v zvezi z igrami
na sreco. Primeri so metanje kovanca, metanje igralnih kock, ruleta in
podobno. Kot enotni model za vse te situacije si lahko zamislimo slucajno
izbiranje ostevilcenih kartic iz kosa. Torej, ce mecemo kovanec, za katerega,
predpostavljamo, da sta grb in Stevilka enako verjetna, je to s stalisca
verjetnosti enako, kot ¢e bi imeli kos z dvema karticama, ostevil¢enima z 0
in 1. Iz tega koSa bi potem slucajno izbirali kartice s tem, da bi izbrano
kartico vedno vrnili v kos med zaporednim izbiranjem in ko$ pred naslednjim
izbiranjem temeljito pretresli. Stevilo enic, ki bi jih izbrali v 100 sluéajnih
izbiranjih iz kosa, bi imelo popolnoma enako verjetnostno porazdelitev kot
stevilo grbov v sto metih kovanca.

Oznatimo to slucajno spremenljivko, torej stevilo grbov v sto metih
kovancev, s Sigo, ali bolj splosno, §tevilo grbov v n metih s .9,,. Ce rezultate
posameznih metov ali izbiranj iz kosa z dvema karticama, oznaéimo z
Xq1,X9,--+, X, kier je pac X enako 1, ¢e je na kartici 1, in 0, ¢e je na
kartici 0, potem lahko zapisemo

b Xad Kot 4 ()

Porazdelitev slucajne spremenljivke \5,, je dobro znana binomska porazdeli-
tev, tore]

kjer je p verjetnost, da pri enem samem metu kovanca dobimo grb. Ce
predpostavljamo, da je kovanec simetricen, potem je seveda p = 1/2 in po
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prigrani tolar v eni igri. Po m igrah bi bila vsota Stevil na karticah, ki
smo jih izbrali, enaka priigranemu denarju, pri cemer bi seveda negativna,
vsota pomenila, da smo denar zaigrali. V jeziku verjetnostnega racuna bi
oznacili 1zid pri vsaki igri z Xg, £ = 1,2,...,n, pri cemer bi spremenljivke
Xg bile ali 1 ali —1, priigrani denar pa bi zapisali kot 5, = ) ¢ Xi.
Verjetnostni histogram za 250 iger si lahko ogledate na sliki 2. Kot pri sliki 1
predstavlja tudi tukaj ploscina pravokotnika nad danim stevilom verjetnost,
da bo priigrani denar po 250 stavah na rdece enak tistemu Stevilu.

Seveda si lahko predstavljamo kose z razlicnimi stevili kartic, na katerih
so razlicna Stevila, lahko tudi ulomki ali koreni. V vsakem primeru lahko
ponovimo poskus z zaporednim izbiranjem kartic, pri ¢emer kartice med
posameznimi izbiranji vrnemo v kos. Za poljuben koS seveda ne obstaja
vedno kaksna interpretacija, vendar je primerov kosev, za katere bomo
uporabili ugotovitve iz drugega poglavja, dovolj. Za ilustracijo si bomo
izbrali kos, v katerem so 3 kartice s Stevilkami 1, 2in 9. Na slikah 3a, 3b (na
ovitku) in 3c so verjetnostni histogrami za 10, 25 in 100 izbiranj iz takega

kosa, torej verjetnostni histogram za Sio = > 5oy Xk, S50 = 3 gy Xj in
S100 = i(:)__()l X. Kot vedno so slucajne spremenljivke X izidi pri k—tem
izbiranju iz kosa. V tem zadnjem primeru lahko zavzame X vrednosti 1, 2
ali 9.

Vsem verjetnostnim histogramom do zdaj je skupno, da z narascanjem
Stevila izbiranj postajajo vse bolj podobni krivulji zvoncaste oblike. Da
to ni slucaj, bo potrdil centralni limitni izrek, ki ga bomo predstavili v
naslednjem razdelku. Ugotovili bomo, da postajajo verjetnostni histogrami

146 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 5
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pomeni, da velja
P(X1€A41,X2€As,..., X €An)=P(X1 € A1) P(X2€ Ay) ... P(X, € Ay)

za poljubne merljive mnozice Ay, A5, ..., A, na realni osiin poljuben n > 1.
Za preprost primer kosa iz prvega razdelka bi to pomenilo, da moramo med
zaporednimi izbiranji kartico, ki smo jo izbrali na nekem koraku, vrniti v
kos in kos temeljito pretresti. To, da so spremenljivke Xy, X,,... enako
porazdeljene, pomeni, da so za poljubno merljivo mnozico A na realni osi
in za vse k verjetnosti P(X; € A) med seboj enake. Za zaporedno izbiranje
kartic iz kosa je seveda samo po sebi umevno, da je porazdelitev slucajnih
spremenljivk X;, X5, ... neodvisna od k.

Uvedimo se funkeciji

p(z) = : e~ 12 ip

Funkcija ¢ je gostota dobro znane normalne porazdelitve s parametroma
u=0in 0% =1.

Matematicno upanje poljubne slucajne spremefljivke X bomo oznaéili
z E(X), njeno disperzijo pa z D(X). Po teh pripravah lahko formuliramo
centralni limitni izrek v njegovi najpreprostejsi obliki.

Izrek 1. Naj bodo X1, Xs,... med seboj neodvisne, enako porazdeljene
slucajne spremenljivke, za katere je matematicno upanje F(|X|) < oo in
disperzija D(X;) < co. Oznacimo 5, = X1+ Xy + ...+ X,,. Potem velja
za poljubno realno stevilo a

lim P Sn — nE(X71) -

n— 0O \/??/D(Xl) (1)

V tej formulaciji postane ohlapna izjava — da verjetnostni histogrami
za, vsote neodvisnih slucajnih spremenljivk postajajo vedno bolj podobni
,zvoncasti krivulji”, ko stevilo spremenljivk v vsoti naras¢a — matematicni
izrek. Dejstvo, da smo vsoti 5,, odsteli njeno matematicno upanje in jo
delili z njeno disperzijo, pomeni samo to, da smo histogram premaknili
vzdolz realne osi in ga linearno stisnili, tako da smo ga prilagodili standardni
normalni gostoti ¢.

Dokaz centralnega limitnega izreka je najlaze izpeljati s pomocjo karak-
teristicnih funkcij. Za diskretno slucajno spremenljivko X je karakteristicna
funkcija 19 x definirana kot

1T

P(X =2z), —oo<t< oo, (2a)

Px(t) = E(e™) =)

€
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kjer so {z1,z9,...} vse mozne vrednosti, ki jih spremeljivka X lahko zavza-

me. Ce pa ima, Shlca,jna, spremenljivka gostoto fx, potem je karakteristi¢na
funkcija definirana kot

hx(t) = E(e™r) =

Iz standardne literature bomo brez dokaza povzeli stiri trditve, ki bodo
imele klju¢no vlogo pri dokazu centralnega limitnega izreka.

. Karakteristicna funkciyja porazdelitve to porazdelitev enolié-
no doloca.

Torej, dve razlicnl porazdelitvi ne moreta imeti enakih karakteristi¢nih
funkcij.

o,..., X, med seboj neodvisne sluc¢ajyne spre-
mﬁnijwm m naj bo 5, = X, -§— Xg + ...+ X,,. Karakteristicna funkcija
slucajne spremenlipvke 5,, je produkt !Mm“eﬂ%iénﬁz funkcyy slucagnih spre-
menlyivk X1, Xq, ..., X,.

Vzemim@ za primer kar binomsko pm‘azd@htev ki j@ vsota med sebo]
neodvisnih slucajnih smmenhwk Xi,Xo,...,X,, za katere je P(X; =
=1l—-p=gqin P(X;; =1) = p za k = sz,.ﬁnﬁ K&mkmustmﬂe
funkcijo spremenljivk X dobimo zlahka po (2a) kot ¥y (1) = ¢ + pe't,
torej je karakteristi¢na funkcija 5, kar s, (1) = (¢ + pe'’)*. Za sluéajno
spremenljivko X s standardno normalno porazdelitvijo je

kar lahk

o preberemo v |5], str. 215.

1. Naj bo X slucajna *mmmzijwm i PYx(t) njena karakteri-
smm’m fwz%mja Za polyubni konstantt o in [ velja

hax1p(t) = ePrhx(at). (2)

2(X1)) /(Vn D(X1)) na levi strani enacbe (1) ime-

nujemo stand Mdimmﬂo vsoto, ker je pac E(S5]) = 0in D(S]) = 1 za vsak

n kot za standardno nmmaﬂno porazdelitev. P@ trditvah 2 in 3 je karakte-
risticna funkcija slucajne spremenljivke 57 enaka

Iﬁg?fl (i} — ewﬁ\/ﬁE(Xl)/ ) hsz]L (1/\/72 . , })]nﬁ
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Slika 4. Realni del karakteristicne funkcije porazdelitve S (¢rtkana) in 57, za primer
binomske porazdelitve s p = 18/37

Za binomsko porazadelitev bi torej dobili g () = e"‘it\/”p/q(q +

+ pett/ \/ﬁﬁ))”. Slika 4 prikazuje najprej realni del karakteristicne funkeci-
je za binomsko porazdelitev S1g za p = 18/37 (¢rtkano), potem pa Se real-
ni del karakteristi¢cne funkcije standardizirane vsote 5,. Slika nas navede
na misel, da morda iz podobnosti karakteristicnih funkcij sledi podobnost
verjetnostnih histogramov.

Trditev 5. Naj bo Z1, 75, ... poljubno zaporedje slucajnih spremenljivk
in naj nythove karakteristicne funkciyye konvergirajo po tockah proti karakte-
risticnt funkcipt slucayne spremenlpvke Z, torey za vsak t

hm @bzk (t) = ‘(/)Z(Tﬁ).

k— 00

Potem je za vsako realno stevilo a, za katero je P(z = a) = 0,

lim P(Z; <a)= P(Z < a).

k—00

Dokaz te trditve je najpomembnejsi korak pri dokazu centralnega limi-
tnega izreka in tudi najtezavnejsi. Dokaz lahko bralec najde v [2, str. 303],
5, str. 233] ali [7, str. 320]. Pogoj P(Z = a) = 0 je izpolnjen vedno, ko je
spremenljivka Z zvezno porazdeljena z gostoto fz(z) kot v primeru stan-
dardne normalne porazdelitve.

150 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 5



Dokaz Centmhwga limitnega 1zreka: Brez Skode za splosnost lahko pri--
vzamemo, da imajo slu¢ajne spremenljivke A matematicno upam@

1, X2,

~ J. Ce to ni res, lahko nadomestimo vsak X z X, — I
trditvi 2 je potem karakteristicna funkcija standardizirane vsote sz

s (1) = [¥x, (t/ov/n)]"

kjer je 0 = V Da bi zakljucili dokaz, moramo po trditvi 4 poka-
zati, da konvergn a]o kai*a,kteu%mﬂe funkcije wb; (t) po tockah moh kar ak—-
temstwm funkciji standardne normalne pomzdehtve V ta namen si iz ele-
mentarne analize sposodimo naslednjo neenakost pri razvoju eksponentne
funkcije v potencno vrsto

e — 1 — iz 4 2%/2| < min 1 7a vsak z. (4)

Vstavimo t X7 za x v neenachi (4) in izracunajmo matemati¢no upanje obeh
strani, pri cemer upostevamo, da za pohubno slu¢ajno spremenljivko Y velja

gE{N < E|Y|. Dobimo
s (t) = 1+ 2?2 =

< E|e“X1 — 1 — Xy 4t Xf/?[ (5)
_ J

| min <

Izraz ¢~ min < ItXli |t Y]_]Z} je za t # 0 dominiran z X7 in gre proti 0, ko

t — 0. Torej je po izreku o dominirani konvergenci

L tXq|°
lim ¢ *E | min < jiost
t~—0 0

.

ItXl'z ;

in lahko zapisemo

?/)Xl(i) =1 - t202/2 + 7r(t), —oo <1< 00,

}@E j@ r(t) funkcija, za katero j@ ?(i)/i‘z — 0, ko t — 0. Karakteristicna

unkcija standar 1zgmn@ vsote S je tako enaka

i‘z

s (1) = [, (t/o/m)]" = (1

Fr(t/ov/n))"

17 Cesar sledi,

lim s (1) = et /2

ko n — 00. O tem je centralni
ki smo jih navedli brez

ker nr(t/o+/n) — 0 za vsak {,
k dokazan, seveda Ce privzamemo trditve,

za vsak t,

fiz. 40 (1993) 5 151
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dkrepljen z DOS

Sbvenue, Ljubljana,

Pricujoci prirocnik graficnega okolja WINDOWS 3.1 in operacijskega
sistema DOS 6.0 je namenjen predvsem zacetnikom. Razdeljen je na Stiri
poglavja.

V prvem poglavju se seznanimo z zgradbo racunalnika in pojmi, ki
so potrebni za razumevanje nadaljnjega besedila. Pojmi, kot so: enota,
datoteka in drevesna struktura datotek, so v tem poglavju, ki ga zacetniki
nikakor ne smejo preskociti, podrobno opisani. Nekaj vrstic tega poglavja je
namenjenih uporabnikom, ki se znajdejo v tezavah, ko ne vedo, kako naprej.

V drugem poglavju je predstavljeno graficno okolje WINDOWS. Rdeca
nit poglavja so okna, kar je zaradi specificnosti okolja WINDOWS popol-
noma na mestu. Opisane so osnovne operacije z okni — bodisi s tipkovnico
bodisi z misko — in sama zgradba oken.

Tretje poglavje obravnava pomembni programski skupini okolja WIN-
DOWS: Main in Accesoires. V nekaj razdelkih si podmbno ogledamo pro-
gram File Manager, kjer so opisane najva,znejse Operaq}e z datotekami in
podrocji. Ostali programi pr ogmmske skupine Main so predsta,vbem bolj na
kratko, saj bi s podrobnim opisom priroénik postal precej debelejsi. Enako

lahko recemo tudi za programe znotraj programske skupine Accesoires.

V zadnjem poglavju pa si ogledamo nekaj najpomembnejsih ukazov
operacijskega sistema DOS, pri cemer nas avtorja opozorita na novosti
inacice DOS 6.0. Seveda se najpomembnejsi ukazi nanasajo na operacije
7z datotekami in podrocji. Uporabniku, ki mu je anglescina tuja, pa je
namenjen zadnji razdelek, v katerem so nasteta najbolj znacilna sporocila
o napakah in dodani njih prevodi.

V priroéniku sta tudi dva dodatka. V prvem so opisani trije novi
programi, ki so kot ukazi dodani operacijskemu sistemu DOS 6.0. To so
programi za zgoScevanje datotek, za zascito pred virusi in za zmanjSevanje
razdrobljenosti diska. V drugem dodatku pa je opisan postopek povezovanja
datotek s programi.

Na koncu priroénika najdemo tudi stvarno kazalo in je tako pri¢ujoca
knjiZica primerno ,,prvo berilo” za uporabnike graficnega okolja WINDOWS
in operacijskega sistema DOS.

Vatjaz Ze ko
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Math. Subj. Class. (1991): 17A99 , 46K15, 46H70

V ¢lanku definiramo abstraktni vektorski produkt in izpeljemo nekaj osnovnih la-
stnosti.

= A ST TR T T T B, i 7y i -

In this paper we define an abstract vector product and derive some of its basic
properties.

Ena od osnovnih @era,dj v elementarnem vektorskem rac¢unu je vektor-
Vekmﬂ@m& priredi tretji vektor, ki je pravokoten na
prejsnja dva. V tem damku si bomo ogledali, kako se da pestawm zgm’mi
zgled v bolj abstrakten okvir ter nekaj elementarnejsih rezultatov, k

sledijo.
Naj bo

A realen wvektorsk: prostor s skalarnim produktom

Definicija 1. Operacija X : A X A — A se imenuje absirakini vektorski
produkt, ce je linearna v obeh faktorjih in ustreza pogoju

Va,be A, 1)

torej takrat, kadar je vektor a x b pravokoten na vektorja a in b pri
a, b e A.

Ce v drugo enakost zgornjega pogoja namesto b vstavimo b + ¢, po
kratkem racunu dobimo

(a X b,e) = —(a X ¢, b) Va,b,c e A.

ﬂ@éenj@m X tv@ﬂ alg@m ki pa m &S@daﬁv N

= 0 za vsaka a,b € dobnno immaim Ve‘tOI'Sk}_ produkt
m primeru A ﬁm vialna aZ gebra.

1Mo SE pobliZze Se o a Jni pm lukt v ﬁm limenzi-
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\,, oznacuje vektorski prostor realnih n X n matrik.

Y . : : . . | g 21, T _

U)i,jzl matrika, potem je njena {ransponirana matrika A =
_ Y () G e — . : _ . AT . __
= (bs;)7 ;=1 dana s predpisom b;; = aj;. Naj bo A, = {A € M,; A" =

A} vektorski prostor antisimetricnih matrik. Abstraktni vektorski produks
= AB — BA. Znana identiteta (AB)! =

definiramo s predpisom A X B

BT AT nam pove, da je A X B res antisimetri¢na matrika. Skalarni produkt
v A definiramo s predpisom

(A, B = sled(AB") = —sled(AB) .

Bralec, ki obvlada matri¢ni rac¢un, se lahko hitro preprica, da je (Ax B, A) =
= (A x B, B) = 0. To sledi iz identitete sled(C' D) = sled( DC'), ki velja za
poljubni matriki C', D € M,,.
Kot zanimivost omenimo, da je algebra A3 izomorina algebri iz zgleda 2.

Izomorfizem R> — A5 bazne vektorje 7, 7, k preslika zaporedoma v matrike

o OO
o OO b

o OO
— D O

2. Vlozitev v algebro z enoto

Znano je, da je klasicni vektorski produkt antikomutativen. To pomeni,
da velja identiteta axb = —bxa. Talastnost se ohranja tudi pri abstraktnem
vektorskem produktu.

Trditev 1. Abstrakini vektorski produkt je antikomutativen.

Dokaz. Naj (A, X) oznacuje algebro z abstraktnim vektorskim produk-
tom. Iz definicije abstraktnega vektorskega produkta sledi

0=((a+b)xa,a+b)={(axXa,a)+ (aXa,b)+
+ (b x a,a)+ (b x a,b),

kjer sta a,b € A poljubna. Iz iste definicije sledi tudi, da so prvi, tretji in
cetrti ¢len na desni strani enaki 0, zato je (a X a,b) = 0 za vsaka a,b € A.
Ce vektor a fiksiramo in pustimo, da b pretece ves A, dobimo, da je a X «

pravokoten na vse vektorje iz prostora A in je zato enak 0. Ce v identiteto
a X a =0 vstavimo a + b namesto a, dobimo

0=(a+b)Xx(a+db)=axa+axb+bxa+bxb=axb+bxa

oziroma a¢ X b= —b X a. =
Odslej se bomo zaradi enostavnosti omejili na koncno razsezne algebre.
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%mmﬁanm da v Novem %’Mgm‘nwn pmduMu @dm
neenakost |a X bl < |a||b

Dokaz. Iz linearne algebre je dobro znano, da obstaja taka konstanta

Ce uvedemo novi skalarni produkt _<a,? — o2 (a,b),

E < Y Gf2l€ll

3/ @mm o.
kode za, sbénasﬂ j@ |
Mnozenje v algebri B d

da je element e = (1,0) enota v &Egebﬁ
Omﬂ zmh pomem "o ne lastnosti te konstrukcije

koncéno razsezna algebra z abstrakinim WM@%MM
a kot v zgornjem odstavku. Tedaj j

Ce razvijemo obe strani te neenakosti, pokrajsamo enake clene,

dobimo neenakost (2
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Zdaj vzamemo = = («,a) ter y = (3,b). S pomocjo definicije produkta
v B in neenakosti (2) dobimo

zy|* =(zy,zy) = ,
={(af — (a,b),ab+ Pfa+ a x b),(aff — (a,b),ab+ fa+ a X b)) =
=(af — (a,b))* + (ab+ Ba+axbab+ fa+axb) =
=(af — (a,b))* + *|b|* + f%|a|® + |a x b|" + 2a8{a,b) =
=a?B? + (a,0)? + ?[b)* + B%|al® + |a x b|* <

< a8 + & [b]? + 2al? + [afb]? =
=(0? + [a)(8% + bI2) = [2[2lyl?.

V rac¢unu smo upostevali, da je {(a X b,a) = (a X b,b) = 0.
(ii) Naj bo z = (a,a). Tedaj je

}:15'2|2 :(:1:2,:62) = ((a2 — I(J,I“Z,Qoza),(a2 — |a|2,2afa,)) —

=(0? ~ [af2)? + [20a]* = (o + |af*)? = |2’

(iii) To sledi iz tabele mnozenja za klasiéni vektorski produkt (glej zgled 2)
In enakosti M — Ul — Iki = 1 ter <?’§j> = <@,!&> = <j7k> = (. =

3. Razcep konéno razseznih algeber

Pomemben pojem pri obravnavi algeber je pojem ideala. Naj bo (A, X)
algebra z abstraktnim vektorskim produktom in J,K C A vektorska pod-
prostora. Naj oznaka JK pomeni linearno lupino mnozice vektorjev {a X b;
a € J,b€ K}, Tedaj recemo, da je J ideal, ce je JA C J. Vedno vsebuje

A vsaj dva ideala, namre¢ J = A ter J = {0}. Ce sta to edina ideala in
ce je AA # {0}, potem recemo, da je A enostavna. Ocitno je podprostor
Ao ={a € A; a x A = {0}} ideal algebre A. Ideal Ag imenujemo trivialni

del algebre A. Ce je Ay = A, potem imenujemo A trivialna algebra (opisa-
na je ze v zgledu 1), ¢e pa je Ag = {0}, potem retemo, da je A neizrojena
algebra.

Trditev 3. Ce je J ideal konéno razseine algebre A z abstraktnim
vektorskim produktom, je tudi ortogonalni komplement J+ ideal algebre A.

Dokaz. 1z enakosti (1) in dejstva, da je JA C J, dobimo

(TrA, T = — (AT, T) =

x<A«77«7l> C <-77~7_L> = {0},

pPove, da je tudi jJ‘ ideal. =
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><} é@ncn@ razsezna algebra z abstrakinim vektor-
”@ direkine vsote A

"’_m*ej je J neizrojena &Eg@m@

C@ je algebra J Ze sama enosmvna, jepat Jp = J. Ce J ni enostavna,
potem vsebuje netrivialen ideal J;. € Jiv in Jit Ze enostavni algebri,
smo dokaz k@ﬂcah ce pa katera izmed nmu ni enostavna, p%mp@ nadalju-
3@mo dﬂneﬂzu@ algebre A

se b@ ta o @nkmf{ kone¢al,
ker ima netrivialen ideal manjso dimenzijo od aﬁg@bm same. !

straktnimi vektorskimi

Ka] e z al

gebra A z abstrakinim vekiorskim pro-
s M@@* cnim vektorskim produktom.

duktom di

Vzemimo ortonormirano bazo {z 7, k} vektors] ega pmsima A.
la Je 1 X 7 =

Dokaz.
Ker je 2 X' 7 ] mvakmeﬂ na ¢, 7, obstaja taka konstanta o € R
= ak. 7 uporabo enacbe H) dobimo

(J X ky2) =— () x1,k) =

pravokoten na 7, k, je o¢itno 7 X k = ax.
nozenja, ki je takale

Ker je 7 X k
lahko generiramo celo tabelo n

X 2 9 K
7 0 ak —ay
g 0 %)
k o] —ar 0

A enostavna, je a # 0. Definiramo lahko 7' = -};i? 7' = —if ] ter &k

mnozenje elementov 1/, j', k' je enaka kot v zgledu 2.

Lema 1. Vsaka enostavna %@nmw razsezna algebra z abstrakinim
a @Seéujg podalgebro, ki je izomorfna R s klasicnim

Gmpakmm, ker je A koncno razsezen vektorski pm%fmr,
@ﬁmm jmo (zvezmo} preslik avo & K dpisom ¢(a, é} = |a X b|.
m ¢ zavzet pri paru (¢,7). O imo ga z a. Ker je AA #
Naj bo & fcak enotski vektor, da je i X j = ak. Po deﬁmmji
< «. Pisimo 12 X k = v3 + 2z, kjer je z

zm%ﬁa>t
Stevila a je |1 X £

pravokoten na
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{1,7,k}. Kerje |i x k| = \/72 + avsz? < cz;n‘je’y = (tXk,7)=—-{(1xj,k)= '
= —a, to pomeni, da je |z| = 0 oziroma ¢ X k = —ayj. Povsem podobno
vidimo, da je 7 X £ = az. Naprej potem ravnamo kot v dokazu prejsnje
trditve. m

Trditev 5. FEnostavna algebra A z abstrakinim vektorskim produktom
dimenzije 4 ne obstaja.

Dokaz. S pomocjo prejsnje leme dobimo pravokotne elemente {17, 7, k},
ki generirajo podalgebro s klasi¢cnim vektorskim produktom. Ostane nam
Se cetrtl element, pravokoten na prejSnje tri, ki ga bomo oznacili z [ in je
dopolnitev prejsnjih treh do ortogonalne baze prostora A. S pomocjo (1)
dobimo

(ix )= x[,l)=0

ter

(ix1,j)=—(ixj1)=—(k1)=0,
(x k) =— (ix k)= {j,)=0.

Od tod sledi, da je 2 x I = 0. Povsem podobno dobimo, da je y x{ = kx| =
= 0, to pa pomeni, da je [ neniceln element trivialnega dela algebre A, ki
zato ne more biti enostavna. m |

S povsem podobnimi prijemi dokazemo tudi

Trditev 6. Ce je A 5-dimenzionalna enostavna algebra z abstraktnim
vektorskim produktom, potem obstajajo konstante o, 3,7, od katerih je vsaj
ena nenicelna, tabela mnozZenja pa je podana z

X 7 7 k [ m

2 k —7 am — vl

J 0 2 Bm — 1

k 7 —1 0 YIM —vl

[ | —am —0fm —9m 0 ar + (37 + vk
m ol 1 vl —a1— (G7 — vk 0

Vrnimo se $e k neenakosti (2). Spomnimo se, da smo dokazali neenakost
@ x bJ* + (a,b)" < |a]*[b]*.
Z.daj bomo raziskali, kdaj v tej neenakosti velja enacaj. Takojse nam ponuja

trivialni zgled A = R1, kjer je ¢+ X + = 0, zato bomo dodatno predpostavili,
da je A neizrojena.

[zrek 3. Naj bo A neizrojena algebra z abstrakinim vekiorskim produk-
“tom in naj bo izpolnjena identiteta |a X b|* + {a,b)* = |a|?|b|*. Tedaj je A

160 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 5



rzomorfna bodist algebr:

s produktom

s klasicnim vektorskim produktom bodisi algebri R°

X €1 €3 €4 €6 €7
€q 0 —€9 €5 —e7  eg
€9 — €3 €1 €4 —€4 —E€5
€3 €9 0 e €5  —e€y
€41 —E€5 — e 0 €9 €3
€5 €4 €q — €1 — €3 €9
€q €7 —€5 —€9 €3 0 — €1
€ —€g €4 —€3 —E€9 €1 0

Dokaz. 1z dokaza izreka 1(i) razberemo, da v algebri B = R$ A Zgornja
enakost implicira, da je |zy| = ixlly zZa vsak& z,y € B. To pomeni, da je B
algebra z absolutno vrednostjo in enoto. Po [2] je B izomorfna bodisi obsegu
kvaternionov bodisi oktonionov (ker je (hm( ) > 1), od tod pa takoj sledi
tudi trditev, formulirana v tem izreku. Tabela za mnoZenje je dobljena s
pomocjo tabele iz ¢lanka [1].

[1] B. Zalar, O oktonionih, Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 79-84.
[2] B. Zalar, Algebre z absolutno vrednostjo, Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 161-166.

L

9

Le‘ms j@ kot Stmm’tﬂdesem knﬂga zbirke univerzitetnih ucbenikov in
monografij, ki jo izdaja DMFA , izsla knjiga Numeriéno resevanje nelinearnih
enachb Zvonimirja Bohteta. Avtor v njej] podrobno obdela snov, ki sodi
v zacetni del predavan] v predmetih numeriéne matematike. Na Oddelku
za, matematiko, FNT, je numericno resevanje nelinearnih metod prvi del
predmeta Numeri¢na linearna algebra.

Knjigo zacenja pregled osnov numerictnega racunanja. Podrobno nas
poduéi, kaj so neodstranljiva napaka, napaka metode in zaokrozitvena napa-
ka. Zvemo, kdaj je matematicni problem za numericno resevanje ohcutljiv
in kdaj ne, kaj je konvergentnost numerié¢ne metode in kaj stabilnost
racunskega procesa. Poglavje se konca z opisom dveh najpomembnejsih
nacinov predstavitev stevil v racunalniku, s stalno in s premiéno piko, in
zgledi analize zaokrozitvenih napak. Pojmi, ki jih srecamo v prvem poglav-
ju, so pomembni za razumevanje celotne snovi. Avtor se pri obdelavi po-
sameznih metod v drugih poglavjih ne omeji le na izpeljavo same metode
in studij njene konvergence, temvec obravnava tudi vpliv koncne aritmetike

na vedenje metode v praksi.
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V drugem poglavju je na kratko obdelana prva od metod za resevanje
nelinearnih enach, bisekcija. bSledi splosna iteracija kot okvir posebnih
metod. Tu zvemo, kako lahko oblikujemo iteraciyski proces, kaj je red
konvergence in spoznamo dva splosna L@ﬂ‘vefgencma izreka. V nasledn;] jem
jmgﬁlw 1 so obdelane posebne metode, ki jih je mogoce zapisati kot posebni
primer %plﬁme iteracije. Avtor obdela tetivno in sekantno metodo, metodo
w@um falsi in mmﬁml o metodo %%ﬂpw Z NJenimi 1zpe lgﬂzmﬂm Zadn,
ﬂajpﬁﬁ}@’?l‘bﬂ@jﬁ? ie namenjenih najvec vrstic. Avior jo obravnava tudi v
Egmﬂpéﬁg nem.

Peto p@gl vie jé; mmmjm 10 iskanju nicel polinomov. Obsega opis treh
mam{ ed katerimi je najpomembnejsa Laguerrova, in obravnava problem
wdﬂm e {éﬁ ebraicne enachbe, ko Ze poznamo priblizek za kak L@wn

&© ¥ £ i
‘ s s ] ® ~ 3 A
Zadnje poglavie govori o redevanju sistemov nelinearnii enach. -%Vt@f
p@:ﬁggﬂmg splosno ﬁ eracijo in Newtonovo m m@_@ 'sm% veC dimenzij, doda pa &

neka] vrstic o variacijskinh metodah. Pog se konca z opisom Bailr mww
Hitchcockove metode za racunanje kva E@f atic wh deliteljev polinomov, ki se
po namenu navezuje na peto poglavje

W'f\-
'aﬂ’

(

V knjigi zajeta snov predstavlja zackroZeno vsebinsko celoto. Avtorju je

iepo usp@le zdruzitl snov, ki je obicajno ne srecujemo v numericnih knjigah,
a Je njeno razumevanje za numericno racunanje zelo pomembno, z bol]
Gbﬁl&jﬁ@ tvarino v drugem ‘delu.

Tekst je pisan razumljivo, izérpno in matemati¢no korekino, s g}@udm«-«
kom na vthu koncne racunalnikove aritmetike na racunske p@smphe Sa-
ma snov je iustrirana s Stevilnimi numericnimi zgledi, algoritmi in slikami.
Poglavja so dopolnjena z nalogami.

Snov, Ki jo knjiga zaj@ma ne zahteva poznavanja 7ah§;w'ﬂ‘;@jéih ma-
tematicnih pojmov. Tako knjiga f'° primeren uchenik le za pwdi et, ob

katerem je nastala, ampak je dostopna tudi Studentom tehnike 1n tistim
Studentom matematike, ki numeric¢no matematiko poslusajo v skrcenem ob-
segu (npr. visokosolska pedagoska smer, vfzéjei’; Iska smer uporabne matema-
tike na Oddelku za matematiko, FNT_} Knjiga bo zato v p@mw vsem, ki
numeriéno ratunanje uporabljajo v svojem pskhw? Se posebej prav pa bo
prisla studentom matematike, racunalinistva, fizike in drugih tehniskih sme-
ri. Tudi srednjesolski profesorji jo bodo lahko uporabljali kot pripomocek
pri nekaterih poglaviih rednega in izbirnega programa maftematike.

Jerney Kozak

UTRINEK

Schrodingerjeva valovna mehanika ni fizikalna teorija, ampak zvijaca,
in to zelo dobra zvijaca.

A. S. Eddington, Nature of the Physical World
University Press, Cambridge 1928, str. 219,
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