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this survey article some of the most basic properties of the parallel sum and
harmonic mean of positive operators on finite dimensional spaces are




prostori so izometricno izomorfni prostoru C", kjer je za vektorja &

= (&1,...,6.), 7= (m1,...,m,) skalarni produkt definiran z

zato lahko | mj@c privzame (ce to Zzeli), da §@ kar H = C™. V unitarnem
prostoru je norma poljubnega vektorja & Emt H€ | = (&, &).
H je definiran kot

H je ocitno (/ f_
: iz zadnjih dveh enakosti potem sledi se

(§,;m) =0Vne€

Za poljubna podprostora K i

t@zko dokazati relacije (K ‘L)L
Wals K+ 4+ L1,

Spomnin no _se, poziliven, ce Je

da je linearen oj M‘@EE‘ na H
H; dejstvo, da je A pozitiven, bomo zapisali
J(H) bomo oznacili algebro vseh linearnih opemmmev na
n@mm vseh hern ﬁshh operator jev, z pa pod
POZI ih operatorjev. (Op
k pozitiven operator je hermitski.)
Vsak hermitski operator lahko predstavimo v primerni ortonormi-
rani bazi z | matriko, ki ima po mgonah iasme vrednosti ope-
ratorja. K 0 1z linearne algebm od tod tak di, da je hermitski
operator pozfﬂw natanko tedaj, ko so vse ngegove Ea,Sm@ wednesm nene-

gativne. Sledi tudi, da za vsak pozmyen operator A obstaja natanko en tak

Gemmgjev je n Gemuja Z3a mmng m*egenos%
i 1 < éz Sﬁe di A1+ B B za polj ﬁbne operatorje A B € B(H).

H) je normirana algebra, |

A € B(H) norma

definirana z

Ta norma im




kar pove

m-m% m@ in v

A € SO Vse E%Me 5y @dn%fﬁ absolutno manjse a,h ena

B(H), in B(H), sta zaprti mnozZici v topologiji
norma.

maﬁam@ takojizracunamo, da j j@ A > ul, kjer [ ozn &ﬁ}j@ g@mg@ E@@mmf
0 m a @gﬁ ko j@ ;Ji > (

Pri tem je operator A @mhw
je obrnljiv tudi vsak @pemmf
Podobno ugotovimo, da sta za
o > | Whmﬁ A< alin EEAH < o @kvwﬂeﬁf’im

A). V splosnem je N
mitski operator.

h@,m 7z A je hermitski @@mtw A - Ze je A pozi
(A))~!, torej je teda] j
1.9. Za poljubna op @mt orja A,
iste lastne wedm@sm {C@ bi bﬂ

nammm
§€ - j 0 1a st na




izomorina; med drugim je torej A lastna vrednost za AB natanko tedaj, ko

je lastna vrednost za BA.

0. 7a p ol j uben X € 3 ( sta, fei&uﬂ X X* < I ekviva-

lemm pememta namrec¢, da so vse lastne vrednosti pozitivnih operatorjev

(*X in XX* v intervalu 0, 1], toda po 1.9 imata ta dva oemmm& iste
X[ <

lastne wednosm Ti dve relaciji sta ekvivalentni zahtevi ||.X

11. 1 mjenﬂsi emmme’v se v marsicem razlikuje od mejenosm Stevil.
Tako na primeriz A < B m ne sledi, da je A% < B?. Za zgled lahko

ma,nm te mam‘ﬂ{e egaﬁ&wn&

as%enﬁ rezultat se prl hﬁ@&ﬁ’ﬂ algebri ne omenja pogosto (pac
D 9]), zam ga b ]

Potem e

asommo mamse ali enake 1. Toda po 1.9 se lastne vrednosti opemmma
{1/ B |1/2p-1/4 p—1/4 uwmago 7z lastnimi wednosmu Opemmma

B ni @bmhw upﬁs’ievajm@ da je za Vsak maien e > 0 opera-
[ obrnljiv {S a] SO 1 j
Wedn%fm OP@mmma B). K

stne vrednosti operato z‘j .
gon ah zaci] 0}




aj@% zap@m je (A,) pog%ﬁmﬁh operatorjev (torej

Za vsako ;&ﬂ

bil H neskonéno razsezen,
m,} Dokaz tega dejstva

S pomgqﬂ hﬂema ¥/ m@jsm@ga . da je N

é}fjfvgg?gzagﬁﬁa

e e ak&%ﬁ *

Ker je Ay + - @bmhw @pemmn je hm(A@ + By +21) "= (A + B
Od tod sledi n eN0

2.1. Vzporedno wvsoto dx
definiramo kot

fﬁmﬁ}“l

@‘bmﬁjw %er ie A”1 + B
7161Vl %@wh B

upornost — 0& fmd zme vzpomdna vsata
a Stevila oznaka ,,

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 4 | 101



Seveda je treba dokazati, da limita v tej definiciji obstaja. V ta namen
zapisimo izraz pod limito kot

(A+el)(A+ B +2eD)™ (B +el)

[ako dobimo naslednjo trditev.

in uporabimo lemo 1.15.

B € B(H

. Za poljubna A

2.3. Neposredno iz formule (2.1) razberemo, da je vzporedna vsota dveh
obmhiwh pozitivnih operatorjev pozitiven Opemtm in da, jeB:A=A:
hmlmlm prehodom potem sledi, da velja enakost A: B = B : A tudi,
msm obmhwa Tore;] je vzpomdna vsota komutativna operacija; da
, bo sledilo iz tocke (ii) naslednjega izreka.

za poljubne

1 pozitivnih operatorjev

rivzeti smemo, da so Aq
obravnavamo najprej -

4+f1fb+51y:r !
posljemo ¢ proti 0. Iz 41 < A, sledi po lemi 1. U(n} , torej je
A“l B—1 < A"i B~*. Iz zadnje relacije pa sedaj spet po Eemg 1.12(ii)

sledi (A7! 4 B } 1 < (A" B~1)~1 torejje Ay : B < A, : B.
(11) Po {) (m zamg kon matwnosti) je zaporedje (A, : B,)

Ker zaporedje operatorjev (An +¢el) : (Bn +€l) pri

za vsak ¢ > 01n vsak n.
fiksnem & OBVGEH’& s (A ) : { B+ ¢I) (to sledi z v n fmmuie
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2.4. Posledica. MnozZica B(H)+ je za vzporedno vsoto delno urejena

komutativna polgrupa.

) . Dokazati moramo le 3e asociativnost vzporedne vsote. Ce so A,
B, C obrnljivi pozitivni operatorji, potem po formuli (2.1) sledi

4 B

Ce A, B in C niso vsi obrnljivi, pa je potem za vsak € > 0
Vi [(B+el): (C+el);

ce posljemo v tej enakosti € proti 0, dobimo (A: B):(C = A : (B : ') po
izreku 2. S(M) (h ga uporabimo za p@hﬂbﬂ@ zaporedje £, \ 0).

B € B(H)y je||[A: B|| <Al :||B]|.

< ||B||I sledi z uporabo izreka 2. 3(1) (in

+B Y40 = 4 (B:C).

:B):C = (A"

Dokacz. Ez A < | A” 7in B
komutativnosti), da je

(2.2)

V ta namen pa zadosca dokazati inkluzijo

(2.3)

saj dobimo (2.2) tako, da v
komplement (glejte 1.1 in 1
potem




E—neA (B) sledi sedaj, da je £ € N{A)+ N(B). S tem je inkluzija (2.3)

dokazana. =

lzrek. Za poijubna pmjdﬁorja P
k 1er oznacuje P A Q)

() pozitiven operator z zalogo vrednosti R(P) N R(Q)
prejsnji trditvi, zadosca dokazaﬁm da je (P : Q)¢ = (1 /2)§ 7.3, vsak
R(P)NR(Q). Za vsak £ € R(P) ﬂ j% Pt = & = &, tore) je
+ Q)& = 2€ in potem (P 4 Q)¢ = (1/2)€. Po trditvi 2.2 imamo sedaj

aééerje r

2.8. Zgled. Vzporedna vsota ni zvezna operacija. Naj bo na primer
n) zaporedge mzhcmh (pozitivnih) projektorjev ranga 1 (na primer na

H = @ m na 3 konvmggm k emu projektorju P ranga 1. Po
izreku 2.7 je teda, j P, :PF ) (P, A P) = 0 za vsak n. Po drugi strani

paje P: P=(1/2)(P @ P. Torej je lim (P, : P) # (lim P,) : P.

2.9. Ena od najpomembnejsih lastnosti vzporedne vsote je t.i. trans-
formatorska neenakost, ki jo vpeljuje naslednji izrek.

ek. Za poljubna A, B € B(H) in poljuben C € B(H) je

C*(A: BYC < (C*AC) : (C*BC). (2.6)

Dokaz. Privzeti smemo, da sta A in B obrnljiva; za splosna A in B
namre¢ izrek potem sledi z uporabo izreka 2.3(ii). Trdimo, da je

Y Y
e

X 4+ ef)"1/?% =

)+ (kot je razvidno iz diagonalne predstavitve
. Ce v (2.8) nadomestimo J (. dobi

od tod pa po 1.6 sledi neenakost (2.7).

104 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 4



Iz (2.7) in podobne neenakosti za B dobimo
C[(C*AC + eI)™  + (C*BC +e)™Y|C* < A~ + B!
od tod pa po 1.6 sledi

—1)_-1/2 < 1.

(A1 4+ B! )”UZC[(C*ACwLé:I)"} +(C*BCH+el) 'C*(A™ ' +B
Ce oznaéimo .

Y — KCWAC« n gﬂwg n itCﬁﬁC n Ej)ml]l/‘zcﬁz(émé n mi&?}m“ﬁ’é/za
lahko zadnjo neenakost napisemo v obliki X*X < [, kar je po 1.10 ekviva-

]
lentno z
XX*<1.

Ko vstavimo v pravkar dobljeno neenakost gornji izraz za X in nato neena-
kost pomnozimo z leve in desne z

KC*AC + 6])“1 4 (C* BC + 5})--1]—1/2
(kar smemo po 1.6), dobimo

el

B~U)"lC < [(C*AC + eI)™ ' + (C*BC +

C*(A™ +

Ko v zadnji neenakosti posljemo ¢ proti 0, dobimo Zeleno neenakost (2.6).

Bolj algebraicen dokaz izreka 2.9 je v [1].

10. Zgi@d V splosnem v neenachi (2.6) ne velja enacaj. Naj bosta
namreé P, () € B(C?) projektorja, podana z

in )= 1

.
1]

w B = (). Potem j@ C’*"AC P in C

P. Po izreku 2.7 je sedaj C'* (A. . B
drugi strani pa je (C*AC) : (C*B(C) =
Ps torej je C*(A : B)YC # (C* A C ) (C*B C}s

@E}mmv operator, potem je C*(A :

Ce pa je C B)C = (C*AC) :

(C*BC') za poljubna A, B € B{H),. To spoma 0, ko vstavimo v ﬂ@%ﬂ&@b@
(2.6) C*"1AC1 n&m@sm A i m C* 'BC~! namesto B ter nato v dobljeni
neenakosti nadomestimo C~! s C.

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 4 105



3.1. Definicija. Za poljubna A, B € B(H)+ deﬁmrajmo aritmeticno
in har onicno sredino zaporedoma s formulama

%(A + B) in 2(A:

Ce je A obrnljiv, definirajmo geometrijsko sredino z

AﬁB Al/?(A 1/2 Aml/?)l/QAl/Z,

v splosnem pa naj bo

A+ e§(B +el). (3.1)

imita v definiciji geometrijske sredine res
potrebujemo dva pomozZna rezultata, ki sta zanimiva tudi

Seveda moramo dokazati, d
obstaja. Za to pa
sama zase.

f¥<;=

3.2. Lema. Za vsak T € L vsako funkcijo f, definirano na
mnozict lastnih vrednosti operatorja 1™ ( ki se po 1.9 ujemajo z lastnima

vrednostmi operatorja TT* ), je f(T'T ) =T f(T*T).

Ker je H koncnorazsezen prostor, je mnozZica lastnih vrednosti
vsakega operatorja koncna in vsaka funkuja, na opemtomu se ujema z nekim
polinomom. Lemo mrej zadosca dokazati za polinome; zaradi hnea,mosm
i, da je f kar monom, f(t) = t™ za neko naravno stevilo m . Tedaj

| (TT$} 2{ [ ] * )m [ — { 17T *} oo e
=T(T*T)---(T"T) =T(T*T)™
=T f(T*T).

a. Za poljubna obrnlyiva operatorja A, B € B('H ' B =

1mamo

Ce oznacimo

lahko dokazovano enakost zapisemo v ekvivalentni obliki

mi 3.2 je (TT*)™! /27

“p } 1/2 _ = ( T } ~1/2 T

res enaka 1]

106 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 4



3.4. Ce je B obrnljiv, 0 < A4 § 42 pa poljubna operatorja, je
l; < BfA, momblh smo 1.6 in lemo 1.12(i). Ce sta pri tem A; in
A, ob A1} B < Azt B po lemi 3.3, torej je za obrnljive operatorje
geo!l E‘Ejbka stedina nara,sgjgﬁ@& preghm@ v obeh ; tod
{g?@ﬂ@ 1.13), da limita na desni strani relacije (3.1) res obstaja. Tako smo
pokazali, da je geometrijska sredina dobro definirana in podoben razmislek

pove, da velja naslednja trditev.

monotona

operacyja v

ditev. Geometrijska sredina je komutativna

FF e ] i
c 3 &

Pokazimo Se, da med tremi operatorskimi sredinami veljajo enaki odnosi
kot med ustreznimi Stevilskimi sredinami.

. splosen

}1/2A1/2. (3.4)

g Al/Q(T:&

Ker za vsako stevilo z > 0 velja 2z(14+2)1 < £1/2, sledi (z diagonalizacijo),
da je 2(/ + X)X X 1/2 3(H)y. Ko v zadnjo neenakost

7za vsak X € B

vsmvzmo X = T*T in jo nato pﬁmnﬁmmo Z Eeve in desne z Al/2 (kar smemo
po 1.6), d@bi 4} kar ] Je | bilo treba dok

na o iSemo v ekviv:

()2 < (1

ojsledi iz % ev ﬂs ke neenak

VZP@EQ&EO vsoto je mogoce definirati tudi za pozitivnhe omejene
@pemﬁcmy na neskonc¢no razseznih Hilbertovih prostorih, kar lahko ﬂajde

. 40 (1993) 4



wa,h je le u
jo vp ei jala P 0] pri 1 _
Za konec si ogle] Jmo Se po Qgem S co sne operatorske sredine,
Binarna notranja oemuja (A,B) — Ach
{)1, je operatorska sredina, te zadosca n a,siednﬂm

vpeljala Kubo in Ando v [8].

definirana na mnozici
pogo jem:

(i) iz A< Cin B < D sledi AcB
(i) C*(Ac B - < (C*AC}O?{C* "

(iii) ¢e sta (An) in (B,) padajoti zaporedji z limi
AcB = lim(A,o n ;

(iv) Iol = 1.

B, potem je

w»r

Ce izpolnjuje le prve tri zahteve,
zava. _
Kubo in Ando sta pokazala, da obstaja tesna zveza med operatorskimi
povezavami in nenegaftivnimi operatorsko n améé&j%ﬁm funk mj&ﬁ‘ﬂ na p@i-
traku [0,00). Pri tem imenujemo ZVeZNo realno funkcijo f operatorsko
naras$cajoco na intervalu J (m je ko tudi n@skm’men} ce za Ohubna

pravimo operacijl o operatorska pouve-

narascajoca na poltraku [0, 00). 0 Eemﬁ L. EE{ } pa je fun

operatorsko narascajoca na poltraku [0, o

Popolno karakterizacijo u  1arasca j@ﬁ dkril Low

ner ze leta 193 4 lem @H k pravi, da lahko vs a&m nekon
§ u [—1, 1] enoli¢no iz-

0. Lownerjev dokaz je d
kra]sib ownerjevega 1zreka ]
najnovejsi zelo eleganten dokaz je v [7].

| D orskih nih n b je povezano s
studijem relativne operatorske entropije [5], le-ta pa je povezana tudi z

1

E
2
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NOVE KNJIGE

& B

Na zatetku letosnjega koledarskega leta je izsla prva stevilka nove revije

atika v soli, ki je namenjena metodiki

alo M RS
<1 odbor namen izdati
1] i Zavodu R

se ni spe-

ijo hocemo zapolniti to
ndvajsetletnict smrit Jo-
ga nacrta za prvo ﬁ'réadﬁ ali koliko

%mﬁ izhaja kar nekaj m
cializirala za probleme p@é@
vrzel. Prva Stevilka mm}@ ,.
pa Plemlja; M
ma‘?&c@mam%@ srecamao pri .,
sole; Kako do znanja z raz @ﬁmmm jem ali cako z raziskovalnim pﬁgmp@m na-
pravimo pouk matematike prijeten in uéﬂﬁmwm Delo z miladymi raziskovalces
— srednjesolci se vkljucujejo tudi na podrocju matematike v gibanje Zna-
nost mladini; Fulerjeva kroZnica in premica ter visinska tocka v veckotnikih
— pmd%&m’mv srednjesolske raziskovalne nai@g@ Povpreéne vrednosty ali
primeri za lzracun aritmeticne, hmmwmm@ in geometrijske sredine; Med
zaklyucnim 1zpitom 1n maturo, m @g} suje priprave na ta zahtevni projekt;
Pocitnisko pozabljange, ki govori o %%M’s (1. letnik gimnazi ﬁ} ki
naj bi bili priprava na maturo 1995, in Se iwm'fm@ﬁ osnovnosolcev v zna-
w'@z@ matematike; Tekmovanje gmww cev v znanju matematike ter Koledar
tmovang v S0l skem km 1892/93. V reviji se nam predstavi se Program
D verzya 2.0

* Je razvidno, k

g

ena. Namenjena je
ematike in njenega
L, u€iteljev na

/ imenu uredniskega
pri pouku

Zvonko Perat
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JANEZ STRNAD
PACS 74.55.+h 01.30.Pp

Pri lﬂf&j&nﬁl superprevodnosti navadno samo oplsemo po;a,ve z makroskopskega gle-
disca. Na ravnil drugega letnika pa je mogoce v duhu V. F. Weisskopfa okvirno pojasniti
tudi mikroskopsko ozadje.

Introducing superconductivity usually phenomena are described from the macrosco-
pic point of view only. At the sophomore level, however, it is possible to explain, in the
spirit of V. F. Wei ' °

Superprevodnost zbuja zanimanje vet kot osemdeset let [1 }-—*PM] Pojav
je odkril leta 1911 Heike K ameﬂmg Onnes, ki mu je tri leta prej uspelo
utekociniti helij. Med ohlajanjem pri ﬁempemﬁum faznega prehoda® T, iz na-
vadnega v superprevodno stanje skokovito postane specificni upor nekate-
mh kﬂvmsﬁﬂ} elementov n@m@ﬂjwo ma, jh@ﬂ Tem_ emmm mem pm kositru

stotin k@hfma ne pasﬁ&ne}o supﬂreve‘m Speucm Upor zvezno
pojema, proti ni¢, ko se temperatura bliza absolutni nicli.

/e K a,meﬂmg je opazil, da zunanje m agnetno | olje ali magne-

no pOije ki g4, ustvari H‘ﬁg bupu p?%“v”ﬁﬂﬂﬁ&u ZNiZa temperaturo pre ehoda.
" 04&3@ Z meﬁw g@gmm B. prepreci prehod v superprevodno stanje ali pov-
zroCl, da preide kovina EZ superprevodnega stanja v ﬁa’vanﬂ '
meri mejna gostota 0,08 T, pri Zivem srebru 0,04 T, pri kositru

@, m R. Ochsenfeld sm Eem, 1933

ugot @vﬂa da prehod v su-

@}je uéi ne pmm Y ﬁotmms% ce 7e @E&j@ﬁ Supe?—
P [a lastnost je za ugomvh& 1je preho:
bna kot zanemarljivo majh

110 . fiz. 40 (1993) 4



[ed smpefmxf@dm}ﬂ dmg@ wsﬁe najd@m@ zh‘mm n Sp@jm@ Leta 1954

S@m’m
D NbsSe su Erp ?@V@ '
: dnike druge vrste.

dmgﬁm
velikega gmmm SNOVI,

uperp Q A Pel] dnih .
zunanjih (valencnih) elektronov. Pri spojinah in zlitinah je treba upostevati
pmrpmén@ Stevilo zunanjih elektronov na atom. T@p@mmm m}mja je
h, petih &h sedmih ﬂm@mm @E@ n na MQm

086 Muﬂw in J. G. |
katerih zasedejo atomi kisika in bakra vzp@mﬂ@ TavINin le. @gﬁéwh Sm
jﬁmgmﬂ@ spojina iz lantana, barija, bak
bilo laze pridobiti kot monokristal, su n pri 3 K. Konec ‘?E@g& leta
gm Za Sp@jm@ s stroncijem nam%m bm‘“@ dolotila m memét
je Eem SO S Sp@ﬁﬁ@ ki j@ vg@m*’&ﬁa, g%m nam@SE@ ]éa;man@

v Sl'ediﬂﬁ Soli weba zadﬂvdjm z @kmmm‘n ugﬂmwﬁvmm Smd@n.& fizike v
drugem Eemg mogoce mzhm Zasnovo

razlage na OsT oVl 1d @&E ne di caterimi FTitz
@mz London Eem ' ﬁ@%@h%@ pfﬂagmma eﬁaézb‘a &Kwdhvm

j@ hko dostopni literaturi 1], [3].

HS§§@Z*

@@h Cl

rotov

nabojem e, §é§@2&x@ﬁ@£&@ 7
Newtonove %ﬁg@keﬁ&@

fiz. 40 (1993) 4 ‘ 111



so enoelektironska stanja zvezno poraze ehena,
zasedena vsa med kineticno energijo (
so nezasedena. F

pTi zdo tempemmn SO
190 Wr, visja pa

ustrezata Fermijeva gibalna koli¢ina pp = (2mWg)Y/? = 27(3/87)/3h/ R

Fermijeva hitrost vy = 2w(3 /87 )1 /3h /mR. Pri tem je m masa elektrona.
[oni v kristalni mmm nihajo ravnovesne | ‘ na katero ﬁh veze sila,

noramo misliti energijo nihanja kristalne mreze
Odobno kot je energua v eiektmma,gnemem

n = e;/4megrp =
mdijem ?‘B =




11mo 7z ocenamil 1n nadome-

n podobne z 1. To pouda-
d pokaze, kako se to obnese.

(la)
(1)
(Le)

, ki se giblje mimo a

_wm elektronu.
n na mestu, kjer se ;
aja dodatno sibko :
ona neposredno odbija

m,m S Sﬂ@ zaradi 1 katere se ion

no silo deluje na drugi
posredno prek
teprav se sicer

imela oporo v dveh
pa na ionih: superprevo-
1 znaten upor.

prehod atomske m ase kar kaze na to,
da so nep@sredﬂ@ vpleteni ioni. Mikroskopsko m@m@ Supez‘pm%mdnosm SO
sestavili J. Bardeen, L. N. Cooper in § R.Schrieffer (BCS) leta 1957 [2]. Te-
orija ne dopusc& prepmsmﬁ slik. Lahko pa poskusimo okvirno sliko, ki smo
jo nakazali, podpreti s pribliznimi racuni.

Elektron se giblje v bliZini iona v ¢asu, ki ga ocenimo z R/vp. V tem
casu se zaradi delovanja elektrona spremeni gibalna kolicina iona v smeri

proti elektronu za produkt sile in casa:

(2)

novesna lega iona se zaradi
se v Casu, ki ga ocenimo z
imo s produktom hitrost;

at. fiz. 40 (1993) 4 113




Dodatno delovanje elektrona na drug elektron pribliZno opisemo z do-
datno potencialno energijo iona, ki jo izratunamo kot negativno delo elek-
tricne sile:

""Eﬂb -~

pocasneje kot elektroni. Zato je treba upostevati

Ioni se gibljejo veliko
dodatno potenda&no energijo le za c' elektron, ki se znajde v predelu,
Predstavljati si smemo, da vlece

v katerem se je prej gibal pi‘w
elektron pri gibanju za sabo ° T@p mk@ga potenciala, ki ga “obcuti” drugi
elektron. Dodatna potencialna energija se zvezno spreminja 7z razdaljo r, v
priblizku pa jo vzamemo za konstantno v valju s premerom R in z dolzino
[ za prvim gibajocim se elektronom (sl. 1):

Izkoristijo jo le elektroni v enoelektronskih njih tik pod 1
gijo. Elektroniiz nizjih stanj ne mmq@ - Y cc j& zasedena stanja, za
prehod v nezasedena stanja pa nimajo d ovoh energije. Zato smo upostevali
za elektron Fermijevo hitrost.

Slika 1. Obmo¢je, na katerem elektron pri gibanju po kristalu deluje na ione v kristalni
mrezl in t1 na drugi elektron (a), in dodatna potencialna energija, s katero opisemo
b) [11].

delovanje elektrona prek iona na drugi elektron (1

V kvantni mehaniki velikost obhodne vrtilne koli¢ine zavzame dolocene
vrednosti: 0, V2 R, V6 h,... Zgornjo mejo za skupno velikost vrtilne kolicine
dektmnov v paru ocenimo s pF;\ B/27, Ce vZzamemo za rocico z 27 d eﬁjeno de
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Slika 2. Osnovno stanje
para v zacetnem priblizku v
potencialni jami z globino V)
in sirino { pr lastni ener-
giji —Vo + mRY/2ml* =
—~Vo za @S&Hﬁj@ﬁ& elekﬁmﬁm

m priblizku, ki uposte-
va, da so vsa s%ama vV ne-
skanam potencialni jami s
siritnoe a = 2l do energije
Wp zasedena (b). ‘Risba je
narisana s pod Za SVi-
nec. Stanju p
ustmm; kvantno g%evﬂ& n =
Vsa Wm&sk& Sm,m
pod njim @@ zasedena. Od-
visnost ¢?(w) = C?/(w +
+- VQ)Q kaze verjetnost, s ka-
tero so v valovmi funkan u.
zastopana ﬂéj& enoelektron-

ska stanja. Prn fﬂ@  je C7 =
= 7W4l cf@ 1 9,4 Emﬁ

razli¢cna.

na’ spina, da je
Pokazalo se bo,

koli¢ino 0. V tem primeru morata imeti ., nasp
ustrezeno Pauhjew prepovedi_ N jun. S%upm spm je eﬂak 0.
da je ?cug

pristejemo pm@ncmhm energijo —V,

B v O

upomben ¢e je drugi clen vehk@ m&nj Si od absdutne wednosm prvega




priblizku se vezavna energija para ujema z absolutno vrednostjo dodatne

blizini nezasedenih enoelek M‘“@ ns ih gijo W
vecjo od Vp. Vendar pomislek ni na mestu zaradi | &uhjeve mp@’vedi
eieﬁmﬂska stanja z manjso energijo od Wr so vsa z&sede 2, ta}m da
ano stanje nastane le v bliZini Fermij Mno prevodniskib

de M‘O 0V povzrocl, da j@ vezavna energ oija para ka
Racun v nasledn] delku je d oka In g g K
[zha Mmﬂ c stacionarne - enaa e v iemsmem @pamvai
ima Clenov s otno odvisnostjo in v %b lnje re

Vpeljemo vabwm ﬁm kci 3@ U = m/) in s ’m
7nostl na enac




0 pa je izpolnjen, Ce
nujemo Ea,sfme funkcije
ega vektorja k, ki ji ustreza gibalna

kot sicer zazna

in lastne wedn@%m 2 th@gm@ valov:
@Emm& p = hk, in ne s kvantnim g%wﬂ@m n. Velil @% E nega, vek-

torja k ustreza gzbama koli¢ina = h*k?/m =
= 12h*n? /fm@ imajo diskreten spekter in h%ﬂe mnkme Se%aﬂjaj@ orto-
normiran niz [, upupdr = .

Stanje elektrona je doloceno, ¢e navedemo Se magnetno spinsko kvantno

stevilo my, ki je ali —7 ali 1. Ce v okolici kake tocke naletimo na elektron z

doloceno gibalno koli¢ino in z magnetnim Spinskim Stevilom m,; = %3 je drugi
elektron v paru na nasprotni strani tezisca in ima nasprotno enako gibahm

E{@han@ n magﬁeme 5pmsk@ kv&nm@ ms = w%a Tudi pri tem koristi, ¢e se
AT T da imata proton in H%VH‘GH

ko privoscita.
u ﬁmkcijo para u

Nove vezavne ener-

&ji"@j sesta ﬂj@no valovno
5). Ker velja d*uy/dr? =

Nato premaknemo niclo energije s tem, da vpeljemo novo spremenljivko:
w = h°k*/m — h*k?

kz/m = —V,.. Energija
vsa, stanja pod
I pripravimo matricni

(k + E')r]V(r)dr.

Potencial (5) je razlicen od ni¢ in ena = [, tako nazadnje
integriramo od 0 do ! namesto od 0 do a. Pri integriranju periodi¢ne funkcije
dobimo znaten prispevek le, ¢e se njen argument na integracijskem intervalu

Obzormk mat. fiz. 40 (1993) 4 117



le maio spremeni. k in k' se malo mzhkujem od !%F
k integralu samo prvi ¢len, in to le za (k — k')r < 1,

2
q L
EE— Y < - .

Mejo za k — k' izrazimo z novo spremenljivko. Upostevamo w — w' =

h2 k% )/ m h2 (k + k! )( k— k")/m kr(k — k')/m, tako da

neec1 E— Lk < U | ustreza neenacba w — w' " [~ 2fMDm

matritni element velja teda]

) ustreza Fermijevi energiji enoelek
smnm 7 Veh kv&mmm stew om n, na primer pri svincu za a = 2!
okoli tiso¢. V enachi (7) nadomestimo ¢y s  Cy 2 c(u } in vsoto z integra-

Pr1 tem moramo upostevati 2o nj. V ent mzsezn%m Je fazna

Spomnimo se, da mora veljati w > 0.
Ci w} — C/ { W -+ Vc } N dohis

sorazmernostnim |

yovprecne potenclalne







energijsko Spranjo v izolatorju s Sirino

W,. ©Sicer imata émnﬁ
noma mzﬁ%eﬂ Ezvm in j@ prva za kakih ]

pet vemﬁ:osi

ge ug da je Sirina Spranje v
"in v svincu okoli 2,7-1073 eV
dniku, ki je del sklenjenega eie ktricneg
tok z zunanjo napetostjo. V tem primeru imajo vsi C
ni¢ razlicno gibalno kolicino P in hitrost %eéiééa

ga povzroci magnema polje in ki ne pojenja s casom

n W%dnosm se tu ne moremo vec lotiti.?

a J vec kot ozadja mikrosko ske slike super;
lobiti. N _pomag &h S P ]

udi v njithovem
hotel prispevek
ljanju in napeljati

uﬂm mmmame 7a, SUPerprevodna
k dodatnemu branju.

<. Cirkler, Supraprevodnost, Obzornik m {E%S%} 155.

2] L. N. Cooper, Teorija supraprevodnostz, mat. fiz. 9 (1962) 61.

3] B. Slivnjak S@ﬁpmpngadmm I. in II. vrste, Obzornik mat z@ {W?Z} 1.

4] Ch. Kittel, Uvod u fiztku curstog stanja, Savremena ad Be
str. 2%

5] B. T. Matthias, Superconductivity, Sci. Am. 197 (1957) 92 (5).
6 T. H. Geb&ﬁe ﬂw new 3%@6?’6@?@@%650?‘5 Sci. Am. 225 (1971) 22 (5).
‘ luctors: FProspects for

7] A. M. Wolsky, R. F. Giese, Eo J. | Janiel, new Suppercon
applica ﬁz ons, “Sci. Am. 260
263 (1990) 24 (2).

R, B. Leighton, M

m Mechanics. Adém@

S&mig
Vesle ya

Modern P hysics, Munc]
Singapur 1989. V mspevku je c ] podroben pregled Eﬂmmém do leta 1987, v
knjigi pa sSe vec gmmcﬂ 0 mepmgim p%kusﬁa S Séﬁpei‘p?‘ew@dmk};

M. Logar, S upraprev odn 105t

Od s de% z a hziko E@
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- Aksiomatika geome-
H v Zurichu. Ker je
m ¢lanek s prijaznim

Clanek je povzetek seminarja iz didaktike m
iriyge in pﬂp@mc?jwa amdj@ szgﬁﬁmﬁ aksmm@w za @5@ v 3@5@ na o
pouk g blem v mnogih solah p di

The article is based on a Semmw m Edacmﬁs @f m&ﬂ‘ae a,m@@ Ms@ tilte: Gwmeﬁm
azioms and recommended backg for use in schools on L'TH

(Zund&},




do priblizno 1970)

(Na zacetku je bila preslikava in preslikava in ...)

2.1.3 Faza transformacij (

Analiza in analiticna geometrija sta Se napfej imeli @ﬂ&k@ tezo. Se
nadalje ju pouci j@JO po pet ur na mde skozi ﬁ‘mﬁemﬁ obd 0 b je. 'EO ,}e
era M‘aﬂsf@n geon QH‘UQQV Osrednis hi o th o

Sfmma,mjs e grupe in

11.” To je bila realizacija
1a”, In tako cista oblika g%@?@me Mansfmmamj
n velik (vklju¢no z matrikami in determinantami). Risb
in tam kaﬁcem N1 bilo miﬁ o w o ap likacijah. Tretja

njihove invariante k m PTID up ure g anostiv g
,erlangenske ga progran
dez racunanja je
j@ u maj@ Ee %

a stednjem mnivoju
@Séb nih

o mi
SfGH acij. 1

anski uéni cilji,
mu p il ago | 1ti
SO vgm ovsod vodile h grozni zmedi. Colle eqians

~ NOVOo 1me za *M@Hm — so tedaj lahko izbrali smer V {za Veﬁem%i} all G

{za geometrijo). Ce so izbrali s , So se ucili geometrije tri ali stiri
c gkom dve Em

a,u‘% je 7 wmaﬁ nov, v
c 2 j ansko je to bila tabel 1h ¢

E{@ﬁmﬁm primeru. V@dﬁ@ j@ bilo pri mh pojasn ilo
T@ ﬁ ' P@S%%




Razdelitev ur pouka je ostala ista, toda vsebina pouk:
51 mm&mm

' aksiomov za fca,
ucenceve gﬁma

@u m‘%m@
nel

@Egebm - m‘mzem v Smdm@ Solo.
k, da ob ravnava

osezen @@ bil vrh ab
pa nik @h uporabljen.
niso uj o h mkwmm

je gaS@n
algekb V S@bnm Je m ab to d a ob h




po taksnem programu gleda na
zabavnega. Kateri ocarlji ﬁw problemi pa so na ‘voho ucencem? Kam
pregnana toliko op evana kre ativnost? Mislim, da bi ucenec p okaz ai vecl
zanimanja za konstrukcijo stoZnic kot za ESkHSUO 0 hnemm odvisnosti
vektorjev. Navajam Se dva ustrezna citata, pripisana H. I denthalu z
datumom 1970 (!):

Nekater: dopustijo toliko gmmsﬁm;e kot jo j@ za line-
arno algebro wn ta nmnaém prispevek jﬁ izvlecen in skréen tako, da
t1 postane slabo. Geometrija, ki jo lahko interpretiramo 2 fupambo
linearne algebre, mi pride na mu

Ni ¢udno, da bo pouk matematike v nemskih Solah kmalu Sel po poti
pouka v nerazvitih dezelah.

Kam od tod?

Del predstavljene zgodovine v mzdd i
geometrija skréena na absurdni torzo. Sed
— racunalnistvo — na Zzalost s p nim [
s prestola stohastiko in statistiko, toda iz sol lahko
geometrije.

o premic in ravnin kot na nel a,j

99 NEKA] VZRU

{mb na sredn j@SOES

trijo — a la Hil
Solska matem a@,.m

uzitek? Bourbakizem je triumf
glavna skrb anatomije. Geos netrija pa
monija nista isto kot poezija in g

vizualizacije, intuicije v Solski g

2.2.2 Napaka univerze

Brez dvoma veliko krivde pade tudi na umwm& C@ j@ wzuaﬁma m
tuitivna g@@metﬁja — kar se kaze v malc gmw

skovalno manj pomembna Em na prelomu stolet]
ne bodo dosti ukvarjali. Danes j
ﬁmié jev praktikov za mnog
kem primeru pa dodaten poni
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. 1.11, skoraj ni predavanj iz geome-
omaj@ Ee abstmkme vektorske

ne morejo vdahniti
m j@ Mm&%

/iato pa, kot je omen §@ﬁ@ v razdelku
trije. Uu’idﬁ ﬂﬂﬂ&j@ vZgoje iz gmeﬁtme@
ﬂﬁj@ radi geon @‘mj@ ne uzw‘g

h, ki so v glavnem
@m%m@ je vse preveg; to
roki ucnih nacrtov, pisci t
nasih p val] Je univerzitetna , na otrok
Cilj je unwwzéfmm@ o Z VSO coc
se razkaze ms&memﬂm@ zame 50 zm@ﬂm@
73, na,gﬁa,ﬂj&ng@ atemmm@m znanstvenikov.

Listanje skﬁm

geomet rijo izkopati iz grob:
ZWE }@, T3 j@ KO

Gwmdm;a bo resena, ker je E@pa Linearna algebra je upo-
a, toda tezko lepa; de j ansko je dolgocasna

om m ri jska op
fizikom,

matematika raziskovalca zelo
k barva (na skrivaj) svojo




2.3.3 Geon etﬁj& v Soli

uéevm razvoj otroka se pricne z vidnim okoljem. Otrok Zzeli in mora
,zgrabiti” in razumeti svoj svet. Otroci barvajo in ﬂsejo 50 mali geome-
M‘Uu ze po naravi. Ne morejo priceti s sterilnimi abstraktnimi strukturami.
Taksne strukture sledijo na koncu dolgega razvoja. To je razlog, zakaj je

sola brez geometrije v protislovju z naravo in mentalnim razvojem.

kulturni zaklad

(Geometrija —

(seometrija je bistveni del kulture, del dusevnega razvoja clovestva.
razlog zadosca, da jo spoznamo in se je uc¢imo.

(yeomet ﬂ_} d j e Eep 4

Geometrija —
Naj] omenim le

bno je manj abstrakcij, man
1 @ @ﬂd&?‘k& iiad wm&&x@g

mam SMH Ktur g%mmme manj, maﬁj
0 pa vec vizualne vse :
ialnil mbiemov ve

man] ali se bo j
nanj linearne algeb




povabljenca k sodelovanju. Upam,
vasi ucenci lahko pricnete z delom. Cas je

Obstaja mnogo zelo razliénih aksiomatskih sistemov za klasi¢no evklid-
sko geometrijo. Vsak ima, SvVoje pmdnosm in slabosti. Noben nas ne peije
v geometrijo po kraljevski poti. Ker pa je tako, ne morem iz ¢isto ma
maticnih § o D pw@wggﬁﬁfﬁjb@ e od opi o5 T 1. o
sistem za ral 1tel; Zelo mi je zal,
te vrste.

A4

Zelim p
upadel.

poudarkov in izbiro
geometrije.

1957.

1] k. New York,
2] R Aﬁ”%zy, Linear geon eiW? Reading, 1965.

3] F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus dem Spgege?angs&egm Berhn, 1973.
4] D. Birkh % d o

gmk and protractor,

Geometric algebra,

New York, 1959.
an, E 961.
Birkh-user, 1981.
. D d@mwj Lm@m‘ mgd geomelry, | @g%&mn Miffin, 1969.
G. Ewam, Geometry: an introduction, Belmint, 1971.
Gg'mbmg , Shouldn’t we teach geometry? Proceedings of the 4th ICME Boston,

. Ossermann, The fall and rise of geometry, P

19831.7 171.
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V knjiznici Oddelka za fiziko se je pojavila nova km;ga Kdor jo je
mhsmi je postal pozoren na lepe barvne fotografije. Ob malo podrob-
pogiedu pa Zbi@dl vtis zaradi drobnih spodrsljajev, na primer: tre-
nje ni upor (str.26), prizma se pri smskamu ne zdebeli na sredi in se pri na-
tezanju na sredi ne zozi, ampak je njen presek po vsej dolZzini enak (manjsi
ali vecji) (36, slika), meja proznosti se v splosnem ne ujema z mejo soraz-
mernosti (37), v prostoru nad Zivim srebrom v cevki je zwosmbma para
{44)? nukleon je (atomsko) jedro (E28 174)... (Mimogrede: RAF ni letal-
ska druzba, ampak kraljevo (*mﬁm) letalstvo {QU havoc razdejanje (H))
Podobne sodrshage opazimo tudi v odstavkih o nevarnosti pri teniskem
servisu (31} o zemeljskem magnetnem p@iju (350} in e kje.

Pozneje zbled 1jo tudi ti ocitki in se pojavijo globlji pmms@eh Ali ni sila
koli¢ina, s katero opiSemo ddovanje telesa na telo? Ali ne bi kazalo tega v
soh D oved&m in ga ne im ga, ce se ze lotimo nda, hkega,
pojma’! Navsezadnje ucenci Ze imajo izkusnje, kar poudarjajo te dni na oni
strani R @k&vskeg& preliva. Potem tretjega N ewtonov@g& zakona ne bi bilo

naprej (slik
{SM&}
Nobena sila ne deluje san OS%O}RO Sile delujejo vedno v parih
Sila deluje na neko telo. Socasno njej nasprotno enaka Sﬂa d eé
d rugo ?td@ |

delujejo sile v parih, zakaj se ne iznicijo?
ﬂg v paru delu j%‘m, deo c"' mziwm fﬁdesa in ne na isto telo.

ga opazu jemo, nitl b
mmwh) sil z Vsm ni¢ in koné¢nim navorom? P '

1 Stephen Pople, Naravoslovje. Fizika, prevedel Vinko Udir, Tehniska zalozba Slove-

nije, Ljubljana 1992, 224 str.




Pri vpeljavi temperature (66), na primer, najprej omeni Celzijevo skalo.
Nato preberemo:

mha,ja,m@ mpﬁom v zrak se ustavi, ko je temperatura
juh@ enaka ten p@mmﬂ zraka. Kineti¢na energija posamezne molekule juhe
je v povprecju enaka kineticni en@fgm posamezne molekule zraka. (*)

?ﬁ@m@mﬁcum kot juha, toda poln kroznik
zlica.

perature in toplote ne smemo zamem&ﬁ

@E&j&ﬂjﬂ se hi
mogaoce.
olekule ne morejo |

Pravimo ji absoluina nicla.

zmanjsuje. Popolnoma ustaviti molekul ni

oiehﬂ je pri absolutni msh PocCasneje se n
i temperature n1 mogoce znizati.

Minim a,hm gﬁ n I§ jwosﬁ
oibati, zato

kazom Kelvinovo skalo, cemur Sieg daljse preracunavanje
Kelvinovo skalo in naza j Mimogrede: trditvi (*) sta ma jaw

Kako to, c a imajo enoatomni plini priblizno sp ecifino to ploto cy = SR/ M
R/M vec? Vendar visek sledi, ko knjiga obdela deset strani
pozneje (77) ,,dva plinska zakona”, od kat @nh pravi dru gl
prem 05 orazmerna s temperaturo {v pri stalnem tlaku.’

Ali ne d@bg ucenec Vma, d& pa.c Vp@h@@ absolutno temperaturo z
ukazom drugem mestu v drugi zvezi
spozna, ﬂa&m — Emt po nak]&;uqu —
sorazmerna s temperaturo (v irka med seb
muhavih ukazov in M"M@W

msnﬂw

ki jo spremljata,” se samo na prvi pogie zdi prijazna za ucenca.
stavl na prezivet nacin poucevanja.
Bezne ugotovitve sprozijo vec globljih vprasanj. Ali naj bi barvaste fo-
tografije prikrile strokovne pﬁmamkbwmm‘? Komu ] Je namenjen kot uabem
SE@WHSE@ prevod, sa] je angleski original oc¢itno ucbenik? Al kdo p
kovni strani skrbi za to, kaj zalozbe izdajajo? Al Ema,m@ p@Seben gﬁn da,
pri spremembah v S@ESWH izberemo vselej slabso moznost? Dobro bi bilo, ce
2 Knjiga zapise enacbe z besedami, ne s simboli. M. von Laue mish, da je ,matematika
n&jan&dnejse orodje fizike. Edmo Memafmﬂm @iopusca z&pis zakonov z enacbmm
ki se jih je mogoce nauciti in uporabiti za zamotane p " A K S
do mepnc&m& da je za ucence fizika lazja, ¢e sloni na maﬁmm&mﬂ Eﬂ S0 jo Ze srecali,
kot na opisovanju. Al ni pisanje enaCb z besedami §e ena neponebﬁ& novost?
Knjigi vecji Prirocnik za ucitelja (64 str.) in manjSa Navodila za vaje (64 str.) istega
avtorja sta nebarvasti.

3
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