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Spostovana kolegica - kolega,

Sporocamo Vam, da je naSe drustvo postalo polnopravni ¢lan Evropskega matematicnega
drustva (EMS), Mednarodne matemati¢ne zveze (IMU) in Evropskega fizikalnega drustva
(EPS). Omenjena drustva vzpodbujajo stevilne aktivnosti, s katerimi Zelijo dvigniti nivo
osnovnih in aplikativnih raziskav ter nivo $tudija naravoslovja na univerzah ter na srednjih
in osnovnih Solah. Pospesujejo izmenjavo informacij. EPS si prizadeva tudi olajsati
mobilnost fizikov v Evropi. Ce ne bomo uspeli dobiti dovolj finané¢ne podpore, bo zaradi
clanstva v teh drustvih ¢lanarina DMFAS v prihodnje narasla za nekaj sto SIT.

V zvezi z navedenimi ¢lanstvi potrebujemo nekaj dodatnih podatkov o nasih €lanih, zato
vam posiljamo anketni list. Prosimo vas, da ga izpolnite in v nekaj dneh vrnete na nas

naslov (DMFAS, Jadranska 19, 61000 Ljubljana).

Fizike opozarjamo na vprasanje ali Zelijo postati ¢lani EPS. Clanstvo v tem zdruZenju
je namret poimensko. Clan bo imel vse pravice, ki so jih doslej imeli le individualni
¢lant EPS. Prejemal bo meseénik Europhysics News. Morda bo za te ¢lane v prihodnje
¢lanarina DMFAS vecja za nekaj sto SIT.

Prosimo, da kopijo anketnega lista posredujete tudi znancem, ki bi radi postali ¢lani

DMFAS.

Ljubljana, 22. 4. 93
Predsednik F. Cvelbar
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IZJ AV A (obirtajte ustrezni odgovor)

Imein pritmek ... .. . rojen(a) ...............
Kra] .o poklic ... ... ..
akademskl MazIV . ...
Stanujem: kraj: ....... e ulica ... .o , st ...,
Postna stevilka ................ POS A e e
Telefon: ........................... e E-mail: ...

Sem, Zelim postati, ¢lan DMFAS v skupini matematika, fizika, astronomija.
Sem: - raziskovalec osnovnih - aplikativnih raziskav

- ucitel] na srednji - osnovni 3oli

- student

- upokojenec

drugo

t






Math. Subj. Class. (1985): 28 C 05

V ¢lanku predstavimo definicijo in osnovne lastnostl splosnega integrala realne funk-
cije, kot ga je vpeljal R. Henstock. Ta posplositev zajema kot posebni primer klasicni
Riemannov integral, razne vrste 1zlimitiranih integralov in Lebesguov integral.

T PR 0t s 4 T
B PRy 5 & 8
B O 9 5 1 & F 5 o

In this paper definition mﬂ Em%m properties of a gememhz@ Riemann integral (for
real functions) introduced by R. Henstock are presented. The generalization includes
iemwm integral, various kinds of improper integrals and Lebesgue integral.

classical R

Preden o govm imo na m VPT %ame se IMOTaINo vpm&aﬂ nekaj drugega. |
sploseni Riemannov integral smo definirali tako na omejenih na neoine-
jenih intervalih. V Si@dﬂj@m pnmei u neomejeni delilni podinterval na R
mannovo vsoto pravzaprav ni vphvaﬁ ker smo ,,dolZino” takega. podm‘tm va-
la izenacili z 0. Po drugi strani je na intervalu mfaegi abilna funkcija integra-
bilna tudi na vsakem po¢ mfam valu. Torej je paspi%em Riemannov integral
dolocen ze z integrali na podintervalih. Vprasanje je, ali je integral na ne-
omejenem Intervalu, ce seveda obstaja, enak limiti integralov na omejenih
podintervalih. Odgovor daje naslednji izrek.

3. Realna funkcija |
mﬁeﬂaé@km natanko takrat

,b), in ol %Mja limita hmsﬂ%é

0. o

podintervalu |a, s], s € (a

integrabilna, velja j;f f=limsp [’ f.

Potem obstaja

integrabilna na [a, b] in ¢ > 0.

druzina okolic 7 na intervalu [a,b], da je | [ f f—=5(f,D)| < € za poljubno
T-delitev D intervala |a,b|. Za vsak s € 7(b) pa obstaja druzina okolic 7, na
mt@waiu [a, s] in taka Ts-delitev Dy intervala [a, s], daje | [T f— S(f, Ds)| <
< ¢. Pri tem lahko vzamemo, da je 7,(z) C 7(2) za vsak z € [a, s|. Delitvi
mtewaia a, 3} lodajmo par b[s,b] in dobimo delitev D intervala |a,b],

ki je usklajena tudi s 7 zaradi inkluzije 75(z) C 7(z). Potem je

Dokaz. Naj bo tunkcija f

obstaja in je enaka [
Obratno, naj bo funk
limita hms.__a,bf f pa ﬂ&j u in naj bo enaka

[zberimo ¢ > @ n

Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 2 33



poljubno naras¢ajoce zaporedje (¢, )n>0 2z lastnostjo cg = ¢1 = a, ¢, < €41
zan < 1in lim, o ¢, = b. Ker je funkcija f integrabilna tudi na poljubnemn
zaprtem podintervalu, obstaja, za vsak n = 1,2,3, ... na intervalu [¢,,_1, ¢ 41]
druzina okolic 7,,, da velja | [["*! f—5(f, D)| < £/2" za poljubno 7,,-delitev

D intervala [¢,_1, ¢pe1]. Definirajmo novo druzino okolic 7 na intervalu
la, b), tako da bo veljalo 7(2) C 1(2)N[—00,¢1)in 7(2) C T (2)N(Cpn-1, Cnt1)
za z € [Cp_1,Cy) in n = 2,3,.

Naj bo F katemkoh T- dehtev podmtewaja, la, s], kjer je s € (a,b)
poljubno stevilo. Pokazali bomo, da je | [ f — S(f, F)| < €. Za vsak
n = 1,2,3,... naj mnoZica I, vqebuJe tiste pare z.J delitve L, za katere
je z € [Cn 1,Cn). Podintervali v mnozici F, Sestavha,JO mtervaﬂ ki ga
oznacimo z .J,,. MnozZice F, so med seboj disjunktne in samo Loncno
mnogo je nepraznih. Poleg tega za vsak m > 1 po konstrukciji velja
Jn C [cn-1,Cy), mnozica E, pa je 7,-delitev intervala J,,. Zaradi opombe

na koncu prejsnjega 1'a,zdelka)'tudi za podintervale J,, C [¢n_1,Cny1] in
To-delitve E, velja | [, f— 5(/, Ey)| < €/2". Upostevajmo se S(f, ) =

=Y 215(f, E,), pa dobimo

/2" = ¢

VRELED NN ST TANEDS

n=1 Jn n=1

Nazadnje definirajmo 8e 7(b), in sicer tako, da bo veljalo | f(b)|L([s,b]) <
<ein |[A— [° f|] < e za vsak s € 7(b). Potem lahko za poljubno 7-delitev
intervala [a, b] dobimo zahtevano oceno

A-S(D)< (A= [ L[ 1= SU B IO, 8) < ¢

Podoben izrek seveda velja tudi za primer, ko limitiramo s proti levemu
krajisc¢u a. Dokazani izrek 3 med drugim pove, da je (v nasprotju s klasi¢nim
primerom ) nesmiselno definirati izlimitirani posplo$eni Riemannov integral.
Limitni proces nam ne da ni¢ novega.

Poleg tega lahko sedaj odgovorimo na vprasanje, zastavljeno takoj na
zacetku razdelka. '

Izrek 4. Vsaka funkcia, za katero obstaja i1zlimitiran: Riemannov in-
tegral, 7e integrabilna in njen posplosent Riemannov integral je enak 1zlima-
tiranemu.

Dokaz. Naj za funkcijo f obstaja izlimitirani Riemannov integral na
koncnem ali neskonénem intervalu [a,b). Tedaj je po definiciji f Riemannovo
mtegmbﬂna na vsakem (omejenem) podintervalu |a,s), po izreku 2 tmej
tudi (posploseno) integrabilna. Poleg tega obstaja tudi limita lim,_, [ f =

= lims—s . f(2)dz, zato funkcija f, ki jo v tocki b definiramo kakorkoli,
zadoS¢a pogojem izreka 3 in je torej integrabilna v posplosenem smislu tudi
na intervalu [a, b] z integralom, enakim dani limiti.

34 ‘ Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 2



@ O — @
Riemannov integral [z~ %dx je enak 1, zato po

Riemannov integral [~ 274 = 1. Izlimiti-

® e E - @ e ® & 4
ranl Riemannov mﬁ@grﬂ fo r~%dz pa ne obstaja, saj je lims_q [, -
—2

lim,_o(—1+s71) = co. Ker je funkcija f(z) = 27° na intervalu I 1] Zve-
zna, je R zato tudi {pgspbsmm} integr a,bﬁn& na vsakem pod

lemannovo in
intervalu [s,1], s > 0. Po mzhsm izreka 3 potem ni integrabilna na [0

sa] ustrezna mmm ne ob

Zgled 2. lzlimitirani
izreku 4 obstaja tudi posploseni

Riemannov integral zvezne funkcije f najveckrat izracunamo tako, da
najprej poiscemo njeno p?‘émzﬁzmm funkcrjo, se pza,w odvedljivo ﬁﬁﬂxﬂj@

z lastnostjo £ = f. Potem je f flz)dx = F(b) — F(a).

Kadar je izpolnjena @;na,k@%

F'(z)dex = F(b) — F(a),

pravimo, da za funkcijo F' velja osnovni izrek 1 racunda. N
V' Lebesguovi

cratko recemo, da je funkcija F' integral svojega odvoda. \
teoriji je dovolj, da odvod F' obstaja skomg povsod (giede na ebe%gu@‘m

mero) in je | @bﬁngOVO integrabilen (to je ocitno tudi poﬁebn&} Takim
funkcijam F Riemannovi

F' recemo absolutno zvezne ﬁmkmge Vendar mm v ]

niti v Lebesguovi teoriji ne velja osnovni izrek za wvse odvedljive funkcije
F na intervalu |a,b]. Lahko se npr. prepricamo, da je funkdja Flz) =
= 2%cos(1/z?) za 0 < 2 < 1 in F(0) = 0 povsod na intervalu |

odvedljiva, njen odvod F'(z) = 2z cos(1/2?%) + 2 sin(1/z?), F'(0 , Pa ni
Prvi sumand

niti Riemannovo niti Lebesguovo integrabilen na [0, 1]. | odvoda
0, 1] zvezna in omejena funkcija in ne dela tezav, za

je namrec na intervalu (
drugega pa velja

Kot vemo, slednji integral ni absolutno konvergenten.

Kot bomo videﬁ teh tezav pri posplosenem Ri gralu ni.
vdja Osnmfm izrek infinitezimalnega racuna: vsaka povsod od V@(Hjhf&
K ' ‘ odvoda.

()0 )] < ev - w),
kakor hitro je uw < z < wv n |u,v] C |a,b] N (2 = §(2), 2+ 8§(2)).

z. 40 (1993) 2 35
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Dokaz. Ker je funkcija F' odvedljiva v tocki z, za vsak ¢ > 0 obstaja
6(z) > 0, tako da je |(F('17)-—-—-—-F(H)}/(Lmz) F'(z)| <ezal < |z—2z| < d(2)
inz € [a b]. Naj bo u < z <w (za z = u ali z = v lema takoj sledi). Teda]
imamo '

£ (v) = F(u) - ()(’U""U)IS
<|F(v) = F(2) = F'(z)(v = 2)| + |[F(2) = F(u) = F'(2)(z — u)| <
<e(v—2)+e(z—u)=c¢clv—u).

Izrek 5 (Osnovni izrek inﬁnitezimalnega, ra¢una). Ce je funkcija F :
la,b] — R odvedljiva na mtcrvalu a, b, je ' integrabilna funkcija na [a, ]

po definiciji 1 in velja f F' = F(b) — F(a).

Dokaz. Vzemimo ¢ > 0 in za z € [a, b] definirajmo 7(2) = (2 — §(2), 2 +
+ 6(2), kjer je stevilo 6(z) tako kot v prejsnji lemi. Tedaj za poljubno 7-
delitev D = {z[z0, 1], .-, Zn|Tn-1, 24|} po lemi velja

T

[S(F', D) = (F(b) = F(a))| = |}

7

[F'(z:) (% — 1) — (F(2) — F(zi-1))| <

1=1

Ta izrek se da celo malo posplositi na primer, ko funkcija F' ni odvedljiva
povsod.

[zrek 6. Naj bo funkcya F : |a,b] — R odvedljiva povsod razen
kvecjemu v stevno mnogo tockah intervala [a,b] in naj bo f : |a,b] — R taka

funkcija, da je F'(z) = f(z), ée je F odvedljiva v tocki x. Ce je funkcija F

zvezna, je [ integrabilna na intervalu [a,b] in velja ff f=F(b)— F(a).

Dokaz je podoben kot pri izreku 5, le malo bolj tehni¢no zapleten, saj]
je treba upostevati izjemno mnozZico tock, v katerih funkcija F' ni odvedljiva
(glej npr. [6], Theorem 5). Naj omenimo, da je zahteva o zveznosti
funkcije F' potrebna, sicer Ze preprosti primeri pokazejo, da osnovni izrek
infinitezimalnega racuna ne more drzati (glej npr. funkcijo F(z), ki je za
-1 <z <0 enaka —=z, za0<x<1pa:z:+1).

Preprosta posledlca izreka 5 je naslednji

Izrek 7 (o integraciji po delih). Naj bosta F' in G na intervalu |a, b]
odvedljivi funkciji z odvodoma F' = f in G' = g. Tedaj je funkcija fG
integrabilna na [a, b] natanko takrat kot funkcija Fg in velja

[ 16 = FB)G() - Fla)G(a) -

36 Obzornik mat. fiz. 40
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£ wsim red m%egmmm@, in limitiran j@ﬁ- sa@ zanj Wh Ee s;zmk o enakomerni
konvergenci, ne pa npr. tudi izreka o monotoni in dominantni konvergenci.
Pri tem ga, kot je znano, moc¢no prekasa Lebesguov integral (glej npr. [5]).
Zanimivo pa je, da tudi posploseni Riemannov integral v tem pogledu
ni¢ ne zaostaja za Lebesguovim. V prakticno isti obliki veljajo vsi trije
konvergencni izreki. Njihovo izpeljevanje bi zahtevalo nekoliko vec priprave,
zato jih samo navedimo (dokaz glej v [1] ali FZD

funkciy f,

i konvergenci). Zay
[ C IR* enakomerno ko
nkciya [ integrabilna in velja | =1

9e tudr fu

k 9 {0 monotonl konvergen m}
cy) [n na j na za p riem é nte maf 0T R

atan L Lo obs m ja koncna limita
Eiﬂn»@(}@ jﬁ fﬂ’

. Zaporedje ntegrabilnih funkciy
gira k fu unkcij 1t [ wn naj bo ¢
da velja |fu(2)| < g(z) za vsa k

. 10 (o dominantni k
Zapﬁ@m intervalu
mm integrabilna funkcija na
z € I. Tedaj je tudi funkcya f 1

— 1i1nn-~+oo jj’ fn»

Na kratko in zgolj informativno si oglejmo Se zvezo posploSenega Ri
potrebujemo nekaj poj-

mannovega imegmh Z E@besguovim m namen

z’nﬁe grabilna, Ce je karakteristi¢na
, ce j@ kakorkoli razsirimo

pakten interval in sploh
R pa je mwfjwa Ce
n inter vaﬂ

Rekli bomo, d a je mnozica C C R
fu XC mtegmbﬂna na IR §Ommm&
tudi v neskon umst) Inte ' ﬂ@n je i) m vsak ko
je mno zwa, C N . b agrah




Merljive funkcije definiramo na obic¢ajen nacin: Funkcija f je merliva,
ce je f~1(G) merljiva mnozica za vsako odprto mnozico G C R. Vsaka (po-
sploSeno) integrabilna funkcija ni nujno merljiva, pac pa je to res za poseben
razred t.i. absolutno integrabilnih funkcij. Pravimo, da je funkcija f abso-
lutno integrabilna, ¢e sta tako funkcija f kot njena absolutna vrednost |f]
integrabilni po definiciji 1. Absolutno integrabilne funkcije so prava pod-
mnozica integrabilnih funkecij (primer integrabilne funkcije, ki ni absolutno
integrabilna, je funkcija sin 2/x na intervalu (0,00)). Najbolj zanimivo pa
je, da se pojem absolutne integrabilnosti natanko ujema s pojmom Lebes-
guove integrabilnosti.

Izrek 12. Posplosent Riemannov integral se na mnozZict absolutno
integrabilnih funkcy) uwyema z Lebesquovim integralom.

Dokaz zahteva nekaj dela in se mu v podrobnostih odpovejmo (glej [2]).
Prehoditi je pac treba pot, znano iz Lebesguove teorije. Preveriti je tre-
ba enakost obeh integralov na karakteristicnih funkcijah intervalov, nato na
karakteristi¢nih funkcijah odprtih mnozic (ki so limite narascajocega zapo-
redja karakteristicnih funkcij konénih unij odprtih intervalov), nato na ka-
rakteristicnih funkcijah merljivih mnozic (ki so limite padajocega zaporedja
karakteristi¢nih funkcij odrtih mmnozic), na enostavnih funkcijah (ki so li-
nearna kombinacija karakteristicnih) in na pozitivnih Lebesguovo integra-
bilnih funkcijah (ki so limite narascajoCega zaporedja enostavnih funkcij).
Veckrat je teba uporabiti izreka o monotoni in o dominantni konvergenci,
ki veljata za obe vrsti integralov.

Kot vidimo, je posploSeni Riemannov integral Se mocnejsi od Lebesguo-

vega, sa] slednjega vkljucuje.

Podobno pot kot v tem sestavku je pri uvedbi integrala ubral
E. J. McShane, o cemer je pisal pred leti tudi Obzornik [3]. Razlika je samo
ta, da McShane dopusca evaluacijsko tocko pri obelezeni delitvi tudi zunaj
delilnega podintervala, kar je za delitve manj, za integrabilnost pa bolj stro-
ga zahteva kot pri posploSenem integralu, ko mora biti evaluacijska tocka
znotraj intervala. Koncni rezultat je ta, da je integrabilnih funkcij manj in
da so, kot se presenetljivo izkaZe, to ravno Lebesguovo integrabilne funkcije.
McShaneov integral se ujema z Lebesguovim (glej [3]).

LITERATURA

[1] S. Lipuscek, Posploseni Riemannov integral (diplomsko delo), Ljubljana 1991.

(2] R. M. McLeod, The generalized Riemann integral, Carus Math. Monographs 20, MAA
1980.

N. Prijatelj, Nova pot do Lebesgua, Obzornik mat. fiz. 34 (1987) 23-30.

W. Rudin, Principles of mathematical analysis, McGraw-Hill, New York 1964.

W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, London 1970.

Ch. Swartz, B S. Thomson, More on the fundamental theorem of calculus, Amer.
Math. Monthly 95 (1988) 644-648.

[7] 1. Vidav, Visja matematika I, DZS, Ljubljana 1978.

O, O B, @

38 Obzornik mat. fiz. 40 (1993) 2



0o

Math. Subj. Class. (1991) 68 R

Kot primer verjetnostnega algoritma podrobneje obravnavamo algoritem ohlajanje
(angl. Simulated Annealing, oznaka SA}), ki ga lahko definiramo kot algoritem za reSevanje
splosnega problema kombinatoricne optimizacije. PokaZemo presenetljivi rezultat, da
verjetnost uspeha algoritma SA raste pocasneje kakor verjetnost uspeha algoritina lokalna
optlinizacija.

g e T £ S : 2 T T
o & § B T f rimsis, 5 4 % B 4 g B B e E2 £ Bf B 5 o T i
i; B i ol U, E B e B ey i az, G B B A W Bttt ol Fo W wd %,

An example of a randomized algorithm, the Simulated Annealing algorithmm (SA), is
considered as an algorithm for solving the general problem of cmnbma%n&ﬁ Gpmmm,tm&
M, is shown that the probability of success of the algorithm SA grows slower than the
same probability for the local optimization.

| verjetnostnimi aﬁgmmm je Ef}ﬂ v zadnjem casu delezen precej po-

zornosti algoritem ohlajanje (S.A). V pregledu [10] med literaturo navaja-

30 referenc o tem aﬁgmgmm bﬁbhﬂgi afija pa s tem Se zdalec ni

izCrpana, saj se clanki Se vedno p@j&ﬁj&j@ ﬁﬁ%m@u@ omenimo, da v
i O p@p‘iﬂ@ﬁﬂ®~

Ogmm za eno od knjig @memajo pm%@ 300 clankov o SA!) C
sti prica tudi veliko Stevilo imen, ki jih navajajo v uvodu [6]: Monte Carlo
annealing, statistical cooling, probabilistic hill thmbmﬁ stochastic relaxa-
tion ali probabilistic exchange algorithm. Leta 1953 je Metropolis s sode-

lavel uporabil racunalnik za simulacijo fizikalnega modela ohlajanja snovi.
Kasneje so Kirckpatrick s sodelavci [4] in neodvisno Cerny {@%my} opazi-
i analogijo med resevanjem problema kombinatoricne optimizacije in Me-
tropolisovo simulacijo fizikalnega modela. Verjetno je prav zar &dﬁ_ duhovite
analogije algoritem hitro postal Siroko znan in ,moderen’. Vetina avtorjev
kot vir za SA citira ¢lanek [4], zaradi pmwmgm pa velja @mmu?m da so
analogijo med statisticno m@hamg in optimizacijo ézwzm) funkcij opa-
zili Ze prej Khacaturjan, Semenovskaja, Vainstein [5] in Pincus [8], vendar
sta clanka ostala brez SirSega odmeva. V nadaljevanju bomo povzeli izrek,
da algoritem ,konvergira’. Tocneje: pri dolocenih pogojih (dovolj pocasno
ohlajanje) za pripadajoco {&am‘vm@} nehomogeno markovsko verigo obstaja
limitna porazdelitev, v kateri imajo p@mmwm Wmem@% natanko globalno
optimalna, Smm& {@pm;maﬁne resitve). V praksi je @hj@;m% seveda vedno

pmhﬂm V %ﬂvﬂu pmmﬂ @ps umh {gﬁq pregled v [10]) po-
0 SO @Hﬁn@ msﬁw

6] in ¢lanku [7],

ore m Vel no na racun Z%E@ Wh
celo vrsto teoreticnik N len

Je nastal na osnovi &%@H@% &mm&m@ pod mentorstvom T@m&é&
Marko Peﬁ @wd{ 1n &,ﬁ Hladnik sta skrbno pregledala o in opozoria na
. Vsem se R&ﬁ@pse zahvaljujem
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po katerem povzemamo izreke o konvergenci algoritima, omenimo Se en re-
zultat. Sasaki in Hajek sta pokazala, da je za problem maksimalnega prire-
janja (angl. maximum matching) zahtevnost celega razreda algoritmov tipa
SA gotovo vecja kot polinomska [9].

Algontma SAin RLS sta definirana dovolj splosno, da j ju lahko upora-
bimo za resevanje kateregakoli problema kombinatoriéne optimizacije, zato
ju je smiselno pnmemam Glavna zamera algoritmu RLS (oziroma notranji
zanki algoritma) je to, da se ,ujame’ v lokalnih optimumih. Ko zatnemo z
novo zacetno Iesnvuo? v nekem smislu zavrZzemo vso informacijo, ki smo jo
prigarali z dotedanjim racunanjem (razen seveda dotlej najboljse dobljene

resitve). Ce dovolimo tudi korake ,navzgor’ (v smeri povecanja stroskovne
funkcije), se algoritem ne ustavi vec¢ v lokalnih optimumih. Tako dobimo ta-
ko imenovane ,plezalne’ (angl. hill climbing) algoritme, med katere uvrscamo
tudi algoritem S A. Na racun moznosti plezanja navzgor pa se sicer navi-
dezno Se vedno zelo enostavni algoritem precej zaplete, saj je potrebno po-
iskati prave vrednosti parametrov, ki kontrolirajo, kdaj in koliko dovolimo
korake ;navzgor’. Pri algoritmu S A parametru obicajno recemo tempera,tu—
ra. Problem, kako temperaturo znizevati, da bomo dobili dobre rezultate, ni
enostaven in vse kaze, da je odgovor precej odvisen tudi od tipa pmblema
ki ga Zelimo resevati.

Primerjava algoritmov SA in RLS je po [6] odprt problem. Iz pregleda
porocil o eksperimentih z obema algoritmoma vidimo, da je v nekaterih
primerih boljsi prvi, v drugih pa drugi algoritem [10]. Tu bomo pokazali
(izrek 1), da je algoritem S.A asimptotsko slabsi od lokalne optimizacije in
tako deloma odgovorili na gornje vprasanje.

kombinatoricne optimizacije

2. S P EO S Hi pro b Ee

Mnoge diskretne optimizacijske probleme lahko gledamo kot posebne
primere splosnega problema kombinatoriéne optimizacije. Spomnimo se
definicije iz [11]:

Definicija 1. Splosne problem kombinatoricne optimizacije je druZina
primerkov. Primerek je par (S,c), kjer je S mnoZica (stanj, dopustnih
resitev), ¢ pa je preslikava c : S — C (stroskovna funkcija). Treba je poiskati
tak Tm € S, da velja

Cmin = C(Tmin) = glég c(x).

Problem iskanja maksimuma definiramo analogno, je pa trivialno ekvi-

valenten problemu minimuma na isti mnozici S s stroskovno funkcijo é =
—c. Tu se bomo omejili na problem iskanja minimuma.

Pri obravnavi splosnega problema kombinatori¢ne optimizacije (S, c)
obitajno privzamemo, da sta dana verjetnostna algoritma R (R :0 — S) in
N (N :S — S). R slucajno generira zacetno resitev, N pa dani dopustni
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" dopustnih resitev.
l Hﬂ@ﬂﬂj@ﬂi@ sosescina tocke T € S.
a. Za resevan j@ %M@ mega pr oblema kombinato-
HCH@ onnmzau je je na ﬂmh znan naslednji algoritem, ki ga bOmO imenova-

goritem lokalna optimizacya {an ol. ran domised E@mﬁ search RLS, ne
lgorit hm ):

ghboﬂmoﬁ search, iterative impmwmem vm%h mm multistart als

RLS)

Algoritem lokalna optimizacija (
ponavljaj
generira] slucajno zacetno stanje r := R
1:ponavljaj

poisci imduhs‘jeg& soseda z’

ce c(z') < ¢(z) potem z :=" (in skoci na 1)
dokler ni mnozZica sosedov 1zérpana
dokler ni prevec korakov

premislek nas pripelje do ugotovitve, da se notran m
ustavi v . minimumih. Za kasnejso rabo p1 es%qmm koliko na j%@

prehoda iz Sm,ma v stanje lahko algoritem RLS naredi, preden se
njame v lokalnem minimumu. U pembzh bomo oceno, da je cas za racunanje
enega p@skusa pmhod@ 17 smma v stanje pnhzm@ @nak casu, ki ga pora-

mm za en klic algoritma N. Privzemimo, da je dan primer @k I problema

P. Potem je d ZgoTnja, m@ja za Stevilo S@Sedov dopustne resitve, dolocena z
d = maXzes |IN(z)|. Oznacimo z R dolZino naj dai jse poti, ki gre samo nav-
zdol (v Smen ZInan j%&ﬁ ja str Oskowae ﬁmkme} Dogovorimo se, da bomo ka-
sneje, pri primer jaw z algoritmom S.A, za korak algoritma W@h en (morebi-
tni) prehod k novi resitvi. 7 dmgnm be&edmm Za 0SNOVIO enoto za mer je-
nje casa, ki ga alg o V. O
7 W Tazmer je m@d cas om, p@M‘@ mm 22 |
(algoritem 7
kaksno stanje z e p 0zNalno {aﬁ&, goritem N). K RL

;ﬂ‘@d j@ le navzdol in ker v vsah}m stanju lahko pmg?ea na jV%Q d sosedov,
je najvecje stevilo korakov, ki jih lahko algor N@m RLS naredi, preden se

ujame v lokalnem minimumu, omejeno z f

pri algoritmu
ohlajanje mozni tudi premiki (i v smeri pmbbsa ja stroskovne ﬁm cije. Ver-
jetnost takega koraka je odvisna od pozitivnega parametra 7', ki mu po ana-
1

ogiji s fizikalnim modelom recemo temperatura.

Algoritem ohlajanje (SA):
generira] slu¢ajno zacetno stanje z := R
nastavi zacetno temperaturo T
znizaj temperaturo T
slu¢ajno izberi soseda z' :=N (z)
ce c(z’ } < c(z) potem z’ ==z
sicer 7' := z z verjetnostjo p = p(T)
okler n

1 preve¢ korakov
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Oznacimo s p verjetnost dogodka, da je v algoritmu sprejet korak, ki
poslabsa vrednost stroskovne funkcije. Ta verjetnost je odvisna od trenu-
tnega stanja (trenutne dopustne resitve) in od trenutne vrednosti parame-
tra 7. Predpostavili bomo, da je p narascajoca funkcija parametra 7', se
pravi, da p pada z znizevanjem temperature 7. Pri danem primerku proble-
ma in dani temperaturi 7" bomo zahtevali, da naj bo p omejena s konstanto
p < P <1 (P je torej neodvisna od trenutnega stanja).

Funkcijska odvisnost je obic¢ajno oblike

1, AC <0 (1)
P= exp(—=AC/T), AC >0 .

kjer smo z AC oznacili razliko stroskovnih funkcij novega in starega stanja.
Edina avtorju znana izjema je definicija Boltzmanovega stroja [1], kjer
uporabljajo p = (1 4 exp(AC/T))™".

Definicija algoritma S.A je res enostavna, vendar pri implementaciji hi-
tro naletimo na netrivialne probleme. Ni jasno na primer, kako je treba
zmanjsevati temperaturo, da bomo dosegli dobre rezultate. Vemo, da pre-
hitro zniZevanje temperature ne zagotavlja ve¢ konvergence’ algoritma [7].
Ali je mogoce znizevanje temperature dobro dolociti vsaj za kaksen poseben
problem? V [6] na primer predlagajo polinomske strategije ohlajanja, ki se
dobro odrezejo na nekaterih preizkuSenih primerih. (Pri tem se seveda mo-
rajo zadovoljiti z ,dobrimi’ namesto z optimalnimi resitvami.) Tu se s tem
problemom ne bomo podrobneje ukvarjali.

Znizevanje temperature lahko definiramo tako, da povemo, kako je
odvisna od stevila korakov. Poseben (ekvivalenten) primer je, da povemo,
koliko korakov naredimo pri kaki temperaturi. Odvisnost temperature od
casa v tem primeru podamo z zaporedjem parov (temperatura, Stevilo
korakov), na primer

(To, mg), (Ty,m1), ..oy (T, mpg),y - .,

kar pomeni: naredi mg korakov pri temperaturi 7g,..., naredi m; korakov pri
temperaturi 71%,... itd. Kot Ze omenjeno, mora temperatura padati pocasi,
ce zelimo, da algoritem z verjetnostjo 1 najde optimalno resitev (v koncénem,
toda ne omejenem §tevilu korakov) [7].

V nadaljevanju bomo predpostavili, da temperatura 1" konvergira proti
0 z narascajocim Stevilom korakov: lim,, . 1, = 0.

Konvergenca algoritma S.A

Med prvimi, ki so obravnavali konvergenco algoritma S A, so bili Ge-
man, Geman in Gidas, Hajek in Sasaki, Gelfand in Mitter, Haario in Sa-
ksman, Tsitsiklis in drugi. V tem razdelku bomo povzeli po ¢lanku [7] izrek
o konvergenci algoritma SA. Model izvajanja algoritma je (¢asovno) ne-
homogena markovska veriga, prehodne verjetnosti se namrec s casom spre-
minjajo. Izreke za nehomogene markovske verige, ki bi jih potrebovali za
dokaz, dobimo na primer v knjigi [3].
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Najprej navedimo nekaj definicij in potrebne predpostavke. Najeno-
stavneje bi bilo privzeti, da je generiranje kateregakoli soseda danega stanja
enako verjetno. Ker pa je v nekaterih uporabah pomembno, da se nekateri
sosedi generirajo bolj verjetno kakor drugi, tu predpostavimo, da je verje-
tnost generiranja soseda 7 iz stanja ¢ dana z |

g(2,7)
g(i)

0 normalizacijski faktor, dolocen z

kjer so g(t¢,7) > 0 uteZi in je g(z) >
1

m j , _

kjer je N(2) sosestina tocke 7. Privzeli bomo samo, da velja

g(i,7)=g(j,7)  zavsak 14,5 €S.

tega je smiselno predpostaviti, da je graf, ki ga dobimo iz mnozice S
Eepko) pmf’@zan

pripadajoce mark

tako, da poveZzemo sosednja stanja, (1
Ver ] jetnosti D rehodov a& gor itmu S A
dane z

ovske verige so

J#F 1

Pii(T) = mm{l exp(—(c(J) — c( ))/T)} ce j € N(i)

(3)
(4)

1n

Markovska veriga je nehomogena, saj se prehodne verjetnosti lahko s ¢asom
spreminjajo, ¢e se spreminja vrednost parametra 7.

Ce parameter 7" fiksiramo, dobimo homogeno verigo. Stacionarne po-
razdelitve homogenih verig pri razlicnih vrednostih temperature 7' imenu-

jemo (po [7]) kvazi-stacionarne porazdelitve originalne nehomogene verige.
Za 1 € 5 definirajmo

(1) = LER=e)/T) 5)

(T") faktor, s katerim normiramo vektor 7 tako

, da velja,

kjer je G

43

Obzornik m



Tu je s moc¢ mnozice S, s = |S|, in 7(T) = (71(T),72(T),...7s(T)).
- Prva trditev pravi, da je (5) stacionarna porazdelitev homogene mar-
kovske verige.

Trditev 1. (Mitra et al., 1986). Ce velja (2 ), potem za Stevila 7;(T),

definirana s (5), velja
m(T)P(T) = =(T), (6)
kjer je P(T) matrika prehodnih verjetnosti, definirana s (3) in (4).

Ker je dokaz kratek, ga povzemimo.

Dokaz. Zaradi (5), (3) in (2) velja za poljubna soseda ¢ in 7 iz S, pa
tudi za 1 =7 .

mi(T) _ 9(2) ol _ B(T)
T = S el — )Ty = .
ne glede na predznak izraza c(]) — ¢(2). Torej velja
mi(T)Piy(T) = mj(T) Pji(T') - @

Za pare nesosednjih 2,7 sta obe strani enaki 0, torej enakost velja za
poljubne pare 7,7 € 5.
Ce seStejemo enacbe (7) za vse ¢ € .5 in upostevamo (4), dobimo (6).

Pred formulacijo naslednjega izreka definirajmo Se nekaj oznak. Pri
poljubnem m > 1 bodi P(m,m) identi¢na matrika in

n—1
P(m,m+mn)= || P(Ty+i)
- 1=0

za n > 1. Oznac¢imo z

v(im) = [ri(m),va(m),...,vs(m)]
vektor verjetnosti stanj po m prehodih v markovski verigi, tako da je
v(m + 'n) = v(m)P(m,m+ n).

Izkaze se (glej [7]), da kvazistacionarne porazdelitve 7(T},) po kompo-
nentah konvergirajo k vektorju e*, ki je dolocen z

_ {g(i)/g(*), i€ 8"
0,
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kjer je S* mnozica globalno optimalnih stanj, in je

lim sup ||v(C
7, —> OO0 U{@}

Ce torej parameter 1" pada dovolj pocasi, potem iz kakrsnegakoli za-
cetnega stanja algoritem S A z verjetnostjo 1 po neskonéno mnogo korakih
optimumov.

konca v enem od globalnih

obstaja tako naravno Stevilo ng,

Pa(n) > Pyi(n),

potem retemo, da je algoritem A’

kazali bomo, da je algori tem - e
a Je celo enostavno ponavh& .}@ neod WSMh o°

Ce za algoritma A
n > Ny

vec, 1z dokaza bo sledilo,
ﬂmm dopustm E"@SN@V a,smxmm 0 uspesn@ja
“da je mogoce izrek pos ;ﬂo

k [ problema
Pr1 danem primerku
1 @ gre lo Samo navz dol,

g R generira vse « pustn
: eloma poenostavi dokaz venda

verjetnostjo. (I
resni¢nost izrekov.)
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Najprej pois¢imo spodnjo mejo za verjetnost, da algoritem lokalna
optimizacija najde globalno optimalno resitev v n korakih.
Ko prvic generiramo slucajno resitev, je verjetnost, da se bo lokalna

optimizacija koncala v gl

obalnem optimumu, enaka K7/N. Za eno lokalno

optimizacijo porabimo najve¢ Rd+w enot ¢asa. Ker so naslednja generiranja
zacCetnih resitev neodvisna, imamo opravka z Bernoullijevim zaporedjem

poskusov. Oznacimo ¢ =

LR —| (celi del), potem je

- vV K i . },’ 2 717 N I e ol
PRES(’TZ)ZIH } (N [11> K4 : (N ll) I i ( 111) K4 5

N

N
N

N N N N N

. I(})i B 1{1 1 (N-]—-VI{I )c-l—l B
N N (1 N']'\'J‘Kl) a

Videli smo tore;j:

| . —— |41
Lema 1. Prrs(n) > 1 — (N"];{‘l)LRderJ , - (9)

Poisc¢imo se zgornjo mejo za verjetnost, da algoritem SA najde globalni
optimum v n korakih. Pri da,nem primerku [ problema P so dolo¢ene tudi

na,slednje konstante:

e /{ oznacuje Stevilo stanj, 1z katerih obstaja pot, ki gre samo navzdol in
se konca v enem od globalnih minimumov. Oc¢itno K > Ky > 0. Da se
izognemo trivialnim primerom, privzemimo se N > K.

o 1—p; je verjetnost, da algoritem ne bo sprejel slabsega stanja v algoritmu

SA pri temperaturi
ne bo sel ,gor’. (Vred

e ¢; = min{l — p;}, kj
danega primerka pro

T;. Lahko bi tudi rekli: verjetnost, da algoritem
nost p; je odvisna tudi od trenutnega stanja.)

er minimum izracunamo po vseh moznih stanjih
blema. Temperatura je tu fiksirana (T3). q; je tore]

spodnja meja za verj

etnost dogodka, da pri temperaturi 7; pri danem

primerku problema algoritem S.A ne bo sprejel koraka ,gor’, v smeri
poslabsanja stroskovne funkcije. V dokazu izreka 2 bomo predpostavili

qg; — 1, ko gre 1 — oo.

Ce vzamemo (1) za definicijo p in predpostavimo

T; — 0, sledi ¢ — 1, torej je za algoritem S A predpostavka izreka

izpolnjena.

PSA(’H,) <

46

. Cejen=m;+ Z;‘;}l m; 0 < m; < m;, velja

(PPRUY mo M K '
L—g"q 7 - 922‘111(1”“7\7)7 (10)
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Dokaz. Ker iscemo zgornjo mejo, smo lahko velikodusni. Rekli bomo, da
je algoritmu S.A uspelo (najti globalni optimum ), brz ko je dosegel stanje, iz

. ?
katerega obstaja vsaj ena pot, ki gre samo navzdol in se konca v globalnem
optimumau.

Z x; oznacimo vememmt dogodka, da je algoritem SA wuspel pri tem-
peraturi, ki ni nizja od 7T;.

Ocitno je

Ty < Ti—1 + (1 — i1 }(1 '"" q?nt) =1- qmz(} — xi—-i) 9 (ﬁi)

saj velja naslednje: v primeru, ko algoritem S$.A ni uspel, preden je tempe-

ratura padla na T;, mora algoritem (po definiciji ,uspeha’) narediti vsaj en
korak ,gor’, te naj uspe pri temperaturi 7;.

Za zacCetno temperaturo velja

(12)

Enostaven ratun nam iz (11) in (12) da

T, S 1 — q’!nquiz“l q;nzqinl (1 — )

‘ ~1
Torejza n = ) my + my, kijer je 0 < m; < m;, dobimo
k=1

42 41

Zdaj se pmprié@jmo ornma
PES raste hitreje kot zgor ma meja ver Jemos—,m uspeha aigaﬂ’ﬁma

nirajmo
o\ 1/ (Rd+w)

Ocitno je 0 < C < 1. Upembmw prwzetek qg; — 1. N&jpl‘@j predpostavnno
da obstaja tak k, da je ¢ < C in ¢ > C za vsak k' > k.

Vpeljimo
konstanti:
D . qglz g;nl
e
Obzornik
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Zapisano drugace,

Cﬁ < qf, v--mq’gijciml . ‘q;ngq;nl (1 B %) _'

Ce vzamemo n = 1 + m, dobimo

. . K
C'n, — Cn—{-m <q’}r§,q;nfi-1 o q;nz q;nl (1 o <

N
<gMg T gt gy e (1 — %‘) -
Torej je
1 -C™">1— qf”q?ffl oy gy (1 — %—)

za, dovolj velike n.

Ce je ¢; > C za vsak 1, je dokaz te neenakosti $e lazji. Ker iz leme 1
sledi 1 — C™ < Prrs(n), smo dokazali

[zrek 2. Obstaja konstanta ng, tako da za vsak n > ng velja Ps4(n) <
< Pngg(n).
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da nam objekti omogocajo programiranje na bistveno
o ga poznali brez njih. Za zgled s1 vzamemo strategijo
ascal 6.0) prepeljemo

V tem sestavku pokaZemo,
vi§jem abstraktnem nivoju, kot sm
deli in vladaj, ki jo v nare¢ju programskega jezika pascal (turbo j
od zasnove do resitev konkretnih problemov.

d T B B i w7 7% H % o, R 4 B IS i

In this note it is shown that objects admit programming at much higher abstract
level as it was possible before. As an example the divide and conquer strategy is developed
in a dialect of the programming langauge pascal (turbo pascal 6.0) from the basic concept
to solutions of some particular problems.

g ) EV@ H‘

kolegi veckrat posvetoval, kako bi

Ko je nastajala 6], sem se s
v njej zapisal ' Mnenja so bila kaj Tazlicn 1a, odlocil pa sem se za
ohlapnejsi, n eformalni pngma To je zapis pmmsmvﬂ in skrajsalo. Temu
nasproti je stalo mnenje, da bi moral biti opis izpeljan v (Sbvmm@ neo-
porecnem) programskem j u, npr. v pascalu. Le tako bi algoritem bil
ZaTes mndﬂv Tudi v knjigi [3] zasledimo podobne dvome: ali je ab-
straktno zapisan aﬁg@nfmm zares algoritem? Jedro dvomov tici v tem, ko-
@ je zapisan | no, 0, je namenjen posredniku-
jezik. Ker mora biti algoritem natancno ¢ OEOC@H abstraktno Zaplsani pﬂsmw
pek torej to ni! Vendar v praksi vse za,ﬁe‘vne}se pm Eeme resujemo tako, da
zacnemo kar se da abstraktno, v naravnem jeziku, in nadaljujemo z vse | Oh
natancnimi koraki, ki jih na koncu prepisemo v programski jezik. Na tej
poti, polni pasti, se oddahnemo sd@ ko algoritem m@pusm 10 mum&imku
Vv a%mm&ﬂmo dodelavo (prevajanje, izvedba).
m clanku se k zapisu M goritma vracamo ponovino, a z novim ]
im prijemom — objekti. Nas namen je ] @E@Zafm? da nam objek
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resitev celotnega problema sestavimo iz resitve podproblemov (k1 so 1ste
narave kot prvotni problem).

In zdaj nekaj besed o objektnem programiranju. Ta pristop uvaja kon-
cept objekta, strukture, ki zdruzuje podatke in operacije (procedure in funk-
cije) nad njimi. Operacijam recemo metode. Dve vrsti metod sta posebne
narave: constructor, ki spremenljivko danega objektnega tipa sestavi, in
destructor, ki jo unici. Podatke in operacije nad njimi zdruzimo na enem
mestu in s tem v objektu pregledno ohranimo odnose med sestavnimi deli.
Tej prvi pomembni lastnosti recemo enkapsulacija. Pomaga nam zagresiti
kar se da malo napak. |

Druga pomembna lastnost ob Jel\tov je dedovanje. Enega lahko gradimo
kot naslednika drugega. Pri tem potomec deduje vse podatke in operacije,
ki jih pozna prednik, in jim seveda doda svoje posebnosti. Metode, ki jih
zeli izpeljati po svoje, preprosto preklice, ponovno sprogramira. Ce popra-
vimo prednika (odkrijemo programersko napako ali pospeSimo posamezne
metode), se popravijo tudi vsi njegovi potomci.

Tretja zelo pomembna lastnost je polimorfizem objektov. Ze beseda sa-
ma pove, da objekt ni toga, do vseh podrobnosti dorecena struktura, ampak
opisuje veliko potencialnih oblik hkrati. Polimorine so v resnici skoraj vse

strukture v programskem jeziku, a Se zdale¢ ne v tej meri kot objekti. Ze
npr. obseg celih stevil se lahko lo¢i od racunalnika do rac¢unalnika, pojem
celosteviléne vrednosti pa ostaja en sam.

Polimorfizem objektov se kaze predvsem na dveh mestih: pri sami
najavi objekta in pri njegovi uporabi. Pri najavi tipa objekta nastejemo
in nato sprogramiramo vse metode objekta. Metode delimo na staticne
(obicajne) in virtualne. Statiéna metoda je metoda, ki jo sprogramiramo
enkrat za vselej. Potomci je ne morejo zamenjati z svojumni izpeljankami.
Ce najavijo metodo z enakim imenom, s prvotno ne bo imela ni¢ skupnega.
V nasprotju s tem so wirtualne metode polimorine. Potomeci jih lahko
nadomestijo (ne prekrijejo!) s svojimi izvedbami. V trenutku, ko zapisemo
klic taksne metode, v resnici poklicemo njo ali katerokoli od metod, ki jo bo v
potomcih objekta nasledila. Razumljivo je, da se morajo virtualne metode,
ki jih objekt ponovno sprogramira, ujemati v Stevilu in tipih parametrov z
najavo metode v predniku.

V uporabi spremenljivk objektnega tipa nam polimorfizem omogoca, da

lahko potomca vedno uporabimo namesto prednika. Ce npr. v najavi dane
procedure kot parameter navedemo kak objekt, lahko na mestu dejanskega
parametra uporabimo tako objekt navedenega tipa kot vse njegove nasle-

dnike.

V tem sestavku se bomo naslonili na objektno programiranje v tur-
bo pascalu 6.0 ([1]). To narecje pascala je Siroko dostopno, sam pascal pa
osnovni programski jezik v srednjih solah. Toliko v opravicilo zagovornikom
jezika C't1 ali smalltalk. Vsi v ¢lanku zajeti zgledi so preneseni neposre-
dno iz delujocih, preverjenih programov. Opogumljamo bralca, da se z do-
dajanjem svojih potomcev tudi sam preprica, da objektni pristop, opisan v
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Hmﬂm nile pedagosko orodje, &mp&k je tudi prakticno uporaben. Zacetna,
CasSovVIO zaht@vna nalozba v pripravo osnovnih objektov se obilno povrne s
mpmshm programiranjem potomcev — resitev konkretnih W@E@mmf

deli in viaday

Zacnimo z osnovinim objektom TODinV, ki bo povzel strategijo delr in
vladaj v smislu |6, str. 164- 166] kar se da ﬁpbbn@ Na kratko opisemo metodo
takole: ce je mbiem m ga resujemo, dovolj ma jhen, da ga lahko pmpmsm
resimo, to storimo. Drugace ga razdelimo v dva p@dpm lema enake narave
(Se Spiomej@ v vec podpr Ubkm@v) po potrebi resimo podproblema in delne
reSitve zdruzimo v reSitev osnovnega problema. _

Prvi korak v sestavi Gb}@kw, je izbira podatkov, ki Opgsm@p posammezni
problem. Ta opis mora biti tako splosen, da bodo pomm ci TODinV lahko
obdelovali kaj razlicne podatke, npr. mejah Stevila, besedila, zapise, iskali
simbole ipd. In to le z majhno Spmm@mb@ pwmmh metod!

aﬂmemu pm lemu pripada le skupina nekaj podatkov, veéjim pro-
blemom ve¢ taksnih skupin. Narediti je torej treba dva kor aia@” dogovoriti
se, kako opigaﬁ podatke majhnih problemov, in predpisati zdruzevanje teh
aﬂmv v podatke vecjih problemov. Pri majhnih problemih ni kaj izbira-
Osnovnih podatkov ne poznamo, mr@j jih lahko pfedsmwmﬁ (kar se da
n le kot kazalec, ki kaZe nanje. Zanj seveda $e ni ni¢ povedano,
na kaj kaze. Ko bo cas, bodo to opmdehh potomci osnovnega objekta V
turbo pascalu je tip mkm@ga kazalca po

PVoz = | TVoz;

TVoz = record {
Pd : pointer; {
Ls: PVoz;

Vozlisce dvojiskega drevesa. }
Kazalec na pripadajoci podatek. }
Kazalec na levega sina. }
Kazalec na desnega sina. }

.

{ Podatki, ki dolocajo podproblem. }

e ﬂ’mgéﬁ’ of
. ( Z, K: integer ); { Linearno mejm podatki v tabeli, problem
. { Dvojisko dmw v tabeli, Emms‘s
Dinamicno predstavljeno dvojisko drevo, k

P Tabela
T Tabela

|

in zloZimo v tab @EO
/ia posameznl podproblem je v tem primeru treba poved m E@ od kod do
kod sega. Ce to ne gre, uporabimo dvojisko drevo. Podatki, ki pripadajo
danemu problemu, so kar tisti, ki jih pripadajoce drevo vsel ﬁje@ Ce je

LY
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drevo levo poravnano, ga zloZimo po nivojih v tabelo, sicer ga predstavimo
dinamicno. Slika 1 v najavi zapisa TOpP povzema te tri moznosti. Naj bo
P tipa TOpP. V prvem primeru pripadajo P vsi podatki med P.Z in P.K.
V drugem je P.R indeks korena, koren levega poddrevesa 2*P.R, desnega
2*P.R + 1 ipd. Dinamic¢no predstavljeno drevo bo tu sestavljeno iz vozlisé¢
tipa TVoz in polje TOpP.V v opisu problema kaze na koren drevesa. Za
drugacne predstavitve bi morali zapis TOpP razsiriti.

Objekt v turbo pascalu najavimo tako, da najprej opisemo sam tip:
nastejemo prednika, podatke in metode. Nato slede sprogramirane metode.
Objekte, namenjene veckratni uporabi, najpriroCneje sprogramiramo v mo-
dulu (v turbo pascalu je to enota — unit). Najava objekta sodi v javni del
modula (pred lo¢nico implementation) in sprogramirane metode v skriti
del za to lo¢nico. V tem sestavku bomo najavo objektov in sprogramirane
metode loéili po slikah.

Na sliki 2 je osnovni objekt. Sestavlja ga en sam podatek Konec in
kopica metod. Spremenljivka Konec bo strazar, ki spozoéi ce je resitev
osnovnega problema Ze najdena. her strazar ni namenjen za za,bo ZUna ]
objekta, smo ga skrili za zaveso private.

TODinV = object { Osnovni objekt metode Deli in vladaj. }
constructor Init; { Inicializacija objekta. }
procedure Resi( P: TOpP ); |
function Majhen( P: TOpP ): Boolean; virtual;
procedure ResiMP( P: TOpP ); virtual;
procedure Deli( P: TOpP; var L, D : TOpP ); virtual;
function Levo( L: TOpP ): Boolean; virtual;
procedure Med( P: TOpP ); virtual;
function Desno( D: TOpP ): Boolean; virtual;
procedure Zdruzi( P, L, D: TOpP ); virtual,
function Prazen( P: TOpP ): Boolean; virtual;

private
Konec: Boolean; { Resnicno, ce je resitev ze najdena }
procedure Zamenja_a( var pA, pB : pointer );

end;

Slika 2. Najava praoceta strategije del: in vladay

Med metodami objekta je najpomembnejSa Resi, ki povzema celotno
strategijo. Ker je nihce od potomcev ne bo vec spreminjal, jo najavimo kot
staticno. Metoda | a_ghen(P) pove, kdaj je problem P majhen, ResiMP(P)
resi majhen problem P, Deli(P,L,D) deli problem P v podproblema L,D
(L-levi, D-desni) Levo(L) odloti, ali je potrebno resitev v podproblemu L
sploh iskati. Podobno velja za, Desno( D). Oba podproblema, e je potrebno,
reSi ponovno Resi sam, seveda rekurzivno. Med(P) postori, ce je sploh treba
kaj, med iskanjem resitve prvega in drugega podproblema in Zdruzi(P, L, D )
zdruzi resitvi podproblemov L,D v resitev problema P.

Vecina metod je na tem mestu Se povsem neopredeljenih in zato seveda

virtualnih. Nekoliko si olajsajmo delo za pozneje in brez skode za splosnost
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Deli P v pod prob
{ Po potrebi
Postori, kar | j@ Uea po res| w 5_

)

“?iéesnﬂ(éﬁ

on TOD [OpP ): Boolean;
{ AE@ mfebwe 0 resitev Ewega podproblema L7 }

n Levo = { not Konec } and (not Prazen { L } } ena;

led resitvama.
esgm( D: TOpP ): Boolean;
eSﬁtev desnega pod pmbgem@?

dure TODInV.Zdruz i( L, D —?O pP } |
{ Zdruzi resitve p@pmbéew L in D v resitev celotnega problem

DinV.Prazen( P:
{ Alije P prazen prob

o kazalcev, problem
oda,ﬂxov se deli

osnovnim metod
pove, kdaj je pmbﬁem
— potomecem skrita metodal }

Statiéna metoda Resi jih klice celo
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constructor TDinVD.Init( dK: PVoz ); begin TODinV.Init; K := dK end;
function TDinVD.Prazen( P: TOpP ): Boolean; begin Prazen := P.V = nil end,
function TDinVD.Majhen( P: TOpP ): Boolean; begin Majhen := Prazen( P ); end;

procedure TDinVD.Deli( P: TOpP; var L, D: TOpP );
begin L.V :=P.V]|.Ls; D.V := P.V{.Ds end;

procedure TDinVD Poisci; var P: TOpP; begin P.V := K; Resi( P ) end,;
Slika 7. Metode objekta TDinVD

bodo dorekli sele potomci. _
V objektu TODinV Se nismo povedali, kako so podatki o osnovnem
problemu sploh podani. Opravimo korak naprej in dodajmo izpeljanki

osnovnega objekta (TDinVT — slika 4 in TDinVD - slika 5).

TDinVT = object( TODInV ) o { Deliin vladaj s podatki v tabeli.

}
nd: integer; { Stevilo podatkov v tabeli. }
Pd: PTabela; { Kazalec na tabelo podatkov (kazalcev). }
constructor Init( n : integer; P : PTabela );
function Manjsi( pA, pB: pointer ): Boolean; virtual;

~ function Enak( pA, pB: pointer ): Boolean; virtual;
procedure Poisci; { Poisci resitev. }

end;

Slika 4. Deli in vladaj s podatki v tabeli

TDinVD = object( TODinV )
K: PVoz; ~{ Koren drevesa podatkov. }
constructor Init( dK : PVoz );
function Prazen( P: TOpP ): Boolean; virtual;
function Majhen( P: TOpP ): Boolean; virtual;
procedure Deli( P: TOpP; var L, D: TOpP ); virtual;
procedure Poisci; { Poisci resitev. }
enda, |

Slika 5. Deli in vladaj z drevesno predstavitvijo podatkov

constructor TDinVT.Init( n: integer; P: PTabela );
begin TODinV.Init; nd := n; Pd := P end;

function TDinVT.Manjsi( pA, pB: pointer ): Boolean; { pAl < pB1? } begin end;
function TDinVT.Enak( pA, pB: pointer ): Boolean; { pA] = pBl? ) begin end;
procedure TDinVT.Poisci; var P:TOpP; begin P.Z := 1;P.K := nd; Resi(P) end;

Slika 6. Metode objekta TDinVT
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druga dinamiéno

Prva naj za predstavitev podatkov uporablja tabelo,
predstavljeno dvojisko drevo. Tako v prvem kot drugem primeru moramo v
osnovnl objekt dodati podatke, ki @m@dem@ oSNovni pm lem. Zato v prvo
ﬁzpeijan%@ dod lamo WM{@% Mbﬂ@ nd in kazalec nanjo (Pd), v dmgo kazalec
na koren jiskega drevesa (K). Te osnovne podatke R&j v objekt zapise
Za TDIinVT sam je to povsem dovolj. Ker pa mnogo pro blemov, ki jih
reSimo z metodo delr @ziadajﬁ za;mwa primerjavo podatkov, smo zaradi

prirocnosti dodali Se metodi Man Enak lva podatka.

, ki znata primer ja,m
Prva naj vrne resnicno, ce g@ p@udﬁs@k na E{Mﬂ ega, kaze pwg kazalec, manjsi
kazalec. Druga naj preverja @ﬂ&k@%

af‘@ sm obe mmm Se nemi.
V TDinVD so podatki predstavljeni v dinamié¢nem dvojiskem drevesu.
@hj@h j@ pi@dp@%@ﬂjd pmdsm‘ﬂtw podatkov v tabeli. Bezen
TODinV pove, da je treba reprogramirati Prazen,

P naj bo S@daj maﬂmn tedaj, ko je prazen, in
kaze v prazno. Deli naj deli problem v problema, ki

la j hen
prazen te d a 39 E@ |
pripadata levemu in « @m@mu poddrevesu.
Metode objekta TDinVT so povzete v sliki 6, objekta TLC
Obema objektoma smo zaradi priroc¢nosti dodali Se metodo Poi
resitev zacetnega problema. V naslednjih treh razdelkih bomo oba objek
dogradili v reSitve konkretnih problemov. '

nVvVD pa v 7.
1, ki poisce
ta

5 problemom urejanja podatkov se srecamo kaj pogosto. Pred casom je
celo veljalo, da urejanje pojé kar mmm@ vseh rac¢unalniskih zmogljivosti.
Naipopolnejsi gwgkd algoritmov urejanja najdemo v [5], poucno je tudi
branje v [7]. Ceprav je bilo o urejanju prelitega Ze ogromno ¢ruila, je pri
tem pogosto zamolcano preprosto dejstvo: algoritmi, ki urejajo, temelje na
strategiji deli in vladaj. To velja tako za tiste, ki urejajo s primerjavami,
kot tudi za tiste, ki urejajo po distribuciji. |

Podkrepimo to z zgledoma. Predpostavimo, da je zaporedje podatkov,
ki ga je treba urediti, m@dsmﬂj@ﬂg s tabelo. Sestavimo dva @bjd{m ki
znata preurediti zaporedje v we}m’m vsak seveda na svoj nacin. OsveZimo
0OSNOVNO mm@ggo zaporedje, ki ni majhno, uredimo tako, da ga razdelimo
v (h@ podzaporedji, ti uredimo in dobY@m urejent p@dza@mdﬂ zdruzimo.
Razmisljati moramo le o tem, kako izpeljati metodi Deli in Zdruzi. Vse dru-
ge metode oceta TDinVT so uporal hne taksne, kot so. Zahtevnost lﬂ"@j&ﬂj&
zaporedja raste hitreje kot sama ?ap@mdj& Zato bo postopek (ver-

jetno) ucinkovitejsi, ¢e bosta oba podproblema, v katera delimo pm lem,
priblizno enako velika.

Naj bo to vodilo pri iskanju metode!
], d | bo delitev preprosta, npr. k
nol. ] ] treba je sprogr amirati le Zdru
tem ni nobene svobode ve¢. Kaj naj Zdruzi stori, j@ ocitno: dve urejeni
podzaporedji (resitvi p@épmb%m@v} mora zliti v urejeno celotno zaporedje.




THitroUredi =
object( TDinVT ) procedure Deli( P: TOpP; var L, D: TOpP ) virtual; end;

TUrediZZlivanjem =
object( TDinVT ) procedure Zdruzi( P, L, D: TOpP ); virtual; end;

Slika 8. Objekta za hitro urejanje 1n urejanje z zlivanjem

procedure THitroUredi.Deli( P: TOpP; var L, D : TOpP );
{ Prerazporedi P.Z:P.K v L.Z:L.K—1 manjsih in D.Z:D.K vecjih od L K:L.K. }

var 1, | . integer;

begm
if Manjsu( Pd|[P.K], Pd] [P /] ) then Zamenjaj( Pd{[P.Z], Pd[[P.K] );
1 =P.Z;) .= PK;
while | < j do
begin

repeat i := i + 1 until not Manjsi( Pd]]i], Pd [ VAR)
repeat j := j — 1 until not Manjsi( Pd[[P.Z], Pd[[]] );
if 1 < j then Zamenjaj( Pdi[i], Pdi[}] );

end:
Zamenjaj( Pd[P.Z], Pd[[j] );
LZ:=PZ,LK:=)-1;D.Z :=j+1;, DK :=P.K

end,

procedure TUrediZZlivanjem.Zdruzi( P, L, D: TOpP );

{ Zlije urejeni podzaporedji L.Z:L.K in D.Z:D.K v urejeno zaporedje P.Z:P.K. }

var il,id,ik: integer; pDt: PTabela;

begin
GetMem( pDt, nd+SizeOf(TOpP)); { Pripravimo delovno tabelo. }
l:=L.Z;:id:=D.Z: ik . =P.Z:
while (il < L.K) and (id < D.K) do { Dokler obe podzaporedji nista izcrpani. }

begin

if Manjsi( Pd1[il], Pd{[id] ) then
begin pDt|[ik] := Pd][il}; il := il + 1 end
else
begin pDt[[ik] := Pd[[id]; id := id + 1 end;
ik ;= ik + 1;
end;

for id := L.K downto il do Pd|[id+ik—il] := Pd[[id]; { Prelozimo levi rep. }

for il := P.Z to ik—1 do pD|[il] := pDt1[il]; { Prelozimo zlito zaporedje. }

FreeMem( pDt, nd*SizeOf(TOpP) ); { Sprostimo delovno tabelo. }
end: | |

Slika 9. Metodi za obe urejan)i

Izpeljali smo urejanje z zlivanjem!

Zahtevajmo sedaj, da Zdruzi (ki je v predhodnem primeru kar zaple-
ten) ni potreben. To pomeni, da mora Deli razdeliti osnovno zaporedje ta-
ko, da so podatki v enem delu vsi manjsi ali enaki kot v drugem. Tu ima-
mo na izbiro vec¢ poti. Preproste vodijo v kvadratno zahtevne postopke (|6,
str. 179-180]), Hoarova ideja pa v enega najucinkovitejsih postopkov ureja-
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hmm urejanje!
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vnaprej urejeni tako, da vemo, v katerem od podproblemov naj nadaljujemo.
Ponovno torej problem, ki sodi pod okrilje nase strategije.

Za zgled sestavimo dva objekta: TBisekciya in TlsciKtega. Prvi naj
ugotovi, ali v urejenem zaporedju dani podatek obstaja ali ne. Drugi naj
poisce tistega, ki je k-ti po velikosti.

TBisekcija = object( TDInVT )
pX: pointer; { Kazalec na podatek, ki ga iscemo. }
Indeks: Integer; { Indeks najdenega elementa. }
function Poisci( apX: pointer ): integer;
procedure ResiMP( P: TOpP ); virtual;
procedure Deli( P: TOpP; var L, D: TOpP ); virtual;
function Levo( L: TOpP ): Boolean; virtual,
function Desno( D: TOpP ): Boolean; virtual;
end;

TlsciKtega = object( THitroUredi )
kS: integer; { Iscemo kS—ti zaporedni podatek. }

procedure Poisci( k: integer ); virtual,
procedure ResiMP( P: TOpP ); virtual;

function Levo( L: TOpP ): Boolean; virtual;
function Desno( D: TOpP ): Boolean; virtual;
end: '

Slika 12. Objekta za iskanje z bisekcijo

Slika 12 vsebuje najavo obeh objektov, slika 13 pa sprogramirane me-
tode.

Objekt TBisekcija bo potomec TODiInV. Dodamo dva podatka: pX,
kazalec na podatek, ki ga v zaporedju iscemo, in Indeks, ki oznadi, kje
SMOo ga, v Za,poredju nasli. Vrednost pX dolo¢i funkcua Poisci, ki tudi vrne
odgovor. Opazimo, da ta funkcija, ki je staticna, nima nic skupnega 7z enako
imenovano ocetovo proceduro. Le to, da, jo s pndom upombl Ponovno
SO sprogramirane Se tele metode: ResiMP: zabelezi, ali je to, kar iScemo,
najdeno; Levo,Desno: pove, ali dana veja sploh pmde Vv poste‘v za iskanje:
Deli, ki najprej Z oéetovo metodo razdeli zaporedje na pol, nato od levega
zaporedja odlusci zadnji podatek in pogleda, ali resitev tici v njem.

Za iskanje k-tega podatka uporabimo prednika THitroUredi. Njegov Del
razmesti zaporedje okoli delilnega podatka. Ce je njegov indeks ze pravi,
koncamo, sicer nadaljujemo v enem ali drugem podzaporedju. Rezultat
iskanja je podatek na k-tem mestu. Zgled na sliki 14 dolo¢i osebo, ki je k-ta

po letu rojstva, in znotraj tega po abecedi.

Prvi zgled tu naj bo kopica, dvojisko, levo poravnano drevo. Podatek,
ki pripada vsakemu vozlis¢u, mora biti vecji od podatkov, ki pripadajo
sinovom. Ker je drevo poravnano, ga ucinkovito predstavimo v tabeli.
Polozaj sinov oceta 7 da racun ¢ —— 21,7 —— 21+ 1, polozZaj oceta vozlisca
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ﬁas‘mtmn TBssekc,ja Pmscs( apX : pointer ): integer:
{ Vrne indeks iskanega podatka. —1 pomeni, da ga v Zapgmw i)

in\ TP@ isci; Poisci := Indeks

 Konec := false; pX ;= apX; T

procedure TBisekcija. PeseMP( P: TOpP );
bej m { ﬁe P skan

{ Ddi pmbie

function TBisekcija.Levo( L: TOpP ): Boolean;
begin Levo := TDinVT. Levo( L ) and (rmt Manjsa( Pd|{L.K], pX )) end;

dure TlsciKtega.ResiM P( P: TOpP )
af kS = P.Z then Konec := true end;

—H é teg@ Mm( E
.= THitroUredi.Levo( L }

function TlsciKtega.Desno( D: TOpP ): Boolean;
begin Desno = THEthredE.Desno( D ) and (kS > D.Z) end;

): Boolean;
d (kS < LK

Poisci ( k integ
- Konec := false: THitroU mdl oiscl end:

Slika 13. Metode v bisekcijt

| TStavek;

record
ime : string[30]; { Priimek in ime }
leto : integer; { Leto rojstva }

}

TStavek

TMojlscik ?@ga =
@bgec&( TBSCIKTega ) function Manjsi( pA pB: pointer ) Boolean; virtual; end;

§§ pA N Leto = Pvae { p B3 ) .
Manjsi := PStavek( pA )[.Ime < PStavek( pB )1.
else Manjsi := PStavek( pA ){.Leto < pB )] .Leto

Slika

14. Poisca k—to osebo

p Ica segmw kopico: deli dano re’m \
L 10 d Obe poddrevesi ge%&w v kopico.
korenom tako, da bo celotno drevo tudi kopica.

P pa it — [_Z_] Naj u
Ee’w noddrevo, koren in d
/druzi obe kopici s
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TKopica = object( TDinVT )
function Prazen( P: TOpP ): Boolean; virtual;
procedure Deli( P: TOpP; var L, D: TOpP ); virtual,
pmcedme Zdruzi( P, L, D: TOpP) virtual;

Slika 15. Objekt, ki sestavi kopico

TKopica bo potomec TDinVT.
V opisu problema P tu vodimo indeks korena P.R. Povejmo, kdaj kaze
v prazno: PR € [1 : nd]. To stoji v metodi Prazen. Metoda Deli opravi

delitev tako, da izracuna korena levega in desnega poddrevesa. Metodo
Zdruzi poenostavljeno povzemamo po [4]. Podatek iz korena spustimo do
lista, tako da ga ves cas zamenjujemo z vecjim od sinov. Nato ga po isti

poti dvigujemo toliko casa, da trci v vecjega od sebe.

function TKopica.Prazen( P: TOpP ): Boolean;
begin Prazen := (P.R < 0) or (P.R > nd) end;

dure TKopica.Deli( P: TOpP; var L, D: TOpP ),
begin L.R := 2«P.R; D.R := 2+P.R + 1 end;

dure TKopica.Zdruzi( P, L, D: TOpP );
var tP, O, S: TOpP;
tP = P;
while not Prazen( L ) do
begin
S =1L,
if not Prazen( D ) then
if Manjsi({ Pd{[L.R], Pd{[D.R] ) then S := D;
Zamenjaj( Pd][tP.R], Pd{[S.R] );
tP :=S; L.R := 2%tP.R; D.R := 2«tP.R + 1;
end; |

!

O.R :=tP.R div 2
h ile t PR <> P. R d o

gg‘ Manjsi( Pd{[tP.R], Pd1[O.R] ) then exit;
Zamenjaj( Pd[[tP.R], PdHO R]):;
t P = 0; O.R := tP.R div 2;

Slika 16. Metode objekta, ki sestavi kopico

Za konec navedimo Se zgled, ki temelji na nadgradnji objekta TDinVD.

Podatki o prob}emu so tu zbrani v dinamic¢nem dvojiskem drevesu. Privze-
mimo, da je to drevo slovar. To pomeni, da je kazalec TVoz.Pd kazalec na
besedﬂo npr. PStr Besedila so razvrscena tako, da so v vsakem levem
poddrevesn po abeced1 pred in v vsakem desnem poddrevesn za, besedilom

v korenu.
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ﬂvm izpisemo v abecednem vrstnem redu? Ocitno Sp@fa znana

ga: d dva dela, besedila, ki so pred besedilom v korenu,
in besedﬂa ki mu slede. Ezpm levo drevo po abecedi, 1zpisi podatek v
korenu, %zpm desno poddrevo po abecedi. dezevaam& resitev torej ni,
edina metoda, ki jo moramo sprogramirati, je Med, ki Lge v vseh dosedan ﬁh
zgledih bila le nema metoda. ‘Tu izpise podatek v korenu, celotni objekt
TMDrevo pa kaze slika 17.

Izpis slovarja po abecedi je le poseben primer pregleda dvojiskega dre-
vesa (|6, str. 96— EMDQ Gornji premislek lahko brez tezav menesem@ na ka-

ter egakﬁ od pregledov.

1] Priro¢nik za Turbo pascal 6.0, Programmer’s Guide, Borland 1990.

2] Priroénik za Turbo pascal 6.0, Turbo Vision Guide, Borland 1990.

3] E. Horowitz, S. Sahni, Fundamentals of Data Structures, Computer Science Press, Inc.,
Maryland, 1977. |

(4] S. Klavzar, J. Marincek

. Izbolysano urejanje s kopicami — Bottom-up heapsort,

zornik mat. fiz. 38 (1991) 39-44.

D. E. Kmﬁh The Art of Computer ngmmmmgf vol. 3, Sorting and Searching,
Addison-Wesley Publishing Cempanyj Reading M &smdmse%s 1972.
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OKO IN UHO IMATA ENAK PRAG ZA ZAZNAVANJE
ENERGIJSKEGA TOKA

MITJA ROSINA

PACS 43.50.+y, 43.66.+y, 42.66.Lc

Prag vidnosti je komaj za velikostno stopnjo nad kvantnim Sumom, prag slusnosti
pa le za velikostno stopnjo nad termi¢nim Sumomn.

SOME TRICKS OF NATURE 8.

THE THRESHOLDS FOR THE EYE AND THE EAR ARE AT THE SAME
ENERGY CURRENT DENSITY

The threshold of vision is only one order of magnitude above quantum noise, while
the threshold of hearing is only one order of magnitude above thermal noise.

Igra narave

Oko in uho sta zelo razliéna inStrumenta. Zato nas preseneti, da imata
oba priblizno isti prag gostote energijskega toka j = 10712 Wm™2, ki ga se
zaznata (pri optimalnih valovnih dolzZinah) [1], [2]. To ustreza sveci 30 km
dalec, zvezdi sedme magnitude ter zvo¢niku 10 pW 1 kin od nas.

Kot bomo videli, se oko zelo pribliza kvantnemu Sumu, uho pa termic-
nemu $umu. Ce bi bila oba intrumenta $e za dobro velikostno stopnjo
obcutljivejsa, bi nam v temnem in tihem prostoru bliskalo pred oémi in
Sumelo v usesih. Ker se to ne izplaca, narava tega ni naredila.

Da slucajno ustreza obema sSumoma priblizno isti energijski tok, je igra
narave.

Prag vidnosti

Izracunajmo, koliko fotonov pride v oko pri omenjeni najmanjsi gostoti

moci v blisku, ki traja 1/20 s. Vzemimo svetlobo z valovno dolZzino 555 nm

(fotone z energijo 2,2 eV) ter odprto zenico s prerezom 0,5 cmn?.

E=35=100"Wm™*.0,5-10""m?-0,05s =
=2.5-1071% J = 16eV — 7 fotonov .

Oc¢itno potrebujemo vsaj en foton, saj svetloba prihaja v kvantih in ne
v poljubno majhnih obrokih. Dejansko jih potrebujemo vsaj 10 ali 100, da
aktiviramo vsaj nekaj sosednjih ¢utnic. Ce se aktivira ena sama ¢utnica, ne
zaznamo nicesar. Posamezna cutnica bi se lahko sprozila slu¢ajno, zato je
narava ubrala zanesljivejso pot, ko primerja sosednje signale. Tudi izkoristek
fotonov ni popoln, je pa presenetljivo odlicen.
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Zaradi slikovite (ne)analogije z uSesom smo zrnatost svetlobe imenovali
L Kkvantni Sum”

svetlobi je termicni Sum [ } fw/ @Xp{iw/&f} 1) =1,3-107%8 eV zanem&ﬂjw
v primerjavi s , kvantnim sumom” kv = 2,2V, pri %egu Da J@ obratno. Pri
zvoku je ﬁenmuu sum AL = 0,025 eV Wﬁxv{mtm Sum” pa je pri frekvenci
1000 Hz le hy = 4- 10712 eV.

ija oscilatorja je kT, (k

Povprecna termicna energ

s katero energija prihaja in odhaja, ocenimo tako, da to energijo delimo z

znacilnim ¢asom prehajanja At = 1/Av (bolje: At = 1/4Av), kjer je Av
opazovani frekvencni interval.

Ocenimo termiéni um v usesu s prerezom bobni¢a S = 1 cm?, ¢e nas

moti frekvencnt interval A 5000 Hz.

ker je KT > hrv). Moc,

j=P/S =4kTAv/S =500eVs  em™* =0,8-107"*W

Enakovredno oceno lahko napravimo tudi z nazornim mikroskopskim
razmislekom. V zraku je steviléna gostota molekul n = 25-10%*m™. V
C At = 1/5000s udari N = nvSAt/4 = 0,55 10%° molekul ob bobnié

(0 = 440m s~ 1) in izvaja tlak 1 bar. Statisticna fluktuacija tega Stevila je
v/ N, sorazmerna je tudi statisti¢na fluktuacija tlaka Ap = p/V' N
Pa/0,74-10" =1,3-107° Pa. Temu ustreza gostota moci

—~0.40-107 2 Wm™2.

Y2 ) : / PrrakaCzvoka

Ker nismo zelo paybwg ocenili Stevila molekul N ki Sﬁdehij@je pn
fluktuacijah, vrednosti 7 in §' nista isti, vendar sta za,dmrohwo blizu. Bralec
se lahko preprica, da sta aﬁgebmg%& izraza za j in 7’ do mmwnm@ga,

koeficienta ista, ¢e vstavi [3] za v = /S8ET /7 M, cyvoka

— @p / Cy = L 4 1m A

! |

n? 1
nvSAL/4 Mncyyoka

1

p} 2 fl PzrakaCzvoka —
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', KRIZA Linearna al igebra in linearna analiza (LAILA
DrZzavna zalozba Slovenije, Ljubljana 1993, 544 str.

Leta 1990 je DZ5 izdala obsezen Krizanicev visokoSolski uébenik Te-
melji realne matematicne analize (TRMA). Avtor ga postavlja na zacetek
svojega, z&okroéenega tecaja matematicne analize, na naslednje mesto pa v
uvodu TRME uvrsti knjigo LAILA, ki je leta 1966 1zsla pri Mladinski knji-

Sledmo je zdaj temeljito prenovﬂ in razsiril. Nastalo je novo delo s sta-
mn imenom: LAILA. Po avtorjemh besedah je to ucbenik linearne algebre
s skromnim uvodom v zacetne pojme funkcionalne analize. Bezno jo preli-

stajmo.

V obsirnem prvem poglavju nas pisec popelje v svet konéno razseznih

vektorskih prostorov, linearnih preslikav in matrik. Seznani nas tudi s po-
lilinearnimi formami in se med posevno-simetri¢nimi najdlje posveti deter-
minanti. V drugem poglavju obravnava bilinearne in kvadratne forme ter
7 njimi poveze geometrije na vektorskih prostorith. V tem naravnem oko-
lju zagleda tudi evklidske in unitarne prostore. Naslednje poglavje posveti
endomorfizmom koncno razseznih vektorskih prostorov. Zanima ga Jorda-
nova matrika endomorfizima, ki jo najde s pomocjo funkcijskega racuna na
kvadratni matriki. Zajame tu(h posebne endomorfizine v unitarnem in ev-
klidskem prostoru, poglavje pa sklene z uporabo kvadratnih form pri klasi-
fikaciji ploskev drugega reda. V poglavju z naslovom Polilinearna algebra
podrobno obravnava polilinearne in Se posebej poSevno-simetriécne forme.
Vanj vkljuci tenzorski produkt vektorskih prostorov in linearnih preslikav,
vpelje pa tudi Grassmannovo algebro vektorskega prostora, ki jo posebe]
prouci v primeru evklidskega prostora. V petem poglavju nas iz linearne al-
gebre popelje v analizo. Osrednja tema tega poglavja so Hilbertovi prostori
funkcij in Fourierove vrste v njih — bistveno vlogo odigrajo v nadaljevanju
knjige. V Sestem poglavju avtor pripravi gradivo iz splosne teorije linearnih
operatorjev v Hilbertovem prostoru, ki ga koristno uporabi pri podrobni
obravnavi linearnih diferencialnih operatorjev drugega reda v naslednjem
poglavju. V zadnjem, osmem poglavju nam postreZze s kopico zgledov iz
matemadticne fizike.
Knjiga je napisana v znacilnem KriZzanicevem slogu, Zivo in barvito,
duhovito in jedrnato, z izostrenim posluhom za slovenski jezik. Avtor z
obcutkom vodi bralca skozi zahtevno gradivo, ki ga splete v ¢vrsto povezano
celoto. Na tej poti veckrat postane in se m,zgleda, OPOZGH na pomembne]jsi
korak in ves cas usmerja bralca k bistvu. K nﬂga, Je pisana na zelo visoki
ravni in zahteva posluh za matematicni jezik. Naj ta misel zveni kot vabilo
in ne kot svarilo.

LAILA je sodoben visokosSolski ucbenik, koristen vir vsem, ki se resneje
sretajo z linearno algebro ali matemati¢no fiziko. Mednje prav gotovo
sodijo $tudentje matematike in fizike (tudi podiplomski), ki jim lahko sluzi
kot izvrstna dopolnitev k predavanjem iz linearne algebre in analize. Za
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osvezitev in poglobitev znanja bo knjiga dobrodosla marsikomu, Se posebe]
pa uciteljem matematike.
Naj sklenem z vabilomn iz Krizanicevega gimnazijskega ucbenika: INe

- @

razi!

Boris Lavric

V letu 1992 je Komisija za tisk v sodelovanju z Oddelkom za matema-
tiko in mehaniko in Oddelkom za fiziko na FNT, Institutom za matemati-
ko, fiziko in mehaniko ter Slovenskim drustvom raziskovalcev Solskega polja

izdala naslednje publikacije.
Obzornik za matematiko in fiziko, 39 (1992) 1, 2, 3, 4, 5, 6 (1093, 1099, 1105, 1119,
1133, 1134)
Presek — list za mlade matematike, fizike astronome in racunalnikarje, 19 (1991/92)
Stevilke 4, 5, 6 ter 20(1992/93) stevilke 1, 2, 3 (1094, 1097, 1101, 1115, 1127, 1137)
Presekova knjiznica:
— Ranzinger P., Presekova zvezdna karta, 3. natis (1117)
Priro¢niki in ué¢beniki:
— Zeljko M., Sviligoj B., PiCTeX CAD in navodila za uporabo programa (1110)
— Stalec I., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za 1. razred srednjih $ol, 15. natis
(1121) |
— (Sta,lec) I., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za 2. razred srednjih sol, 14. natis
1122
~ Avsec F., Cokan A., Molinaro 1., Pucelj I., Roblek B., Stalec 1., Vagaja M., Zbirka
va] 1z aritmetike, algebre in analize za 3. razred srednjih $ol, 12. natis (1123)
— Stalec 1., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za 4. razred srednjih $ol, 10. natis

(1124)

— Zbirka testnih nalog druge mednarodne raziskave znanja matematike z resitvami
(1103)

— Ursic S., Matemati¢ne tabele in formule, 3. natis (1118)

— Lokar M., Turbo pascal 6.0 (Rackova knjizica 8) (1125)

KnjiZnica Sigma:
— Grasselli J.; Diofantski priblizki (1138)
— Prjatelj N., Logika [ (4. natis) (1130)
— Strnad J., Mala kvantna fizika, 2. natis (1132)

Izbrana poglavja iz matematike in rac¢unalnistva:
— Hladnik M., Povabilo v harmoni¢no analizo (1095)
— Batagelj V., Klavzar S., DS 2 Algebra in teorija grafov. Naloge (1096)
— Dobovisek M., Hladnik M., Omladi¢ M., ReSene naloge iz Analize I, 9. natis (1129)
— Juvan M., Lokar M., 121 nalog iz pascala (1128)

Zbirka izbranih poglavij iz fizike:

— Pahor J., Ponikvar D., Elektronski praktikum za fizike, 2. natis (1098)
— Likar A., Osnove fizikalnih merjenj in merilnih sistemov (1104)

— Likar A., Naloge iz fizikalnih merjenj in merilnih sistemov (1114)

Fizika — Matematika:
— Strnad J., Fizika, 2. del, Elektrika, Optika, 4. natis (1100)
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—~ Stronad J., Fizika, 3. del, Posebna teorya relativnosty, Ikvautna fizika, Atomi, 4. natis
(1112)
Matematika — Fizika:
— Jamnik R., Matematika, 5. natis (1109)
—~  Prijately N., Osnove mmam&fi%%ﬁw logike, 2. del, Formalizacija (1113)

4

Seniinar za :ﬂamumhi%&ﬁ matematiko:

— Seminar za racunalnisko matematiko 600 (1120)

— Legat D., Modeliranje sistemov na osrovi teorye mnozicne strezbe (1102)
Tekmovanja (Bilteni):

~  36. republisko tekmovanje iz matematike SS

~  30. republisko tekmovanje iz fizike SS
— 7. republitko tekmovanje iz logike SS

- 11. p:z*@diebnmf&ﬂje iz fizike — Koper OS

— 12. republisko tekmovanje iz fizike OS
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dobicek, 5% prometni davek in preiti na u‘vUbiiaBbhu mz_;zg@vmmmw Marca
je odsla v pokoj gospa Marija Hrovath, ki je vodila naso prodajalno. Na
vsehh podroc ﬁh se je boly ali manj zapieﬂ@ tudi delo z g. Cirilom Velkovr-
hom. Konec junija mu je p@”mﬁa reelekcija kot vodji centra za strokovni
tisk na Oddelku za matematiko in ﬂwham%@ pri 'NT. Ponovno na to me-
sto ni bi izvoljen. ResSitev smo v sodelovanju z Oddelkom za matematiko in
upravnim odborom DMFEFA nasli v u p@&@ﬂwa ob dokupu let. Ob polletju je
odstopil blagajnik prof. Markel;j. '%/m enje knjig smo prepustili za to speci-
alizirani firmi.
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Na tem mestu bi se vsem T m zahvalil
il v svoje delo.
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azem 1n potrpljenje, ki so ga vioz
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letni bilanci powdn naslednje: Skupni prihodki so bili 20.916.945,50 SIT od
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Lani se je v drustvo ma%m&ﬁk@m fizikov 1n astronomov Slovenije
velanilo 31 novih ¢lanov, izstopilo pa je 30 ¢lanov. Novi clani drustva so:

1992

1600. Andraz ABER 1611, Andre; KOBE 1622. Viado PoGAC
1601. Dusan BABIC 1612. Ziga KRANJEC 1623. Jasna PREZELJ
1602. Jaka BonCA 1613. Zivka KRMELJ 1624. Irena REMEC
1603. Marko BRACKO 1614. Marija KSELA 1625. Marko ROBNIK
1604. Klavdija BRECELJ  1615. Matej LESKOVAR 1626. Robert SRAKA
1605. Angel CESNIK 1616. Jani MELIK 1627. Marko SKRIBA
1606. Marija DORNIK 1617. Mico MRKAIC 1628. Matjaz SLIBAR
1607. Hubert FROHLICH  1618. Matej ORESIC 1629. Karmen SPACAPAN
1608. Monique GRADOLATO 1619. Andrej PANGERSIc:  1630. Primoz ZIHERL
‘j@mﬁ Franct JERIC 620. Bostjan PODOBNIK

1610. Veronika JERSE 1621. Andre) PODPECAN
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