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Math. Subj. Class. (1991) 17A80

V ¢lanku je opisana teorija algeber z absolutno vrednostjo in podan pregled pomemb-
nejsth rezultatov in nereSenih problemov. Dokazi nekaj lazjh trditev sluzijo za ilustracijo
tehnik, ki se v te] teorijt uporabljajo. |

ABSOLUTE VALUED ALG

In this paper we describe the most important results and open problems in the theory
of absolute valued algebras. We also present proofs of some simple propositions to serve
as an Ulustration of tehniques used 1n this theory.

V obsegu realnih |
dolgo nepogresljiv v moderni matematiki. Toj ka pos; ga pojm
36 tuéi dobro znana: ‘io so metricni prastom 0z1roma pmstom v ka‘&emh ge
GSEWQO - le vrednosti.

/ aigdbmgsega stahsca je na,jpa embnegsa iasto% absolutne W‘“edmosm

1
&

a nad obseg

Naji ] bo E f |
Zza p Olu fli elem enm z, c A

om m}mh stevil {h ko tudi
R™ p re Sh kava, ki z adosca
absolutno

lgebre z absolutno vredno-
m |z| = /{z,z). To bo zelo
de mentar: 11 1n, up am, zan -
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Naj bo A mmnozica tistih neskonénih zaporedij realnih stevil a =

= (a1, ay, .. .), za katere velja

Taka zaporedja tvorijo vektorski prostor, ki ga pogosto imenujejo l,. Skalarni
produkt uvedemo s predpisom

Ta, vrsta, vedno konvergira, zato je skalarni produkt dobro definiran. Naj bo
N x IN — IN neka bijekcija. Z njo definiramo produkt v A s predpisom

- (a O b)cﬁ(n,m) = a,b,, .

ukt je dobro definiran, ker je ¢ bijekcija. Na ta naéin postane A
a]gebm z absolutno vrednostjo, ki pa je zelo dale¢ od asociativnosti.
Obstajajo tudi enostavnejéi zgledi neasociativnih algeber z absolutno
Vrednostjo Taka je na pmmex Cayiejeva aigebm oktonionov, o kateri smo
ku [6]. Drugi zgled je ravnina JR? z mnoZenjem

pisali v clank
(aaﬁ) 0 (77 5) — (a7 T 559 “ﬁ7 "'" aﬁ} 9

ki se samo za en minus razlikuje od mnozenja pri kompleksnih stevilih.

Nas namen v tem c¢lanku je ilustrirati metode, ki se uporabljajo pri
preucevanju algeber z absolutno vrednostjo, in sicer tako, da bomo klasifi-
cirali tiste 1zmed njih, ki so asociativne.

3. Asociativne algebre z absolutno vrednostjo

Dokazali bomo naslednji

[zrek. Naj bo A asociativna algebra z absolutno vrednostjo, ki je po-
rojena 1z skalarnega produkta. Tedaj je A i1zomorfna obsegu realnih stevil,
obsegqu kompleksnih stevil ali obsegqu kvaternionov.

Kar takoj pripomnimo, da je ta izrek mogoce dokazati tudi brez pred-
postavke, da je absolutna vrednost porojena iz skalarnega produkta, vendar
je tedaj dokaz precej tezji. Dokaz bomo izvedli v nekaj lemah.

Lema 1. Denimo, da sta a,b € A pravokotna enotska vektorja in da
komutirata. Tedaj je a® + b% = 0.

Dokaz.

Ker sta a, b pravokotna, je po Pitagorovem izreku
a+ b = |a— b2 = |a2 + B2 = 2

162 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 6






s predpostavko, da e in f ne komutirata. Brez tezav racunsko prevemmo
da ¢ komutira z elementoma e in f. Zdaj si oglejmo podalgebro A(g) =
= {p(g); p polinom}, generirano z g¢. Ce je ta algebra izomorfna R, potem je
g% = ag pn nekem nenicelnem o € IR. To pomeni, da je element (l,g resitev
enachbe z° = z, ki komutiraz e, f. Polemi 3 jee =

Ostane nam $e moznost, ko je A(g) izomorfna C.
s pomocjo leme 2

1 L 0 ~
~g = [, kar je nemogoce.
V tem primeru dobimo

kar pomeni, da je e € A(g). Podobnoge f € A(g). Ker je A(g) komutativna,
smo ponovno prisli do protislovja. =

Lema 5. Algebra A 1ma enoto.

Dokaz. Vzemimo poljubna nenicelna elementa z,y € A. Polemi 2 imata
algebri A(z) in A(y), generirani z elementoma z,y, enoto (ker sta izomorfni
R ali C). Torej obstajata elementa e € A(z) ter f € A(z), ki zadoscata
enakostime® = e, f* = f, ez = ze =z ter fy = yf = y. Po lemi 4 in lemi
3je e= fin ta e je ocitno enota v algebri A, saj sta z in y poljubna.

C ali

Dokaz zzreka, [5} je vsak maien normiran obseg izomorfen R,

kvaternionom. Nam

Naj bo e enota v .A. Naj bo a € A ment. Pisimo
ga kot a = Ae + z, kjer je z pm,vokoten na enoto. Enota seveda komutira
z vsakim elementom, zato lahko uporabimo lemo 1. Ta nam pove, da je

z° = —|z*|e. Torej je

a(de —z) = (A + |z]°)e

kar pomeni, da je element

! (Ae — z)

JEENPE

inverz k elementu a. ﬂ‘ je bi
inverz, zato je .4 normiran ob seg. ®

V tem razdelku bomo podali pregled doslej znanih rezultatov o alge-
brah z absolutno vrednostjo, seveda brez dokazov. Naslednji zelo zanimivi
rezultat o dimenziji teh algeber sta dokazala Bott in Milnor.

Algebra z absolutno vrednostjo ima lahko samo dimenzye 1, 2, 4, 8 alz
nimo, da obstajajo dvodimenzionalne algebre z absolutno vre-

En tak zgled je v drugem razdelku. Seveda
alne algebre z absolutno vrednostjo, ki niso

Pripo
dnostjo, ki niso 1zomoﬁne C.
obstajajo stiri in osemdimenzi
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1ma enoto, je 1zomorfna bodist obsegu
{, kva onom ali oktonionom.

(.50 ( wn je torej v

w@@ mmzfumj
ga pro dukta

absol um 0 vrednostjo i mpotent, ki koma
jﬁ v teg algebri mogoce definiraty involucyjo.

m je najbrz naslednji:
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V ¢lanku so opisane lastnosti linearnih vec¢clenskih metod (LVM) za resevanje siste-
mov navadnih diferencialnih ena¢bhb. Podrobneje sta podani dve druzimi Adamsovih me-
tod, nato pa je zbranih nekaj osnovnih rezultatov o konvergenci splosnih LVM. Poudar-
jen je pomen absolutne stabilnosti in nastetih nekaj problemov, ki nastopajo pri uporabi
LVM za resevanje togih problemov.

\L SOLUTION OF D
II. LINEAR MULTISTEP METHODS

Some properties of linear multistep methods (LMM) are presented in this paper.
Two families of Adams’ methods are described and some basic results on the convergence
of general LMM are outhned. The importance of absolute stability is presented together
with some problems, arising in solving stiff problems.

UMERIC:

jbolj popularnimi. Vgrajene so v ve @Hm
mskih k c so na voljo tudi v | paketih”, k
@g@@@jo pﬁ“@mﬂsfm in predvsem upomﬁbe teh m
biraniem d @Ezme koraka in celo z 1zbirs [
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Linearne vecclenske metode

2.

Adamsove metode. Resitev problema (1) iS¢emo na zaporedju voz-
héémh tock z,, = zg + nh, {n =1,2,.. ). Z y,, bomo oznadili izracunani pri-
blizek k resitvi v tocki z,, in f,, = f(yn), Tocna resitev enacbe (1) zadoséa

identiteti
xn-{—l

y(mn—H) — y(mn f(y(ﬂ) dt. | (2)

Vet razredov LVM dobimo tako, da neznano funkcijo f(y(z)) nadome-
stimo z njenim interpolacijskim polinomom s &+ 1 vozli z,,_p,..., 2, _. Z
Newtonovo interpolacijsko formulo [6] zapiSemo interpolacijski polinom

1=0

Vstavimo ga v (2) in dobimo

Yn+1 = YUn -+ h{’?@fn -+ Y1 f'n—i + o0 7kAkfn——k‘)a (3)

201

1 3
-1 - — P - — — —

mula (3) doloca razred Adams-Bashforthovih metod. Zapisimo jo Se
v boh obic¢ajni obliki

;=0

Koeficienti prvih sestih Adams-Bashforthovih metod z ustreznimi konstan-
mi napake (glej 3. razdelek) so zbrani v tabeli 1. Prvo (k = 0) izmed njih,
metoda {8] ‘

=Y, + hfm Ze poznamo, to je Ful

D A A unamo Y, 1, ce
pOzZnamo vrednosti v,,, ¥,,—1, - - 3yn .. Nato povecamo indeks n za eno in

na , dokler ne izraéunamo vseh potrebnih vrednosti. Ce pa vseh
vrednosti y,,, yn 1)- -+ Yn—k D€ POZNAMO (kot na zacCetku racunanja ali pri
najraje enodense) metode. Pmbk ni z dodatnim racunanjem k zacetnih
vrednosti resitve so - ni vsem k-c¢lenskim metodam.

168 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 6



Bashforthovih metod

Tabela 1. Koeflicient:1 Adams-

k : 0 1 2 3 4 5 Crar

amncsk
Do
=
o
|
o
Cojlw ;:Sif.ﬂ DO | e

21 128;| 23 —16 5

r

251
~59 37 =9 251

o 1
08 |

31 248,

tr

41 72083; 11901 —2774 2616 —1274 251 95

288

61480

5114408; |4277 —7923 9982 —7298 2877 —475 | 12087

Ce med interpolacijske tocke za f

i (2) vkljuéimo tudi
tocko z,,.1, pridemo do razreda Ad

(5)

Ynt+1 = Y

in ustrezne konstante
ani prvi dve: metoda
k = 1 kot trapezna

Koeficiente prvih sestih Adam
napake najdemo v tabeli 2. Med njimm
k = 0 kot wmplicitna Eulerjeva metod
metoda.

Tabela 2. Koeficienti Adams-Moultonovih metod

k ) 0

Y
-
W
o
|
$
?-,.

.+.
-

0 B 1 =
1 28X 1 1 =1
21 128F1 5 g -1 ol
31 248 9 19 -5 1 and
4| 7208|251 646 —264 106 —19

51144003, {475 1427 —798 482 —173 27 >

ms-Moultonove metode im-
levi kot tudi na desni

. Na vsakem koraku je
nelinearna diferenci-

neznana vredno
ni enacaja kot argum |
| potrebno resiti enacho
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Metode prediktor—korektor. Na sreCo Ze sama oblika enacbe (5) su-
gerira nacin resevanja. Uporabimo lahko enostavno funkcijsko iteracijo

k

/6 ;.k fn +1—1 hﬁ § n +19 ( 6 )

7+1
yn-{-l - y’ll

i=1

( w1 = J (yn +1)), ki hitro konvergira, ¢e je le korak metode h dovolj mayj-

hen. Ce imamo se dobro zacetno Vrednost Y1, j€ navadno dovolj Ze en

korak iteracije. Za izra¢un vrednosti y° o1 uporablmo kar ustrezno Adams-
Bashforthovo formulo, ki ji v tem primeru prawmo prediktor, implicitni
Adams-Moultonovi metod1 pa korektor. S P oznacimo uporabo prediktorja,
7z F i1zracun vrednosti funkcije f in s C uporabo korektorja, pa lahko
metodo prediktor korektor, kjer smo korektor {itemcijo (6)) uporabili m-
krat, zapiSemo kot P(EC)’”” oziroma kot P(EC)™E, e po koncanih m
iteracijah nkrat izracunamo vrednost funkcije f. V praksi je navadno
dovolj, ce vzamemo m = 1 ali m = 2. Podrobnejsi opis metod prediktor-
korektor najde bralec v |7].

Konsistentnost. Adamsove metode lahko imamo za poseben primer
splosne formule

> Bifnais (7)

=0

kjer je k dano celo stevilo, f, = f(y,)(n = 0,1,...), in so konstante Q; In
B;(7 =0,1,...,k) neodvisne od n. Enacba (7) defini

ra splosno linearno k-

¢lensko metodo, Ce sta izpolnjena pogoja oy # 0 in |ag| + |Bg] > 0. Metoda
je eksplicitna, ¢e je 8, = 0, in implicitna, kadar je 85 # 0. Enacbo (7) lahko
na obeh straneh pommnozimo s poljubno od 0 razlicno konstanto. Da bi bili
koeficienti a; in 3; enolicno definirani, se dogovorimo, naj bo a; = 1.

Vsaki LVM priredimo prvi in drug: karakteristiéni polinom p(z) in o(z)
s predpisom

1=0

Zastavimo si vprasanje: Katerim pogojem morajo zadoscatr koeficients
a; in B;, da bo (7) ,dobra” metoda za resevanje zaceinih problemov razre-

da (1)7
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Najprej poglejmo ka,ksna, je lokalna napaka LVM v tocki z,, 1. V ta

namen metodi (7) priredimo diferencni operator

Lly(z); h| =

ki deluje na mnozici odvedljiv ih funkci j. Za funkcije z odv
reda lahko operator (8) razwjemo po potencah h:

kjer so C, (¢ = 0,1,...) konstante, neodvisne od funkcije y(z):

Definicija 1. LVM je konsistentna metoda reda p, ce je C@ =C; =
= C — ' i C -%— 1 # 0. Konstanta Cp+ 1 7€ konstant
ntna, ¢e je njen red konsistence vsaj 1.

1

LVM metoda je torej konsistentna, ce sta izpolnjeni enachi

Bralec se lahko preprica, da se ta deﬁnicija reda konsistence ujema z defini-
cijo v [8]. Lokalna na,paka, LVM md&. pJe v fmcka i pn ajhmh hv giavne

Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 6 171



Ce je metoda konvergentna, mora veljati

lim yn:—_O’ (h=a/n)

= GO
za vse resitve enacbe (11), ki zadoscajo zacetnim pogojem

ibusen: (230717716“1)

Diferencna enacba (11) ima konstantne koeficiente, torej so (podobno,
kot pﬁ diferencialnih enacbah s konstantnimi koeficienti) njene resitve

L K7
y,, = hr'" cos nop,

kjer 3@ z = = 7", (r > 0,0 < ¢ < 27) niéla prvega karakteristicnega poli-

ma. Prik ith metodah morajo torej vsi koreni karakteristicnega
ma imeti absolutno vrednost < 1, veckratni koreni pa absolutno vre-
Sn‘ogo manjso od 1, saj bi v naspromem primeru Se tako majhna na-
paka po nekaj korakih prekrila pravo resitev.

L D 9

Definicija 2. LVM je nicelno stabilna, ce absolutna vrednost nﬁbenega
korena %amMemsmcnega polinoma o(z) nt veéja kot 1 in ce so vsi koreni z
absolutno vrednostjo 1 enostavna.

katere LVM

so konvergentne [4].

hko povemo,

Izrek 1

W je konvergenina mnatanko tedaj, ko je konsistentna in
nicelno stabzlna '

Dokaz . tega izreka je precej zahteven, bralec si ga lahko ogleda v [6].

liksen je lahko najvec red konsmtence k-clenske LVM? V enacbi (7)
o zadovoljimo 2k

Eazpoiago 2k parametrov, kar zadosca, da lahk
in tal ko dosezemo - onmstence 2k, vendar ta rezultat nima
malnega Ieda niso nicelno stabiln

lzrek 2. Red konsistence nicelno stabilne linearne k-clenske metode ne
more ém vecsi kot k + 1, ko je k lth, oziroma k + 2, ko je k sod.

Tudi dokaz tega izreka lahko bralec najde v [6].

onvergenca je minimal m _
N an vaw smtenm od ka,t ere je odwsna Eoka Ina nap aka

iy ilnost, od katere je odvisno, kako se
ko. Sama konver genca p

- s1 ne

Eo kalne napake , z dr e j o” v globaln
kljub temu se ne zagoﬁcaﬂm zadovoljlve msﬁve S&j v
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Ziacetni problem

Pogleymo si naslednji primer.

y' = —50y, y(0) =1

konvergentna |

cetrtega reda (tom tudi

h
Yn+1 = Yn—1 + (fn—}—l -+ 4f'n, + fn-——- ) (13)

polno, to¢na re Sﬁ ev y ( z) U pa s m ﬁ .« o crto.
Vidimo, d 1ICna E@Sﬁev le v zacetku dobm aproksimira tocno resitev,
nato pa zacne oscilirati in njena absolutna vrednost mocno naraste, tocna
resitev pa zelo hitro konvergira proti 0.

3 E ¥ ¥ £ i € i 1 i

2.5F

2
1.5 | £

1k

__2 | i i i - ! : 1 3 i
0 0.5 0.1 015 02 025 o063 035 04 045 05

ika 1. Resitev zacetnega problema y' = —50y, %{0) = 1 s Simpsonovo metodo,
h = 0.02.

lz tega primera vidimo, da moramo poleg konvergence od numericne
metode za resevanje zacetnih problemov (1) zahtevati, da se tudi pri A >
> 0 numericna in tocna resitev obnasata podobno. Da bx se tej usklagenostl
priblizali, si bomo (kot v [8]) ogledals obnasame LVM pri reSevanju testne

(14)

enacbe
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: mocja absolutne stabilnosti

njena splosna resitev pa je

. 15

enostavni
o zapisemo s prvim in drugim karakteristi¢cnim

kjer so d; poljubne konstante, 7. pa koreni (v tem primeru
algebraicne enacbe, ki jo la
polinomom kot

.

»

O imenuje
o, da bodo aproksimacije padajocih resitev diferen
orajo zaradi (15) pri A < 0 vsi koreni stab
lezati znotraj enotskega kroga |r| < 1.

icija 3. LVM je pri danem h absolutno stabilna, ¢e vst koren:
i, (J = 1,...,k) stabilostnega polinoma w(r,h) zadoséajo neenacbi |r;| <
< 1. Obmodje absolutne stabilnosti LVM je mnoZica vseh b € C, za katere
je dana LVM absoluino stabilna. Interval absolutne stabilnosti je presek

obmocja absolutne stabilnosti z realno osjo.
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dn hicnimi absolutnimi d
nostmi. Pri reéeva,nju togih sistemov diferencialnih enach se bolje obnesejo
tiste numericne metode, katerih obmoqe absomm@ s‘é:abﬂnosm se mzteZ&
cimdlje po negativm mah'u polosi, najbolje p
absolutne stabilnosti pokriva kar celo negativno p

Definicija 4. (Dahlquist [5]). LVM je A-stabilna, ce njeno obmocje

absolutne stabilnosti vsebuje celo polravnino Re(h) < 0.

A-stabilnost je zelo huda zahteva za LVM
ni A-stabilna, pa, tud:
vecji kot 2. Implic
trapezna metoda.

, saj nobena eksplicitna m
nobena imphcnna metoda :
Ina LVM z najmanjso konstant

Tabela 3. Koeficienti BDF metod

48 36 16 3 0
1 25 25 25 25 73

25
60 1 — 300 300 200 75 12 | gq0
37 137 137 137 137 137

by

6 60 1 360 450 400 225 72 i0 '189
137 147 147 147 147 147 14

7.3 msevame togih pmiemow upomhaja meiode z Mmﬁmm@ dzfsmncam@
bngl BDF metode = Backward Dift m} Im 1k

(16)

v tabeli

Koe icient1l k-clenskih m ZDTal
emd Je neomejeno in

Obmocje absolutne stabiln

in resevanja nelin leaTnega
6), konvergira le, &e je

kjer je morma Jaco - ijeve
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MARIJAN PROSEN

PACS 95.10.C1

Konec sence navpicne palice opise na vodoravni ravnini hiperbolo.

THE SHADOW

The end of the shadow draws a hyperbola on the horizontal plain.

Ob sonénem vremenu ni tezko z
opazovanjem ugotoviti da senca vr-
ha nanacne pahce opise na vodorav-

jo. Dokazimo, da je

krivulja hiperbola.

Slika 1. Senca vrha navpi¢ne palice

je hlperbola a poletni solsticij (22.6.),

b zimski solsticiy (22.12.) in ¢ ekvinok-
cij (21.3. in 23.9.).

Navpiéna palica z dolZzino a mece na vodoravna tla senco z dolzino r =
= acoth, ¢e je h = h(t) visina Sonca v dolocenem trenutku krajevnega
soncevega casat. Zapisano enacbo preoblikujemo v polarno enacbo stoznice,
ce upostevamo:

cos hsin A = cos § sin H, | (1)
sinh =sinesiné + cos w cos d cos H, (2)
coshcos A = — cospsind + sin ¢ cos 6 cos H. (3)

H =t — a casovni kot Sonca, povezan z njegovo
rektascenzijo o in krajevnim soncCevim casom t in ¢ zemljepisna Sirina.
Z deljenjem (1) in (2) sledi polarna enacba stoznice, v naSem primeru
hiperbole: » = p/(1+4+ecos H), kjer je parameter p = a cot § sin H / sinp sin A
in ekscentriénost e = cot ¢ cotd. Torej sta p in e funkciji vec spremenljivk.
Vsak dan sta drugacna in zato tudi hiperbola. Poiem Je perboia. obrnjena
navznoter (e > 0), pozimi pa navzven (e < 0). P

upostevamo

A je azimut, 0 deklinacija,

tan A = sin H/(sinp cos H — cosptand),

kar dobimo z deljenjem (1) in (3). Za spreminjanje doliine sence, ki jo
navplcna pahca Ineh, lahko izdelamo

mece na vodoravno ravnino v razlicnih ds
unalniski program. Slika 1 kaZe spreminjanje dolzine sence za tri znaciln
dneve v letu.
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PACS 25.70.E4

Sinteza ogljika in tezjih elementov v starejsih zvezdah je mozna zato, ker ima jedro

'2C vzbujeno stanje ravno na pravem mestu za resonanc¢no sintezo.

The synthesis of carbon and heavier elements in older stars is possible because an
. . 12 . . .
excited state in "“C 1s just at the right place to enhance the resonance synthesis.

pri tem segreje

Obzornik mat. fiz.



reakcije [1], [2]:

ijo. Kemij ske potenmale smo izrazili v drugi WSM m in sicer s stevil¢no
gostoto n (stevﬂo jeder na pi’ostor insko enoto). Pri tem smo privzeli, da
imamo opraviti z idealnim plinom, kar v danih razmerah velja.

Zia ilustracijo izberimo tipicne podatke iz prejsmjega odstavka p =
= 10°kgm™ (ny = 1,5-10°° m“‘3) inT = 10°K (ﬁeT = 8,62keV). Iz prejsnje

enacbe dobimo

ng/ny = 6,6 - 1077

kciji se v vecini pnmemv vrne 1*C* v zagetno stanje ﬂe
gam a) in lahko spet zapisemo kemijs]

Tudi prid
majhen ddez razpade z razpadom
ravinovesje

tg + py = pio + AFEY,, AFEp, = 284keV

3/2

e AN ([ 2nh? k
-} 714 (m4kT> — lennm (m’{2kT> -+ AETZ‘

Ez %ega dobimo (pmvemte Se san 5} n12/n4 = 6,0 - 10“27

edm‘ se zdi
ksnem casu
e W 5 6 -

dny,/dt n7
12/ = w=22-

atancnqsz powjujejo oceno, da traja obdobje sinteze ogljika iz

Ired Hoyle napoved aﬁ opisano vzbujeno stanje ogljika,
Se ] mden 50 g@ izrneril; E{adm SiCer 1 mogd razloziti obilice ogljika v vesohu

[1] L. Kuscer, S. Zumer, Toplota, DMFA Slovenije, Ljubljana 1987, 95, 91 in 174.

2] J. P. Cox, R. T. Giuli, Principles of stellar structure, Gordon and Breach, New York
1968, 496.
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, Leverage buyouts” sodijo v neposteno poslovno prakso, ko velike druzbe unicijo
male ter jih nato kupijo pod ceno.
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vecina Studentov pravocasno nacrtuje svoj odhod domov. Pri mednarodni
sestavi studentov je to pomembno. Drugih, tretjih in popravnih rokov ni.
Prav tako ni ustnih izpitov, pri pismenih pa se v glavnem resujejo naloge,
od teh nekatere zelo tezke.

Po treh ali stirih semestrih mora podiplomski student opraviti se tako
imenovani qualifier. To je izpit, ki obsega klasicno mehaniko, elektrodinami-
ko, kvantno mehaniko, statisticno mehaniko, eksperimentalno in matema-
ticno fiziko. Kdor izpit naredi, lahko zacne z raziskovalnim delom, kdor ne,
si mora izbrati drug poklic.

Vaj, kot jih poznamo v Ljubljani, za podiplomske studente ni. Pac
pa ima vsak profesor eno uro na teden rezervirano za resevanje nalog in
vprasanj. Da studentom ne bi zakrneli mozgani, dobijo vsak teden pri
vsakem predmetu domaco nalogo. Te naloge so razlicne: od rutinskih, ko
je edini problem popisati goro papirja, do zelo tezkih, ko je treba presedeti
~ure in ure v knjiznici in brskati po literaturi, da najdes kak namig. Domace
naloge ponavadi predstavljajo od 20% do 40% konéne ocene. Natancen
podatek pove profesor prvo uro predavanj skupaj z ocenjevalno politiko,
kratkim pregledom snovi in stevilko svoje pisarne.

1 lahko

Podiplomski studenti si denar za zivljenje — nic kaj razkosno, mi
verjamete na besedo — sluzijo na dva nacina: kot asistenti pri dodiplomskih
predavanjih in kot raziskovalci. Novo prispeli studenti vecinoma vsaj eno leto
delajo kot asistenti. Ena od tezav, na katere naletijo tuji studenti, je gotovo
jezik. Marsikdo misli, da govori kar dobro anglesko, vendar je presenetljivo
tezko natancno razloziti naloge in probleme v tujem jeziku. A obcinstvo je
dokaj potrpezljivo in prenese hude slovni¢ne napake brez prehudih reakcij.

Tujih studentov je v ZDA veliko, se posebno med fiziki. Kar tretjina
je Kitajcev, ki imajo dober razlog, da studirajo na tujem. Manj je ljudi iz
Zahodne Evrope, iz znanih vzrokov pa se veca dotok iz Vzhodne Evrope.
Pripomnim naj, da so primerjave med stevilom prebivalcev in stevilom
univerz, ki kazejo, da Slovenija potrebuje vsaj stiri univerze, malce pretirane.
Ne upostevajo dejstva, da je na primer v ZDA veliko tujih studentov in da je
veliko univerz, posebno tako imenovanih lzberal arts colleges, ki po kvaliteti
ne dosegajo ljubljanske. Zato je stevilo studentov na 1000 prebivalcev
bistveno veéje. Ljudje pac potrebujejo stevilke, da ,dokazejo”, kar jim
ustreza.

Ob primerjavi znanja nasih in ameriskih dodiplomcev se ne bi mudil.
Naj le navedem, da 30% sStudentov iz moje skupine v prvem letniku ni
znalo pretvoriti kg/m® v g/cm?, da so skalarni produkt usvojili z veliko
muko, vektorskega pa smo iz programa izpustili, da bi se izognili prehudim
pretresom. Ceprav studenti kaj malo znajo, pa so se prav po amerisko
pripravljeni boriti za svoje , pravice”. To je Se posebej ocitno po kolokvijih,
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vendar se poskusa, kolikor je na tej stopnji mogoce, ozreti na nekatera Sirsa
vprasanja.

Peeblesova knjiga je izsla iz  zahtevnega, toda, upam, ne nemogoce tr-
dega” enoletnega predavanja, ki ga je v zadnjih dvajsetih letih ponavljal na
princetonski univerzi. Opira se na eni strani na zgodovinski razvoj kvantne
mehanike in na drugi ,na podrobnosti nekaterih netrivialnih zg}edov Pi-
sec jo postavlja med uvodne preglede, ki razkrijejo osnovne zamisli, a pu-
stijo bralcu obcutek, da 1ma teorija nerazumlijive koticke in standardne, za
obicajno rabo preobseine ucbenike.

V zacetnem poglavju poskusa prepricati bralca, da teorija ni zrasla nit1
1z poskusov niti ni nastala z enim teoreti¢cnim zamahom, ampak je do nje
pripeljala zapletena medsebogna 1gra ekspenmem‘caﬂmh namigov, teoreticnih
vpogledov in srece, pomeSanih z m zgresem mi koraki. Pri tem pri-
znava, da potvarja pravi zgodov ski razvoj. V tem poglavju naletimo na
obicajne odstavke o specifi¢ni toploti trdnin, sevanju ¢rnega telesa, fotonih,
,snovnih valovih”, Schrodingerjevi enachi, pa tudi na kratko razpravo o hla-
dnem zlivanju. |
Drugo poglavje o valovni n ki povzame ugotovitve iz prejsnjega in
jih razvije dalje. Nazadnje obdela delec v krogelno simetricnem potencialu
in delec v elektromagnetnem polju. Tretje poglavje o abstraktnih linearnih
prostorih vektorjev stanja postavi teoreticno osnovo in zajame Se spin, delec
s spinom %— in dva taka delca.

Kratko cetrto poglavje se loti teorije merjenja, , paradoksov” kvantne
in pride do skritih spren enljwk V u pogh‘mu sled1 teou_ja
motenj brez casovne odvisnostl z Zeemanovim Im pojavom in hi
perfino razcepitvijo osnovnega stanja v vodﬂmvem atomu. Teorija motem S
casovno odvisnostjo se omeji na vsiljene in spontane prehode med hiperfini-
mi stanji vodikovega atoma.

Sesto poglavje o atomski in m
no in prvo vzbujeno Stamje ehjevega afco 2,
rilija do o ghﬂ{a ter molekulo Vo d:
sto teoryja sipanja z opMc &
lovi, faznimi premiki in preseki ter resonancénim
ko zakljucno poglavje uvede

obhod.

Na osnovi vsebine si je bralec ze utegnil ustvariti povrsen vtis o P
eblesovem ucbeniku kvantne mehanike. Podrobnejsi pregled vsebine se
pi“epnc nje, da, gre 72 dobro premisljeno knjigo s poudarkom na
I P da je nastala po dolgem brusenju
fizike na nasem oddelku pri
m to na jbrz ne samo priloznostno. Mogoce pa jo
| . fizikom in ji prerckovati uspesno pot tudi dru-

drobneje obdela osnov-
litijjev atom in atome od be-
dmem pogiamu pmde na vr-

si o anj em valov s. K
Diracovo teorijo elektrona do sklopitve spin-

Janez Strnad
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knjigami leta 1840, nadaljeval z osnovnosolskimi u¢beniki v skladu z novim
nacrtom o spremembi dotedanjih racunic, ki ga je sam sestavil in leta
1844 predlozil dvorni $tudijski komisiji (le-ta ga je potrdila), po preosnovi
avstrijskega srednjega éolstva v letih 1849-1852 pa se je lotil tudi pisanja
srednjeéoiskih ucbenikov. Mocnikove solske knjige so izhajale vec desetletij,
sam jih je dopohgeval in -;; ninjal v skladu z vsakokratnimi sprememban'u
ucnih nacrtov, po njegovi smrti so jih prirejali drugi. V osemdesetih in
devetdesetih ietih prejsnjega stoletja so bile njegove knjige najbolj razsirjeni
matemati¢ni ucbeniki za vi§je razrede avstrijskih srednjih $ol. Celotni njegov
ucbeniski opus je impozanten. V naslednji tabeli zbrani podatki so povzeti
po Povsicevi bibliografiji [3], doslej najobseznejsem viru informacij o Francu
Mocniku (v oklepaju je navedeno stevilo priredb).

Tabela 1. Stevilo Mo¢nikovih knjig (razliéni naslovi)

Razprava o numeri¢nih enacbah (1839) 1
Logaritmic¢ne tablice (1858, 1877) 2
Priro¢niki (1858, 1873) 2
Metodi¢ne knjige (1840-1919) | 11
Uc¢beniki (1846-1939) 126
a) za ljudske in druge zacetne Sole 35
b) za mescanske in obrtne sole 24
C) za gimnazije 39
¢) za realke 22
d) za uciteljisca 6
Skupaj vseh knjig 142

rm—. — — r—
O e ek (D e o Y e
YOO W WL OO H
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Ce pa bi upostevali 3e vse razlitne nemske izdaje originalov in kasnejsih
priredb, bi dobili skoraj 1000 razli¢nih bibliografskih enot (brez prevodov v
druge jemke)

Mocnik je svoje ucbenike pisal v nemscini, v slovenscino in v Stevilne
tuje jezike so jih prevajali drugi. Prvi slovenski prevod njegove racunice je iz
leta 1846 (prevajalec Blaz Potoctnik). Ta knjiZica je pomembna za slovensko
kulturno zgodovino, saj je ena prvih slovensko pisanih matematiénih del.
Slovenska geometﬂjska terminologija na nivoju nizjih srednjih sol pa se Je
prvic j oja,vﬁa. v ocmkovem ucbemku geometrije iz leta 1856. Stevilni
prevodi v tuje jezike so razsirili pomen Mocnik ovega dela se v druga kulturn
okoha na druge narode avstro- ogrske monarhije in tudi preko njenih meja.
Skupaj je v 12 tujih jezikih izslo cez 300 razlicnih naslovov, nekateri v vec
izdajah. Podatke spet povzemamo po [3] (glej tabelo 2).

Upostevagoc stevilo originals dd nﬂhowh priredb in prevodov, lah-
mirno trdimo, da je bil Franc Moénik do danes verjemo najplodomtejsz
slovenski pisec ucbenikov (ne samo maﬁemamcmh) Z njimi je zaslovel da-
le¢ preko meja S'mje domovine, iz njlh so se ucili matematike tudi dr
11 1 ] 2] I 1k v ozjem smislu 1 raziskoval

nih odkritij ), je ver] jetno

prvi

D Ouceva,m u, je posvetil vse svoje zivljenje in - eden najpomembnejsih
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Prevodi Mocnikovih del v tuje jezike

v oklepaju stevilo priredb)

hrvasc¢ina 29 (3)
srb&cina 32 (5)
posebej za Bosno 4
albangcina 9 (9)
%eigmwm& 9
cestina 39 (7)
italijanscina 46 (4)
madzarsécina 38
grscina 4
polj$¢ina 39 (3)
romunscina 21 (3)
slovas¢ina 2
ukrajinsina 40 (7)

WD k= O WO 00 =T O U WD e

{MS@[%S} st. 5, 242-243.
11ja znanostl in umetnosti,

ok

P. Legisa, Franc Mocénik, Obzornik mat. fiz.3]

P. Legisa, mec Moénik in W’@gm}@ dd@

. Pov&i¢, Bibliografyya Franca Moénika, Slovenska akaden
Ljubljana 1966.

[4] J. Povsié, Ob 150-letnici rojstva Franca Moénika, Obzornik mat. fiz. 21 (1964) 187-

189.
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JOSIP PLEMELJ

Dragi tovarisi!

Prijatelji so mi sporocili, da je bila od vec strani izrazena Zzelja, naj bi
jaz kot nestor jugoslovanskih matematikov na nasem I. kongresu spregovoril
nekaj besed o svojem delu, s katerim sem se ukvarjal, ali pa o dozivetjih, ki
sem jih imel v svojem dolgem strokovnem zZivljenju. Ce sem prav razumel
Vaso zeljo, da naj bi se skupno nekoliko ozrhi nazaj v moje zivljenje, potem
se dokaj ugemamo v istem interesu. Star clovek se na,jraje ozira v zZivljenje
nazaj, saj mu misel na prihodnost nicesar vec ne obeta. Primeni je, mislim,
ta starcevska lastnost Sse posebno mocno izrazena; to j& pacC zaradi prav
izrednih razmer, v katere sem bil postavljen po sili ¢asa. Imam obcutek, da
}8 namva usposobﬂa Zad ﬂ@kO [T1151]O0 V atmne svetua usoda pa mi
je po kratkih letih odtegnila pogoje, v katerih bi se bil mogel svoji naravi

udejswovam Ze po dvanajstih letih univerzitetnega profesorstva
in le malo vec pubhcmmcnega ddovama je nastopila prva svetovna vojna.
Konec vojne je pomenil zam In preobrat tudi v mojem znanstvenem
7ivlj em‘u adnja desetletja pred prvo vojno so bila v stari ces &E‘Ski N
karakterizirana z neprestanimi notranjimi boji m
narodi, pri prvem za nadvlado, pri dw.gih za enakopmvnost Ti bo 31 SO s€ od
leta do leta stopnjevali. Zase se res nisem mogel pntozevasm dosegei sem vse
pravocasno, bil v stiku s stanovskimi tovarisi vsega sveta in z njimi sodeloval,
posebno pa so me Se mo J1 kolegi 1z Nemci; i cisto za
svojega, Ceprav so poznali m ith danes se Zivi, vsi so mui
ostali zvestl do zadnjega. Ce smo se m m videl, da hocejo
biti pravicni, pa vsa nﬂhm’a vzgoja je bila taka, da niso mogh razumeti
cnega Stanja Mene pa je politicna n&petost m ocitna krivicnost v stari
drzavi tako razdvojila z ds zavo samo, da sem, k vstnj a svetovno vojno
inicno izzvala, z vsakim svogega srca Zelel pogin te drzave. Na

Univerzi v Cez‘mwca,h 1 misijo siriti slavo nemske kulture na vzhod
in jaz sem si samo Zelel, da neham ¢imprej delovati v ¢ast nemski znanosti
in se posvetiti delu za svoj narod. Toda prisel sem domov v cisto drugacne
razmere, potrebe in zahteve. Povojne tezave v strokovnem stiku s svetom,
moja tukajsnja strokovna osamljenost, potreba po organizacijski in upravni
sposobnosti, ki je prav ni¢ nimam, in Se razni drugi vzroki v meni in izven
mene so povm‘oéi li, da sem od tedaj skorajda le se ucitelj matematike, pa
malo ustvar] ajec novega. Prav zato se tako rad oziram nazaj na case
151ih }eh ko sem Zivel in sodeloval v sredi maten aﬁcn&ga sveta, zlasti pa
me gane spomin na one case, ko sem se Se razvijal

Ob izteku Plemljevega leta 1992 objavljamo v nespremenjeni obliki govor, ki ga
je 1mel profesor Plemelj leta 1949 na 1. kongresu zveze jugoslovanskih drustev
matematikov, fizikov in astronomov na Bledu. Tekst je izsel leta 1951 v Beogradu
(Prvi kongres matematicara i fizicara FNRJ - Nauéna saopstenja i obavjestenja 1951,
1-6}, v Sloveniji pa dosedaj Se ni bil objavljen.
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iz A na stranico AB in naj bo AA’ = 2v,. Zvezimo A’ s C, tako da je A'C =
= AC = b in potegnimo A'B = m. Ob daljici A’C’ nanesimo na ven ob A’
kot a in na levi krak A’ B’ = ¢. Tako nastali trikotnik A'B'C = ABC. Pri B’
je YA'B'C = 3 in 4 A'CB’ = ~. Trikotnik BC B’ je enakokrak in { BCB' =
= 2a, tako da je tedaj ¢ BB'C = T — a. SedajjeJA'B'B=7 —-a+fin

se da konstruirati nad stranico BA’ kot obodni kot nekega kroga. Tocko B’

dobi§ potem takoj, ker je A'B’ = ¢. Ker je trikotnik BC' B’ enakokrak, lezi
tocka C na simetrali stranice BB’ tam, kjer ta seka paralelko 7z AB v da,m
visini v.. S tem je trikotnik ABC nacrtan Profesor Borstner strmi, videc
to kuriozno resitev, prijemajoc se za glavo: ,Aber um Hergottswﬂlen das
10glich auf so einen Einfall
t!e.

K o

ist doch harstréubendﬁ das ist doch menschenunn
zu kommen; sagen Sie mir doch, was hat Sie zu dieser Idee gefiihs

Jaz sem mu rekel, da te cud-
ne resitve nisem uganil, ampak
sem se, ker se mi resitev ni ho-
tela posreciti, vprasal po trigo-
nometricni dolocitvi trikotnika in
geometrijska razlaga resitve me
je privedla na tole cisto geome-
tricno umljivo konstrukcijo. S
prof. Borstnerjem nisva nadalje
govorila o tem, ampak je sam
pokazal potem neko drugo lazjo
resitev (slika 2), ki bi jo mogel
posneti 1z svoje konstrukcije, pa
je nisem zapazil, ker sem imel na- Slika 2.

tancno zacrtano pot.

Mislim pa, tovarisi, Ce se vam je zdelo toliko zanimivo, da ste sledili mo-
jemu izvajanju, da se ne cudite mojemu profesorju, da se mu je zdela kon-
strukcija za clovesko pamet nedosegljiva, ampak da ste v enakem polozaju,
ker imate pred oémi $e vedno kopreno, ki vam prikriva pot, ki je v resnici
nakazala ves potek nacrtanja. Zato vam hocem to zapreko odvzeti. Trigo-
nometricna resitev je lahka: z visino iz oglisca C na stranico AB razpade ta
na dva dela vcot a in vcot B in je tedaj |

v(cota + cot f) = ¢ ali vsin(a+ B) = csinasinf
To se da pisati
2vsin(a + B) = c[cos(a — B) — cos(a + )]
Ker je a + 8 = m — 7, se glasi ta enacbha
2usiny — ccosy = ccos(a — ).

Iz te enacbe je treba doloéiti kot 4. NajlaZja pot je, ¢e vpeljemo neki pomozni
kot . Postavimo namrec

20 = M COS 4, €= MmSsIiny.
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izzivalo nekaj zanimanja, ta moj spis bo torej morda v prihodnosti prezivel
moja ostala dela, ki so se gibala na kraju tega, kar je bilo s tedanjimi
pripomocki dosegljivega in kar je naslo po svetu nekaj priznanja.

Po tem mojem hvalisanju pa mi dovolite, da o sebi omenim tudi drugo

stran, da napravim tako nekoliko ravnotezja. Rodil sem se 1. 1873. na Bledu
kot sin mizarja in malega kmeta. Oce pa mi je wmrl, ko sem bil star eno
leto. Po ocetovi smrti je nastala gmotna stiska in sem le tezko in slucajno
dosegel, da me je moja mati, ¢isto preprosta kmecka zenska, dala v Solo
v Ljubljano, kar sem s1 tako zdd ker sem videl, da so se solali bogatega
soseda otroci. S skrommnimz pmspeﬂu od doma pa s precejsnjimi podpozaml
dobrih ljudi sem se preéivd do konca IV. razreda, s petim razredom pricensi
pa sem se vzdrzeval s poucevanj em svojih sosokev 1z matematike prav lahko
in popoh}o a sam. Ker pa nisem imel od mladih let nobenega pravega
voditelja in nadzornika izven Sole, se je v meni razvil silen cut samostojnosti
in neodvisnosti in se mini bilo lahko pokoriti zahtevam drugih, to se posebno,
ko sem se popolnoma osamosvoj, Tako mi ni bilo lahko vdati se pritisku
disciplinskih predpisov in sem dobil Zze v 5. razredu 2 uri Solskega zapora,
karcerja, v 6. mzrediu sem sedd 5 ur, seveda vedno z neogibnimi poskdﬁca,mi
glede ocene vedenja in solnine. Po sedmem razredu pa me ravnatelj ni vec
hotel vzeti kot ucenca na solo. Studiral sem zadnje leto kot privatist, ostati
sem moral v Ljubljani, ker sem bil navezan na zasluzek pri sosolcih. Vendar
sem napravil maturo brez vsake zamude ze v tem letu.
Koncno mi dovolite, dragi tovarisi, ki imate na srednjih solah pred seboj
ucence, kakor sem bil jaz ucenec pred svojimi ucitelji, pa tudi vsi drugi
med vami, ki ste napravili isto pot, da pred vami skromno izpolnim svojo
dolznost do svojih uéﬁdjev s tem, da pristavim na nphov nagrobnik pripis
svoge hvaleznosti. Vsi so zZe doigo pod zemljo, bili so mi dobri, prizanesljivi
in naklonjeni. Niti eden mi ni ocital prestopkov ali kohd{aj zato poshbsai
svojega odnosa do mene. Celo ozirali so se na moj posebni polozaj in me
niso sprasevali novih lekcij, dokler jih nismo pmddah v soli. M nogo lepega,
in za zivljenje koristnega sem dobil od njih. Blag jim bodi spomin.

V svojih poznejsih letih sem skusal uravnati svoje zivljenje po smerni-
cah, ki sem jih prejel v soli. Za vse zivljenje sem 1mel v sebi kritika in Sodm-
ka. Tak sodnik ni prestrog, pa moja sodba o sebi je bila negativna, nezado-
voljiva, nisem mogel biti zadovoljen s svojim Zivljenjem in svojim delom iz
vzrokov, ki so bili najvec¢ v meni samem in ne bom zakljuéil svojega zivljenja
v zavesti, da je bilo srecno. Zato mi je v tolazbo, da mi je dana prilika, da
morem pred Vami, ki ste najsirsi forum nase stroke v drzavi, sedaj na kraju
svojega zivljenja izpovedati svoj konfiteor, Vi pa boste sodili.
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