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BEZIEROVE KRIVULJE

MATIJA LOKAR

Math. Subj. Class. (1991): 65D10, 68U05

Pri programih, ki omogočajo risanje s pomočjo računalnika, srečamo pojem Bezierove

krivulje. V sestavku pojasnimo, kaj sploh to je, izpeljemo nekaj osnovnih lastnosti inb] J

podamo osnovna podprograma za delo z Bezierovimi krivuljami.

BEZIER CURVES

In applications where we draw with the aid of computer we find Bezier curves. In the

article basic definitions and properites of Bezier curves are given. (Two basic procedures

for calculating with Bezier curves are also presented.

1. Geometrijska konstrukcija

Kaj sploh so Bčzierove krivulje? Začnimo s preprosto geometrijsko

konstrukcijo. Denimo, da imamo v ravnini IR? dane tri različne točke to,t;
in t, in poljubno realno število u € IR. Konstruirajmo tri nove točke:

alu):

b(u):

c(u) :

Il (1- u)to t ut;,

(1—- u)t; £ uto,

(1 — uja(u) - ub(u).

ll

[|

Ponovimo konstrukcijo še za drug parameter u. Dobimo novo točko c.

Ko u preteče vsa realna števila med —oo in --oo, opišejo točke c krivuljo

(sl. 1). |
f

O bi,

li

V

diO oazi, ke

Slika 1 Slika 2

Krivulja nam je nekam znana. Pokažimo, da gornja konstrukcija določa

parabolo. Ker so točke, ki jih konstruiramo, odvisne od parametra v, jih

pišimo kot funkcije tega parametra. Označimo točke a,b in c tako, kot jih

Obzornik mat. fiz. 29 (19909



bomo označevali v nadaljevanju in dobimo

ti(u) < (1— uto 4 ut;,

ti(u) <(1— vu)t; - ut»,

čž(u) < (1 - u)t)(u) -£ uti (u).

Če izrazimo t;(u) s prejšnjima točkama in uredimo, dobimo

to(u) < (1— u)'to - 2u(1 — u)t, - u'to.

Ko u zavzame vrednosti med —oo in --co, opiše točka t5(u) parabolo t'(u) :<

— ta(u). Narišimo še njen del za 0 < u < 1, skupaj z gornjo konstrukcijo
(sl. 2).

Za dani u smo z dvakratno linearno interpolacijo prišli do točke na kri-

vulji, ki ji rečemo Bezterova krivulja nad točkami to,t,,ta. Bezierova kri-

vulja ni torej nič drugega kot na določen način zapisana parametrična poli-

nomska krivulja. V nadaljevanju bomo videli, da to velja tudi v splošnem.

Kakšno korist pa sploh pričakujemo od takega zapisa polinomske krivulje?

Na sliki 3 vidimo nekaj Bezierovih krivulj, skupaj s pripadajočimi točkami,

ki smo jih povezali v poligon.

Opazimo lahko, da krivulja odseva obliko poligona — lastnost, ki jo s

pridom uporabimo pri računalniško podprtem načrtovanju.

34 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



Bezierove krivulje nosijo ime po enem od začetnikov računalniško pod- ..

prtega geometrijskega načrtovanja Francozu Bezieru. Njegovo delo je bi-

lo pravzaprav matematična realizacija nekaterih postopkov, ki so jih upo-

rabljali pri oblikovanju avtomobilov v tovarni Renault. Tako je v začetku

šestdesetih let razvil teorijo o polinomskih krivuljah in ploskvah v Bernstei-

novi obliki. Omeniti velja, da je do podobnih rezultatov neodvisno prišel še

en Francoz, de Casteljau, ki je prav tako delal pri konstrukciji avtomobilov,

v tovarni Citroen. Vendar rezultati slednjega niso bili javno objavljeni, tako

da večina teorije s tega področja nosi Bezierovo ime.

2. de Casteljaujev algoritem

Konstrukcijo, ki smo jo uporabili, da smo dobili parabolo, lahko po-

splošimo. Denimo, da imamo danih nl točk to,t;,...,t,, € R? in poljub-
no realno število u ec IR. Določimo

č7(u) — (L- u)tfč!(u) £ ut7jl(u)

r <1,...,n,i < 0,...,n —r, kjer vzamemo t;(u) :< t;. Točka tš(u) je

potem točka s parametrom u na Bezierovi krivulji €". Opisani postopek

imenujemo de Casteljaujev algoritem. Spada med osnovne algoritme na

področju načrtovanja krivulj, čeprav je zelo preprost. Njegova poglavitna

odlika je povezanost med geometrijo in algebro.

Poligon P, ki ga določajo to,t;,...,t, imenujemo Bezierov poligon

ali kontrolni poligon krivulje t". Oglišča poligona t; imenujemo kontrolne

oz. Bezierove točke.

Algoritem zapišimo še v obliki pascalskega podprograma

const

MRed<20; / maksimalna stopnja krivulje )

type

tocka < record

X,Y: integer

end;

tocke <— array[0..MRed| of tocka;

procedure Bezier(n: integer; t: tocke; u: real; var bez: tocka);

[ Vrne tocko na Bezierovi krivulji stopnje n )

var emu: real;

r,i. integer;

begin

emu izx 1 — vu;

for r :< 1 to n do

for / :< 0 to n — r do begin

tjih.x im emustjih.x - ustji 4 11x;

tlih.y im emustlih.y - ustji - 1]y;

end;

bez.x :<— t[0].x;

bez.y :< tl|0].y;

end;

(ihcarnih mot Geo ga (Taaa 9 JE



Shematsko lahko postopek opišemo takole

7 Na vsakem koraku naredimo li-

0125 4 nearno kombinacijo sosednjih dveh
O sk k CE točk iz prejšnjega stolpca. Ta kom-
1XKKOA binacija je baricentrična, saj je vsota
124 uteži enaka 1, in konveksna za u €
; bi € [0,1].

3. Lastnosti Bezierovih krivulj

Iz algoritma lahko izluščimo nekaj zanimivih lastnosti Bezierovih krivulj.

Navedimo nekatere napomembnejše.

Interpolacija končnih točk

Če si za parameter u izberemo 0, dobimo t3(0) <— to in podobno t5(1) —
— t,. Bezierova krivulja gre torej skozi začetno in končno točko kontrolnega

poligona.

Afina invariantnost

Afine preslikave, med katere spadata tudi translacija in rotacija, so

pomembno orodje pri računalniško podprtem načrtovanju. Ker so Bezierove

krivulje invariantne za afine preslikave, je vseeno, če npr. najprej izračunamo

točko na krivulji s parametrom u in potem točko afino preslikamo ali pa če

najprej afino preslikamo kontrolne točke in šele potem izračunamo točko na

krivulji. To nam prav pride takrat, ko npr. rišemo krivuljo, ki jo vrtimo v

prostoru. Namesto da bi rotirali vse točke krivulje (tiste, ki jih potrebujemo

za izris), zavrtimo le kontrolni poligon in šele nato izračunamo točke za izris.

Sama lastnost sledi iz dejstva, da poljubno točko Bezierove krivulje dobimo

kot končno zaporedje linearnih interpolacij, ki pa so same afino invariantne

in je torej afino invariantno tudi njihovo končno zaporedje.

Lastnost konveksne ogrinjače

Ce se omejimo na u € [0,1], leži t"(u) v konveksni ogrinjači kon-

trolnega poligona. Drugače tudi ne more biti, saj vsako točko t; do-

bimo kot konveksno baricentrično kombinacijo prejšnjih točk. Za u €

€ [0,1] je tudi 1 — u € [0,1], torej sta oba faktorja, s katerima množimo

točki, nenegativna in se seštejeta v 1. Ves čas se torej gibljemo znotraj kon-

veksne ovojnice točk t,;.

A. Bernsteinova oblika Bezierove krivulje

V uvodu smo trdili, da Bezierove krivulje niso nič drugega kot polinom-

ske krivulje, zapisane na določen način. Za n <— 2 smo se o tem že prepričali.

V tem razdelku pa pokažimo, da to velja tudi v splošnem. Pokazali bomo,
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da se Bezierova krivulja da zapisati kot vsota baznih Bernsteinovih polino-

mov B/(u) — prav tistih polinomov, ki so znani iz konstruktivnega dokaza

Weierstrasovega aproksimacijskega izreka ([3, str. 288]). Le-te zapišemo kot

B/'(u) — (:) u'(1 — u)"E'.

PEL. -
1 a4—1 1

se brez težav prepričamo, da zadoščajo rekurziji

Bj(u) < (1- u)B7(u) £ uBE; (v),

Ker je

kjer velja

Bi(u) Z0, čeig40,1,...,n),

in

B5(u) <1.

Trditev. Bezierova krtulja, ki jo določajo točke to,t,,...,t,,, se da

zapisati kot

t"(u z), B'(u

Dokaz. "Trditev dokažemo s pomočjo definicije točk t;(u), popolne

indukcije in rekurzivne enačbe za bazne Bernsteinove polinome.

Za n < 0 in n < 1 trditev očitno velja. Z upoštevanjem indukcijske

predpostavke dobimo

ti(u) < (1- vej (u) £ utij; (u) —
ibr—1 1-r |

—(1-u) X/ t;B7-i(u) tu > t;B77; ,(u).
4751 gzibl

Ker je BI"! —< 0in Bri! < 0, lahko seštejemo ,več' členov in dobimo

o ar ir

67(u) z (1-1) Et Bjoilu) ku ŽAB), (o) -
Jet

1-r

o o til - w)B; -i(u) t uBj-;,(u)) <

er

oa tiki -Xi, Bi(u).

O PS
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Dokazali smo pravzaprav še nekoliko več, saj nas zanima le primer za

r < nin z <0. Vstavimo v zgornjo enačbo in dobimo želeni rezultat

ču) — t8(u) — $3t;BP(u)

5. Še nekaj lastnosti Bezierovih krivulj

Poleg lastnosti, ki smo jih pokazali le na osnovi algoritmične definicije

Bezierovih krivulj, nam izražava s polinomi omogoča izpeljavo še nekaj

lastnosti.

Simetričnost

Smer, v kateri označimo Bezierove ali kontrolne točke t;, ne vpliva na

obliko krivulje. Dobimo isto Bezierovo krivuljo, če jo konstruiramo s točkami

označenimi kot to,t;,...,t,, ali pa označenimi t,,t,.;,...,to. Razlikuje se

le smer, v kateri jo opiše parameter u. Torej

Mi B?(u ite. ;B7(1-u).

Lastnost sledi neposredno iz simetričnosti Bernsteinovih polinomov

B'(u) < Bi ;(1-u).

Invariantnost glede na afine transformacije parametra

Običajno nas zanima le tisti del Bezierove krivulje, ki poteka med

točkama to in t,,. Videli smo, da ti dve točki dobimo z izbiro u <— 0,

oziroma u < l. Zato se s parametrom u pogosto omejimo na interval |0, 1].

Vendar lahko gledamo na krivuljo definirano nad poljubnim intervalom |a, 5].

V peljemo lokalne koordinate % < (u — a)/(b — a) tako, da izbira parametra

u < a interpolira začetno, u < b pa končno kontrolno točko. Dana preslikava

intervala je poljubna afina preslikava. V izražavi z Bernsteinovimi polinomi

to zapišemo kot
na Na

, u—a

Je; B)(t) — Mt, Bj GO).
750 J50

Linearna natančnost

Naj bodo kontrolne točke enakomerno razporejene na daljici s krajišče-

ma v točkah a in b

38 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



Bezierova krivulja, ki jo te točke generirajo, je zopet ta daljica. Pokažimo

to.
(4%

e(u) aii By(u) — (1 - Žja 4 2b)BJ(u) —
n nN

-a($O BY(u) - 2 Bil) by Ž gen).

Ker pa velja
un

» Bi(u) )<1 in x. 7 gra)
izo

dobimo

t"(u) < a(1 — vu) 4 bu,

torej točko na daljici med a in b.

Odvod

Z neposrednim računom lahko preverimo, da se odvod baznega Bern-

steinovega polinoma izraža kot razlika ustreznih baznih Bernsteinovih poli-

nomov, ki sta za eno nižje stopnje:

2-B;(u) — n(BE(u) - BJ'(w))du ?

Iz tega pa lahko izpeljemo formulo za odvod Bezierove krivulje

n—]

tv (u) —n lt jai — ty) B77' (v)

ali z uporabo operatorja At; :< t;,; — t; nekoliko krajše

d "4 na n—leU )on X,At;B, (u).

Bezierovo krivuljo preprosto torej odvajamo tako, da diferenciramo kontrol-

ne točke.

Višji odvodi

Če vpeljemo |
ud 1 Se id

in definiramo
O, .—

(Ahoaaenilh smuot BK» Da lfianam ao



lahko zapišemo

d' n n! (mi k n—k

izo

Dokaz si bomo ogledali v naslednjem razdelku.

Odvodi v robnih točkah

Vstavimo v enačbo za k-ti odvod parametra 0 in 1. Vsi Bernsteinovi
polinomi, ki nastopajo v vsoti, razen prvega (pri u <— 0) in zadnjega (pri

u — 1), so enaki nič in tako dobimo

dk n!
a — AE:

dat (9) (n-kji >

dei ME goje tet

V robnih točkah je k-ti odvod Bezierove krivulje odvisen le od robne

točke in njej sosednjih k kontrolnih točk. Enačbi potrjujeta tudi dejstvo,

ki ga opazimo na slikah Bezierovih krivulj. Tangenta na krivuljo v točki to

poteka v smeri t; — to, tangenta v točki t,, pa v smeri t, —t,.1.

6. Računanje odvodov

Pri uporabi Bezierovih krivulj pogosto potrebujemo poleg vrednosti kri-

vulje pri danem parametru še vrednost odvoda krivulje in morda še vrednost

nekaj višjih odvodov pri tem istem parametru. Za računanje vrednosti kri-

vulje imamo na voljo de Casteljaujev algoritem, vrednost odvodov pa bi lah-

ko izračunali po formuli iz prejšnjega razdelka. Pokažimo, da je slednje de-

lo nepotrebno, saj lahko vrednost odvodov določimo neposredno iz vmesnih

rezultatov de Casteljaujevega algoritma. Velja namreč

d" n!

dre W— 655
k, n—k

po to (v).

Za dokaz gornje formule pokažimo, da lahko diferenciranje in seštevanje

uporabimo v poljubnem vrstnem redu. Se prej pa povejmo, kaj si sploh

predstavljamo pod diferenco vsote:

n m,nl

A($ ,e;) :— B o;— BD 0;.
jzo
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Ker je

po zamenjavi indeksov pri prvi vsoti dobimo želeni rezultat

TA, -a(2i
150 <0

Z indukcijo se hitro prepričamo, da to velja tudi za k-to diferenco. Potem je

d' n ! — k n—kEt (u) < OB) Z A"t; BEE"(u) —

jz0

n! rami k

— (R—EJŠ > t;B; (u) —

jz0

— n! k, n—k
oko to (w)

torej k-ti odvod izračunamo tako, da naredimo k-to diferenco elementov

n — k-tega stolpca iz sheme de Casteljaujevega algoritma in jo pomnožimo
z ustreznim faktorjem.

Zložimo vse skupaj še v pascalski podprogram:

procedure dif(k: integer; t: tocke; var d: tocke);

4 V d vrne kto diferenco točk ili), / < 0,...,k )

var /,j: integer;

begin for j :<— 1 to k do [ jeta diferenca )

for / :< 0 to k - j; do begin

tj]. x iz t[fHl]x - (..x;

il].y i— t[rrtl]y - t].y;
end;

d.x :< t[0].x;

d.y :< t[0].y;

end;

procedure bezier.odvod(n,k: integer; t: tocke; u: real; war odv: tocke);

4 V odvli), i <— 0,...,k vrne vrednost itega odvoda Bezierjeve krivulje,

določene s točkami čli], i < 0,...,n pri parametru u. j

var fakt: integer;

emu: real;

i,r. integer;

d: tocka;

Ohzornik mat. fiz 29 (14409



begin

emu :< 1 — u; [ Izračunamo n!l/(n — k)l. )

fakt :<— 1;

for i :< n downto n —- k 4 1 do fakt :— faktki;

for r :< 1 to n — k — 1 do 4 Ne potrebujemo zadnjih odvodov. )

for /:< 0 to n - k - 1 do begin

tli].x :— emustlih x 4 ustlig1].x;

tli]. y im emustlihy d vustjid1].y;

end;

for r :< n - k to n - 1 do begin ( N-reti odvod. )

for 1 :< 0 to n — r do begin

tlij.x :— emustlihx d ustli1].x;

t|i].y im emustlih.y d uast[i-1].y;

end;

diff( n-r,t,d); | Diferenca vseh točk. )

odv|n-r].x :— faktxd.x;

odv|n-r].y :< faktxd.y;

fakt :<— fakt div r; 1 Popravimo faktor za naslednji korak. )

end;

4 Izračunamo še vrednost. )

odv[0].x :— emust|0].x -- uxt[1].x;

odv[0].y :< cemust|0].y - ust[1].y;

end;
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Math. Subj. Class. (1991): 17A40, 46H99

V drugem delu članka so opisani nekateri rezultati v zvezi s trojkami omejenih

linearnih operatorjev med Hilbertovimi prostori.

TRIPLE SYSTEMS, PART LI

In the second part of our paper we give some results concerning triples of bounded

linear operators between Hilbert spaces.

7. G'-trojke

Kmalu po nastanku osnov teorije asociativnih trojk se je pojavilo zani-

manje zanje tudi v analizi. V člankih [2] in [3] je Kaup uporabil trojke pri

klasifikaciji simetričnih domen tako v C" kot tudi v neskončno dimenzional-

nih kompleksnih prostorih. Teorija trojk si počasi utira pot tudi v matema-

tično fiziko.

Če na kompleksne matrike gledamo kot na poseben primer prostora ope-
ratorjev med Hilbertovimi prostori in na transponiranje matrik kot na ad-

jungiranje operatorjev, potem se nam — kot neposredna posplošitev ma-

trične trojke M,,,,, iz prvega dela članka — takoj ponuja naslednji zgled:

Naj bosta M in K dva kompleksna Hilbertova prostora. Označimo z

oznako B(H,K) vektorski prostor vseh omejenih linearnih operatorjev iz H

v K. Opremimo ga z običajno operatorsko normo ||A|| < sup4(|Ah/| ; ([h[l <

< 1 b in definirajmo trojni produkt s predpisom

(ABC) < AB'C

za vse operatorje A, B,C c B(H,K). Pri tem je B" tako imenovani ad-

jungirani operator k operatorju B, določen z enačbo (Bh,k) — (h, B"k) za

vsak h e H in vsak k c K. Bralec se lahko sam prepriča, da je v tej trojki

produkt zvezen — kot funkcija treh spremenljivk.

V drugem razdelku smo videli, da je trojka M,,,,, enostavna, se pravi,

da nima netrivialnih idealov. Če pa sta prostora M in K neskončno dimenzi-
onalna, potem trojka 5(H,K) ni enostavna. Prostor vseh kompaktnih ope-

ratorjev iz H v K je namreč njen netrivialen ideal (glej 2. razdelek).

Operator K imenujemo kompakten, če za vsako zaporedje vektorjev h,,,

ki imajo normo manjšo ali enako 1, neko podzaporedje slik Kh,, nekam

konvergira. Kompaktni operatorji so vedno zvezni in so v analizi zelo

pomembni. Primer takega operatorja so na primer vsi tisti operatorji, ki

imajo končno dimenzionalno zalogo vrednosti. Dve klasični trditvi nam

povesta naslednje:

Če je K kompakten operator, potem je K" tudi kompakten.
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Če je K kompakten, A, B pa poljubna operatorja, za katera je možno
tvoriti produkta AK in KB, potem sta operatorja AK in K B tudi kompak-

tna.

Če zdaj označimo s K(H,XK) podprostor kompaktnih operatorjev iz H
v K in vzamemo nek kompakten operator K ec K(H,K), potem so za vsaka

zvezna operatorja A in B operatorji

[KAB) <KA"B< K(A"B),

(AKB) —AK"B — (AK")B,

(ABK) —AB"K < (AB")K

zaradi obeh zgornjih trditev tudi kompaktni. To pa nam pove natanko to,

da je K(H,K) ideal v trojki 8(H,K) (primerjaj drugi razdelek). Dobro

je znano tudi, da na neskončno dimenzionalnih prostorih vedno obstajajo

operatorji, ki so zvezni, niso pa kompaktni. To pomeni, da v primeru, ko

sta > in K neskončno dimenzionalna (0) £ K(H,K) £ B(H,K).

Naslednja trditev je posplošitev trditve 4.

Trditev 11. Centroid trojke B(H,K) je izomorfen obsegu kompleksnih

števil.

Dokaz. 1. korak. Naj bo A neko kompleksno število. Definirajmo

operatorja C,,C. : B(H,K) — B(H,K) s predpisoma

C,(X)<AX, C.(X)<AX

za vsak X c B(H,K). Bralec se bo brez težav prepričal, da operatorja C,

in C. zadoščata identiteti

C,(4XY Z)) < 4C,(X)Y Z) < (XC.,(Y)Z) < [XYC,(Z))

za o € 44-,—), kar je bila definicija centroida v tretjem razdelku.

2. korak. Naj bo Ac B(H,K)in naj bo 4(AXY) — Oza poljubna X,Y c

€ B(H,K). Tedajje A <0.

Vzemimo poljubni vektor ho c M. Izberimo si še enotski vektor ko €

€ K. Definirajmo operator X : H — K s predpisom Xh <— (h,ho)ko. Ta

operator imenujemo tenzorski produkt vektorjev k, in ho in ga označimo z

ko 8 ho. Izračunajmo še njegov adjungirani operator. Iz enakosti

(Xh, k) — ((h, ho)ko, k) < (Rh, ho)(ko, k) < (Rh, (k, ko)ho)

povzamemo, da je X"k <— (k, ko)ho oziroma (ko 8 ho)" < ho 8 ko. Torej je

0 < 4AXXiho — AX"Xho — ||hol AX"ko < (|holj Aho.

Od tod je očitno, da je A — 0, saj je bil ho poljuben vektor.
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3. korak. Naj bo (C,,C.) nek element centroida trojke B(H,K) (glej

1. del, 3. razdelek). Tedaj sta operatorja C, in C. zvezna.

Uporabili bomo izrek o zaprtem grafu (glej [1, Corollary 48.6], primerjaj

tudi [7]). Naj bo X, ce B(H,K) zaporedje operatorjev, ki konvergira proti

nič in naj bo

jn, —0OO

Tedaj je za poljubna X,Y ec B(H,K)

(AXY) < lim4C,(X,)XYj < lm 4X, XC,(Y)i <0.
nN— Co N -— CO

Po 2. koraku je A <— 0, zato je C, zvezen operator. Podobno vidimo, da je

tudi C. zvezen operator.

| 4. korak. Obstaja tak operator A € B(K), daje C,(X) < AX za vsak

Xe B(H,K).

Izberimo si enotska vektorja ho ec H in ko € K. Zdaj lahko definiramo

operator A s pomočjo prej omenjenega tenzorskega produkta. Naj bo

za vsak k c K. Ta operator je zvezen zato, ker je zvezen operator C,. Zdaj

vzamemo poljuben X ec B(H,K)in h € H in računamo

(ko 8 h)"(ko 8 ho)ho <(ko 8 h)"((ho, ho)ko) < (h 8 ko)ko < (ko, ko)h < h,

<C,(X)h < C,(X)(ko 8 k)"(ko 8 ho)ho —

<1C4(X)(ko 8 h)(ko 8 ho) tko —

<C, (1X (ko 8 h)(ko 8 ho)j)ho <
<C,( (Xh)])ho )ho < AXh.

Ker je bil h poljuben, je C,(X) < AX za vsak X € B(H,K).

5. korak. Operator A je večkratnik identitete.

Iz enakosti

(CA X)Y Z) < (XYC,I(Z)I

dobimo AXY"Z — XY"AZ za poljubne X,Y, Z ec B(H,K). Če za trenutek
fiksiramo X in Y, dobimo, da je (AXY" — XY"A)Z < 0 za vsak operator

Z € B(H,K). Od tod sledi, da je AX"Y < XY"A.

Če vzamemo X < Y < ke h, dobimo

| EPAR — AXY"k — XY" Ak — |RJE (Ak, kk,

kar pomeni, da za vsak k obstaja tako kompleksno število A;, da velja Ak —

< Ajk. Videti moramo še, da je A;, neodvisen od k. Vzemimo poljubna

linearno neodvisna vektorja k, in k,. Vemo, daje Ak; < A,k,, Ak, <— Ak, in

A(k; ka) <A(k, -- ka). Ker je A linearni operator, od tod takoj sledi, da je
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A, <A, — A. Če pa sta k, in k, linearno odvisna neničelna vektorja, potem

<— A,k, in ponovnoje A; < A,.

To pomeni, da obstaja tako kompleksno število A, daje C,(X) < AX.

Povsem podobno vidimo, daje C.(X)< AX. m

V zvezi z avtomorfizemskimi pari trojke 8(H,K) (glej 1. del, razdelek

6) je mogoče dokazati naslednji rezultat, ki je vsebovan v članku [8].

Trditev 12. Naj bo (a,,a.) avtomorfizemski par trojke B(H,K).

Tedaj obstajata taka obrnljiva operatorja A € B(K) in B € B(H), da velja

o,(X) < AXB ina.(X) <(A")7'X(B")7!.

Dokaz je predolg, da bi ga v celoti navajali. Delno je podoben dokazu

trditve 11, vendar so tehnične podrobnosti zahtevnejše. Poizkusite ga re-

konstruirati sami iz naslednjih podatkov:

(i) Dokažemo, da sta operatorja a, in a. zvezna. To naredimo povsem po-

dobno kot v članku [7].

(ii) Izberemo dva enotska vektorja ho in ko in dokažemo, daje a, (ko8ho) <

— k, 8h, za primerna h, in k,.

(iii) Definiramo operator A s predpisom Ak — a,(k 8 ho)h, in operator C

s predpisom Ch < a. (ko 8 h)"k,.

(iv) Dokažemo, da sta operatorja A in C obrnljiva in daje B < C7!.

Dokazali bomo še eno preprosto trditev, ki pove, da v teoriji trojk

nastopijo tehnične težave, ki jih pri algebrah ni. Ce v algebri B(H) vseh

omejenih linearnih operatorjev na Hilbertovem prostoru H definiramo nov

produkt X oY < —XY in novo algebro označimo z B(H)., potem je

preslikava a : B(H) — B(H)., definirana s predpisom a(X) < —X,

izomorfizem algeber 8(H) in B(H).. Očitno je namreč, da je a bijektivna

preslikava. Poleg tega je

a(XY) < —XY < -—(—-X)(—-Y) < -a(X)a(Y) < a(X)oaY).

Pri trojkah je situacija drugačna.

Trditev 13. Naj bo B(H,K). trojka s produktom |XY Z] < —XY"Z2.

Tedaj trojki B(H,K) in B(H,K). nista izomorfni.

Dokaz. Izberimo dva enotska vektorja h ec H in k € K. Naj bo A —

< keh. Tedaj je

To pomeni, da je operator A neničelna rešitev enačbe | AAA) <— A. V trojki

B(H,K). je zato operator A neničelna rešitev enačbe [AAA| < —A. Ce
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bi bili trojki B(H,K) in B(H,K). izomorfni, bi morala biti rešljiva tudi

enačba | BBB) < —B za nek neničelen operator B. Tedaj bi bilo

| B" Bz||? <(B" Ba, B" Br) —

—(BB" Br, Br) — —(Ba, Be) — —||Bzll"

za vsak z c H oziroma B < 0, saj je norma vedno nenegativna. m

Irojko B(H,K) je mogoče postaviti v mnogo splošnejšo teorijo tako

imenovanih C"-trojk. Te so definirane takole:

Naj bo W kompleksen Banachov prostor in naj bo 4... : W x

x WV x WW —— W preslikava, ki je linearna v prvem in tretjem faktorju ter

konjugirano-linearna v drugem. Tedaj W imenujemo C" -trojka, če je WV aso-

ciativna trojka in velja

Heyzji| S (zil Igll zli,

|(ezz)|| < [Jel
za vse £,y,z € W.

Ime C"-trojka prihaja iz sorodne teorije pri algebrah. C"-algebra je

kompleksna algebra A, ki je tudi Banachov prostor in ima preslikavo x :

A — A, z lastnostmi:

(i) (oz -- By)" — oa" 4 By"
(ii) x" < z

(iii) (ey)" < gre"

(iv) [legi] S (Izi! (vil

(v) |je"z|| < [lel

za poljubna z,y € A in poljubna a,G € C. Preslikavo x imenujemo tn-

volucija. Model za tako algebro je na primer algebra 5(H) vseh omejenih

linearnih operatorjev na Hilbertovem prostoru X. C"-algebre se v funkci-

onalni analizi zelo veliko preučujejo. Pomembna je tudi njihova uporaba v

matematični fiziki.

Trditev 14. Trojka B(H,K) je C"-trojka.

Dokaz. Da je izpolnjen prvi pogoj za C"-trojko, je očitno. Da je

izpolnjen tudi drugi, se prepričamo takole:

Najprej je za vsak vektor h ec H

LARO < (A, Xh) < (X"XR,h) < || XAL AI S IZI KALIA,

kar nam pove, da je |[|X|| < [[X"[|[. Če zamenjamo X z X", dobimo, da v
resnici velja [|X|| < [|X"/(|. Nadalje je

[ARE < (XA, Xh) < (X"XR,h) S IX XILIRIF,

ADObzornik mat. fiz 29 (199% 9



kar nam pove, da je ||X|| < V[XEX] oziroma ||X"X|| > ||XI?. Ker je
obratna ocena trivialna, je celo [|X"X(| < [|X||?. Zdaj v to enakost vstavimo
X" X namesto X in dobimo

|X"X XXI < (EX < KIP.

Po drugi strani je

|X"X XXI] < NAIL 4XXXX z IKI HXXX s IIXIT

Primerjava obeh zgornjih vrstic pove, da je

NA (XXXII s IXIT

Če X - 0, potem lahko delimo z ||X||, če pa je X < 0, potem so tako in

tako vsi produkti ničelni, zato je vedno |4XXX]| < [|X ||".

Iz definicije C"-trojke se vidi, da je vsaka zaprta podtrojka trojke

B(H,K) tudi C"-trojka. Iz teorije C"-algeber je dobro znano, da je mogoče

vsako C"-algebro reprezentirati na nekem Hilbertovem prostoru M kot za-

prto podalgebro algebre 8(H) (glej [1, razdelek 62]). Zato se seveda zastavi

vprašanje, ali je mogoče tudi vsako C"-trojko reprezentirati kot podtrojko

trojke B(H, K) pri primerno izbranih M in K. Odgovor na tako postavljeno

vprašanje je nikalen. Trojke 5(%,K). ni mogoče reprezentirati tako, kar

nam pove dokaz trditve 13. Pač pa je Zettl v članku [9] dokazal naslednje:

Če v C"-trojki W v nekaterih idealih zamenjamo predznak množenja, lahko
novo trojko W' reprezentiramo kot podtrojko trojke B(H, K) pri primerno

izbranih H in K.

Za konec navedimo še problem, na katerega odgovor ni znan. Imejmo

C"-trojko W in v njej zaprt zunanji ideal 7 (glej razdelek 2). Ali je J

nujno tudi ideal trojke W? Pozitiven odgovor na to vprašanje bi pomenil

posplošitev izreka, da je vsak zaprt ideal v C"-algebri zaprt za involucijo.
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Z jezičkom v vlogi parametričnega ojačevalnika lahko dobimo mehanično stisnjeno

stanje, v katerem je Brownovo gibanje manj izrazito kot v toplotnem ravnovesju pri tej

temperaturi. Naprava prepričljivo pokaže, kaj zmore današnja merilna tehnika.

SOUEEZING BROWNIAN MOTION

With a very small cantilever used as a parametric amplifier a mechanical sgueezed

state can be obtained in which Brownian motion is reduced with respect to thermal

eguilibrium at that temperature. The device convincingly demonstrates the capability of

current measuring technigues.

Razvoj naprave

Merjenje zelo majhnih premikov je pomembno pri nekaterih zahtevnih

fizikalnih poskusih.! Prek premikov merijo tudi zelo majhne sile in pri tem

izkoristijo spremembo oblike drobnega telesa podobno kot pri vijačni vzme-

ti. Zelo majhne premike pogosto merijo s transduktorji, elektronskimi ele-

menti, ki se jim zaradi premika spremeni kaka lastnost, na primer kapaciteta

kondenzatorja s premično elektrodo. Samo nekoliko manj ločljivi so interfe-

rometri na vidno svetlobo. Že s temi merilniki sežejo do desetine nanometra
in s tem do razdalj med atomi in tako do sil med atomi.

> bes
B : hi

a po Sj

D

G

800m

Slika 1. Prvi mikroskop za atomsko silo [1]: A predmet mikroskopa za atomsko silo,

B diamantna konica na jezičku, C konica vrstičnega tunelskega mikroskopa, D jeziček iz

zlatega lističa (njegova velikost je nakazana desno) kot predmet vrstičnega tunelskega mi-

kroskopa, E piezoelektrični kristal za vsiljevanje nihanja, F plast za oslabitev tresljajev, G

aluminijast jarem, | krmiljenje gibanje jezička v mikroskopu za atomsko silo, J krmiljenje

gibanja ploščice v vrstičnem tunelskem mikroskopu.

Pri sprejemnih antenah za gravitacijsko valovanje v obliki velikih kovinskih valjev je

treba, na primer, zaznavati zelo majhne premike med nihanjem.
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G. Binnig, ki je skupaj s H. Rohrerjem odkril elektronski vrstični tunel-

ski mikroskop, je skupaj s sodelavcema predlagal, da bi za merjenje premi-

kov izkoristili ta mikroskop [1]. Tako se je razvil mikroskop za atomsko silo

(SI. 1). V vrstičnem tunelskem mikroskopu kovinska konica sledi površju

kovinske ploščice v konstantni oddaljenosti, tako da je tok elektronov skozi

prepovedano območje med konico in ploščico konstanten. Pri mikroskopu za

atomsko silo vključijo med konico in ploščico jeziček, ki se zaradi sile rahlo

upogne. Konica na jezičku otipa površje ploščice in ob zahtevi, da ostane

upogib konstanten, je mogoče dobiti krivulje konstantne sile. Med ploščico

in konico jezička ni toka — ta je samo med konico vrstičnega mikroskopa

in jezičkom, tako da je mogoče preiskati tudi površje izolatorskih ploščic, ne

samo površje kovinskih ploščic. Pri merjenju s keramično ploščico iz alumi-

nijevega oksida so dosegli ločljivost okoli 107" newtona. Meriti je mogoče

enosmerno, tako da določijo ravnovesni upogib jezička zaradi konstantne si-

le, ali izmenično, tako da vsiljujejo jezičku nihanje blizu njegove lastne fre-

kvence in zaznavajo spremembo amplitude ali faze zaradi dodatne sile.

Pozneje so v mikroskopu za atomske sile premike merili z optičnim

interferometrom namesto z vrstičnim tunelskim mikroskopom [2]. Razvili

so ga posebej v ta namen in ga sestavljajo svetlobni vodniki, tako da je zelo

majhen in odporen (Sl. 2).

V ČN TTE

s Fo

1

Ma

Laz

Slika 2. Interferometer za merjenje majhnih premikov v mikroskopu za atomsko silo [2]:

A laserska dioda iz galijevega aluminijevega arzenida, ki oddaja curek svetlobe z valovno

dolžino 830 nanometrov, B svetlobni vodnik, C usmerjevalna sklopka, ki vodi svetlobo

v kraka interferometra, D jeziček s konico in piezoelektričnim kristalom za vsiljevanje

nihanja, E preiskovana ploščica, F krmiljenje gibanja ploščice v smereh osi z, y in z,

G krmiljenje gibanja ploščice v smeri osi z pravokotno na površje, H podatek o premiku

jezička, | nastavitev ničle, J signal. V sklopki se svetlobni tok iz laserja razdeli v dva

kraka, 2 in 3. Na meji kraka 3 z zrakom se nazaj v vodnik odbije 0,04 svetlobnega

toka, preostanek izstopi iz vodnika in se sipa na jezičku. Odbiti svetlobni tok in del

svetlobnega toka, ki se sipa nazaj in vstopi v vlakno, interferirata. 'Tako je signal odvisen

od razdalje jezička od krajišča svetlobnega vodnika. 'FTo razdaljo je mogoče meriti na

desetino nanometra natančno.
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Jeziček, katerega odmik so me- h x,(b)

rili interferometrično, so uporabili

kot del parametričnega ojačevalni-

ka. Misel se je razvila iz izkušenj

pri mikroskopu za atomsko silo, pri [

I

| Xa(t)

J

katerem so interferometrično meri-

li majhne premike, a je sprožila sa-

mostojno raziskovanje. Znan zgled

za parametrični ojačevalnik je gu- NA
- Če - Slika 3. Pregledni diagram naprave D. Ru-

galnica, ki jo otrok požene tako, da garja in P.Griitterja [5]: A jeziček, B piezo-
z dvojno lastno frekvenco spreminja električni kristal, C oscilator z lastno fre-
višino težišča, pač enega izmed pa- kvenco jezička, D ploščica kondenzatorja,
rametrov nihala [3]. Drug zgled je E oscilator z dvojno lastno frekvenco, F in-

. 1.» e - terferometer za merjenje odmikov dela je-
nihalo na vijačno vzmet, ki niha suč- m |

zička, H signal, | kvadraturni fazni detek-

no |4]. Skupaj s transduktorji so raz- tor, J primerjalno nihanje z lastno frekven-
vili elektronske parametrične ojače- | co.

valnike, ki nas tukaj ne zanimajo.

Poleg tega se lahko omejimo na degenerirani primer, pri katerem nihalo niha

s konstantno amplitudo z lastno frekvenco.

DD. Rugar in P. Grutter z raziskovalne ustanove IBM Almaden v San

Joseju sta uporabila za nihalo jeziček v obliki silicijevega kvadra z dolžino

500 jim, širino 10 gam in debelino nekaj mikrometrov v prostoru s tlakom 0,12

milibara pri sobni temperaturi [5]. Na enem krajišču se ga je dotikal kristal

iz dveh zlepljenih piezoelektričnih delov, od katerih se je prvi raztegnil in

drugi skrčil, ko so priključili napetost. Prek njega je bilo mogoče vsiljevati

jezičku sinusno nihanje z lastno frekvenco 33,57 kHz (Sl. 3). Kvocient

koeficienta dušenja 8 in lastne krožne frekvence w, je meril okoli 107'. Na
drugem krajišču je bila v razdalji 50 um postavljena ploščica kondenzatorja,

katerega druga ploščica je bila del jezička. Na ta kondenzator so priključili

napetost, ki se je sinusno spreminjala z dvojno lastno frekvenco. Nasproti

kondenzatorja so interferometrično merili premik dela jezička. Signal so

speljali na kvadraturni fazni detektor. 'Ta je ojačeval nihanje z lastno

frekvenco, ki je bilo v fazi z vsiljenim nihanjem, in ločeno nihanje, ki je bilo

premaknjeno za četrtino nihaja.

C E

Enačbe

Enačbe za gibanje nihala je mogoče zapisati dokaj preprosto." Iz New-

tonovega zakona dobimo enačbo za gibanje nihala, ki spominja na enačbo

za nihalo na vijačno vzmet. Z maso m pomnoženi pospešek Z je enak vsoti

vseh zunanjih sil, ki jo sestavljajo upor —20m4, sila —ka, ki tišči del proti

ravnovesni legi, in sila F(t) piezoelektričnega kristala:

kft) Fi)

V članku [5] je izpeljava bolj zapletena.
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V enačbije z odmik od ravnovesne lege dela jezička ob interfereometru. Dru-

ge količine — masa m, koeficient dušenja (0, sila piezoelektričnega kristala

F in koeficient k — imajo efektivni pomen. Enačba se od običajne enačbe

za vsiljeno nihanje razlikuje po tem, da je koeficient k odvisen od časa.

Najprej se pomudimo pri tem koeficientu. Z napetostjo U(t) na kon-

denzatorju dovedemo nihalu delo: dA — F'dz — dW, <— d[;CU'(t)]. Tako

sledi F' < ka < šU'(t)0C/Ox in še k < 3U'(t)0'C/0x?. Napetost na kon-
denzatorju se spreminja z dvojno lastno frekvenco: U(t) — Us 4 U, sin 2wot.

Uo je od časa neodvisni del napetosti in U, amplituda črpalne napetosti. Od

časa neodvisni del prispeva k efektivnemu koeficientu nihala, ki določa lastno

krožno frekvenco w, < (ko/m)W2. Kvadrata U? sin? 2wot ne upoštevamo in

z okrajšavo Ak < U,U,0?%C/0x" pridemo do enačbe

. h Ak F(t)
t - 28t -wje 2 Sin Žwot — na (2)

Piezoelektrični kristal napajamo z izmenično napetostjo, ki niha z lastno

frekvenco s fazno razliko 0: F(t) < 75 cos(wot -- 0). Enačbo (2) rešimo z

nastavkom z < X,; coswot - X,sinwot, v katerem se količini X;, in X, s

časom ne spreminjata. V tem degeneriranem primeru se prvi in tretji člen

izravnata, saj je £ d wj2 < 0, in preostane

—28X, coswot - 20 X,sinwott

Ak Ak
tdi cos wot sin 2wot -- z, A2 sin wot sin 2wot — (3)

F Hb...
— — cos 8 coswgt — — sin 8 sin wot.
m m

A dicijska izreka za kosinus in sinus kota 2wot — wot pripeljeta do zvez

cos wot sin 2wgt < sin wot -- sin wot cos 2wot,

sin wot sin Žwgi < cos wot — cos 2wgt cos wot.

Clena na desnih straneh z dvojno lastno frekvenco zavržemo, ker ojačuje

detektor le nihanje z lastno frekvenco. Enačba (2), ki nastane s tema

izrazoma, velja ob vsakem času in mora biti izpolnjena posebej za člene s

sin wot in za člene s coswot. Iz obeh zahtev izhaja

H Fo sind x. — Fo cos 8

— 2mBwo(1 — U,/U,)" —" 2mBw(1 £ U,/U,,)Xj

z mejno napetostjo U,, < 28ko/woUo(8"C/02").

Ojačenje, ki ga vpeljemo kot

(
G(č) < (150/0) V GEUJU,,1/2. —

(X; T XD

X t X3)V"? C ( sin? 8 cos? či MM (4)

]
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se spreminja s fazno razliko. Največje je pri fazni razliki četrt nihaja

G(57) < 1/(1—U,/U,,). Tedaj narašča čez vse meje, ko se črpalna napetost
bliža mejni napetosti; preseči je ne sme, če naj ostanemo pri degeneriranem

primeru s konstantnima koeficientoma X; in X,. Pri fazni razliki 0 je

ojačenje manjše kot 1, G(0) < 1/(1 4 U,/U,,), in pojema proti ;, ko se

črpalna napetost bliža mejni napetosti.

Merjenja

Pri merjenjih so izbrali konstantno napetost U, < 1 V in so črpalno

napetost U, spreminjali od nič do 2,5 V. Mejne napetosti U,, zaradi količin

z efektivnim pomenom niso mogli izračunati. Merjenja pa so zanjo dala

2,65 V. Amplituda dela jezička je merila ob črpanju okoli 1 nm. Brez težav so

dosegli stabilno ojačenje do 20, v skrajnem primeru so se približali ojačenju

100, toda razmere tedaj niso bile več stabilne, ker je bila črpalna napetost,

preblizu mejni. Izidi merjenj so se prepričljivo ujemali z zapisanimi enačbami

(Sl. 4).

8.5 Db

Kal:

osla a na a 1 1 PIPO,

05 10 15 20 25V Up

Slika 4. Ojačitev G(>7) in ojačitev G(0) v odvisnosti od črpalne napetosti (a) in ojačitev

G(8) v odvisnosti od fazne razlike 5 (b) [5].

Razprava o dosegljivi natančnosti pri merjenju premika in o sili, s

katero svetlobni curek iz interferometra zmoti jeziček, je pokazala, da bi

bilo mogoče izboljšati natančnost pri merjenju majhnih premikov, denimo

anten za gravitacijsko valovanje s tem, da bi jih najprej ojačili z opisanim

mehaničnim ojačevalnikom, preden bi jih spremenili v električni signal. V

ta namen bi bilo treba napravo hladiti, česar pri opisanem poskusu niso

naredili. |

Pri sobni temperaturi pa so pri poskusu dosegli, da se je Brownovo

gibanje jezička oslabilo. S tem presenetljivim izidom so prvič uresničili

stisnjeno stanje v mehaniki. Zaradi Brownovega gibanja ali , termičnega

nihanja" sta se koeficienta X,; in X, vendarle znatno spremenila v času, ki je

bil velik v primeri z 27/wg. S faznim detektorjem so merili koeficienta X; in

X. in izmerke vsako desetino sekunde shranili v digitalnem osciloskopu kot

dogodke. Dokler niso vključili črpalne napetosti, je bilo Brownovo gibanje

obeh količin enako izrazito in je bilo mogoče porazdelitev dogodkov po X; in
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porazdelitev dogodkov po X, podati z enako Gaussovo krivuljo z razpolovno

širino 0,054 nm. Nato so vključili črpalno napetost, tako da je ojačenje X,,

to je G(0), doseglo okoli 0,56 in ojačenje X;, to je G(37), okoli 4,7. Zdaj
je bilo treba porazdelitev dogodkov po X, in porazdelitev dogodkov po X,

podati z različnima Gaussovima krivuljama. Razpolovna širina druge se je

zmanjšala na 0,031 nm, čemur bi ustrezala ohladitev od sobne temperature

na okoli 96 K, medtem ko se je razpolovna širina prve močno povečala (Sl. 5).

0.4 p h

[ (a) (bl o

0.2 H s

- H ; Slika 5. Brownovo gibanje brez črpa-
0.4 |: H š nja (a) in s črpanjem (b). V prvem primeru

- % je porazdelitev dogodkov po X; enaka kot

————— aaa porazdelitev dogodkov po X2, v drugem

je porazdelitev dogodkov po X> zožena,

porazdelitev dogodkov po X,; razširjena

(zgoraj), Gaussova krivulja za porazdelitev

dogodkov po X> je v drugem primeru ožja

0.1 -0.05 0 0.05 0.1 .o] .o0, o 005 01 kot v prvem, kar priča, da je uspelo dobiti

nm nin stisnjeno stanje (spodaj) [5].

i 1

0.2 ninO Pa m] to Le] jev) bo Lam) na O ni les; LC em)

TT TJ

To je bil imeniten dosežek, saj dotlej stisnjenih stanj v mehaniki niso po-

znali. Pojav bi utegnili uporabiti za zmanjšanje termičnega šuma majhnih

delov merilnikov. Razmišljajo na primer o možnosti, da bi po opisani poti

pripravili mehanični resonator, na primer sprejemno anteno za gravitacijsko

valovanje, v začetnem stanju z nizkim šumom. Doslej so poznali samo

ustrezni kvantni pojav, pri katerem so s parametričnimi ojačevalniki dobili

stisnjena stanja za elektromagnetno valovanje na mikrovalovnem in vidnem

območju.

LITERATURA

[1] G. Binnig, C. F. Ouate, Ch. Gerber, Atomic force microscope, Phys. Rev. Lett. 56

(1986) 930.

[2] D. Rugar, H. J. Mamin, P. Guethner, [mproved fiber-optic interferometer for atomic

force microscopy, Appl. Phys. Lett. 55 (1989) 2588.

[3] P. L. Tea, H. Falk, Pumping on a swing, Am. J. Phys. 36 (1968) 1165; J. A. Burns,

More on pumping on a swing, Am. J. Phys. 38 (1970) 920; W. B. Case, M. A. Swanson,

The pumping on a swing from the seated position, Am. J. Phys. 58 (1990) 463; M. G.

Olson, Why does a mass on a spring sometimes misbehave?, Am. J. Phys. 44 (1976)

1211.

[4] Th. E. Cayton, The laboratory spring-mass oscillator: an erample of parametric

instability, Am.J.Phys. 45 (1977) 723; L. Falk, Student erperiments on parametric

resonance, Am.J.Phys. 47 (1979) 325.

[5] D. Rugar, P. Grutter, Mechanical parametric amplificatton and thermomechanical noise

sgucezing, Phy. Rev. Lett. 67 (1991) 699.

[6] M. Bocko, Mechanical amplifier sgueezes Browntan motion, Physics World 4 (1991) 21

(11).

54 Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



IGRE NARAVE

2. PRESEK ZA SIPANJE NEVTRONOV NA VODIKU

JE IZJEMNO VELIK

MITJA ROSINA

PACS 25.40 Dn

Velik sipalni presek v singletnem stanju razložimo s tem, da sta globina in doseg

jedrskega potenciala slučajno ravno pravšna, da je skoraj natanko četrt nevtronove valovne

dolžine v potencialnem loncu protona.

SOME TRICKS OF THE NATURE

2. THE SCATTERING CROSS SECTION OF NEUTRONS ON HYDROGEN IS

EXCEPTIONALLY LARGE

The large scattering cross section in singlet state can be explained by an accidental

fine tuning of the depth and range of the nuclear potential so that 14 contains just about

one guarter wavelength of relative motion.

Igra narave

Sipalni presek nevtronov na protonih je do kakih 100 keV enak 2036

fm?, kar je mnogo več od geometrijskega preseka 7 R' < 7(2 fm)? < 12 fm?,
kjer je R — 2 fm doseg potenciala med nevtronom in protonom. SŠ tem

imajo veliko veselje fiziki, ki se ukvarjajo z nevtronsko radiografijo, saj dobro

, Vidijo" vodik, vodo, vlago, hidride, medtem ko njihovi kolegi rentgenski

radiografi vodika sploh ne vidijo. Presevanje z rentgensko svetlobo in z

nevtroni se odlično dopolnjujeta, saj imajo nevtroni ogromen presek in s

tem kontrast za vodik, rentgenska svetloba pa za težke elemente.

Še eno presenečenje nas čaka. Če se potrudimo, da imata nevtron in
proton paralelna spina, je presek skromnejši, le 366 fm?. Ker je pri sipa-

nju nepolariziranega curka nevtronov na nepolariziranih protonih - verje-

tnosti, da sta v stanju s paralelnima: spinoma (S < 1, z-komponenta S; <

< 41,0,—1) in le - verjetnosti, da sta v stanju z antiparalelnima spinoma

(S <0, S < 0), je torej presek za singletno sipanje 7046 fm"; saj velja za

,nepolariziran presek" [1] 2036 fm" — 7366 fra? 4 11046 fm'. Po drugi stra-
ni pa vemo, da je potencial med nevtronom in protonom močnejši, če sta

spina paralelna, saj ju lahko veže v devteron, medtem ko sistem s S <

nima vezanega stanja. Kako se je z nami poigrala narava, da vodi šibkejši

potencial do dvajsetkrat večjega sipalnega preseka kot močnejši potencial?

Razlaga

Za sipanje počasnih nevtronov (p < fi/a) na trdi kroglici z radijem a

velja o < 4ra" [1]. Isti presek dobimo tudi ob trku nevtrona ob mehek

potencial, če je vozel valovne funkcije oddaljen za a od izhodišča. Za

obnašanje nevtrona v daljavi je namreč važno le, kje ima vozle, ne pa, zakaj
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ima tam vozle. Pri trdem potencialu pade valovna funkcija na steni na nič in

je vozel na steni; pri mehkem potencialu je valovna funkcija znotraj dosega

potenciala močno zakrivljena, ker je tam kinetična energija velika, zunaj

pa je za počasne nevtrone zelo malo zakrivljena, vendar nekje seka absciso.

Kje jo seka (kje nastane vozel), je precej odvisno od naključja, kako strma

je valovna funkcija tam, kjer , zleze" iz dosega potenciala. Za kvalitativen

prikaz smo narisali kar pravokotno potencialno jamo. (Slika 1 na ovitku:

Valovna funkcija pri sipanju počasnega nevtrona na protonu v stanju S—0 (s)

in S<1 (t).)

Ce sta spina paralelna, je potencial dovolj močan, da se valovna funkcija

prevesi in seka absciso 5,4 fm od izhodišča, kar je pa precej dlje od dosega

potenciala < 2 fm. Ce pa sta spina antiparalelna, je valovna funkcija zunaj

dosega potenciala še mnogo položnejša in navidez izhaja iz vozla na levi, na

—23,68 fm. Razlog za tako , položnost" je naključje, da je skoraj natanko

četrt valovne dolžine znotraj potenciala, čisto malo manjka. Posledica pa je

ogromen sipalni presek o < 47(—23,68 fm)? <— 7046 fm". (Ista formula za
presek velja tudi, če je vozel na levi in a negativen).
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PRIMER DEDEKIND

Slavni nemški matematik Richard Dedekind je umrl 12. februarja 1916

star 84 let, vendar pa je v Knjižici pomembnih datumov za matematike, ki

je bila namenjena udeležencem mednarodnega matematičnega kongresa v

Heidelbergu leta 1904, naveden kot datum njegove smrti 4. september 1899.

Dedekind ni ostal dolžan sestavljalcu te knjižice. Napisal mu je pismo s

približno takole vsebino:

DK REVI

membnih datumov ste se ljubeznivo spomnili tudi mene. Zelo hva-

ležen sem vam za to, vendar pa naj si vas dovolim opozoriti, da ste

pri navajanju datuma moje smrti napačno navedli vsaj letnico."

Boris Lavrič

Podobno kot Dedekindu se je zgodilo tudi profesorju Vladimiru Kustru

iz Kranja, ki smo ga v prejšnji številki Obzornika med dobitniki priznanj

za delo z mladimi pomotoma navedli kot pokojnega. Kolegu Kustru se

za neljubo hudo napako iskreno opravičujemo in mu želimo še mnogo let

zdravega življenja.

Uredniki
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Vsi, ki poznamo profesorja Prijatelja, le stežka verjamemo, da je 31.

januarja 1992 praznoval sedemdeseti rojstni dan. Saj ga še zmeraj videvamo

urnega koraka in bistrega duha. Odkar je junija 1990 odšel v pokoj in

predava le honorarno, ga res ni na Jadranski 19 vsak dan, vendar ni videti,

da bi se kaj bistvenega spremenilo.

Ni moj namen, da bi podrobno popisoval življenje slavljenca. Radovedni

bralec lahko v Obzorniku prebere izvrsten zapis, ki ga je pred desetimi leti

o njem objavil profesor Vidav. Raje bom poudaril nekaj osebnih pogledov

na delo profesorja Prijatelja.

Nikakršnega dvoma ni, da se je Niko Prijatelj s svojim delom trdno zasi-

dral v slovensko zgodovino. Njegov pomen za slovensko matematično misel

je večstranski. Brez dvoma je izjemen pedagog, ki je navdušil za matematiko

in za poučevanje matematike mnoge svoje učence. Je eden tistih naravnih

talentov, ki za poučevanje ne potrebuje nikakršnih posebnih priučenih peda-

goških in drugih znanj. Ima namreč neverjeten smisel za ritem. Občinstvo

zna držati v potrebni napetosti ves čas predavanja. Snov razdeli na manjše,

znosne kose. Se preden se poslušalec izgubi v zahtevni izpeljavi, jo dokonča

in navzoče pritegne z anekdoto, šalo ali zgodbo, ki je povezana z obravnava-

no snovjo. Konec predavanja je kakor rešitev kriminalke. Vsa dejstva so že

na tabli. Vsako posamezno dejstvo je poslušalcu jasno in razumljivo, celoto

pa zagleda in spozna, ko profesor Prijatelj postavi poslednji kamenček v mo-

zaik. Najbolj očarljivo pri tem pa je, da ima poslušalec ves čas vtis, da sam

odkriva skrivnosti, saj je predavanje kakor igra in je predavatelj le igralec, ki

s sprehajanjem pred tablo poveča prostor dogajanja. Včasih se nasloni na

prve klopi, si z značilno kretnjo popravi kravato in s tem oživlja dogajanje,

v katerega so potopljeni poslušalci. Izjemna kvaliteta njegovih predavanj je

bila razlog, da je profesor Prijatelj začel lani na ljubljanski univerzi serijo

eminentnih Rektorjevih predavanj.

Niko Prijatelj se uvršča med slovenske pisce matematičnih učbenikov.

Pri tem je drzen in samosvoj. Njegov učbenik analize se močno loči od vseh

podobnih učbenikov. Njegova trilogija Matematične strukture je v slovenski

matematični prostor prinesla duha Bourbakija in strukturalizem. Ceprav

vnet zagovornik osnov matematike (množice, logika), se je profesor Prijatelj

zaman boril proti nekritičnemu modnemu uvajanju "nove matematike" v

osnovne šole.

Profesor Prijatelj je dokazal, da je sposoben kvalitetnega in pogloblje-

nega raziskovanja. O tem priča na primer članek, ki sta ga pred leti s prof.

Vidavom objavila v ugledni reviji Michugan Math. J. Vendar ga ne zadovo-

ljuje zgolj ozko znanstveno raziskovanje, ki je med mlajšimi matematiki pri

nas tako čislano. Je namreč mož širokega duha, kar je med matematiki, še

posebej pa med slovenskimi, precejšnja redkost. Bolj kot sama matemati-

ka ga zanimajo temelji, na katerih počiva ta veličastna zgradba človekovega
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uma. Ker je logika v osnovah matematike, je Prijatelj seveda logik. Celo

prvi slovenski matematični logik je. Vendar ni le to. Zanima ga tudi filo-

zofija matematike in filozofija znanosti. Prek njega smo prišli matematiki v

stik s filozofi. Slišal sem ga že predavati o tej tematiki; upam, da bo svoja

razmišljanja tudi objavil.

Vsak, ki ga pozna, bo pritrdil, da je Niko Prijatelj zagovornik razuma na

vseh ravneh, saj se zaveda prednosti racionalnih odločitev pred čustvenimi.

Ni politikant, vendar je nazorsko opredeljen in v ključnih trenutkih an-

gažiran. Tako je bil med drugo svetovno vojno vključen v OF, zaradi česar

se je znašel v italijanskem taborišču Gonars. Po vojni je bil nasprotnik to-

talitarizma, v Novi reviji je objavil kritično razmišljanje o državi, sodeloval

je pri snovanju opozicijske SDZ, po zmagi demokracije pa se je umaknil iz

politike.

Ljubezen in skrb profesorja Prijatelja je šola, predvsem gimnazija. S

srednjo šolo je ves čas neločljivo povezan. Nikoli ni nehal verjeti, da je kvali-

tetna gimnazija in predvsem kvaliteten pouk matematike na njej tisto deblo,

iz katerega raste razvejena krošnja univerzitetnih specialističnih smeri. Nje-

gova prva služba je bila na gimnaziji. Poučeval je v Sarajevu, Postojni in v

Ljubljani. Tudi na univerzi se je najprej posvečal metodiki pouka matema-

tike, kasneje pa je prevzemal še druge predmete. Pogosto je bil mentor pri

diplomah iz pedagoške matematike. Bil je pobudnik in idejni vodja tretje

stopnje za pedagoge. Na njej je predaval o aksiomatskih sestavih.

V okviru Društva matematikov, fizikov in astronomov Slovenije je

večkrat imel seminarje za gimnazijske profesorje, s svojimi predavanji pa je

navduševal za matematiko tudi srednješolce. Gotovo ima za okrepitev števila

matematikov posebne zasluge. (To vem iz lastnih izkušenj. Ce bi slučajno

ne zašel nekega davnega dne v novembru 1963 na Univerzo na društveno

predavanje profesorja Prijatelja o množicah, bi bil dandanes verjetno kemik

ali strojni inženir.)

Tako kot večina matematikov je tudi on zaman nasprotoval uvajanju

usmerjenega izobraževanja in uničenju gimnazije. Ko je postalo očitno, da

je reforma srednje šole zavožena in se je pripravljala reforma reforme, je pro-

fesor Prijatelj s strokovnimi društvi izpeljal izjemen projekt: začrtal in obja-

vil je svoj predmetnik sodobne gimnazije. To je pri šolskih birokratih in ne-

katerih drugih ljudeh ozkih pogledov povzročilo pravo ponujšanje. Tedanja

šolska oblast je projekt ignorirala. Tudi prvi šolski minister v demokratični

dobi je na Prijateljev projekt pozabil. Očitno še nismo zreli za odločanje na

podlagi razumskih argumentov.

Niko Prijatelj s svojim delom daje neizbrisen pečat vsem nam, ki ga

poznamo. Š svojo pokončno držo, prijaznostjo in širokimi pogledi zbuja

spoštovanje tudi pri tistih, ki se z njim ne strinjajo. Med nematematiki je

učinkovit ambasador matematike. Z optimizmom, s kulturo in z neomajno

odločnostjo je zgled za mlajše kolege.

Ob življenjskem jubileju želimo profesorju Prijatelju, da bi v zdravju in

ustvarjalnem miru uresničeval svoje načrte in s svojimi deli in idejami še

naprej bogatil slovensko matematiko.

Tomaž Pisanski
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Objavljamo kratke izvlečke raziskovalnih nalog, ki so jih člani Oddelka
za matematiko na Inštitutu za matematiko, fiziko in mehaniko Univerze v

Ljubljani izdelali v letu 1991.'
Zbral in uredil Milan Hladnik

Brešar.268. Jordanske preslikave. latej

Klasični Hersteinov izrek o jordanskih homomorfizmih je s prakolobarjev

razširjen na polprakolobarje. V določenih Banachovih algebrah je dobljena

ocena za razdaljo kompozita dveh odvajanj do množice vseh posplošenih

odvajanj.

269. Spektri in zaloge vrednosti elementov v nekaterih neasocia-

tivnih Banachovih modulih. Nosilec Anton Cedilnik.

Posplošitev teorije numeričnega zaklada na neasociativne algebre in z

vrednostmi v drugi algebri daje nov pogled na geometrijo normiranih alge-

ber. V njej so s hermitskimi elementi generirane podalgebre blizu asociativ-

nim.

270. Riccatijeva enačba v algebrah : z involucijo. Nosilec Mirko

Dobovišek, sodelavec Edvard Kramar

Dani so štirje ekvivalentni pogoji za popolno stabilizabilnost para ele-

mentov C"-algebre. Dokazanih je nekaj izrekov o eksistenci sebiadjungiranih

rešitev Riccatijeve enačbe v C"-algebrah in v lokalno C"-algebrah in po-

splošen izrek Willemsa in Coppela na lokalno C"-algebre.

271. Preslikave kvadričnih mnogoterosti. Nosilec Franc Forstne-

rič, sodelavec Mitja Lakner, mlada raziskovalca Miran Černe in

Jure Škarabot.

Ob smiselnih dodatnih predpostavkah je vsaka dovolj gladka CR. pre-

slikava med CR mnogoterostma v C" realno analitična. Če sta mnogoterosti

kvadrični, to je, definirani kot graf kvadratne hermitske preslikave iz C""

v JR), se vsaka lokalna CR preslikava razširi do kompleksne racionalne
preslikave na C". Obravnavani so tudi avtomorfizmi prirejenih Sieglovih

območij in njihova kompleksna afinost.

272. Izreki Morere za robne vrednosti analitičnih funkcij več

kompleksnih spremenljivk. Sonosilca Josip Globevnik in Edgar

Lee Stout, sodelavec Robert Bakula, mlada raziskovalka Darja Go-

vekar.
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Dokazani so različni izreki naslednje vrste: Kompleksna premica Z naj

seče gladek rob ,D omejenega območja D c C" transverzalno, za zvezno

funkcijo f na bD pa naj velja [,; fw < 0 za vsako (1,0) formo w na C" s

konstantnimi koeficienti. Če je ta Morrerov pogoj izpolnjen vzdolž vsake

premice iz družine transverzal, izpolnjuje funkcija f na delu roba bD šibke

Cauchy- Riemannove enačbe.

273. Skalarnost, dobra omejenost in elementarni operatorji. Nosi-

lec Milan Hladnik, sodelavec Bojan Hvala.

Elementarni operatorji z normalnimi koeficienti so vedno skalarni v

Kluvanekovem smislu. Algebraično je karakterizirana njihova o-skalarnost.

Dani so kombinatorični pogoji za o-skalarnost Schurovih multiplikatorjev in

obravnavana dobra omejenost posplošenih množenj.

274. Delno urejene topološke algebre. Nosilec Boris Lavrič, sode-

lavec Bojan Magajna.

Dobljeni so nekateri zadostni pogoji za lokalno urejenostno konveksnost

in za lokalno strnjenost topologije. Posebej so obravnavane Arhimedove pol-

pra f-algebre, ki so hkrati sekvencialne topološke algebre. Za nekatere Ri-

eszove podprostore L C C(X, E), kjer je X lokalno kompakten Hausdorffov

prostor in E Banachova mreža, so ortomorfizmi na L reprezentirani s krepko

zveznimi funkcijami.

275. Dualna polgrupa funkcionalne diferencialne enačbe. Nosilec

Tomaž Mastinšek. |

Za funkcionalno diferencialno enačbo z(t) < Ar(t) - Bze(t) - Le;,, kjer

je A infinitezimalni generator polgrupe, ki nastopa tudi v retardiranem

delu Lr,, in B zaprt, gosto definiran operator, je definirano zaporedje

solucijskih polgrup 7,(£) in dokazana njegova konvergenca. Podana je tudi

karakterizacija dualne polgrue 7" (t).

276. Končnorazsežni operatorji. Nosilec Matjaž Omladič, sode-

lavci Heydar Radjavi, Luzius Grunenfelder in John Holbrook.

Vpeljan je nov pristop k študiju operatorskih polinomov s polinomski-

mi moduli oziroma njihovimi komodulskimi duali, ki so komoduli linearno

rekurzivnih zaporedij. Ustrezni podkomoduli nadomeščajo Jordanske ma-

trične pare. V drugem delu so dokazane analogije k Jacobsonovemu in Burn-

sidovemu izreku o gostoti za Jordanske algebre operatorjev.

277. MKvadratični in seskvilinearni funkcionali. Nosilec Peter

Šemrl, mladi raziskovalci Jurij Kovič, Damjan Kobal in Janez

Mrčun.
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Vsak kvazikvadratični funkcional na poljubnem modulu MM nad invo-

lutivnim kolobarjem R je kvadratičen natanko tedaj, ko so vsa Jordanska

% odvajanja na R notranja. Če je R obseg kvaternionov, so vsi funkcionalno

homogeni kvazikvadratični funkcionali generirani s seskvilinearnimi forma-

mi. Podana je tudi nova karakterizacija pred- Hilbertovega prostora.

278. Derivacije na Banachovih algebrah in prakolobarjih. Nosilec

Joso Vukman, sodelavca Borut Zalar in Gorazd Lešnjak.

Izpeljana je naslednja posploštev Posnerjevega izreka: Naj bo K neko-

mutativen prakolobar s karakteristiko, različno od dve. Če obstaja derivacija

D:K — K zlastnostjo [|D(2),z|,£| < 0 za vsak cc K,je D <0.

Transferenca Hilbertove transformacije. Nosilec Aleš Založ-219,

nik.

Diskretna Hilbertova transformacija podaja enakomerno omejeno pred-

stavitev grupe T na prostoru Z"(IR), 1 < p < oo, kar z uporabo transference

omogoča nov neposreden dokaz Jodeitovega izreka o Fourierovih množiteljih.

S Hilbertovo transformacijo na Bohrovi kompaktifikaciji realne osi pa so

opredeljeni Hardyjevi prostori na velikem disku.

280. Teorija univerzalnih prostorov. Prostori z delovanjem: ciklič-

ne grupe Z,,. Sonosilca Uroš Milutinovic in Neža Mramor-Kosta,

sodelavci Jože Malešič, Janez Rakovec in Dončo Dimovski.

Ugotovljena je topološka polnost Lipscombovega prostora, ki predstavlja

posplošitev Sierpinskijeve krivulje. Geometrijsko so dokazani nekateri klasič-

ni rezultati iz teorije dimenzij kakor tudi več trditev o obstoju ekvivariantnih

preslikav med prostori z delovanjem cikličnih in kompaktnih upe Z. STuP.

Izračunan je tudi indeks sfere z nekaj tipičnimi delovanji grupe Z,., kar

omogoča posplošitev nekaterih znanih rezultatov.

281. Karakteristične lastnosti splošne lege za 3-mnogoterosti.

ovski, Aleksander

alešič, Petar

Nosilec Dušan Repovš, sodelavci Dončo Dim

Dranišnikov, Evgenij Ščepin, Jože Vrabec, Jože M

Pavešič in Pavle Saksida.

Tri lastnosti simplicialne aproksimacije za preslikave 2-celic in 2-sfer v

prostore s homotopsko krotkostjo aproksimativnih slik so uporabljene v dveh

pomembnih rezultatih: Razrešljiva posplošena 3-mnogoterost je prava 3-

mnogoterost tedaj in le tedaj, ko ima 1. najšibkejšo od teh aproksimativnih

lastnosti in lastnost separabilnosti lahkih preslikav, ali 2. najmočnejšo od

teh aproksimativnih lastnosti.

etode XVI. Sonosil-282. Računalniško orientirane matematične m

ca Janez Grad in Janez Barle.
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Analizirani so različni algoritmi in tehnike v okviru revidirane meto-

de simpleksov in metode notranje točke za reševanje linearnega programa.

Glavni poudarek je na uporabi Schurovega komplementa matrike, primarno-

dualni metodi notranje točke in raznih učinkovitih metod za delo z razprše-

nimi matrikami. Razviti algoritmi so vgrajeni v programski paket za delo

na osebnem računalniku.

283. Meševanje singularno perturbiranega robnega problema z

Riccatijevo transformacijo. Nosilec Andrej Kmet, sodelavec V.V.

Bobkov.

Raziskana je stabilnost togih linearnih robnih problemov, njih reševanje

z Riccatijevo transformacijo in ustrezni algoritmi za reševanje Riccatijeve

enačbe z Newtonovo iteracijsko metodo. Za simetrično Riccatijevo enačbo

je predlagan eksplicitni algoritem.

284. Aproksimacija z geometrijsko gladkimi krivuljami in ploskva-

mi. Nosilec Jernej Kozak, sodelavci Matija Lokar, Yu Yu Feng in

Zvonimir Bohte.

Naloga nadaljuje raziskovanje računalniško podprtega geometrijskega

načrtovanja z aproksimacijo in interpolacijo točk v ravnini, pri čemer kot

učinkovito orodje uporablja odsekoma kvadratične krivulje v Bezierjevi obli-

ki, ki so v lomnih točkah G" zvezne.

285. Stabilnost metod Runge-Kutta z realnimi lastnimi vrednost-

mi. Nosilec Bojan Orel, sodelavec Syvert Norsett.

Stabilnost racionalnih aproksimacij eksponentne funkcije z realnimi poli

je pomembna pri konstrukciji metod Runge-Kutta z realnimi lastnimi vred-

nostmi. S teorijo biortogonalnih polinomov je dokazano, da so ničle koloka-

cijskih polinomov realne, pozitivne in enostavne. Raziskana je napaka in

sprejemljivost takih aproksimacij.

286. Iteracija kvadratnih funkcij v obsegu kvaternionov in sorodni

problemi. Nosilec Peter Petek.

V prvem delu naloga raziskuje strukturo kvaternionske Juliajeve množi-

ce za kvadratno družino X?--0 in jo predstavi z inverznimi slikami ekvatorja,

ki je geometrijska sfera. Nadaljevanje pa je posvečeno holomorfni dinamiki,

elementarnemu opisu Juliajevih in Mandelbrotovih množic, iteracijsko ge-

neriranim fraktalom in poljudni predstavitvi kaosa.

287. Simbolično reševanje diferenčnih enačb. Nosilec Marko Pet-

kovšek, sodelavec Dana Scott.

Predstavljena je obsežna implementacija metode rodovnih funkcij v zna-

nem sistemu za simbolno računanje Mathematica, dokazan eksistenčni izrek
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za parcialne diferenčne enačbe v prvem oktantu in podan algoritem za kon-

strukcijo vseh hipergeometričnih rešitev diferenčnih enačb z racionalnimi ko-

eficienti, ki rešuje dolgo nerešen problem, ali ima dana vsota hipergeome-

trično zaključeno obliko.

288. Reševanje linearnih PDE s pon nočjo multigrid n netod. Nosi-

lec Tomaž Slivnik, sodelavca Gabrijel T D K Križaj '

Opisan je nov algoritem za reševanje nelinearne Poissonove enačbe z

multigrid metodo, ki je boljša kot relaksacijska Gauss-Seidel- Newtonova

metoda. Algoritem je bil preizkušen na primeru modeliranja polvodniškega

elementa.

289. Generiranje in zahtevnost logičnih nalog. Nosilec Izidor

Hafner.

Logične naloge o bijektivnih preslikavah končnih množic so obravnava-

ne s stališča računalniškega generiranja in reševanja. V prologu je realizi-

ran ustrezni algoritem, temelječ na enoličnosti rešitve dvodimenzionalnih lo-

gičnih problemov.

290. Kohomologije Cartanovskih algeber in njihovih modulov, 2.

del. Nosilec Dušan Pagon.

Cartanovske algebre so zaporedja neskončno razsežnih Liejevih algeber,

povezana z enostavnimi tranzitivnimi grupami transformacij. Naloga je

posvečena proučevanju kohomoloških grup takih algeber in nekaterih modu-

lov nad modularnimi algebrami, ki v celoti karakterizirajo njihovo strukturo.

Nosilka291. Linearna logika. Andreja Prijatelj.

Naloga obravnava vložitev minimalne logike v klasično linearno logiko,

uniformno linearno preslikavo, prirejeno vložitvi intuicionističnih podsiste-

mov v modalne razširitve klasičnih sistemov, in njene modifikacije, ki omo-

gočajo zvesto in zdravo vložitev v klasično linearno logiko.

292. Zgradba grafov. Nosilec Vladimir Batagelj.

Podani sta lokalna in povečujoča induktivna definicija razreda dvodelnih

kubičnih grafov, razdelani postopki razvrščanja in optimizacijski pristop pri

določanju strukturne enakovrednosti enot v omrežjih ter sestavljen geodezič-

ni polkolobar. |

293. Permutacijske grupe in njihova uporaba v teoriji grafov.

Nosilec Dragan M Cheryl Praeger,

Raflaele Scapellato in Aleksander M

tu DB no

arušič, sodelavci Brian Alspach,

alnič.

Naloga se ukvarja z 1/2-tranzitivnimi grafi, m-listnimi krovi nad polnimi

grafi, ko ima grupa avtomorfizmov dvig, s strukturo podorbit permutacijskih
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grup in z nekaterimi razredi grafov, ki jih porodi delovanje klasičnih grup.

Podana je popolna klasifikacija po točkah tranzitivnih pg-grafov.

294. Nekateri novi prijemi v topološki in algebrajski teoriji grafov.

Nosilec Bojan Mohar, sodelavci Carsten Thomassen, Neil Robert-

son in Darko Medved, mladi raziskovalec Martin Juvan.

Obravnavani so različni problemi teorije grafov: kombinatorična lokalna

ravninskost in širina vložitve grafa v sklenjeno ploskev, vložitve ravninskih

grafov v projektivno ravnino, generiranje cikličnih triangulacij projektivne

ravnine in barvanje grafov z omejenim rodom.

295. Topološka teorija grafov in invariante grafov — 9.del. Sonosil-

ca Tomaž Pisanski in Marko Razpet, sodelavci John Shawe- Taylor,

Rok Sosič, Monigue Gradolatto, Wilfried Imrich in Thomas W.

Tucker, mladi raziskovalci Aleksandar Jurišič, Matjaž Kaufman in

Janez Žerovnik.

V nalogi so zajeti različni problemi teorije grafov, kombinatorike in

uporabe teoretičnega računalništva pri grafih.

296. Slučajne mere subordinatorskega tipa. Nosilec Mihael Per-

man, sodelavci Velimir Bole, Janko Gravner in Matjaž Omladič.

Predmet raziskave je slučajno vzorčenje točk Poissonovih procesov na

abstraktnih prostorih. V primeru gamma ali stabilnih enostranskih Le-

vyjevih procesov lahko predstavimo relativne velikosti skokov z modelom

alokacije ostankov. Obravnavana so tudi izbiranja ekskurzij v Markovskem

procesu, posebej v primeru Brownovega gibanja in Besselovega procesa.

2 Izvlečki raziskovalnih nalog za leto 1990 so bili objavljeni v Obzorniku mat. fiz. 38
(1991) 80-84.

NOVI ČLANI DMFA SLOVENIJE V LETU 1991

Lani smo zabeležili 26 novih članov Društva matematikov, fizikov in astronomov

Slovenije. Istočasno pa smo iz seznama članov društva črtali 113 naslovov, ker nam ti

naročniki Obzornika do konca leta niso poravnali svojih obveznosti.

Ctril Velkovrh

1574. BAUMGARTNER 1582. MANDELJ Matjaž 1591. KOK Božo

Tone 1583. MICOVIČ Jelena 1592. STRLE Sašo

1575. BLATNIK Renata 1584. PETEK Simona 1593. ŠIFTAR Sabina

1576. GALUN Ljubica 1585. RAIČ Martin 1594. ŠLIBAR Matjaž
1577. GOGALA Andrej 1586. RAMŠAK Anton 1595. TEMEN Jelena

1578. JARC Igor 1587. RANDL lrena 1596. TRČEK Primož

1579. KASTELIC Rafael 1588. REDE Slavko 1597. VUJOVIČ Goran

1580. KEREC Jože 1589. RUPNIK Darja 1598. ZMAZEK Blaž

1581. KUZMA Bojan 1590. SABAZ-DERANJA 1599. ŽUREJ Peter

; Loredana

64 | Obzornik mat. fiz. 39 (1992) 2



knjiga, Zagreb 1991,LAKATOS I., Dokazi i opovrgavanja, Školska

215 str. (Moderna matematika)

To je prevod knjige Proofs and refutations (Dokazi in ovržbe) znanega

filozofa matematike Imre Lakatosa, ki sta jo po avtorjevi smrti izdala nje-

gova prijatelja John Worrall in Elie Zahar. Lakatos zavrača formalno aksi-

omatično izgradnjo matematike z utemeljitvijo, da daje povsem zgrešeno

podobo o tem, kako matematiki v resnici ustvarjajo matematiko. Prav to

dejansko stvarilnost matematikov raziskuje avtor nadrobno in načrtno v pr-

vem poglavju knjige, ki obsega kar 141 strani, in sicer v obliki poliloga o

Eulerjevih poliedrih. Njegova metoda odkrivanja matematične dejavnosti

je še najbolje razvidna iz naslovov posamičnih razdelkov tega poglavja, ki

so: Problem in slutnja (domneva) — Dokaz (natančneje bi raje rekli , prvi

poskus dokaza") — Kritika slutnje z globalnimi protizgledi — Kritika ana-

lize dokaza s protizgledi, ki so globalni in ne lokalni. Problem strogosti —

Vrnitev h kritiki dokaza s protizgledi, ki so lokalni in ne globalni. Problem

vsebine — Ponovno obravnavanje problema vsebine — Oblikovanje pojma

— Kako lahko kritika matematično resnico prevede v logično resnico.

V drugem poglavju, ki je dosti krajše od prvega (25 strani), avtor v

enakem slogu poliloga problem Eulerjevih poliedrov algebraizira in izrazi

domnevo v jeziku vektorske algebre.

V Dodatku je opisan še en primer uporabe metode dokazovanja in

ovračanja in poudarjena je prednost hevrističnega pristopa pred deduktiv-

nim.

Niko Prijatelj

PUBLIKACIJE DMFA SLOVENIJE, IMEFM TER FNT — ODDELKA ZA

MATEMATIKO IN MEHANIKO TER ODDELKA ZA FIZIKO V L. 1991

1.6. Obzornik za matematiko in fiziko 38 (1991) številke 1, 2, 3, 4, 5, 6 (1042, 1047,

1066, 1074, 1081, 1090)

1.—-12. Presek — list za mlade matematike, fizike, astronome in računalnikarje 18 (1990/91)

številke 4, 5, 6; 19 (1991/92) številke 1, 2, 3 (1050, 1054, 1068, 1075, 1083, 1091)

Presekova knjižnica

13. 34. Lang 5., Matka! Pogovori z učenci (1051)

14. 35. Cvahte M., Fizikalne naloge iz vsakdanjega življenja. 60 domačih poskusov.

Rešitve (1072)

Priročniki in učbeniki

15. em TeX 3.0 — verzija 1.1 — Navodila za programski paket (1048)

16. Strnad J., Fizika — ML CZ (4. natis) (1055)

Štalec I. in dr., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za ... razred srednjih šol

17-20. 1. (14. natis), 2. (13. natis), 3. (11. natis), 4. (9. natis) (1062-1065)

21. Ranzinger P. in dr., Naše nebo in Zemlja 1992 (1084)



22.

23.

24.

29.

26.

21.

28.

29.

30.

Co meh

33.

34.

35.

36.

46.
A7.

Račkova knjižnica

Klavžar S., Mali priročnik operacijskega sistema M5 DOS (3.natis) (1061)

Razpet M., Sedi in piši z La TeX-om (1043)
Lokar M., Začeti z dBASE IV (1056)

Lokar M., dBASE IV. Ukazi in funkcije (1058)

Klavžar 9. Zvezdne besede ali WordStar po domače (1085)
Lokar M., Derive (1088)

Knjižnica Sigma

32. Weinberg S., Prve tri minute (4. natis) (1060)

49. Strnad J., Vozi me, avto, v daljave. Fizika in avto (1053)

50. Felda D. OTiegl A., Željko M., Rešene naloge iz matematike z šolskih in izbirnih
tekmovanj. 1975- 1991 (1080)

NoaBReH

Izbrana poglavja iz matematike in računalništva

25. Batagelj V., Klavžar S., D5 1. Logika in množice. Naloge (2., razširjena izdaja)

(1082)

Zbirka izbranih poglavij iz fizike

9. Gros M. in dr., Naloge iz fizike (8. natis) (1071)

18. Zupančič ]., Fizikalni praktikum II (3.1 natis) (1045)

20. Kranjc T. in dr. , Naloge iz fizike II (2., razširjena izdaja) (1077)

24. Golli B., Kvarkovsi ki modeli hadronov (1069)
25. Strnad ., Na pot k Schwarzschildu (1087)

Matemaltika- Fizika

. Bohte Z., Numerična 1

2 Križanič F., Navadni ne
račun (3. natis) (1052)

32. Vidav l., Eliptične krivulje in elip

natematika (4. natis) (1057)

in parcialne diferencialne enačbe. Vidav ]|., Variacijski
3

19. Magajna B., Vložitve matričnih algeber (1076)

20. Razpet M., Un brali račun (1079)
Seminar za računalniško matematiko

570. Jerebic |., Algoritmi za sporočanje v kartezičnih strukturah (1046 Moni
Ž
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43, občni zbor — Maribor (1089
AS

Tekmovanja — republiško za srednje šole

35. matematika (1059)

. 29. loka (1070)

6 ka (1078)

2. BE tedrilna matematika (1086)
Tekmova — osnovna šola — Koper

10. prediekme vanje (1067)
11. tekmovanje (1073)

Na koncu naslovov so v oklepajih vpisane zaporedne številke izdaj Komisije za tisk

DMFA Slovenije od leta 1951 do danes.


