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(s—a)+ (s—b) + (s — ¢) = s, stevila z, y, z in ¢ niso poljubna, zadoscati
morajo enachi

m4+y4+z4:t4 (3)
Vsaka resSitev te enacbe v naravnih stevilih z, y, 2, ¢t nam da Heronov
trikotnik s stranicami a = 2* + y*, b = z* + 2%, ¢ = 2* + y* in s ploséino
p = (zyzt)*. Zal pa piscu tega c¢lanka ni znana nobena resitev enacbe (3) v
naravnih Stevilih. Euler je postavil domnevo, da take resitve sploh ni.

Lotimo se naloge nekoliko drugace. Produkt s(s—a)(s—b)(s—c) je lahko
cetrta potenca, ne da bi bil vsak faktor cetrta potenca. Ce npr. postavimo
s—a=zct s—b=28y* s—c=2z%in s = 22%, je produkt enak 16$4y"‘zd‘3 se
pravi cetrta potenca.

Med stevili z, Y, z je zdaj zveza 22% = z* 4+ 8y* 4 2?
ali

z* + 8y* = 2° (4)

Vsaka netrivialna celostevilska resitev ¢, y, z te enacbe da Heronov trikotnik
s stranicami

a=8y*+2% b==a*+ 2% c=2* + 8y* (4%)

in s ploscino p = (2zyz)2 ki je popohl kvadrat. (Trivialna resitev je taka,

pri kateri je y = 0 in Je tedag z = +z%.) Eno netrivialno resitev enacbe (4)

takoj uganemo, namrec ¢ = 1, y = 1 z = 3. Ta nam da trikotnik a = 17,
b=10,c=9s pioscmo P = 36 = 62. Torgj smo tokrat imeli vec srece kakor
pri prvem poizkusu.

Ce je (z,y, z) celostevilska resitev enacbe (4) in m poljubno celo stevilo,
je tudi 2’ / / 2

' = me, vy = my, 27 = m*“z celostevilska resitev. Pripadajoci
trikotnik dobimo tako, da vse stranice prejsnjega trikotnika pomnozimo z
m*. Ker je novi trikotnik podoben prejinjemu, nas tako dobljene resitve ne
zanimajo. Iskali bomo samo take resitve enacbe (4), pri katerih sta si stevili
z in y tujl.

Poskusimo resiti nalogo Se na tale podoben nacin: Postavimo s = 9u*,
s —a= 8w’ s —b=w?] t teh faktorjev je cetrta

in s — ¢ = 18v*. Produk
potenca (6uvw)*. Ker mora biti 9u* = 8w? + w? + 18v*, dobimo v tem
primeru enacbo |

ut — 20* = w? (5)

Vsaka celostevilska netrivialna resitev u, v, w nam da Heronov trikotnik
a=18v* + w?, b=18v*4 8w®, ¢ = 9w’ (5*)

s ploséino p = (Guvw)z ki je popoln kvadrat. (Trivialna resitev enacbe (5)
je taka, pri kateri je v = 0.) S poskuSanjem hitro najdemo resitev u = 3,
v =2, w = 7. Pripadajodi trikotnik a = 337, b = 680, ¢ = 441 ima ploscmo
P = 252

Diofantski enacbi (4) in (5) sta med seboj povezani. Velja namre¢ tole:

Ce zadodénjo v, y, z enacbi (4), je trojka

u=z v=_2zy, w=+(z* - 8y*) (6)
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racionalni Stevili. Ker je tg 3 = ctg a"’ﬂ = (1 - zy)/(z + y), je tudi tg 3
racionalno stevilo. Z uporabo formule smgo = 2tg /(1 + tg? 2¢) dobimo

2 2 2 1 —
sin o = ] 2;2, sin 3 = J Ny — (z +y)(1 - zy)

Torej so sina, sin 3, sin"y racionalna stevila. Ker je po sinusovem izreku
a:b:c=sina:sinf : sin+y, lahko pri primerno izbranem faktorju k piSemo

a=kz(l+y*), b=Fky(l+z?), c=k(z+y)(1-zy). (10)

Za vsak k > 0 so a, b, c stranice tmkotmka, pri katerem je tg 5 = z in tg f =
= y. Ploscina tega tnkotmka pa je

p = k*zy(z + y)(1 — zy). (11)

Vidimo tole: Ce je k racionalen, so stranice in ploscina trikotnika racionalna
stevila. Ker je vselej ¢ > 0, mora biti produkt zy < 1.

Pripomba. Mimogrede smo nasli metodo, s katero pridemo do vseh
Heronovih trikotnikov: Izberimo si poljubni pozitivni racionalni stevili z
in y, ki zadoScata pogoju zy < 1. Vstavimo to v obrazce (10) in potem
dolo¢imo racionalno stevilo k tako, da so a, b, c naravna stevlia. Pri primerno
izbranem k so a, b, ¢ brez skupnega faktorja (Ce je najvedji skupm faktor
vseh stranic enak m > 1, zamenjamo k s k/m.)

Ploscina trikotnika je 1, kadar je med z, y, k zveza
Ezy(z + y)(1 — zy) = 1. (12)

Naj bo z, y, £ poljubna pozitivnha racionalna resitev te enacbe. Formule
(10) nam dajo trikotnik z racionalnimi stranicami in plosé¢ino 1. S tem
smo problem trikotnikov z racionalnimi stranicami in ploscino 1 prevedli na
iskanje pozitivnih racionalnih resitev enacbe (12). Ena resitev je npr. z = 2,
y = 1/4, k = 4/3. Pripadajodéi trikotnik ima stranice a = 17/6, b = 10/6,
¢ = 9/6. Podoben je trikotniku s stranicami 17, 10, 9.

Poglejmo, ali obstajajo racionalne resitve enacbe (12), pri katerih je
med z in y zveza

z+y=2. (13)

Ker je y = 2 — z, se zdaj enacba (12) glasi 22(2 — z)(1 — z)%k® = 1. Vidimo,
da je treba z € Q izbrati tako, da bo produkt 2z(2 — z) kvadrat racionalnega
Stevila, npr. enak 2%, z € Q. Torej

2z(2 — z) = 2°. ' (14)

Ta enacba, ki jo lahko pisemo v obliki 2(z — 1)* + 2° = 2, pomeni v ravnini
(zz) elipso. Vsaka elipsa pa ima parametri¢ni enacbi, kjer sta koordinati z
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prepricamo tako, da izracunamo tg 5 = z in tg-—? = y za trikotnike nave-
denih druzin. Izkaze se, da je za vse trikotnike druzine (4*) zy = 1/2, za
vse trikotnike druzine (5*) pa y = 8z.

V formulah (16) se izrazajo stranice s polinomi Seste stopnje parametrov
v in v. Zato so vrednosti teh polinomov ze pri razmeroma majhnih u in
v precej velike. Vendar bi kakih dvajset trikotnikov s pomocjo Zepnega
racunalnika kmalu izracunali. Povsem drugace je pri druzinah (4%*) in (5%).
Ce bi Zeleli izracunati prvih deset trikotnikov druzine (4*), bi morali imeti
na voljo najvecje racunalnike, saj se stranice desetega trikotnika izrazajo s
stevili, ki imajo stotisoce cifer.

. Na koncu si natancneje poglejmo enacbo (12). Postavimo k = 1/z,

pa dobimo
2 = zy(z + y)(1 — zy) (17)

/animajo nas raaona ne resitve te enacbe. Trivialna resitev je tista, pri
ka,tem je z = 0. Ce imamo kaksno netrivialno pozitivno racionalno resitev z,
y, z in postavimo k = 1/z, dobimo resitev enacbe (12), iz nje pa trikotnik
z raclonalnimi stranicani in ploscino 1. Preprost racun pokaze, da so hkrati
z x, Yy, 2z reditve enatbe (17) tudi ¢’ = —1/z, y' = y, 2/ = +z/z*, nadalje

' =z,y =-1/y, 2’ = +z/y*inz’ = —-1/z, ¢y = 1/y, 2 = +z/(zy)*.

Ker je ena od teh resitev gotovo pozitivna, doloca vsaka netrivialna resitev
~enacbe (17) trikotnik z racionalnimi stranicami in plosc¢ino 1.
V enachi (17) nastopajo tri spremenljivke z, y in z. Izberimo si za y

fiksno Stevilo, npr. y = yg # 0. Potem imamo med z in z enacbo

2’ = zyo(z + yo)(1 — o) (18)

Ker stoji na desni polinom tretje stopnje spremenljivke z, doloCa enacba
(18) v ravnini (zz) kubiéno krivuljo, ki ji pravimo elipti¢na krivulja. Ce je
1o € Q, so koeficienti racionalni in je elipti¢cna krivulja definirana v obsegu
(). Zanimajo nas reéi’we kjer sta tudi = in z racionalni Stevili. Taki resitvi

prawmo racionalna tocka na krivulji (18). Najbonpr. yo = 1. Ker jetg 5 =
= Yo = 1, torej B8 = ' je nas tnkotmk pravokoten Fermat je dokazal
da ni pravokotne a trikotnika z racionalnimi stranicami in ploséino 1. Zato
diofantska enacba (18) pri yo = 1, torej enacba

= z(1 - z%)

nima nobene netrivialne racionalne resitve.

Naj bo (zg,29) kak$na netrivialna racionalna tocka na krivulji (18),
torej taka, pri kateri je zp # 0. Postavimo v tej tocki tangento na krivuljo
in poiééimo presecisca tangente s krivuljo. Premica sece kubicno krivuljo
najve¢ v treh tockah. Dotikalisce (mo, 29) pa Steje za dve preseéiééi in zato
sece tangenta krivuljo (18) le Se v eni nadaljnji tocki, ki naj ima koordinati
(1, 21). Ker so koeficienti v enacbi (18) racionalni, je racionalna tudi tocka

(21,21). V tocki (z1,2) spet postavimo tangento; le-ta naj sece krivuljo
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Goll1 B., TEpX. I
atematikov, fizik

PjCTRX, Lj ub ljana : Drustvo m
love ni j e, 1990, 232 str. Jébeniki in

njlga je prvi domaci uébenik za TEX , in bo prisla prav vsem twhm, ki
bl rad1 TgX uporabljali, pa nimajo casa ali prﬂoznosm prebrati The TpX

Knutha ali Lamportovega priro cmka za JATRX.

Avtoma najprej predstavita osnove TpX-a in njegove nadgradnje IATEX,
potem pa nadrobno opiseta vse elemente stavljenja teksta v TpX-u i
Zacnem s stavljenjem matemati¢nih izrazov, nadaljujeta pa z zah-
tevnejsimi ukazi za obhkovanje teksta: definiranje nowh postaﬂj anje
anje Skatel, kontrolne programske strukture in uporaba

teksta v skatle in
zahtevnej sih vgrajemh ukazov, na pnmer za stavljenje mzpredelmc Opiseta
Modern in njeno uporabo v TpX-u in LA [pX

tudi druzino pisav Comp 9
Drugi del knﬂge je posvecen orodjema za posebne namene: PJCTEX
za risanje slik in BIBTEX-u za sestavo bibliografije. Poglavje o PICTEX-u j
opremljeno z velikim stewlom primerov in popelje bralca po najkrajm poti
skozi zapleteno goscave PJCTEX-ovih ukazov.

dnja tri poglavja so pravzapra,v dodatki; v njih so zbrani podatki, ki
se ne vklapljajo logicno v druge dele knjige. Poglavje 13 opise najpogostejse
napake pri delu in zdravila zanje, poglavje 14 govori o dostopnih imple-
mentacijah TeX-a na razli¢nih racunalnikih, zadnje poglavje pa natrosi mno-
ivih in véasih precej zapletenih zgiedov za uporabo.

éico Zani

Marko Cibe 7

PODBUDQO

Za zacetnika je iskanje in odpravljanje napak v opisu besedila zamu-
den posel, ki zahteva precej potrpljenja. Pomoc izkusenejsega uporabnika
je pri prvih korakih nadvse koristna. Zacetni napor in potrpljenje bosta
poplacana, ko bomo zagledali kpo obhkovan in izpisan izdelek. Po dveh
ali treh sestavkih postane delo s TEXom ze b 013 rutinsko in priprava opisa
besedila ne vzame bistveno vec casa kot tipkanje na pisalnem stroju ali delo

mkoli drugem urejevalniku. Pravzaprav lahko izkugen uporabnik
[ATpXu celo hitreje kot z drugimi sredstvi, saj mu ni tre-
ba razmjshati o obliki in poloZaju naslovov poglavij, pmsiedklh med pogia\m

m! g tega pa lahko uporablja dele opisa besedi
1atematicne izraze, razpredelnice in slike iz prej

stavkov.

Od omek ] iz p mm cnika V.
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a, as,...,a, elementov kolobarja Z,5, vzamemo sedaj zapm‘edje crk, ki pri-

padajo dementom f(ai), f(az),..., f(a,). Oseba, ki ji je spomcﬂo name-
njeno, pozna funkcijo f in ga bo zato lahko deéifrirala z uporabo inverzne
funkcije f~!. Pri tem je lahko f poljubna bijektivna preslikava, saj le tedaj
obstaja inverzna preslikava, ki jo potrebujemo za desifriranje. V naslednjem
zgiedu bomo za f izbrali premik, to je preslikavo oblike f(z) = z + a, kjer bo

fiksen element iz Z,5; inverzna preslikava je potem f~1 (m) = — a. Pre-
slikava f samo cikli¢cno permutira elemente kolobarja Z,5;. Baje je ta nacin

sifriranja prvi uporabil Julij Cezar in se zato imenuje Cezarjev kljuc.

Zgled 1. B esedl UMIK ustreza v . 25 zap oredje elementov 22, 14,10, 12.
Naj bo f ol — Lgs, f(m) =2 + 15 {er je 22+ 15 =12 (mod 25) ﬂd
je sifra za besedo zaporedje 12 4 0, 2 oziroma KCZB. Prejemnik
tega sp omcﬂa9 ki pozna funk mjo f, lahko ugotovi, da j Je fTl(z) =z —15in
nato iz dob ° una prvotno zaporedje ter s tem razvozla
sporocilo.

Nacin sifriranja, ki smo ga videli v prejsnjem zgledu, je sicer zelo pre-
prost, vendar ga je tudi zelo lahko “zlomiti”. Kdor hoce ugotoviti, kaj sifre
pomenijo (Ceprav ne pozna Sifrirnega kljuca), potrebuje dve vrsti podatkov:
splosno informacijo o nacinu Sifriranja in podatke o konkretnih parametrih,
uporabljenih pri sifriranju danega teksta. V zgornjem zgledu je splosen po-
datek to, da smo uporabili Cezarjev nacin sifriranja, konkreten parameter pa
je bil a = 15. Splosno informacijo o nacinu Sifriranja je tezko obdrzati tajno
daljsi cas. Sifrirni in desifrirni stroji, ki se prakticno uporabljajo, so namrec
obitajno zgrajeni le za dolo¢en kriptosistem (= nadcin Sifriranja), zato lahko
nepoklicani scasoma ugotovijo, kateri kriptosistem uporabijamo Tukaj bo-
mo privzeli, da je ta splosni podatek javen, torq? da j je splosno znano, kaksne
vrste k ﬂptosmtem upor abha mo. Podatke o konl

cretnih parametrih pa je (pri
reaino uporabmh kﬂ ptosistemih) nepoklicanim osebam VEhkO tezje ugotovi-

m kriptosistemu
remega para metra a ni

tezko c nm, Dano sifrirano sporocilo
mljemo za a zaporedoma
vseh 25 mazmh emov zdo ‘vememﬂ b 0 desifrirano spomtﬂo smiselno

- 3 mh SpOTO ¢ilih sx lahko pon naga-

mo s tﬁm, da, primerjam
zastopanostjo v tekstih. Crka, ki
verjetno éifm za ¢rko, ki se v tekstih obma jno najpog
[zboljsana Cezarjeva metoda. Obstaja mnogo modifikacij Cezarn
jevega nacma sifriras Ja, ki jih je precej tezje razvozlati. Namesto premi
Ea hko uporabimo kako b oh zaplet eno preslikavo, na primer pre Shkavo
g, f (z) = az + b, kjer nastopata dva parametra ain b. R

da uporabljamo abecedo z n znaki (npr. n = 33 ce poleg petindvajsetih ¢rk
upostevamo loéila in presledek). l a bi sifrirana sporocila lahko desifrirali,
mora obstajati za f inverzna preslikava. Lahko se je prepm cati, da inverz-
na preshkava obstaja natanko tedaj, ko je a tuj z n in se glam f- 1(3:) =

= — ba™1, kjer je a”! inverz elementa a v multiplikativni grupi Z

T
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Kot obicajno v linearni algebri je tudi tukaj zahteva, da mora biti f obrnljiva,
ekvivalentna z zahtevo, da je matrika A obrnljiva v kolobarju M,(Z,)
vseh n X 7 matrik z elementi v Z,,. Obstajati mora torej taka matrika
Al € M.(Z,), da je AA~! = I, kjer je I identi¢na matrika (t.j., J ima
nke po dlagonah in nicle d ugod) Zia obrnljivost matrik nad poljubnim

komutativnim kolobarjem K z enoto velja naslednji kriterij:

[atrika A € M,(K) je obrnljiva natanko ied aj, ko je njena determi-
na,nm det(A) obrnljiv element kolobarja K (ce je K obseg, to pomeni, da je

det(A4) # 0).

Dokaz te trditve je podoben znanemu doka
zato tu ne bomo navajali.

zu za realne matrike in ga

bomo sifrirali sporocilo

O.

. Po pravkar opisani metodi

Pri tem bomo uporabili naslednjo korespondenco med znaki abecede in

eiemenu obsega Z

hd

3 ... 23 24 25 26 27 28 29 30 0/

Sporocilu ustreza torej naslednje zaporedje elementov kolobarja Z3;:

14,10,18,12,16,0,21,10,17,12,1,0,15,1,0,18,1,5,10, 18,12, 16, 26.

deda]j razdelimo to zaporedje v po 7 = 3 elementov; ker stevilo
znakov 23 ni dehwo s 3, dodamo na koncu se 0. Tako dobimo naslednje
zaporedje vektorjev v Z;

1
(14,10, 18),(12,16,0),(21,10,17),(12,1,0),(15,1,0),(18,1,5),(10, 18, 12), (16, 26, 0).

(1.1)

Izberimo neko obrnljivo matri M3(Z3; ), na primer m
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j tezje zlomil k

kriptosistemih

a 1976, je bilo sporocilo lahko d
j@ m&ém Sﬁmmma gﬁmp& ]z wgdm@%@
Mﬁm& je namrec Qm@g@mﬁ@ na eno-
pm%hmm petnajstim;
E@Hp%@ﬂ%@fﬂ%? pm E@M@mh nam p@Zﬁ&V&ﬁj% sifrirnega Mjméa Se
mih lahko sifrirni kljuc celo
mi z javnim kljucem. Ed@@m
gﬁ%%@mﬁv je RSA kriptosistem, ki so g
Shamir in Adleman. O tem ﬁ @bﬁ,m m
11 §tevilsko teoreticni tem

na te temelje.




je osnova RSA kriptosistema.
Kot doslej tekstu, ki ga bomo Sifrirali, najprej priredimo zaporedje, re-
cimo, kvec¢jemu dvomestnih naravnih stevil. Ta stevila lahko potem zlepimo
v skupine po r stevil, ki jih lahko imamo za 2r mestna stevila. Katerokoli
od teh 2r mestnih stevil bomo imenovali beseda in oznacili z b. Naj bo n
tako veliko naravno stevilo, da je vsak njegov prafaktor vecji od vseh moznih
besed. Potem je vsaka beseda b tuja z n. Izberimo sedaj se stevilo e tuje
s (n). Dano sporocilo potem sifriramo tako, da priredimo vsaki besedi b
(enohéno doloceno) stevilo s, ki zadoSca pogojema s < m, s = b¢ (mod n).
rejemmk bo sporocilo desﬁmral tako, da bo izracunal stevﬂo b, kjer je b =
= s° (mod n), b < n; zaradi (2.1) bo namreé dobil rezultat b = b.

Zegled 3. Zaradi lazjega racunan ja bomo tukaj vzeli za n majhno
stevilo, n = 41, in iz istega razloga naj bo r = 1. Sporocilo, ki ga bomo
sifrirali, pa naj] s&sm jiiz ene same besede NE. Ce ¢rkam pmredimo kar njihove
ke v abecedi, potem lahko besedo NE zapisemo kot par stevil

zaporedne Stevilk

. Ker je n = 41 pmétwﬂm je w(n) = 40. Izberimo se stevilo e = 3, ki
no tako, da izra¢unamo 15° (mod 41) in 6° (mod 41).

je tuje s 40. Sifrira:
Imamo
15 =20 = 15° = 15% - 15 =20-15 = 13 (mod 41)

in podobno

6°=-5=6°=(-5)-6=-30=11 (mod 41).

Sifrirano sporocilo je torej 13, 11 oziroma LJ.

Za desifriranje potrebujemo stevilo e, ki zadosca temule pogoju ee = 1
(mod ¢(n)), oziroma 3¢ =1 (mod 40). Ta pogoj je ekvivalenten enacbi

Je = 14 40z,

kjer morata biti € in = celi stevili. Enacbo lahko napiSsemo v obliki & =
= 13z - Hg‘”, od koder vidimm da mora biti l%{”— celo stevilo, ki ga bomo
imenovali y. Potemjez = 3y — 1 1n e = 40y —13. Zay =1 je e = 27.
Sifrirano sporocilo razvozlamo tako, da izracunamo 1327 (mod 41) in 11%7

(mod 41). Lahko je preveriti, da res dobimo nazaj prvotni par 15, 6.

Pravkar navedeni zgled seveda ni uporaben v praksi, saj je prastevilo
41 premajhno, da bi spretnemu nasprotniku pri razvozlavanju povzrocilo
resne tezave. V praksi je n sestavljeno stevilo in sicer produkt dveh orjaskih
prastevil, n = p; - p;. Potem je p(n) = (p1 — 1)(p; — 1). Za sifriranje
potrebujemo torej se kako Stevilo e, tuje s (p; — 1)(p2 — 1). Sifrirni kljué je
par (n,e). Kdor hoce desifrirati, mora poznati stevilo &, ki zadosca pogoju
ee =1 (mod ¢(n)), vta namen pa mora seveda poznaﬁ @(n). Privzemimo,
da nasprotnik pozna m. Da bi ugotovil ¢(n), mora najpre] m,zmpiti n na
rafaktorja p; in py, kar pa je pmkncno neverjemo tezka nai@ga ce sta le
p1 in py dovolj veliki prastevili in tudi njuna razlika ni premajhna. Objava
RSA kriptosistema je pospesila mrzlicno iskame hitrih algoritmov za razcep
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estni) prastevili.
ti, da




Potem je ocitno 6?7 = 0 (mod p;*) za vsak ¢ = 1,...,7, torej bP = 0
(mod p). Iz (2.3) sledi tudi, da b ni deljiv s p;*, torej b # 0 (mod p).
Iz povedanega sledi bP Z b (mod p), toda to nasprotuje privzetku, da je b
psevdoprastevilo. =

Lema 2. Naj bo p psevdoprastevilo, p = py ...p, razcep na prafaktorje
inm = [py—1,p2—1,...,pr—1] naymanysi skupni mnogokratnik stevil p; —1.
Potem m deli p — 1.

Dokaz. Ker je grupa obmljlwh elementov koncnega obsega Z,,; cikli¢na
2, str 109], obstaja za vsak j = 1,...,7 v Z,. element b; reda p; — 1 (to

pomeni, da je b?"wl =1 (mod p]) in p; — 1 deli vsako naravno Stevilo ¢,
ki zado5¢a pogoju bt = 1 (mod pj)) Ker je p psevdoprastevilo, je bp = b,

(mod p), tore] temboh bp ). Ker je b; tuj s p;, sledi iz zadn;]

da je bp =1 ( 1od p ) Od tod sklepamo, da je stevilo p — 1

deljivo z vsemi stewh pj—1 ,] = 1 , 7, torej tudi z njihovim najmanjsim

Trditev 1. Ce sta p; in py tuji psevdoprastevilt in n = pip;, potem je

~1)(pz—1)+1 = } (mo ] ,n)

za poljubni naravni stevilt b 1n k.

Dokaz. Naj bo n = ¢1¢, - - - g, razcep stevila n na prafaktorje. Ker sta
si psevdoprastevili p; in p tujﬁ sledi iz ieme 1, da so g, med sebog razhcna
stevila. Z up orabo leme 2 vidimo, da najmanjsi skupni n ogokr atnik 1
stevilg; — 1,...,¢,- — 1 deli (Pi —1)(p2z — 1); naj bo torej (pj_ — 1)(p; — 1)

= tm, kjer je i € IN. adahe naj bodo iﬁ ( =1,...,r) taka naravna stevila,
da je m =t;(q; — 1). Potem lahko zapiSemo

bk‘(pl——l)(pgwl)—{—l _ k&m-{-l _ bktt}—(qj ~1)+1 — b(bqul)kttj (24)

za vsak 7. Ce je b d ehw s ¢;, potem je izraz o = = pFE(P1—1)(P2=1)+1 _ }p o¢itno
deljivs ¢gj. Cepa br dehw S prastevﬂom gj (torej, ce je b tuj s ¢;), potem

je 593"1 — QJ) in gz( 4} . Sle ék‘(pl 1)(?2 1)+1 — é (mOd gj)
T@rej je izraz o v vsakem primeru deljiv s g;; ker so g; razlicna prastevila,
je deljiv tudi z njihovim produktom n. =

Iz zadn je h‘ itve takoj sledi, da so psevdoprastevila prav tako dobra za
uporabo v RSA kri istemih kot prava prastevila. Kar vzemimo, da je nas
sifrirni klju¢ par (n, e), kjer je n = p;p; produkt dveh tujih pse‘vdo prastevil
m e tuj s (p1 — 1)(p2 — 1) = ¢, (Ce sta p; in p, prastevili, je v, = ©(n)).
predstavljeno s §tevilom b, sifriramo tako, da izracunamo § = b°
esﬁnr anje pa je treba izracu a?u §€ (mod gan)? kjer €

mod ), oziroma eé = 14 ky,, za primeren k € 2
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Vsi kmptosmteml ki smo jih doslej 0plsa1 temeljijo na uporabi konénih
kolobarjev Z,, oziroma k oncne gru pe £ ﬂ, AJ je mogoce tudi druge koncne
grupe uombm za konstrukcijo kriptosistemov? Da bi bil tak sifrirni sis-
tem uéinkovit, m ora in eti koncna gru DA zeio veliko elementov, njena stru <

Da I ' da dopus ca rdamvno enostavno

kriptosistemov, temeljemh na ehp-

sestavka, najti ga je mogoce npr. v

ERATURA

[1] L. Childs, A concrete introduction to higher algebra, UTM,
1979.

2] J. Grasselli, Osnove teorije stevil, KnjiZnica Sigma 14a, DMFA, Ljubljana 1975.

3| N. Koblitz, 4 course in number theary and wyptogmphyj GTM, Sprmger -Verlag, Berlin
1987. .

4] J. H. Loxton, Number theory and cryptography, LMS Lecture note series 154, Cam-

q bmdge Univ. PNSS ., Cambridge 1990. |

5] G. Mackiw, Applications of aésir@ci algebra, J. Wiley&Sons, New York 1985.
6/ 1. Vidav, Al gebra, M DMFA, Ljubljana 1989.

7] 3. Zapan, Nekaj &mptogmfsimh metod, Obzornik Mat. fiz. 25 (1978) 129-136.

Springer- Verlag, New York

Zavod Republike Slovenije za $olstvo in Oddelek za fiziko Univerze v Ljubljani
prirejata v sodelovanju z Evropskim fizikalnim drustvom mednarodno konferenco o
pouku fizike z naslovom

Konferenca — v angleskem jeziku — bo trajala 4 dni, in sicer od 26. do 29. avgusta
v Sk@f 1 Loki. Pri mgamzacui emnce sedemje o tud& S skupnestje Alpe-J adxam

od osnovne sole do u veme, s poudarkom na smdml soli. Posebno pozornost
bomo namenili sodobni uc¢ni tehnologiji, saj je racunalnisko vodeno eksperimentiranje
odprlo nove mzsmnesu in spodbudilo Zivahen mzvog m.dx. pm nasem projektu, tako

da bomo na konferenci aktivno sodelovali s svojimi pevki.
Qn&mnm pa naj bi nudila ve¢ kot samo -- mmn@vejmh dosezkov
, , zmg bi tudi o vlogi eksperimenta pri pouku in o nje-
M pomenu za razvoj m "h enja. Zelo aktualno vpmsamje zZa Tas je eksperimen-
talno delo u¢enca kot sestavina pouka, se pravi ucne ure in ocenjevanja. Razprava
bo za nas zeh} d agﬁcena? saj Zelimo s posodabljanjem s fizike omejiti pretiran:
g, zlasti v srednji Soli, in bolj poudariti razumevanje

ka 3;zak0nov

Na konferenci naj bi aktivno sodelovalo okoli 70 udelezencev, od tega kakih 50
1z drugih dr Dopoldneve nameravamo nameniti za predavanja, popoldneve za
predstavitve, diskusije in delavnice. Za prakticni del konference bodo na razpolago
laboratoriji skofjeloskega srednjesolskega centra.

Vabimo vse, ki Zelijo aktivno sodelovati na konferenci, naj se povezejo s priredi-
telji na Zavodu Republike Slovenije za Solstvo, Poljanska cesta 28, 61001 Ljubljana,
tel. 319-066.

Seta Oblak
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Slika 2: Trajni magnet sklenjen z visokopermeabilnim jarmom: (a) v jarmu je B; = B,
H, = 0 (a), (b) v jarmu je B; = 0, jakost magnetnega polja H, ki jo povzroca tok v
navitju, je enaka H.
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Gostoto magnetnega polja v magnetu izrazimo z magnetizacijo in s
faktorjem D takole: B,, = puo(l — D)M, torej velja B, < B,,. Neenakost
potrjuje tudi predstavo o obliki magnetnega polja v rezi.

Se naprej razmisljajmo o trajnem magnetu. Privzemimo, da je magnet-
no polje v magnetu in v rezi homogeno. Amperov zakon dobi preprostejso

obliko

(11)

(12)

(13)

Energiyski produkt trajnega magneta B,,, H,, je pomemben podatek pri izbiri
magneta. Iz enacbe (13) razberemo, da je gostota magnetnega polja v rezi z
njim sorazmerna. Material in obliko magneta poskusamo izbrati tako, da je
energijski produkt na delovnem obmocju magneta najvecji. Stanja na his-
terezni krivulji in ustrezne energijske produkte za dan magnetni material
lahko nari$emo na istem grafu (Sl. 4). Najvecje vrednosti energijskih pro-
duktov za doloCene materiale (BH )max podaja,mo v tabelah (Tab. 1). Pnb»
lizen racun pokaze, da velja v tocki na jveqega energq jskega pro dukta B/H
loéimo grafiéno (tocka E Sl. 4). V kateri todﬂ na grafu bo trajni magnet
deloval, je seveda odvisno od faktorja demagnetizacije D, torej od oblike
magneta [1].

Posvetimo nekaj vrstic povrsinsk: gostott magnetnega naboja. 1z zakona
o magnetnem pretoku

(14)
izhaja

(15)
Enacba,

(16)

velja le v vakuumu ali v izotropni snovi. Na mejnih ploskvah magnetiziranega
telesa pa so izviri in ponori jakosti magnetnega polja in magnetizacija dozivi
skok [4]. Integrala v enacbi (15) sta v splosnem razli¢na od nié¢, ¢e poteka
integracijska ploskev cez meje magnetiziranega telesa.
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snovi z veliko permeabilnostjo. Gostota magnetnega polja se pri prehodu
v feromagnetno snov prakticno ne spremeni, zato so razmere enake kot na
mestu osnovne celice (S1. 6d). Tako smo dobili sistem s homogenim magnet-
nim poljem na sredini pri pogoju, da so magneti homogeno magnetizirani.
Majhni trikotni parazitski reZi znizujeta magnetno energijo (Sl. 6e), igrata
pa pomembno vlogo pri homogenizaciji polja.

Delovno obmocje homogenega polja povecamo s trajnima magnetoma s
pravokotnim presekom, ki ju vloZimo v omenjeni sistem (S1l. 6f). Gostote
povrsinskih nabojev na sti¢is¢ih morajo biti enake. Dosle] smo opisali
razvoj magneta prizmaticne oblike. Z izbiro drugacne osnovne celice ali
sahovnice (Sl. 6b) sestavljene iz romboidov, dobimo nove oblike prizmati¢nih
magnetnih sistemov (S1. 7 je na prvi strani ovitka). Magnetni sistem, ki smo
ga na koncu dobili, je neskoncen v smeri pravokotno na ravnino slike in zato
se vedno prakticno ni uporaben. Odlocimo se za sistem z enakim presekom
in kon¢éno dolzino. Popacitve, ki jih prinese konéna dolZzina, pa odpravimo z
dodatnimi elementi iz feromagnetnih snovi.

Nehomogenost magnetnega polja nastane zaradi koncne dolzine magnet-
nega sistema in nehomogenosti magnetizacije trajnih magnetov. V magnet-
nem sistemu s koncéno dolzino dodatni elementi popravijo homogenost polja
na delovnem obmoc¢ju. Navpicni steni delovnega obmocja pokrivata plosci,
ki ju sestavljajo Zelezni listi¢i, loCeni med seboj z listici iz nemagnetnega
materiala. Taksna plos¢a ima veliko permeabilnost v smeri listicev in majh-
no v precni smeri. Plosci izenacita lokalne razlike v lastnostih trajnih mag-
netov in poskrbita, da sta pola vlozZenih trajnih magnetov ekvipotencialni
ploskvi. Magnetno polje na delovhem obmocju zmanjsata priblizno za tretji-
no. Na zunanjih robovih vlozenih trajnih magnetov dodamo feritne palice,
namagnetene v isti smeri kot magneta. Palice preprecujejo zmanjSevanje
magnetnega polja proti odprtinama. Morebitne dodatne nehomogenosti v
smeri precno na os sistema uravnovesata podobni palici na notranjih strani-
cah delovnega obmocja. Palici sta magnetizirani v nasprotni smeri od smeri
glavnega magnetnega polja. Plasti, ki prekrivata pola vlozenih magnetov,
izenacujeta lokalne razlike v lastnostih materialov. Sestavljajo ju vzporednsi
listici, ceprav glede na to, da sta pola ekvipotencialni ploskvi, to ne bi bilo
potrebno. S taksno zgradbo zmanjsamo inducirane tokove pri vklapljanju in
izklapljanju gradientnih tuljav v tomografu.

LITERATURA

[1] D. Hadfield, Permanent Magnets and Magnetism J. Willey and Sons, New York 1963.
2| H. Zijlstra, Permanent Magnet System for NMR Tomography, Philips J. Res., 40 (1985)
259-288.

3] T. J. E. Miller, Brushless Permanent-Magnet and Reluctance Motor Drivers, Clarendon
~ Press, Oxford 1989,

[4] A. F. Kip, Electricity and Magnetism, Mc-Graw Hill, (1969).
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Komisija za tisk je razstavila letosSnje publikacije. Izdala je 35 publikacij,
vsteti so tudi ponatisi, ki so pogosti zlasti pri ucbeniikih in priro¢nikih. V
letosnjem letu je izdala publikacijo z zaporedno stevilko 1000.

Strokovni del v petek smo zakljucili z dvema predavanjema. Janez
Kav¢ic je imel zelo zanimivo predavanje O pomenu Idrije pri razvoju slo-
venske znanostt in tehnike. Predavanje je popestril z vzorci rud, rudarskega
orodja, s knjigami, ki so jih napisali idrijski znanstveniki. Marijan Prosén
pa je na kratko porocal o slovenskem matematiku, astronomu in zdravniku
Andreju Perlahu, ki se je rodil pred petsto leti.

V soboto, 13. oktobra je ob¢ni zbor potekal po ustaljenem redu. V imenu
Krajevne skupnosu Crni Vrh ga je pozdravil Benedikt Bajec, v imenu obcine
Idrija pa njen predse nik dr. Janez Podobnik. Obc¢ni zbor so pozdravili
dr. Peter Petek v imenu IM FM, dr. Mitja Rosina v imenu IJS, dr. Milan
Hladmk v imenu odde ka za maten 1atiko in mehaniko in dr. Janez Strnad

3 TR dnjem letu umrlih élan ov,

% ez j aka,
ematike, fizike, astronomsi

Fakulteti za dektmtehmko in racunalnistvo v Ljubijanl za pobudo in sode-
lovanje pri izdaji ji o 12

ke, za sodelovanje pm matemahcmh uebemiﬂh
za osnovine Sole in za organiz am jG m

profesor matematike na gl mnaziji v Ko pru, jed obil pmznanje zap ozﬂmva

pedagosko delo pri matematiki ka Silc, profesomca matematlke na, gim_

naziji v Celju, za zavzeto in zagnano delo z mladimi. Gimn
ddo na podrodju n

dobila priznanje za dolgoletno ‘naértno in zivah

matike in fizike.

Poroéila o delu drustva so tudi letos zbrana v biltenu. Se vselej smo
uspesno izpeljali vsa matemati¢na in fizikalna tekmovanja v osnovni in
srednji Soli, se udelezili zveznih tekmovanj. Za najboljse tekmovalce smo
tudi letos organizirali matemati¢no in fizikalno poletno Solo in raziskovalne
dneve 1z matematike in fizike za srednjesolce.
mmslja z.a pedaosko dejavnost je za umtelje matematike organizirala
4 c avanja, prav toliko za uutehe mkee nevni drustvem sem _ nar o
srafih v februar; Ju je strokovno vodil dr. Vladi ir B h oddelkih
matematiko in za fiziko potel
obeh strok.
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UTRINEK

IZ SREDNJE SOLE PR

ED STO LETI

Nedavno sem dobil v roke letno porocilo gimnazije v Gorici iz leta 1876
in nekaj letnih porocil gimnazije v Ljubljani iz casa med leti 1879 in 1899.
Pri prelistavanju sem opazil nekaj podrobnosti, ki bodo morda zanimale tudi
bralce Obzornika.

V Gorici je bilo od 295 dijakov 124 Slovencev, v Ljubljani pa 1. 1879
od 509 dijakov kar 376 Slovencev. Po priimkih profesorjev sodec, je bila v
Gorici skoraj polovica profesorjev slovenskega rodu, v Ljubljani pa so bili
v vecini. V goriskem letnem porocilu so bili objavljeni pogoji za vpis v
nemskem, italijanskem in slovenskem jeziku. Skoraj polovico letnega poroéila
je zavzemal clanek O dolocevanju casa, poldnevnika in zemljepisne Sirjave
po solnénih opazovanjyih. Clanek je v slovenscini.

Ucni jezik je bil nemski razen v nizjih razredih, v katerih so prevladovali
slovenski ucenci. Pouk slovenscine je bil v vseh razredih obvezen, prav tako
je bila slovensc¢ina maturitetni predmet. Slovenscine je bilo 2—3 ure tedensko,
nemscine 3—4, matematike 3 ure. Najvec je bilo latinscine, celo do 10 ur
tedensko.

Najbolj zanimiva so naslednja dejstva.

V nobenem razredu od 1. do 8. ni bilo vec¢ kot 9 predmetov letno,
vkljucno z veronaukom.

Stevilo tedenskih ur obveznih predmetov je bilo od 24 do najvec 28.
Ker je bil delovni teden 6-dneven, pomeni, da so imeli dijaki 4-5 ur pouka
dnevno.

Kreatorjem nove srednje Sole priporocam, da o teh podatkih resno
razmislijo. Zmoznost sprejemanja in ucenja dijakov se v zadnjih sto letih
gotovo ni kaj prida, ce sploh, povecala.

Anton Suhadolc

CLANOM DRUSTVA

V letosnjem letu je clanarina za Drustvo matematikov, fizikov
in astronomov Slovenije 200,00 din. Clani bodo prejemali drustveno
glasilo Obzornik za matematiko in fiziko brezplacno. Prosimo pa, da
nam clanarino nakazete cimprej. Visino clanarine bomo v kasnejsih
mesecih morali spreminjati v skladu z inflacijo. Na priloZzeni poloznici
ne pozabite vpisati svojega popolnega naslova.

Milan Hladnik, Janez Strnad, Ciril Velkovrh
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uporabnosti elektrodinamike in se jih veliko u¢benikov komaj dotakne ali gre
celo mimo njih, se jih je koristno zavedati. Le tako lahko vidimo klasi¢no
elektrodinamiko v praviluci kot usklajeno in na dolo¢enem obmocju uspesno,
a vendar ne dokoncno teorijo. Tak trezni pogled je vredno veckrat poudariti
kot protistrup misli, da pozna fizika odgovore na vsa vprasanja.

Janez Strnad

ATIYAH M. in drugi (uredniki), Physics and mathematics of
strings, The royal society, London 1989, 96 str.

Konec predlanskega leta je Kraljeva druzba, ki ima vlogo angleske
akademije znanosti, v Londonu priredila znanstveni sestanek o teoriji strun.
Udelezili so se ga stevilni znani matematiki in fiziki, ki delajo v teoriji strun
in na sorodnih obmocjih. Teorija zajame kvantno gravitacijo, kot je ni
nobena druga teorija doslej. Postavlja globoka matematicna vprasanja in
je povezana s teorijo faznih prehodov. Razprava je segala od razmisljan]
o prostoru in casu do poskusov, da bi pojasnili standardni model osnovnih
delcev. Matematiki so razpravljali o tem, kaksno orodje potrebujejo fiziki,
ti pa so ga poskusali uporabiti.

Knjiga je zbornik s tega sestanka, pravzaprav ponatis v velikem formatu
clankov iz Proceedings of the Royal Sociely. Vsebuje prispevke: D. I. Olive,
Uvod v teorijo strun: zgradba in vprasanja, P. Goddard, Umeritvena simetri-
7a in teorya strun, J. H. Schwarz, Iskanje realisticnega superstrunskega vaku-
uma, G. G. Ros, Fizitka supersimetriyy (pri nizki energyyi), A. Strominger,
Tretya kvantizacya in D. J. Gross, Sirune pri energiyt nad Planckovo: iskanje
simelrije strun. Zbornik bo prisel prav vsem tistim, ki se ukvarjajo s teorijo
strun, kolikor si niso pomagali ze prej s prednatisi ali z revijo.

Janez Strnad

V clanku Davida J. Grossa Fizika in matematika na meji v zadnji lanski
stevilki Obzornika za matematiko in fiziko je prislo do neprijetnih tiskovnih
napak, za katere se bralcem opravicujemo in jih prosimo, da jih popravijo:
na str. 178 v peti vrstici z dna mora biti od sedmega do devetega mesta za
decimalno vejico 652 (ne 625).
na str. 179 v cetrti vrsti z dna mora biti prvi oklepaj na zacetku enacbe:

(A®TAP® 4 Tr B¥YBP° 4+ Tr C*7CP?%),

na str. 182 v drugi vrstici za enacbo mora biti: osemnajst (ne osem) ve-
likostnih stopenj.
Janez Strnad
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23.
24.-25.

26.
27.

28.

29.
30.

. Batagelj V., Golli B.

. Programski paket TEX

fiziko 37 U%@} stevilke 1, 2, 3, 4, 5, 6 (992,

101@ mm 1025, 1026 103%} V cetrti stevilki so bila Obgaﬂj@na; pm&&vama na

@ﬂmivenem seminarju 1z matematike z naslovomn Izbrane teme iz teorije grafov.

— list za mlade matematike, fizike, astronome in racunalnikarje 17

(1989/90) stevilke 4, 5, 6; 18 (1990/91) stevilke 1, 2, 3 (996, 1001, 1056, 1023,

1032, 1036)

knjiznica

ik F., Brada¢ Z., Cvahte M.,

1 del, 1982-1988 (2 naﬁam} {1@2?}

33. Ranzinger P, | M., Vidrih R., Ceci¢ 1., Nase nebo in Zemlja 1991.
Astronomske efememd@, Umetni sateliti. Potresi. (1041)

Naloge s tekmovanj 1z fizike v osnovni soli,

Ucbeniki in prirocniki

Ursi¢ S., Matemati¢ne tabele in formule (2. natis) (1003)

Stalec L in dr., Zbirke vaj iz aritmetike, algebre in analize za
1. razred srednjih $ol (13. natis) (1011)
2. 7 (12. natis) (1012)
3. g (10. natis) (1013)
4, 'y {8 natis) (1014)
Vadnal A., Matematika. Mali leksikon CZ (3 nams} {995}

Rackova knjiznica

Mali priroénik operacijskega sistemma MS DOS (2. natis) (1008)
., Turbo pascal (1. in 2. natis) (994, 1035)

@ E

<{njiznica Sigm

15. Pryately N., Matematic¢ne IT (4. natis) (997)

47. Sadovski L. E., Sadovski A. L., Matematika in sport (prevedel B.
{1@2@}

Hvala}

matika v aforizmih, citatih in izrekih (prevedel D. Pag

Vrabec J., Tri teme iz teorije vrst (1018)
Suhadolc A., Robni problemi za linearne diferencialne enacbe drugega reda
(1019)

p@praﬂjena mda;ga} {9%} )
{ramar E., ReSene naloge iz linearne algebre (2. natis) (1031)




33.

34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.
41].
42.

43.
44.

45.

46.
47.
48.
49.

Zbirka izbranih poglavij iz fizike

17. Ahlin F. in dr., Fizikalni pfa.kﬁkum I (5. natis) (1037)

Matematika—Fizika — Zbirka univerzitetnih u¢benikov in monografij

6. Vidav I., Visja matematika I (10. natis) (1004)
9. Strnad J., Fizika, 1. del, Mehanika. Toplota (6. natis) (1040)
16. Jamnik R., Matematika (4. natis) (1007)

23. Grasselli J., Linearna Algebra
Vadnal A., Linearno programiranje (2. natis) (1006)

25. Krusi¢c B., Dvojn1 in mnogoterni integral. Vidav I., Diferencialna geometrija
v prostoru. Vencelj M., Vektorska analiza (2. natis) (1039)

31. Vrabec J., Metri¢ni prostori (1000)

Institut za matematiko, fiziko in mehaniko

30. Porocilo za leto 1989 (998)
27. Preprint series of the department of mathematics 1989 (993)
28. 1 (separati) 1990 (1015)

Seminar za racunalnisko matematiko

547. Sraka R., Opti¢ni rac¢unalniki (1021)
549. Dacar F., Sistemi dinami¢nih neenach (1022)

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov Slovenije

42. obcni zbor (1030)

Tekmovanja

34. republisko tekmovanje srednjesolcev iz matematike, Idrija (1002)
10. republisko tekmovanje iz fizike za osnovnosolce, Maribor (1024)
9. podroéno tekmovanje fizikov, Koper (1009)
26. republisko tekmovanje osnovnosSolcev iz matematike, Postojna (1017)

Na koncu naslovov so v oklepajih vpisane zaporedne stevilke 1zdaj Komisije za tisk

DMEFAS od leta 1951 do danes.

OBVESTILO

MAGISTR

magistrskega studija matematike — izobrazevalna smer. Do sedaj smo
imeli dva cikla s po 15 udelezenci, predavanja so bila raztegnjena na
tri leta. Enak ritem predvidevamo tudi tokrat. Na vse srednje Sole v
Sloveniji bomo poslali prijavnice za vpis. Pogoj za vpis je diploma iz
matematike in opravljen strokovni izpit.

FNT, Jadranska 19, 61111 Ljubljana, pp. 64, tel. (061) 265-061.

V solskem letu 1991/92 bomo zaceli z novim ciklom predavanj

Za pojasnila se obrnite na naslov VIO Matematika in mehanika

Vodja podiplomskega studija
Peter Petek
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