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adratne funkcije.

nadratic

he minimum of a ¢




minimuim, je tam
grad f =0

V tekstu bomo gradient funkcije f oznadevali z f'. Ce obstaja totka z, v
kateri je f'(z) = 0, matrika drugih odvodov pa pozitivno definitna, nastopa

v te] tolki minimum. Hitro se lahko prepri¢amo, da je gradient kvadratne
funkcije F(z) enak

F'(z) = Az — h

kvadratne funkcije nam

ki je natanko doloéena, saj je matrika A pozitivno definitna, torej nesingu-
larna. Ta matrika pa je ravno matrika drugih odvodov funkcm F. Terej
je minimum F podan s formulo zp = A™'h. Vzemim
verzne ma,tmke A~! ne poznamo in je zato pn radunanju minim
uporabljali. éianku s1 bomo pagiedah tako imenovano gradientno n ,.
za 1skanje m im ma kvadratne funkci 3 e. Ker je minimum kvadratne f un m je
reSitev sistema linearnih enaéb (1), je gradmntna metoda uporabna tudi za
reSevanje pozitivno definitnega sistema linearnih enacéb. Vektor

Minimum da reditev enalbe

 — — Azg — Az = A ( To — $)

se imenuje residuum enacbe Az = h ali enostavneje residuum funkcije F v
toCki z. Residuum r je negativni gradient funkcije F' v tocki z in kaZe v smer
najhitrejéega pa,da,nja. te funkcije. Z njim lahko v principu ocenimo napako
pri méeva,nju enatbe (1).

Vzemimo poljuben vektor p in lzméunaj 10

F(ﬁﬁ-%-p)mF(xH

=F (x) -

F (z) '

Ker je A pozitivno definitna matrika, je taka tudi A~' in zato lahko takoj
potrdimo, da je zy resni¢no minimum funkcije F.

Od O razli€en vektor z 1z IR™ je lastni vektor matrike A,
skalarju A

¢e je pri1 nekem

Ar = Az

Skalar A je lastna vrednost matike A, ki pripada lastnemu vektorju z. Ce je

162 Obzornik mat. fiz. 36 (1989) 6



M2 A>..>2A,>0

ter oznadimo najvedjo 1n najmanjs$o z

ktorji.

. Gradientna me‘to da

F(x) =e= konst.




Pravimo ji nivojska elipsa. V trodi-
menzionalnem primeru doloda zgor-
nja enacba nivojski elipsoid. Splo$no
v n-dimenzionalnem primeru opisuje
(n—1)-dimenzionalni elipsoid s sredi-
$¢em v tofki zy. Oznadimo ga 7
Fi—1. Izberimo poljubno tocko =z
z nivojske ploskve F,_;. Vektor
r = —F'(z) kaZe v smer, v kateri
funkcija F najhitreje pada. Pravoko-
ten je na ploskev E,_; in doloda
notranjo normalo. Pri1 gradientni
metodi se premaknemo v to smer. Slika 1
Premica nosilka prebada ploskev E, _, Se v eni tocki. Oznacéimo jo z -+ 2ar.
Potegnimo 1z to¢ke =z do tolke = + 2ar tetivo C. Kasneje bomo pokazali,
da Je srednja tofka na katerikoli tetivi C' nivojske ploskve E, _; minimum
funkcije F vzdoiﬁ tetive C. Shematiéno je situacija prikazana na sliki (1).
Pmen aﬁgimmm si ogleymo dva pomoZna izreka.

. Za vsak vektor x z normo 1 in pozitivno definitno matriko A

< ‘ 8
M + m)z = (2T Az) (2T A-12) = (8)

Dokaz. Oznaimo z z;,1 = 1,2, ...n ortonormirane lastne vekmrje matrike
As; mpadajoélma lastnimi vmdnestmi A;, ki zado8lajo relaciji

M=A2..22,=m>0

\
fromcid

Razviymo poljuben vektor po tej bazi

1n oznadimo

za1=1,2,..n. Ker je norma vektorja = enaka 1, je

%aizi

g=1

Izradunaymo kvadratno formo

T

Az = z' A(

in podobno

164 Obzornik mat. fiz. 36 (1989) 6



Potem je

— v X A
T T 4—1.\ _ i .
(z7 Az)(aT AT E) =14 ) | ) VDY
i=1 j=i-1 J ¢

7 2
L et A@: AJ

gzl =441

in s tem je desna stran relacije (8) dokazana. Dokaz leve strani pa je malce

T

zahtevnejsi. Najprej ugotovimo, da je produkt (z* Azx){z* A~ 'z) pri nekem

vektorju z funkcija lastnih vrednosti
(z' Az)(z" A7 z) = f(Aq, Mg, A

in za neko naravno Stevilo £, 1 < & < n, lahko zapiSemo

7i

1=1 =1 1= 1 p= 1

itk itk itk itk
AL

nenegativna 1n neodvisna od

Poglejmo s1 obnasanje funkcije

g(A) = bA + -; +d

Obzornik mat. fiz. 36 {1989) 6 165



za pozitivne argumente A. Izradunajmo prva dva odvoda

C 2¢C

Funkcija ¢ ima ekstrem pri1 A = \/E Ker je g” (\/_iT ) = 2b
A = /% minimum, e je le b 7 0.
je zato tudi g(A) = d.

v krajiséu. Velja

b je v totki

Kadar je b = 0, pa je hkrati tudi ¢ =0 in

Torej funkcija g na intervalu [m, M| doseZe maksimum

za vsak A. Od tod ¥

da zavzame funkcz ja f (;\h 2 2, A simurm
menh vk A 1 Az’ Aﬁ' Emaﬂ o v maksin umu VE‘ ednost
V A1, Az,...A¢), nekatere pa Wednost :

Stevilo k je nenegativno.

fA1,A2,..,) < (ms+ M
kjer je

n

Kerstas,t >0mms+t=1, je

1= (s+1)? =5°+2st + t*
s+t =1-2st

in zato je

m
A, A2, ..., ) < 1 | 2)st =1
F(A1, A2, ) < +(M' — )s
Poglejmo si Se produkt st = s(1 — s), ki je kvadratna funkcija spremenlji
s. Na mtervam 0,1] ima maksimalno vrednost 1 L pri s = L. Zato je

kar smo Zeleli dokazati.
Geometrijsko interpretacijo (glej sliko (1)) utemeljuje drugi pomo#ni
1zrek.

Lema 2. Naj bo pri z # z,

_ il

rT Ar

166 | Obzornik mat. fiz. 36




pri ¢emer je 0 < 6 <

Od tod sledi, da ekstrem nastopa v to¢ki




% [Ealh

S Chgd) (rT Ar)(rT A7)

mo na interval 6 < B <2 -6 pri0 < é <1, vidimo, da je
B)=28—-82>26-(2-6)2=6(2-6)—4(1-6)>6(2-6)

K <1-6(2-6) T A?y(ﬂt A-1r)

V zadnji neenalbi upo$tevajmo oceno (8]}, pri kateri vzamemo z =

K <1-6(2

Dokaz i1zreka je s tem kondan.
Ce v enatbo (11) vstavimo § = 1, potem je f =1 in Se

Lo = tMm _ M 12

_. } 2 P ]

F(z+ ar) — F(zo)

VA

kjer je a definiran z (9j.
Na teh ugotovitvah je osnovana gradientna metoda, pri1 kater: se z
zaporednimi priblizki pribliZujemo minimumu funkecije F.

Zapisan je tako, da je na vsakem
izberi (z1); koraku k potrebno izradunati mini-
rii=h — Az, _ malno &tevilo racunskih operaci).
k=15 Konta se, ko postane ||r ]| < e,
while ([|r&[|* > €) do kjer je € naprej predpisano tako maj-
begin  pp := Ary; hno 3tevilo, da je z; %e dovolj dober
A ©= Ti Pk; (16) priblizek za minimum z,. Naslednji
Ck = Tk Tk; priblifek zx4+1 Je minimum funkcije
! F vzdolZ premice z, + ary.
Ph41 0= Tk — GEDk} Zanima nas, kaksne konvergen-
enﬁ =kt ¢ne lastnosti ima dani algoritem. Iz
? ocene (15) sledi, da je

168 Obzornik mat. fiz. 36 (1989) 6



kot minimum funkcije F vzdolz
Pomagamo s1 s faktor jem ﬂ, kot

minimum v koordinatnem

in

0 —CIy
3.2 2
1 — € T T Yg

T
re Arg = [—cxi, —yi]

ter vstavimo v

linel? a4y

0 T 322
r. Ar, ¢z + y;

A

Modificirani gradientni algoritem lahko zapiSemo v obliki
Trt1 = (1 — Bak,c)zk

Ye+1 = (1 — Bak, ) yx R
0< B <2

Izberimo B in zadetni vrednosti £; = 1 ter y; = ¢. Postopek ponavljamo,

Obzornik mat. fiz. 36 (1989) 6 169



dokler ni zado$¢eno pogojema |z;| < 107° in |yx| < 107°%. V tabeli (1)
imamo zabeleZeno stevilo korakov, ki jih je potrebno 1zvesti za posamezne
vrednosti faktorja 8. Spreminjali smo tudi splos¢enost ploskve in rad¢unali
Stevilo korakov za razliéne vrednosti parametra ¢. Primer kaZe, da je koristno
omiliti gradientno metodo. Obi¢ajno dobimo najboljse rezultate pr1 5 = 0.9.
V sploSnem pa se ta vrednost od primera do primera razlikuje.

B ¢c=1 ¢c=10"' ¢=107% ¢=10"° c¢=10""
0.1 132 135 441 %% 2307
0.2 62 71 336 6392 1794

0.3 39 69 347 4789 1118
0.4 28 56 239 2522 1043
0.5 20 47 197 2148 562
0.6 16 38 170 1726 680
0.7 12 35 143 1364 322
0.8 9 28 127 802 327
0.9 7 33 - 94 1928 294
1.0 1 69 691 3542 6908
1.1 6 69 691 * 6908
1.2 9 69 691 * 6908
1.3 12 69 691 k% 6908
1.4 16 69 691 4% 6908
1.5 20 69 691 * 6908
1.6 28 69 691 * 6908
1.7 39 68 691 * 6908
1.8 62 68 690 sk & 6907
1.G 132 123 690 k% 6907

**x-Stevilo 1teraci) presega 10000
Tabela 1

LITERATURA

[1] M. R. Hestenes, Conjugate direction methods in optimization (Applications of
mathematics 12), Springer, New York 1980.

(2] M. R. Hestenes, Opiimization theory: the finite dimensional case, A. Wiley -
Interscience pub., New York 1975.

13] J. Kowalik, M. R. Osborne, Methods for unconstrained optimization problems,
Amer. Elsevier Pub., New York 1968.

[4] M. A. Wolfe, Numerical methods for unconstrained optimization: an introduction,
Van Nostrand Reinhold, New York 1978.
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dele vakuumske cevi, na katerih trkajo grude elektronov z gru¢ami pozitro-
nov. ALEPH ima potovalno komoro {ang. drift chamber) v zelo mo&nem
magnetnem polju z gostoto 1,5T, tako da je zelo natantno mogoce dolotiti
sledi naelektrenih delcev. Njegav elektromagnetni kalorimeter s svincem in
plinom dolola energijo elektronov. Merilnik L3 ima manjSo potovalno ko-
moro 1n z njim ni1 mogoce tako natanéno meriti. gibaine koli¢ine naelektrenih
delcev. Zaradi tega pa Je ozadje mionov manjSe in je mogoce uporabits
za elektromagnetni kalorimeter kristale bizmutovega germanijevega oksida
z 1zredno energijsko loCljivostjo. DELPHI vsebuje merilnik Cerenkova, ki
dage obro¢asto sliko in omogota, da natan&no dolo¢ijo celo delce v piguskﬁh
OPAL se zanaSa na | breskusene nadine za zaznavanje delcev, le da je mnogo
veéﬂ 0 vseh dosed anjih nerilnikov.
. o -

S temi merilniki nan emvaw natanéno premeriti maso bozona Z° 1n
megmf@ mzpoimmo energijo. 1o utegne razreSiti vpméame o $tevilu nevtrin-
skih vrst, ki dolofa tudi stevilo rodov leptonov in kvarkov. Glavna skrb
velja domnevnemu Higgsovemu bozonu z neznano maso. Ta delec in njegovo
polie sta povezana z zlornom simetrije, ki prinese $ibkim bozonom veliko
maso. Stanje, v katerem Je to polje razli¢no od ni¢, ustreza mzm energija kot
stanju s poljem ni¢. All ne spominja to na eter s konca prejSnjega stoletja?
Ce prej ali slej ne bodo odkrili | ﬁggS@wh bozonov, bo potrebna popolnoma
nova teorija, -c kot je bila potrebna posebna teorija relativnosti, ki
je shajala brez etra |5]. Zdi se, da v fiziki delcev ta as nujno | Qwebuﬁge‘g@
podrobnejse podatke o Higgsovih bozonih. Manj dvomov zadeva Sesti kvark
t, katerega maso cenijo na 60 do 200GeV /c? in ki ga utegnejo merjenja ob
LEP tudi pokazati.

Sredil oktobra so Zenevski fiziki na osnov: H tisol bozonov 7

¢ doloéili
maso 91,10 GeV /c® na 0,06 GeV /c? natanéno. Merjenj a relativnega pridelka

bozonov Z° (najbolje se jim prilega sklenjena kmvuha na desnem delu slike
z naslovne strani} se skladajo z napovedjo racuna s tremi wstami nevirinov.
Po standardnem modelu osnovnih delcev z dvojico leptonov, od katerih
Je eden nevtrino, in simetri¢no dvojico kvarkov v vsakem rodu obstajajo
potemtakem le trije rodovi |6]. Enak sklep so objavili le dan prej
fiziki samo na osnovi 500 bozonov Z° (levi del slike z naslovne Stmn%}

t&ga SO ﬁzih evropske in ameriske mmgko‘vam@ usmn@fm preko tiska izmen; a,h
nekaj Zolénih izjav.

1] D. Jamnik, Nowvs paspegamimh za visoke energije, Obzornik mat. fiz.
136.

2] Ch. Sutton, The making of a particle machine, New Scientist 123 (1989) 6

(1672); J. Hassard, Light at the end of the tunnel, New Scientist 123 (1989) 6

(1672).

3] G. Altareli, LEP’s leap forward, Physics World 2 (1989) 19 (7).

[4] Ch. Sutton, America goes straight for the Z particle, New Scientist 122 {1989)
26 (1661). .

5] 1. Aitchinson, The unbearable heaviness of being, Physics World 2 (1989) 29 (7).

6] Is the end of pariiciple poliferation at hand?, Nature 341 (1989) 555.
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Clanek navaja kratek pr%i@d ﬁaémgv za gojanje kristalov iz mm@ in enega
izmed njih nekoliko podrobneje opife. Ubravnava lastnosti snovi, ki jih je mogole
g)gg ti v obliki kristalov iz taline, naprave, ki iih ap@mm@m% v ta Eﬁ%&m@ﬁ.§ in stopnjo
eoporefnosti dobljenih |

msmm@’ .

ﬁé
CZ?

A short mﬂ&w of methods for crystal gmzﬁ from melt is given and one of
them is described in some detail. Properties of sul can be crvstalized
from mel$, the ﬁmmb? onding apparatus, and the deg ction of c cryetal
obtained are considered. |

wﬁﬁaﬁim@: ale 1z ﬁ@,ﬁ%& N&?im 7z nadzorovanim ohla-
preprost in ga na veliko
pﬁiw m&‘*ﬁ kristalov iz vodne raz-
in tudi %@ﬁmgﬁ@ pmmé{%ﬁﬁ Vendar ﬁ@éma

g@;@ Nekatere snovi razpadejo ali sub-
blike nisc v ravn @Wgﬁz 8

last-

Pogosto pridobin
P 3@ é}&;&,ﬁ% gm gf

eri 7
D jo v mdmmﬁ j§ . T
topine naj g&é%h@@j% mmgk
ne IMmoremo upor @,Lgm
11 %E&j

%@Eﬁ@ mﬁ;mm in v ﬂ@gﬂideﬁh primerth

naveaenih

ristale snovi, ki nima

vzgojiti iz taline |4].

rast m m}ém% 7 eno Sm%ﬁz‘m n z vel sestavinami. V pwa&m |

| 1z taline, ki ima tako malo nedistol, da ‘ni
irugem pa 1z t aline z v S&j eno dodatno sestavino, Na splosn
ma v dru g@m ymﬁ"m@r U sSnov s ¢ @Eiémﬁi : nad sobno temperaturo, Ef’ 1 dob
osnovno snov, vlego topila. Pri rasti iz te Em& 7 eno ﬁ%gmv.@
cristali najhitreje rastejo in so 41

najciste)si.

lTamma nov na &in. Ta o podhladn Mo 1
E{wgu Tam nastane v talini zem malo raz h&m@ @n@mw&mh
ali. V vedji p mﬁé 3. t &Em bl nastalo %ﬁeh
razli¢no orientiranih kali. Te b , de %kgef S dotik @E@ in se zrasle. V
@zh @wh m%@w neovirano E@ kali v smeri ¢si1n ena | mzh pmm@m

m§ Eéﬁ cev e o1 mé&mm da zraste
da se ne rodijo
1 POC obni n &mz‘m ima tud! ta

_mgujevam Clanek je prevedel urednik za
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am Edjw @S’i da se lahko kristal po sk Oduj e ob dotiku s se & reto pOSO do 1n
mira zaradi razliénega kréenja kristala in posode ob ohlajanju. O
, zamisel so velikokrat 1zpopolnili.

koncu ] e v zoZeno cev ko
ko SNOV 2 grelcem (] in cevko 1zsesamo
7z vakuumsko ¢rpalko, zatalimo zg ornje
krajis¢e. Bakrena cev (C) izravnava ten
pemturo v osl. Na zaletku ohladimo dno
cevke s curkom zraka (D). Ko po gieda
kristal iz cevke, poéasi zniZujemo temper-
aturo.

Bridgman 0v na &in. udi v ten
1 cevki. Toda cevko h c 1Mo t ako, da JO

r-—-u--m-
Pt b L e e
v -

lj “
kot raste kai vV smeri 05& swer bi
nove kali. I ajveékmt

ert hitrost 1 do

Stockbargerjev nacin. Grelec je drugalen kot pri prejsnjem naginu. Ima
dva dela, ki ju napajamo loeno (Sl. 2). Prvi del (A) segmje 10 za 50 do
80°C nad talid¢e, drugega pa za 50 do 80°C pod taliste. Obrod (C) ovira
prehajanje t0plote iz enega dela v drugega in poveda tempemturm gradient.
Kal nastane sama od sebe in monokristal, ki zraste na njej, ima poljubno
orientacijo. Dolofeno orientacijo pa dobim : daj imo kal s to

orientacijo in nad njo polikristalno snov. S skrbnim segrevanjem stalimo vso

;

3 / 3 — A

72208 NN \

VA==DN

] D C

O 0000|000 OO0
QO QOOOO||O0O0 00

7

Sl 2 Sl 3

to snov in samo del kali. Pri tem je teZko dologiti, kdaj je ostalo nestaljene
dovolj kali, sa] ne vidimo meje med trdnino in kapljevino. Mnogo laZe je
nadzorovati taljenje v vodoravni posodi z obliko ladjice.

Consko taljenje. Na eno krajis€e (Sl. 3) postavimo kal (B), preostali
del pa 1zpolnimo s polikristalno snovjo (C). Grelec (A) ustvari staljeno cono
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S1. 6 SL 7 Sl. 8

dvigamo tudi pali¢ko, tako da se je neka) dodatno stali in se del taline ne
zmanjsa.

Bridgman-Stockbargerjev nacin

Tammanov nadin, na¢in Obreimova in Subnikova ter Bridgmanov in
Stockbargerjev nadin smo omenili. Zdaj nekoliko podrobneje opidimo nadin,
ki zdruZuje znafilne poteze vseh prei$njih in ki ga dandanes imenujemo po
Bridgmanu i1n Stockbargerju. ‘

Za ta natin je znadilna cev (a), ki jo izpolnjuje snov za kristalizacijo, in
grelec z ustreznim temperaturnim gradientom (S1. 8). Ali spus¢amo cev skozi
mirujoéi grelec ali dvigamo grelec ob mirujodi cevi (h) ali miruje talilnik v
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7z linearno temperaturno poraz dmﬁ@ i se m_g@mmm poéasi niZa
1). Predel s temperaturo taﬁim% a INOramo pref i leats ° :

ko spremlja meja med kristalom i n | o. Najp
snov in na zafetku nastane nekaj kali. D
na ved nadéinov.

Dno talilnika je stoZfasto (b), tako da na zaletku podhladimo samo
majhno prostornino taline in nastane le ena kal. Ce jih nastane vel,

poskrbimo, da ena od njih s pravo orientacijo na meji kristala in taline
prevlada nad drugimi.
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Talilnik ima dno v obliki ozke cevke (c) in zato na zadetku podhladimo

zelo n ajhno prostornino taline. Ce nastane vet kali, ena od njih prevlada
pri prehodu skoz1 odprtino cevke in zavzame vso mejo kristala in taline.

- StoiZlasto krajis¢e talilnika je povezano z ozko cevko s stoZfastim vrhom
(d). Ta nadin zdruZuje prednosti obeh prej3njih.

Na krajistu stozlastega talilnika je namescena ozka cevka z eno al ve
nabreklinami (e). V stoZ&astem vrhu cevke nastane le malo kali in ena
od njih prevlada nad drugimi.

" Izvedbe (a) do (e) (Sl. 9) je mogole uporabiti tudi pri gojenju kristalov
v odprtih vodoravnih taﬁ nikih — ladjicah. Nadin, pri k
tudi vodoravne grelce, imenujemo po Chalmersu (f in g).

Kako je ms& al, je odvisno od orientacij Je, zacetne kali.
n mdgmannsmckbarg&rjevem nacinu je lahko ta kal na dnu talilnika.
Temperaturo je treba 1zbrati tako, da se stali le del kali, in potem zalets
s kristalizacijo. To pa je tezko 1 aredam ¢e temperature v greku ni mogoce
natanéno uravnavati in neposredno mdem call. Obidajna teZava je Se v tem,
da je treba na vsak natin dosei dovolj velik ten pemtumi gmiem Ce
j@ temperaturni gradient pren ajhen se lahko primeri, da se podhladi vsa

apijevm&, preden nastane prva kal. V taksnih okolis¢inah kali hitro rastejo
in dajo slabe kristale.

Za gojenje kristalov po tem nadinu potrebujemo talinik iz snovi, ki ne
reagira s talino in plinsko okolico pri zahtevani ten pemtun dm’oh velk
temperaturni gradient ter 1 nerilnike in naprave za Imerjenje in uravnavanje
temperature in spusSfanje taiﬂmka, Poleg tega se kristali ne smejo lepiti
na talilnik, ker bi se deformirali ali poskodovali, ko bi jih jemali iz njega.
Prednost talilnikov (a) do (e) (SI. 9) je v tem, da jih je mogote brez tezav
zapmm in v njih gojiti kristale pri vi§jem parnem tlaku in uravnavati plinsko
okolico brez dodatnih zapletenih naprav. V odprtih iadﬁca pa Je tezko
uravnavati izparevanje snovl in sestavo plinske okolice. Njihova prednost pa
je v tem, da je mogole videti mejo kristala in taline. Ge se kristal lepl na
talilnik, uporabljamo talilnike, ki jih je mogoce deformirati, na primer 1z zelo
tanke piatmske plolevine.

Pr1 premikanju predela s temperaturo taliséa po tahﬁmku z ohlajanjem
grelnika mora biti temperaturna porazdelitev (i) drugaéna kot pri spus€anju
tah lika ah dviganju grelca (h) (S1. 9). V drugem primeru navadno nastaneta
ma tern 1p eratura [Tld, IT) ed | at erima je SkOk Ted a [710rad
imeti talilnik majhno toplotno prevodnost. Pri vodomvnih 1zvedbah ostanejo

v veljavi enake zahteve kot pri navpiénih.

Vasih je umestno hladiti stoZéasto dno ali cevko na krajid¢u talilnika.
Tedaj temu delu pribliZamo pali¢ko 1z snovi z veliko toplotno prevodnostjo,

ki sega v hladnejsi del grelca ali v zunanjost. Enako doseiemo s curkom
hladnega zraka.

Navadno spu$amo talilnik, ki visi na Zici, preko urnega mehanizma.
V ta namen je mogole prﬂagodm napravo za dwgame kristala pri nacinu
Czochralskega ali za pmmakanje cone pri conskem taljenju. Da kristal raste

s konstantno hitrostjo, morata biti konstantni hitrost spuséanja talilnika in
temperatura grelca.
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a -roskopsko 3 ros kopsko neo-
pﬁoskw n Spbh ne pioskev . nemwmz koti ter &rt. - neo-
GE“%CEH gﬁMSQ al m 130 1 GgOéO g ostoto nap a,k 1a pPrim

nezasedenih mest, wmjem atomov ali atomov neclistol ter dasioamg

akmskepsk@ napake lahko nastanejo zaradi mehaniénih napetosti na
meji kristala in taline ali v njent bliZini. Zato s1 moramo prizadevati, da
ima ta meja najugodnejSo obliko. Da ne bi nastale dodatne kali, taline ne
smemo preved p@dhhm in moramo prepreliti, da bi padle va,mo
Sna‘v 1z katere msm biti &ista, tem peraturni gradient mmzﬁ,

hitrost rasti majhna. Poleg tega je potrebna inertna plinska atmosfera in
snov talilnika mora bifa pmm@mm izbrana.

Kmbmim dvoitkl nagmnew zaradi tmsbajev all temperaturnih
memb. Plastoviti zgradbi se 1zognemo, Ze je m@j& mst ai& in mhne
pmm smeri rasti ma&aﬁa vsaj za | kriticni k J ]
in od orientacije kristala [5].

Mikroskopsko neoporecen kristal m
neistol izvirajo 1z plina ah od mﬁahem%

1z taline tako, da jo pri mgo
pustimo rasti kristal v visokem vakuumu. M
primesi od kraja do kraja povzmﬁj@ . f'
tega nastanejo v kristalu mehani¢ne napﬁmsm in zaradi nj
Kristali, vzgojent v talilnikih, ki se dajo ef@ymlmm SO 1M
iz togih talilnikov 15].

Dislokacij je manj, &e zraste kristal 1z kakovostne kali, kot &e raste b
kali. Tresljaji in temperaturne spremembe povelujejo ggsmm
Tak uémek imata tudi difuzija ﬂemged@mh mest in plastiéna
kristala pri poviSani temperaturi. Izogniti se n amma %somg bes
spremembam in poskrbeti, da so 1zoterme ravne in Je temperaturni gradient
v kristalu majhen.

Naprava za gojenje kristalov mora zagotoviti, da ni tresljajev. Enako
mora zagotoviti konstantno hitrost rast: kristalov, ki jo moremo uravna-
vatl na dokaj Sirokem intervalu. Zaradi tega zahtevamo konstantno hitrost
premikanja 1n konstantno mo¢ grelca. Kristale naj bi bilo mogole gojiti v
vakuumu ali inertni plinski atmosferi. Mogofe naj bi bilo naravnati mejo
med kristalom in talino. Na,pmva, mora zagotoviti potrebni temperaturni
gradient in uporabljati talilnik 1z take snovi, ki se ne omeh¢a, ne reagira
s talino in 1ma dovolj veliko toplotno prevodnost Med gqgemem kristalov
mora ostatl snov kolikor mogode ¢ista.

LITERATURA
1] Brice, J. C., The growth of Crystals from melt, NHPC, Amsterdam 1965.
2| Buckley, H. E., Crystal Growth, Wiley, New York 1951.
3] Gilman, J. J., v knjigi: The Ari and Science of Growing Crystals, Wiley, New
York 1963.
4] La,%zgise, R. A., The Growth of Single Crysials, Prentice-Hall, Engelwood Cliffs
1970.
5] Lawson, W. D., Nielsen, S., v knjigi: Preparation of Single Crystals, Butter-
worth, London-1958. |
6] Smakula, A., Einkristalle, Springer, Berlin 1962.
7] Vilke, K.-T., Vira¥éivanie kristallov, Nedra, Leningrad 1977.—
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W i, im

Podana je fasovna odvisnost kota me
kraj z znano zemljepisno firino.

SUN

The angle between the direction to the Sun and the vertical for a place wi
geographycal latitude is presenfed as a mm tion of time.

Smwﬁ pm%g Soncu in navpicnico kakega ki
ﬂ@pg%m 0 spreminja: med ém@ vom In 1z neva v daﬁ
minja, je za tis
lINo najpre ymgie ;g St

.gmmm %’f T (
<1 na Zemljo vzporedno.

5L 1K ﬁgpdmm enatbe za kot [

med smerjo proti Soncu in smerjo ze-

meliske vriilne osi. E‘%’&mm%mém@ﬁ% je,
j&
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o mﬁ zimskega solsti-
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cija. Kot,
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na Q%EM ima eno ki
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je cos ﬁ = —sine. Sledi, d 90° P
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merneje je, da ¢as { merimo od trenut- , =
ka, ko je Sonce na krajevnem meridianu J P

opolnodi (t = 0). V Zasu t se Zemlja

~zavrti za kot wt glede na svojo lego
opolnoéi.

Sl. 2 K izpeljavi enalbe za kot o Sontevi
med smerjo proti Soncu in navpiénico -~ zarki
za kraj z zemljepisno 8irino . Najpri- /
7
&

/ vzporednil

Z.
ekvator

Sedaj pa poglejmo, kako se med dnevom spreminja kot o med smerjo
proti Soncu in navpiénico v kraju z zemljepisno Sirino ¢ (Sl. 2). V novem
koordinatnem sistemu ima enotski vektor e komponente e = (sin 3,0, cos ),
enotskil vektor m smeri navpi¢nice za kraj z zemljepisno Sirino ¢ pa ima v
¢asu ¢t komponente m = {— cos ¢ cos wt, — cos p sin wt, sin ). Sledi

cosa = en = cos Fsin ¢ — sin F cos @ cos wt (2)

Enalba (2) posreduje odvisnost kota o od datuma 7, dnevnega &asa t in
zemljepisne $irine .

Poglejmo nekaj zanimivih primerov, ki sledijo iz (2).

1. Zat =0 (polnod) je cosa = —sin(f— ). Torej je za velino zemljepisnih
Sirin cosa < 0. To pomeni, da opolnod¢i tisti del zemeljskega povr$ja ni
osvetljen (za 90° < a < 270° je namred not). Za nekatere Sirine pa je tudi
Mejo polarnega dne dobimo,
e upoStevamo o = 90°. Mejno Sirino ¢;, na kateri nastopi polarni dan,
~ 1zpeljemo iz enaébe sin(p; — ) = 0, ki ima resitvi po; = B in p; = —180°+4.
Prva resitev je moZna poleti na severni zemeljski poluti, druga pa na juZni,
ko je pri nas zima.

2. Ce je wt = 180° (poldne), je cosa = sin(f + ¢). Resitev te enalbe je
a=pf+4+ e —90°. Za cosa < 0 (nol) gre za polarno no¢. Mejno §irino @,
dolo¢imo iz sin(f + ¢z ) = 0, ki ima resitvi ¢, = —f in p, = 180° — 8. Prva
reSitev je moZna na juZni zemeljski polkrogh, ko je pri nas poletje, druga pa
pozimil na severni.

* Ker ima Sonce, ki ga gledamo z Zemlje, kon¥no navidezno velikost (okroglo
plo&Zico) in zaradi loma v ozralju (ob obzorju dvigne Sonce za 35, kar je ve?, kot
meri zorni két Sonca), je tudi pri popolnoma ravnem obzorju ob enakono&ju dan

dalj8i od no¢i za okoli deset m

inut. Zato so iz (2) dobljeni rezultati pribliZni.
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Tudi letos so se $tudentje ljubljanjske univerze udelezili ISTAM-a, med-
narodnega tekmovanja Studentov v matematiki, ki ga vsako leto prireja
prirodoslovno-matemati¢na fakulteta v Beogradu. Na pot so odsli trije
Studentje: JoZe Fabéit (drugi letnik), Damjana Kokol (tretji letnik), Milo§
Zefran (tretji letnik), in vodja ekipe Miran Cerne.

Tekmovanje je trajalo Stiri dnmi, od 31. marca do 3. aprila 1989, 1n je
bilo za nas dokaj uspesno. Damjana Kokol je v kategoriji $tudentov tretjih
in Cetrtih letnikov osvojila drugo mesto, ekipno pa smo bili sedmi.

Omenit1 $e velja, da so na tekmovanju sodelovali $tudentje 1z vseh
nasih glavnih univerzitetnih centrov razen Pristine in Skopja ter z univerz v
Moskvi, Leningradu, Pragi, Bratislavi in Budimpesti. Beograjski organiza-
torji so nas vse zelo lepo sprejell.

Predstavimo Se naloge, ki so jih dobre $tiri ure reevali tekmovalci.

1. in 2. letnik

1. Naj bo A poljubna realna matrika reda m X n in b realna matrika
reda m X 1. DokaZite, da je sistem AT Az = AT b redljiv.

2. Naj bo {a, ) zaporedje, definirano s predpisom
O0<agp<m ap41 =sinfa,), n=0,1,2,...

Poiscite vse realne z, da bo vrsta

konvergentna.

3. Konstruirajte omejeno strogo narascajofo odvedljivo funkcijo f
R — IR, za katero velja |

lim f'(z)#0 in lim f'(z) #0

T — — OO T - -+ O

4. Naj bo A : [0,1] — IR nepadajoéa realna funkcija in ¥ druZina
nenegativnih, na |0, 1] konkavnih funkecij f : [0,1] — R, za katere velja

[ f(z)dz =1

Pois¢ite min{} f(z)h(z)dz; f€ F}.

0
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Naj bo A podmnoZica intervala bl z -
, da @bsmga, taka absolutno Zvezna mep@dajgga, ﬁmka ﬁ f na [@ éj

50 Za vse ¥ 1z A.
, da za |z| < 1 velja

O

&
nalna analiza

S % d@ obsta § a tak normiran

arno neodvisna mnozica v X

?Dasm X Eﬁ Y* Banachova prostora, ki sta zvezno vioZena v
normiran vektorskr prostor V. Na preseku X MY delinirajmo normeo
pmﬁpmm

F

1Zllxny = llzllx +l12]]

in predpostavimo, da je X NY gost v X inv Y. Ce definiramo normo na
X* +Y* (zvezdica oznaluje dual normiranega prostora) s predp

(lgll-, 1Al

dokaZite, da velja naslednje

a X* + Y " =(XnY)
b) Ifllx=+v+ = ||fll(xny) za vse fiz (X NY)*

1 fllx«4v= = inf {max

Tl

e N “{'

1. Ce je F{x y) = 0 enacba krivulje C v R”, se totka z racionalnim
{' w & @ Wt
koordinatama a in h za katero velja F(a,b) = 0, imenuje racionalna totka
krivulje C.

DokaZite ali ovrZite naslednjo trditev.

Vsaka elipsa px®+qy® = 1 z racionalnima p in q I alno

2. Naj bo V' vektorski prostor nad poljern K. Naj bo K dvojno tranzi-
tiven p@dkm@baﬁf v End x (V,V } t.3., za ﬁm%a dva linearno nmdmsma w%m%
ja uy 1 uz 1z V in vsaka dva vektorja v; 1n vy iz V obstaja tak a
a{u;) = m in a{us) = vy. DokaZite, da je kolobar
ab =

C={becEndg(V,V); ba za vsak o iz B}

izomorlen polju A
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1. (Usmerjena) mrefa M = (G,p) sestoji iz usmerjenega grafa G =
(V,E) (V je mnoZica totk, E C V? pa mnoZica povezav) in propustnosti
povezav p : E — IR]. Za dani to¢ki a in b se funkcija f : E — Ry
imenuje (a, b)- pretok, e zado¥¢a naslednjim pogojem
a) 0 < f(u,v) < p(u,v) za vse (u,v) iz E
b) recin(v) J (e) =3, cout(v) f (e) za vse v iz V, razli¢ne od a in b, kjer je

in(v) (out(v)) mnoZica povezav, ki se konéajo (za¢no) v tocki v, in

C) Zeéin(a) f(e) S zeeout(a) f(@)
Ceje f : E— RS (a,b)-pretok, potem se

imenuje velikost pretoka f.

Napisite algoritem za dololanje pretoka maksimalne moZne velikosti.
Algoritem razloZite in dokaZite, da je pravilen. NapiSite tudi program v
programskem jeziku pascal (fortran, C ...).

2. NapiSite program ( v kateremkoli programskem jeziku) za izpis za-
poredja vseh besed ry,...,r;n_; dolZine n nad abecedo {0,1} tako, da r;
dobimo iz r;_; s spremembo enega samega simbola (¢ = 1,...,2" — 1).

Diferencialne enacbe
1. Pois&ite vse reditve enacbe

y' = (zy' — y)(yy' + )
2. Resite enacbo

(z-1)°

(2" (25% 207 2y g

1. Naj bo f(2) = ) holomorfna funkcija na enotnem disku

D = {z? Ez ! <1 - DokaZite

@s::-—l

a) Ce je sup lax| < oo, tedaj je sup(1— [z|?)|f'(z)| konéno &tevilo,
v z€D

N Z 1
in obratna implikacija dr#i, e je a, > 0 za k > 1.
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b) Ce je sup(1 — |z| )|f (2)]| < o0, tedaj je
z€D

2. Noben povezan kompakten Hausdorffov prostor se ne da zapisati kot
unija Stevno mnogo nepraznih disjunktnih zaprtih mnozZic. DokaZite.

1. Naj bo (X
porazdelitvijo

Poiséite porazdelitev za

min{n; za vsak 7 iz S obstaja k < n,

187



samo Ce je okazite

2 g g

aﬁp sredisd:

7 d, raz
okaZite,

rozZnica k, p@ kroZnic
kroznice k., od premice £, 1

&

SO}

ﬁ@j& u pmfa Francu Davidu so Ze pre
naziv vi JE éﬁ%}é?’g f vmtﬁgk S

'ﬁ

vestno n vsestransko delo na Slovenski gi

Franc David se Je rodil 27. 3. 1934 v podjunsk:

vasici Rinkole. Po ljudski 8oli v Vogréah je vstopil v
gimnazijo na Plediveu blizu Celovea 1n opravil tam
eta 1955 zrelostni izpit. Kliub tezkim gmotni
razmeram med 3tudijem je v kratkem dasu dﬁpm@’mm
ral 1z fizike in matematike na dunajski univerzi.

&

SluZbovati je pfiéd na celovsk: realki, istolasno

pa je pouleval tudl na Slovenski gimnaziji. V nada-

Linjih letih je uéil tu fiziko in matematiko, bil varu
zbirke za fiziko, sodeloval pr1 mnogih Solskih prired-

itvah 1n pomagal pri administracii. o SO pre

dvema letomsa

u je bilo izkazano priznanje za njegov

2 9 @

nazijl v Celovcu.

E]

nekaj leti vse avstrijske Sole dobile v pisarne tudi

2

ratunalnike, se je z veliko vnemo lotil
novimil pripomocki.

Solanja z

V imenu slovenskih matematikov, fizikov in astronomov rojaku Francu
avidu za zasluZeno napredovanje iskreno éestitamo.

Ciril Velkovrh

Podatke smo povzeli po sestavku dr. K. Vospernika iz Letnega poroéila Zvezne
gimnazije za Slovence v Celovcu za 3olsko leto 1986/87.
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o podatkovnih strukturah in algoritmih. Avtor je besedilo obilno podkrepil
z zgledi programov, dodal je naloge, ki so v vedini tudi reSene. Knjiga je
tako odli¢en u€benik, ki bo nepogresljiv studentom ra¢unalnidtva in sorodnih
smerl. Toplo jo priporoéam tudi vsem, ki bi se rad seznanil s prihajajolim
nadinom razmis$ljanja v programiranju.

Jerney Kozak

DMFA SRS, Ljubljana
poglavja iz matematike in rafunalnistva ; 24)

KRAMAR E., ReSene naloge iz linearne algebre,
1989, 152 stre

Nova, dopolnjena in razsirjena izdaja prinasa v prvem delu pester 1zbor
vet kot 400 nalog. Kar precej je originalnih, zaman jih bomo 1skali drugod.
V drugem delu so zbrane resitve, pri vedini tudi napotki za reSevanje. Zbirka
je zrasla ob vajah, kolokvijih 1n 1zpitih pri predmetu Linearna algebra, kakor
se zadnja leta predava §tudentom drugega letnika radunalnistva na Fakulteti
za elektrotehniko Univerze v Ljubljani.

Zato )e razumljivo, da bralec tu ne bo nasel preved “teoreti¢nih” nalog
all morda z vsemi Zavbami namazanih trikov po vzoru ruskih zbirk, pad
pa kopico zanimivih “konkretnih” nalog. In prav to je tisto: ob primerno
zastavljenih “konkretnih” problemih, ki pa niso zgolj “mehaniéna” uporaba
formul, postopkov in izrekov, je osvajanje novih, abstraktnih konceptov
najmanj bolede. Da ti koncepti zlezejo pod koZo, da se vidi, kako teorija
deluje “v praksi”. Razpored in tematika nalog zvesto sledita uénemu naértu,
ki je klasiéen in se bistveno ne razlikuje od programa za Studente matematike
(Vsaj po naslovih, ne pa tudi po globini 1n organizaciji snovi; izpusceno je
naprimer ogﬁawe okrog minimalnega polinoma, pa Jordanova kanoni¢na
forma 1td.). Kaj od metod linearne algebre torej racunalnikar — in njemu
je knjiZica predvsem namenjena — mora brezpogojno obvladati? Ob pomish
na ra¢unalnisko grafiko je odgovor nedvoumen: resevanje in diskusija line-
arnih sistemov, vektorji in analitiéna geometrija, linearne transformacije v
razliénih bazah in diagonalizacija, pa projekcije, ortogonalne transformacije,
morda Se kvadrati¢ne forme in ploskve drugega reda. Res je teZiS€e nalog
te zbirke prav na omenjenih temah. Edino, kar b1 morda e pogresali, so
- zgledi, ki vkljuéujejo vektorske prostore nad kak$nim konénim obsegom, ne
le nad R ali C. Glede na to, da se $tudenti ra¢unalni$tva z vsemi osnovnimi
algebrajskimi strukturami sreéajo 7e v prven letniku (pri predmetu Diskretne

strukture), je upati, da bi to vendarle ne bilo pretezko, koristno pa prav
gotovo. |

Da je za $tudente radunalni$tva na Fakulteti za elektrotehniko ta zbirka
tako rekol obvezno studijsko gradivo, smo Ze povedali. Prav pa bo prisla
vsem Studentom tehniskih smeri, ki imajo ta predmet v programu. Ne

nazadnje bi jo priporodal — kot dopolnilo — tudi $tudentom prvega letnika
matematike.

Aleksander Malnié
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Kemiéni potencial idealnega plina je 4 = u, + kT Inp/p,. Nekateri radi
zapiSejo tudi kemiéni potencial gostega plina ali raztopine v podobni obliki
w = p, + kT'In f(p,T)/ f(po,T), v kateri ima koli¢ina f vlogo nekakega
“efektivnega tlaka”. Kemiki imenujejo to koli¢ino fugativnost (“ubeZnost” )
plina ali ektivnost (“ulinkovitost”) topljenca. V resnici nismo s tem pri
gostem plinu ali teko&ini funkcijske odvisnosti p(p,7T) ni¢ poenostavili, le
teZavo smo prestavili iz u{p,T) v f(p,T). Poudarili pa smo analogijo z
idealnim plinom.

Kam lahko tak nafin gledanja vodi, pokaZe naslednji zgled. V prvem
¢lanku o poskusih s hladnim zlivanjem devteronov pri elektrolizi tezke vode
1] se da razumeti argumente M.Fleischmanna in S. Ponsa nekako takole:
Z elektriénim potencialom na elektrodi dvignemo kemiéni potencial vsakega
devterona za 0.8 eV in dveh skupaj za 1.6 eV. Temu ustreza efektivni tla%(,
vedji od 10%° bar, ki zagotovo devterone dovolj stisne, da se zlijejo.

Govoriti o tlaku 10%° bar je seveda nesmiselno.
notranjostl atomskih jeder in v sredici nevtronskih

Take tlake sretamo v

[10UL b1 at0MmsK , , oL zvezd, ne pa v navadnih
kovinan. Za zlivanje tudi zados¢a dosti manj$ tlak. Zdi se, da sta prisla do
tako velikega efektivnega tlaka z zapisano enalbo. Preprost ratun da

f/fo=-exp(Ap/kT) = exp(1.6eV /8.6-107° e VK™ " -300K) = exp 62 = 10*°

L

7 f, sta najbrf mislila zunanji tlak 1 bar. Tlak 10°° bar so za njima
ponavljali $e razni ¢asopisi.

Kot vidimo, formalno vztrajanje pri izrazu za idealni plin in poudar-
janje analogije med koli¢ino f in tlakom nista vzgojna in lahko vodita do
neupravic¢enih sklepov. Bralce vabim, da sam najiem kak zgled za zmotne
sklepe, do kakr3nih b1 utegnila pripeljati pri kakem drugem pojavu podobna
razvada. Pri relativisti¢ni dinamiki nekateri radi vztrajajo pri formalnem
zapisu Newtonovega zakona F = d(m(v?v)/dt , kot da bi 8lo za vsakdanje,
nerelativisti¢no gibanje in bi za vse relativisti¢ne pojave poskrbela “rela-
tivistiéna masa” m(v), ki se s hitrostjo zredi.

Mitja Rosina

. Fleischmann, S. Pons, Electrochemically induced nuclear fuston of deuterium,
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