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- To je nadaljevanje Clanka, ki je izSel v prejsnji stevilki O
delu se bomo vecCkrat sklicevali na prvi del.

mmwaﬁ {zapm odprt ali polodprt), recimo
v:J — Q naj bo zvezno odvedljiva funkcija.

Integral polja F p

(Ce J ni zaprt interval, seveda ni reCeno, da ta integral Gsiaja}
&m }@ znano }@ fwgﬁ@g {s&evﬂg ke h vektorsk e} fun rfqe
nobeni njihovi okolici

ja. o\ K orientirana elementarna gladk
ma zoZitev F K kompakten nosilec. Za vse orienta-

cijo O%?‘&Wﬁ@j@@@ mgumm@ parametrizacije f krivulje K imajo integrali ({F.dr

isto vrednost. |
polja ¥ po krivulji K

K
dm orwnmm jo ohranjajoci reg

ammdmmu Ji za K E m iz trditve 3.6.1.
}6 h’' pozitivna funkcija, je funkcija A strik mﬁ namggamg@ in zato je

r (1) dt }Mﬁ(k(r}} h (v) de

Jy

da sta integrala peha

f1 0 h? (z) =
enaka.

V nasﬁednje

koraku definiramo integral polja F po poljub
orientirani gladki krivulji K < £ (integral po nepowza“n knmﬂﬁ
potem kot vsoto integralov po komponentah — povezanih h — krivulje).
Da se pokazati, da je vsaka povezana krivulja, ki ni elementarna, >>@nogmv
S}dem@na krwuha« m da mmo ob Sfiaja m.ka pameﬁtnzau}a




Res tako racunamo integrale konkretnih vektorskih polj po konkretnih
sklenjenih krivuljah. Za definicijo pa formula (4.3) ni prav primerna, ker bi
morali ob taki definiciji dokazati preveC (deloma nelahkih) stvari: najprej
trditve, ki smo jih zgoraj navedli s pripombo »da se pokazati«, nato pa Se
trditev, analogno lemi 4.2.1. Bolje je izbrati drugacno definicijo (ki pa ni kaj
prida uporabna za konkretno racunanje). Prakticno enako razSirimo defini-
cijo ploskovnega integrala — o tem bomo spregovorili takoj zdaj — z ele-
mentarnih ploskev na poljubne. Da ne bo preveC ponavljanja, bomo tokrat
I-razsezni primer izpustili.
4.1.2. Definicija. Naj bo E
no diferenciabilna funkcija. Integral polja F

R2 poljubno ravninsko polje in y: E — Q zvez-
po y je

(F.dP: = ] (Fy(x, ), yz'(x, ¥), yy/ (%, ¥)) dx dy
/4
(spet integral ne obstaja nujno, ¢e polje £ ni kompaktno).

Pojasnimo oznako za ta integral in njegovo definicijo. Mislimo si, da je
y regularna parametrizacija gladke polskve N. Simbol dP pomeni »vektorski
ploscCinski diferencial«, tj. produkt »skalarnega plosCinskega diferenciala«
dP 1n »pozitivne enotske normale » ploskve N; pogosto res piSemo (F.» dP
namesto {F.dP. Ker je v = (y." X 9,))/|lys’ X y,)/| in dP =y, X y,/| dx dy, je
nasa definicija integrala povsem naravna.

4.2.2. Lema in definicija. Naj bo N orientirana elementarna gladka ploskev
(lahko z vogali) v Q. Privzemimo, da ima zoZitev F N kompakten nosilec. Za
vse oirentacijo ohranjajoce regularne parametrizacije § ploskve N imajo inte-
grali {F.dP isto vrednost. To skupno vrednost vseh teh integralov imenu-

p

jemo integral polja F po ploskvi N in jo oznacCimo z [ F. dP.
N
Dokaz. Naj bosta g: D —N in y: E — N poljubni orientacijo ohranjajoci

regularni parametrizaciji za N in naj bo h: E — D tak difeomorfizem, da je
y = foh in det Fh> 0 (glej 3.6.2.). Po formuli za substitucijo v dvojnem in-
tegralu za vsako zvezno funkcijo ¢ na D velja

{pdxdy = {(poh)|det Zh dudv = { (poh) (det gh) du dv
D E E

G, ﬂ ., B, dobimo torej

Ce vzamemo ¢ : = (F

IzraCcunajmo Se integral polja F po y. Ce komponenti preslikave h oznaci-
mo z f in g (torej h po klasi¢no predstavimo z enaCbama x = f(u,v), y = glu, v)),
iz relacije y = foh sledi

v = (7 oh)f, + (8,/0h)g,, Vo = (B oh)f, + (8, oh) g,
Od tod pa dobimo y, Xy, = (8, oh) X (8, ch) det #h
P o v, }’u’; }’v,> du dv

in tako je

h) (det #h)dudv = (F .dP
p

Dokaz je koncan.

34



in mmgmﬁ p@ N d@m’m‘ i kot vsoto integralov |
E@Skmh K@f je - namen pisca pmvﬂ@ E@

V bomo »mzmzah« integrand.

bo N <« Q poljubna c ka p 1
sko p@h@ F 1menovali elementarno mmm . &isto elem
E N k@mpakmn inn vsebovan v k akﬁ @E@m@m@wm é@zwg

Ce je nosilec zozitve E
tisto elementarni), v N podploskvi pi%ﬁ@@
(¢isto) elementarna vek ka polja tudi mm
nosilec, tj. tista, ki so na N 1denticno enaka (3.

ploskev N < Q, so mzegmh tega pofm po vseh d@ﬁ’wmmmh v
podploskvah ploskve N, ki vsebujejo nosilec polja F.N, enaki. Sku - v m d-
nost vseh teh integralov imenujemo integral polja F

po ploskvi ' [ F.

L Cimo nosilec polj a
A N ' t1 @k@nmrm D E@Skw

mg 10v0 unijo.

imo orientacijo chranj aw@@ regularno parai @éﬁnmu Lgo

U) (i =0,1,...,n). Ocitno je vsaka mno?z M, (1 <i < n} @E@m
msnmrna gmdka ploskev in ﬁ‘E je njena {(orientacijo @hmma}om}
pamm@w@zamga Ce oznacimo na £ definiranc funkcijo (Fof, ., 6.
njen nosilec vsebovan v E; in po 4.2.2 je

S tem je lema 4.4.2 dokazana.

r0. Aerinic Naj bo % odprto pokritje mnoZice 2, tj. taka druZina od-
prhah mnozic v R3, da je njihova unija enaka Q. Vzemimo naravno stevilo k.
Koncna razclenitev enote razreda Ck na Q, podrejena pokritju U, je koncna
mnozica funkcij ¢i, ..., @, 2 — R razreda Ck, ki ustreza pogojem:

@) gr)=0zazi=1,..,n1in za vsak re Q
(b, o1 (r) +... +q@,(r) =1 za vsak r € Q in
(c) nosilec vsake funkcije ¢; je vsebovan v kaki n

4.6. Lema Naj bo X kompakina mnoZica v Q in U tako odprto pokritje za
R, da je Q—X € 9. Potem za vsako naravno Stevilo k obstaja razcélenitev
enote razreda Ck na Q, podrejena pokritju %.

inozici iz druZine %
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Dokaz. Za vsak r € R3 In ¢ >0 0zZnaCimo S A (I, &) UUPILLU BIUBIU Vv av-
s srediS¢em r in polmerom ¢. Za vsak r € X izberimo tak «(r) >0, da bo kro-
gla K(r, 2¢(r)) lezala v kaki Clanici druzine %. Ker je mnozica X kompaktna,
vsebuje take toCke r; (i = 1,...,n), da krogle K(r;, ¢(r;)/2) pokrivajo X. Name-
sto ¢(r;) piSimo na kratko ¢;.

Funkcija f: R — R, ki ima pri vsakem x < 0 vrednost 0, pri vsakem x> 0
pa vrednost xkt1 je olitno k-krat zvezno odvedljiva. Ker je funkcija R3 — R,
definirana z r+ [r?, poljubno mnogokrat zvezno diferenciabilna, pripadajo
na R3 definirane nenegativne funkcije

i) @ = fle — |T - rz"!g): wir) 1 =f (41T — i‘z’i‘z — &%)

(i=1,...,n) razredu Ck Produkt yy: = w1 ...w, je identicno enak 0 na uniji
krogel K(r;,¢;/2) (i =1,...,n;, zunaj zaprtja te unije pa je pozitiven), zato
njegov nosilec lezi v Clanici Q — X druzine %. Za vsak i >0 pa je funkcija
w; pozitivna na krogli K(r;, ¢;) in enaka 0 zunaj te krogle, torej je tudi njen
nosilec vsebovan v neki C€lanici druzine % (tako smo i1zbrali ¢;). Vsota

je ofcitno pozitivna funkcija razreda C¥k, zato funkcije ¢;: = y;/w ({ =
= 0,1, ..., n) sestavljajo razclenitev enote, kakrsno smo iskali.

Pripomnimo, da ni niC teZe konstruirati razClenitve enote razreda C*: samo
funkcijo f moramo izbrati malo drugace, npr. takole

0 ce x <0

fx) : = exp (—1/x), ¢e x>0

4.7.2. Posledica. Naj bo N gladka ploskev v Q. Ce ima vektorsko polje
FIN kompakten nosilec, je ¥ (koncna) vsota cisto elementarnih vektorskih

polj; natancneje, obstaja taka gladka razclenitev enote {q;, .. ., @,} na Q, da so
vektorska polja o1 F, ..., @, F Cisto elementarna (in seveda je F njihova vsota).

Dokaz. Naj bo X nosilec vektorske funkcije F N. Sestavimo tdkole odprto
pokritje % za Q. Ena ¢lanica druzine % naj bo mnozica 2 — X, druge pa naj
bodo vse take omejene odprte mnozice U, da je U N N Cisto elementarna plo-
skev; da take odprte mnozice pokrivajo N, sledi neposredno iz definicije 2.1.2.
Po lemi 4.6 obstaja gladka razcClenitev enote na Q, podrejena pokritju . OCit-
no ta razclenitev enote ustreza trditvi iz 4.7.2.

Naj bo N orientirana gladka ploskev v Q, privzemimo, da ima F|N kom-
pakten nosilec, in naj bo {q,..., ¢,} taka gladka razclenitev enote na 2, da
so vektorska polja ¢4 F, ..., ¢, F elementarna glede na N. Za vsako od teh
polj je ze definiran integral po N (glej 4.4.2). Ker je F vsota teh polj, je smi-
selno definirati:

4.8.2.

m
Definicija. (F.dP:=> [¢;F.dP
N =1 N

1
Da se prepri¢amo, da je ta definicija nedvoumna, moramo dokazati:

4.9.2. Lema. Naj bo N orientirana gladka ploskev v Q in privzemimo, da ima
F N kompakten nosilec. Ce sta {@i,..., @n} In {y1, ..., p,} taki razllenitvi
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enote na 2, da so vsa vektorska
{ i _ Eﬁ o e o

toda abwiuma kmwwgenino wsm
Sétev E@ no koncCna ra zd@ Hw enote

ga prvega g oa izreka jﬁ

sov izrek. Naj bo N orien mmgm gladka ploskev ra zre da C2 v |
in naj bo ¥ vek m rsi ko poi ; e razreda Ct, defi zmm no na kak z od] O k@h&
nostlec, je

V@H a dogovor,

(pri tem

Oglejmo si posebni prime
privzeli, da 1m dard
norn ama aus wva preslikava v: N —>

liki r = (x(2), ym 2(2)), je z(t) = 0




bomo integral {F.dr pisali v obliki {(Adx + B dy) (tu gre za definicijo,
oN AN
ne za dokazano trditev). Ker je (rotF).v = B, — A,/, dobi Stokesov izrek

obliko:

5.2. Za poljubno ravninsko polje N = R2 s C2-gladkim, »pozitivno« orienti-
ranim robom in za poljubni zvezno diferenciabilni funkciji A, B s kompakt-
nim nosilcem na N velja t. 1. Greenova formula

{(Adx + Bdy) = { (B, —A,)) dx dy
ON N

Stokesov izrek bomo dokazali v veC korakih. Vseskozi naj bo F = : (4, B, C).

5.3.2. Lema. Stokesov izrek (oziroma Greenova formula) velja, ko je N
odprta mnoZica v R2=R2 X {0} (torej ON = O).

Dokaz. Izberimo pravokotnik Q =[a_,a.] X [b_,b,] = R2, ki vsebuje no-
silec polja F|N v svoji notranjosti. Razsirimo F na vso ravnino R? tako, da
vzamemo niCelne vrednosti v to¢kah zunaj N. Potem je F|0Q = 03 in zato za
vsako stevilo y velja

TB,/(x,y,0) dx = Bla,, y,0)— B(a_, y,0) = 0

Sledi
by ay
{B, dxdy = (B, dxdy = ({dy{B, dx =0
N Q b__ a_
Podobno je
{A,/ dxdy =0
N
tore]

N o N

5.4.2. Lema. Stokesov izrek (oziroma Greenova formula) velja, ko je N rav-
ninsko polje, odprto v zaprti polravnini R2, = R2_ X {0} (torej je oN = (R X
X {02}) N N). |

Dokaz. Izberimo Q kot v dokazu prejsnje leme in naj bo Q. : = Q N R2.
Ce funkciji A in B razSirimo na vso polravnino R?, (z niCelnimi vrednostmi
zunaj N), je kot prej jB "dx dy = 0 in tako |

(B —A/) dxdy = — | A/ dxdym——}+dxjA’dy
" = j(A(x 0, 0)—-—A(x b.,0)) dx

-—XA(x 0,0) dx

jAdx_S(Adx-}—de)
oN oN

5.5.2. Lema. Stokesov izrek velja, ¢e je N Cisto elementarna ploskev.

Dokaz. Izberimo orientacijo ohranjajoCo regularno parametrizacijo
p: E— N razreda C2, pri Cemer je polje E odprto v ravnini R2? ali polravnini
RZ, . Po definiciji regularne parametrizacije lahko @ razSirimo do C?-difeomor-
fizma a: W — U neke odprte okolice W polja E v R3 na neko odprto okolico U
ploskve N. Privzeti smemo, da a ohranja orientacijo (Ce ne, zamenjamo a z di-
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,dy , az ), {(rot F)

Eahk@ bg tule rekli, da, ta radun pmpuggam@
ne bi bilo niti enega pmr@zmmga bmka} Nam

nﬂ'm ve%‘mm@v na E@w in degm g'imm @ﬂacb@ kaﬁ}a \ nadahevaju
jali sam “ Qn@m@ {d@]éxam za prvi d%f@ kompone:

P } 7
. L y/Jx

Fr

. Oy

Zdaj je dok I
dokazanem je namrec

dN

(zadnji enacaj dobimo iz definicije 4.1.1,
regularna pammmmz&mga za ON, ker Eako a kot
[Lema 5.5.2 je dokazana.

kajti a|OF je orientacijo ohranjajoca
f ohranjata orientacijo).

Dokaz Smkesowga izreka je zdaj trivialnost. Iz zadnje leme in ¢ eﬁmcue
4.4.2 ocitno sledi, da izrek velja za Cisto elementarna vektorska polja. Ker |
je po 4.7.2 vsako vektorsko polje F, katerega zozitev na N 1m
nosilec, kancna vsota Cisto elen @nmrmh polj (in ker je rotor Em@amn opera-
Stokesov 1zrek v splosnem.

tor), velja <
k. Naj bo M R3 3-razseina mmnogoterost z gﬁadkzm yO-
bom mzmda C2 i ”af bo F VEMW’SkO polje razreda Ct, definirano na kaki ;
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silec, je

P = [ (divF) dV
M

(pri tem velja dogovor, da je {F.dP = 0).
1)

Ta izrek bomo dokazali po isti shemi kot Stokesov. Spet naj bo F =
= (A,.B, C).

5.3.3. Lema. Gaussov izrek velja, ko je M odprta mnoZica v R3 (torej
oM = ).

Dokaz. Izberimo kvader Q =Ja_,a, ] X[b_,b,] X [c_,c.] = R3, ki vse-
buje nosilec polja F v svoji notranjosti. RazSirimo F na ves prostor R3 (z ni-
celnimi vrednostmi zunaj M). Dokazati moramo, da je

fdivF)dV = (4, + B,/ +C,)dxdydz =0
M Q
Ker je F0Q = 03, je
at
(A (x,y,2)dx = Ala,,y,2) —Ala_,y,2) =0
za poljubni realni Stevili v in z in zato
C4e b+ at
§A dxdydz = (dz§{dy A,/ dx =0
Q C_ b_ a..
Podobno pokazemo, da je
{B,/dxdydz = {C,dxdydz =0
Q Q

5.4.3. Lema. Gaussov izrek velja, ko je mnoZica M odprta v zaprtem pol-
prostoru R3_ (torej je oM = (R2 X {0}) N M).

Dokaz. Privzemimo spet, da je polje F definirano na vsem R
kot v dokazu prejsnje leme in naj bo O_: = Q N R*_. Zdaj je

__, izberimo Q

(divF)dV = (A, + B,/ + C,)dxdydz
M o_

Kot prej je
(A dxdydz = B,/ dxdydz =0
Q- g

IzraCunajmo $e tretji integral. Naj bo P: = [a_,a,] X [b—, b]. Za vsako toc-
ko (x,y) e P je

f C/(x,y,2)dz = C(x,9,0) —C(x,y,c_) = C(x,y,0)
Zato je -

[(divF)dV = [C,dV — [dxdy(C, dz

! mj C(x, y, 0) i dy --__f"}; F(x,y,0) .k dx dy

— {F.dP
oM
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T'he foundations of geometry and the wnown-euclidean plane,
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Rokopisi morajo bm nanpkam \' dveh azvodxh (dru gi mod 3@ lahko ksero
kopija) na belem papirju formata A4, z dvojnim razmikom in vsaj 2cm Sirokim
robom na vseh $tirih straneh. Naj ne bodo daljsi kot ena avtorska pola t] 30.000
znakov ali pribliZzno 15 strani. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo pp
stavljene kurzivno, in vsi matemati¢ni simboli pod{rtani z valovito crto, -
in simboli, ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa pod¢&rtani z ravno C¢rto. Podrob-
nejsa navodila so objavljena v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62—64. Pr1 koreckturah

na krta¢nih odtisih uporabljajte dogovorjene oznake (glejte Slovenski pravopis
DZS, Ljubljana 1962).
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Clanek obravnava dve pespiesmw
iskana je odvisnost uvedenih pojmov 0d mbim baz@ v R?’ly 7a dﬁ@mﬁ@mbﬂn@
cije pa sta obe posplositvi karakterizirani z odvodom

in [R» is given, and independence of monotonicity under a change of ba
i1s considered.

amn ko mk m*@ - ar je njen odvod tam p
Seveda razlicni vrsti monotonega H&MSQ&HM zahtevata razli¢ni p@zmm@m
as . o v nadaljevanju zanimala %e odvisnost uvedenih pojm
k@@rdmamega (baze) v [R7.
dai podrobnosti. D

y@ksm mnozm v

PONOVIMO

osnovno definicij Jo.
Funkcija f: D — IR z definicijskim
s¢ajoca, kadar drZi naslednji sklep

Ce sta x,ye D in x < y,

Ta definicija je smiselna za vse p
y4 mﬁadj@ < delno urejeni. Nag

Naj bo zdaj D « R#, Funkcija f: D —IR" je urejenostno monotono nara-
$¢ajoca (krajse : narascajoca)*, Ce izpolnjuje pogoj (1).

rugi nacin o- monotonostt se bo izognil delni urejenosti.
Pogoj (1) za realne funkcije realne spremenljivke lahko preoblikujemo v ena-
kovredno zahtevo

(2)

Mo NOVOo pospméimvs
DR (D <Rn) je skalarno monamno nam&camca (krajse
monm‘ona}* ce zadagw pogoju (2), v katerem - pomeni standardno skalarno
mnozenje (1 -v = coe U, V).
“ deni definiciji v druZini linearnih operatorjev na [R7:
l n je usklajena s seStevanjem, zato je linearna p
namscaj@@a natanko takrat, kadar velja Ax > 0 za vsak
ki je linearen in na_mééajoé, Imenujemo urejenosino

éﬁr%yeﬂ

f(y) —f(x)) . (y —x) = 0 za vsak
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pozitiven (krajSe : u-pozitiven). Brz lahko preverimo, da je A u-pozitiven
tedaj in le tedaj, kadar so vsi Cleni matrike, ki pripada A v kanonski bazi,
nenegativna realna stevila.

Tudi druga posplositev je med linearnimi preslikavami dobro uveljavljena.
Linearen operator A: [R” —[R"” je monoton tedaj in le tedaj, kadar velja
Ax-x >0 za vsak x e [R#, torej kadar je pozitiven.

Ze tu opazimo precejsnjo razliko med posplositvama. Za linearne opera-
torje z diagonalno matriko (v kanonski bazi) se pojma ujemata, sicer pa sta
neodvisna. Tako je na primer zrcaljenje preko simetrale lihih kvadrantov
v [R? u-pozitiven operator, ki ni pozitiven, vrtez za pravi kot okrog izhodisca
pa je pozitiven operator na [R2, ki ni u-pozitiven.

Zdaj se bomo lotili napovedane karakterizacije narasSCajocCih oziroma mo-
notonih diferenciabilnih funkcij. Privzemimo, da je definicijsko obmocje
D < R» funkcije f: D —I[R” odprta mnozica. Odvod funkcije f v toCki xeD
je linearen operator na [R", ki ga oznac¢imo z f'(x). V kanonski bazi mu pri-
pada J acobueva matrika (07‘2/ 0X;).

[ZREK 1. Naj bo mnozica D < [R" odprta in konveksna, funkcija f : D —[R"
pa dlferencmbﬂna na D. Potem velja

a) f je narascajocCa natanko takrat, kadar je odvod f'(x) u-pozitiven v vsaki
tocki x € D;

b) f je monotona tedaj in le tedaj, kadar je odvod f'(x) pozitiven v vsaki
toCki x e D.

Dokaz. Vzemimo poljubna xeD in zelR” Za telR dovolj blizu 0 je
x+ tzeD in velja

f(x) z = lim (f(x + t 2) — f(x))/t
>0
Denimo, da je funkcija f narasCajoca in z > 0. Limitni prehod ohranja delno
urejenost, zato je f'(x) z = 0. Torej je operator f'(x) u-pozitiven.
Ce je funkcija f monotona, za vsak z € [R” velja

f(x)2)-z=lm (f(x +t2) —Ffx) - ((x + tz)—x)/t2 >0

t—=>0

zato je operator f'(x) pozitiven.
Doslej konveksnosti mnozice D nismo potrebovali, pri dokazu nasprotnih
smeri trditev a in b pa bo ta privzetek koristen. Pri poljubno izbranih x, y e D

in z e R si oglejmo funkcijo
a:[0,11 =R, a@l) =fx+tly—x)) -2
Ocitno je a(0) = f(x) -z in a(l) = f(y) - z, poleg tega pa je a odvedljiva in velja
a'(t) = (flx+tly—x) (y—=x)) -2

Lagrangeov izrek za funkcijo a nam da toCko s na intervalu (0, 1), za katero
velja

f) —f(x) z=al) —a0) =a'(s) = fx+s@y—x)y—x)-z2 )

Denimo, da je odvod f(x) u-pozitiven za vsak xeD. Ce je x < y in Ce za z
vstavimo v (3) po vrsti vse vektorje kanonske baze v [R7?, dobimo neenakost
f(x) < f(y). Funkcija f je torej narascajoca.

Predpostavimo zdaj, da je za vsak x e D operator f'(x) pozitiven. Vzemimo
z = y—x in iz (3) sklenemo, da je za vsak par x, y e D (f(y) — f(x)) - (y — x) = O.
Funkcija f je potemtakem monotona, izrek pa s tem dokazan.
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Preidimo k dokazu izreka. Po predpostavki za vsak pozitiven operator
A e Z(IRn) in vsak xel[R” velja neenakost P-1 AP x-x > 0. Zaznamujmo s P*
k P adjungirani operator in postavimo u = Px, v = (P*)—1x. Potem velja
u-v>01in Au-v > 0 za vsak pozitiven A. Odtod s pomocCjo prejsnje trditve
brez tezav izpeljemo dokaz do konca.

Konc¢ajmo obravnavano temo z ugotovitvijo, da se tudi s translacijo ko-
ordinatnega sistema v [R” ohranita narasSCanje in monotonost funkcij na R~

* Tako izbrana okrajSava je (z enakim pomenom) ze ustaljena v tuji (increas-
ing, monotorne) matematicni terminologiji. Glej na primer

1. F. E. Browder, P. Hess, Nonlinear mappings of monotone type m Banach
spaces, J. Funct. Anal 11(1972) 251-294.

2. M. G. Krein, M. A. Rutman, Linear operators leaving invariant a cone in a
Bclmach space, Uspehl Mat. Nauk 3(1948) 3—935; Am. Math. Soc. Transl. 26(1950)
§ 135

NOH ed. B. D cgieman M. Feinberg, and J. Serrin, Springer-Verlag,
B eﬂm 1987.

Zbornik ¢lankov je posveCen 60-letnici Walterja Nolla, ki je veCino svojih
raziskav usmeril v osnove termodinamike in mehanike kontinuuma. Clanki so
bili prvi¢ objavljeni v reviji Archive for Rational Mechanics and Analysis
v letih 1984—87. V grobem bi lahko dela razdelili na taka, ki se ukvarjajo
z iskanjem strogega matematic¢nega opisa osnovnih zakonov, in na taka, ki
se ukvarjajo z iskanjem matematicne reSitve za dolocCen fizikalni pojav.
V prvo skupino lahko stejemo naslednje teme: vpliv diskretne zgradbe snovi
na mehaniko kontinuuma, Gibbsov princip maksimalne entropije, termodina-
mika kontinuuma v okviru teorije geometrijske mere. V drugo skupino del
pa spadajo: termostatika zmesi, pojavi v termoelastic¢nih snoveh (nelinearnost,
defekti, toplotna prevodnost, elektromagnetizem 1td.), valovanje v omejenem
in delno vpetem proznem sredstvu, elastiCna kapaciteta sferoida, drugi zvok
v dielektriku, relaksacija mehanicnih napetosti v duktilnih snoveh, dinamika
nelinearnih snovi, katerih spomin bledi, tokovi v viskoelasti¢nih kapljevinah,
kavitacija in fazni prehod v hiperelastiCcnih kapljevinah, skin efekt itd. Ve-
C¢ina del se ukvarja predvsem z matemati¢cnim opisom pojavov in manj s fi-
zikalno sliko; tako bo knjiga pritegnila le tiste, ki jih tak nacin zanima.

Slobodan Zumer

Zaradi podrazitev papirja in tiskarskih storitev je obclni zbor
drustva sklenil povecati naroCnino, v kateri je za clane druStva
upostevana tudi ¢lanarina, na 30.000.— din. Zaradi hude inflacije vas
prosimo, da nam znesek s priloZeno poloZnico nakaZete &im prej.
NarocCnina, placana po 1. 7. 1989, bo znatno visja.

Janez Strnad in Ciril Velkovrh
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¥ ﬂ spoznavanju kvantne mehanike je pripravno povezati njene napovedi z zna-
napmz@dmi klasi¢ne mehanike. Toda povezave kaZe skrbno izbrati.

Introducing quantum mechanics it is suitable to connect its predictions with the
known omnes of classical mechanics. Ways of comparison should be, however, care-

fully chosen.

Tako mmm am C. Leubner . Schupfer razpravo o primerjavi
Harmonicéni 0OScCi-

km_ﬂmm in magmmh .u 72 Scﬂamr [1]. |
n kvantni mehaniki zelo

radi u nn jo za zgled.

V klasi¢ni mehaniki in
— —mw? x, v katerem je x odm
krozna frekvenca. Resitev

1a vlogo enacbe gibanja Newton kon mdx?/dt? —
ik tocCke telesa od ravnovesne E@g@ in w Easma

| mehani-
: k . Verjetnost, da
zadenemo odmik na pasu od x — 2 dx l X + dx, mora bitl sorazmerna s ca-
som, ki ga tocCka pmbue na tem pasu Mmm O dx/dz’ —xp o SIN (w? + @) =
= — o (x> — x2)¥/2 in zvezo dif = dx/(dx/dt)| pridemo do klasi¢ne verjetnostne
gosmie

X = xy coS (wt +

ori(x) = 1 (x> — x2)12 (2)

Normirana je takole jg or(x)dx = 1.

Vv kv&nm mehaniki je enacba gibanja - enacba
— (n?/2m)d? @Z);g/d% + &m w2 x2 Yn = 1ho %Un 6)@ pT] m D
T @@} U. Resitev je lastna valovna funkcija

ETR—

1, (x) e Watlh — (m o/ h)14 (2nn))—12 H

0}

Sl. 1 Stara primerjava klasi¢ne verjet-
nostne gostote (2) (¢rtkano) s kvantno
verjetnostno gostoto g, v lastnem S'ﬁan]?u
s kvantnim Stevilom » = 10 (sklenjeno)

[2]

al }
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z lastno energijo W, = (n + 3)hw. 1u je n =0, 1, Z... Kvantno stevilo i #H,,
Hermitov polinom. Kvantna verjetnostna gostota v lastnem stanju

Q‘f&(x) gw :2 — un (m (U/’O'I h)l/Z (2"ni)“l an Km w\/}i)”z 1] e—mwx*h

o0
je normirana takole { u,2dx = 1.

Ucbeniki kvantne mehanike pribijejo, da se kvantna verjetnostna gostota
o, Z nNarascajoCim kvantnim stevilom »n »v povpreCju« bliza klasic¢ni verjetno-
stnl gostoti gz;. To pojasnijo z eno od oblik nacela korespondence (Sl. 1) [2].
C. Leubner in sodelavca mislijo, da takSna primerjava ni posrecena in pred-
lagajo drugacno. Predlog je vreden premisleka.

Klasi¢na verjetnostna gostota

Prav bo priSlo, ¢e nekoliko podrobneje razclenimo pot do klasiCne verjet-
nostne gostote (2).

Zamislimo si mnozico enakih oscilatorjev, ki nihajo vsi z enako amplitu-
do in enakim faznim premikom. Vsak izmed njih gre skozi ravnovesno lego
v istem trenutku in v istem trenutku doseze najvecCji odmik. Verjetnostno

gostoto za ta primer zapisemo z Diracovo porazdelitvijo ¢
ori(x, t) = 0 [x — xg cos (wl — P)] (3)

Povprecnega odmika ni tezko izraCunati, Ce upostevamo lastnosti Diracove
porazdelitve § [2]
X0
(x) = | xoulx t)dx = x5 cos (vt + D)

—X0

Po pricakovanju se ujema z reSitvijo Newtonovega zakona (1).

Zdaj vzemimo mnozico oscilatorjev z doloceno amplitudo in doloCenim
faznim premikom, mnozico oscilatorjev z enako amplitudo in drugim faznim
premikom, mnozico oscilatorjev z enako amplitudo in Se drugim faznim pre-
mikom ... Od mnozice do mnoZzice se spreminja fazni premik, tako da so ena-
kopravno zastopane vse mogoce vrednosti. V sestavljeni mnozici oscilatorjev
je torej fazni premik enakomerno porazdeljen po intervalu od 0 do 25. Tako
je verjetnostna gostota za sestavljeno mnozico dolo¢ena s povpredjem po faz-
nem premiku verjetnostne gostote (3)

on(x) = Ca)— S ka(x ) d@ == 5 5[x — xycos (wt + P)]d D =
— y (5(x-—-—x0(;os(p)d¢

Uvedli smo novo spremenljivko wt + @ = .

Naprej pomaga zveza* {J[f(p)ld e = 1/df/d ¢|,, v kateri je ¢; enojna
ni¢la enacbe f(p) = 0. Enactba x—xpcos ¢p; = 0 ima pri danem |x|<x; na
intervalu 0 << ¢ <<z eno enojno niclo ¢;. Za odvod v njej dobimo |d f/d ¢|,, =
= X SIN @1 = %9 (1 — cos? py)}2 in s tem

or(%) = 1/a(xe> — x5V x| < xy

To je znana klasi¢na verjetnostna gostota (2).
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da za (x( _.._x@ mm@m%ma g%mm ni d@mmﬂa ker Ema

d, mz&n y izhodiscu meh
M Wy =2h w ator v osnovnem géﬁaﬁ ju
zZ vamyﬂ@ funkcijo u | i )/ )4 e—mo 22k e—iwt)2 *mm @m@m 10 00
stoto gy = (m w/x h)V2e—mox/n, Ta wmemgﬁa oostota se od Kk
}@m@sm@ g@mm@ (3) z najmanjso m@g@@@ @ﬁ@rgu@ mzmgmﬁ po koncni Sirini.
(Razlika }@ Se v tem, da obsta g a v kvantni mehaniki neomejeno Stevilo stacio-
narnih stanj z energijo W, =3ho +nhw, n > 1.)

Najbolje je primer] aﬁ Smhfm:@f je, ki »nihajo z doloCeno amplitudo«. Kaj
pomeni to v klasicni mehaniki, vemo. V kvantni mehaniki pa je tej zahtevi
najblize koherentno stanje z val cijo [3]

w/mh)Vrexp {—2 (m wh) (x —xycos (vt + &)}
w/h)xxysin(wt + d)—3(wt + D)}

Nadaﬁmge k@m}%@:@ ddamg mk@ km pri mgunamu klasicne vem@m%m@
te. Zamislim Mno? moni¢nih Scﬂaﬂcm ev, Eﬂ ) opiSemo

Emzn o funkcij jo za koh
imeru je ver] @h‘mgfi

Ya UC > [ } —
. expl {z (m w x¢*/h) sin 2 (w t + @) — (m

00 (%, 1) = Wa \2 = (m

o)

(X) = .__§ xhﬁa LZ

se ujema s klasicno resitvijo (1). Na to smo mislili, ko smo rekli, d _
rentno stanje v kvantni mehaniki najblize »mhamu Z dﬁmcenﬁ amplitudoc«.
@Scﬂamqsv \ k@@mnmem stanju z ena-
11 parametrom Xx in enakim parametrom @, m Sﬁhi@ﬂ ev
v enakem stanju z enakim parametrom x; in drugim pammeim | ¢, MNOZzZico
cnakih oscilatorjev v enakem stanju z enakim parametrom x; in Se drugim pa-
rametrom @ ... Od mnozice do mnozZice se sprei parameter @, tako da so
enakopravno zastopane vse mogocCe vrednosti. V sestavljeni mnozici oscilator-

/daj vzemimo mnozico enakih

* Lvezo hitro izpeljemo iz osnovne lastnosti porazdelitve §,da je {6 (p — @) d @ =
=1, e zajame iIntegracijski interval toc¢ko ¢ = @, v kateri je argument ¢ — ¢
enak ni¢. Funkcijo f(¢) razvijemo v Taylorjevo vrsto okoli enojne ni¢le ¢, in obdr-
zimo samo prvi Clen: f(g) = (d f/d @), (qa-—-—-cpl} Uvedemo novo spremenljivko & =

|df/d (plw @ in takoj uvidimo, da je

folflpllde =(dldflde), (¢ —p)lde = ldffdfp](pgmli'@ (E—¢&)dE=1/|df/d o,

Ce zajame integracijski interval toc¢ko ¢ = g;-i'_.




jev je torej parameter enakomerno porazdeljen po imtervalu od U do Zzx. Lako
je verjetnostna gostota za sestavljeno mnozico dolocena s povpreCjem po pa-
rametru ¢ verjetnostne gostote (6)

0a(x) = 2m)~! j Qa(x Hdd = a1t j 0%, ) d P =

— 71 (m w/% h)l/z V emmw(xmxo COSs (co t+ )P d P —
0
_ (m 6()/763 h)l/.?. j‘ e—mo{(x — xo cos @)/ (] @ (7)
0

Zopet smo vpeljali novo spremenljivko ¢ = w t + @. Zadnji integral izracu-
namo numericno. KlasiCna verjetnosina gostota (2) se s kvantno verjetnostno
gostoto (7) ujema precej bolj (Sl. 2) kot z verjetnostno gostoto za lastno sta-
nje p,(x) za velik n. To je uspelo doseci, ker smo primerjali oscilatorje, ki
»nihajo z dolo¢eno amplitudo«.

a)

SI. 2 Nova primerjava klasiCne verjet-
nostne gostote (2) (a) s kvantno verjet-
nostno gostoto (7) na osnovi koherent-
nega stanja (sklenjeno) [1]. — Na
doloCenih obmocjih lahko integral (7)
priblizno izraCunamo. Za |xl < x, najvec b)
prispeva pas okoli ¢¢, kjer je cos @y =
= Xx/Xy In je pri ¢ = @; eksponent enak
ni¢. Eksponent razvijemo okoli ¢4 in obdr-
Zimo samo Clen —mw(xy® — x2) (p — @4)*/71.
Integracijo razsSirimo na interval od —oo
do oo in dobimo naposled klasicno ver-
jetnostno gostoto (2) (a). Za |x| > x5 je ) |
najvecji prispevek okoli ¢ = 0. Eksponent | |
razvijemo okoli ¢ = 0 in obdrZzimo c¢lena ;{\ )
—mw(x — x9)*/h — mow x5 (x — xy)p2/h. In- N J f/ /
tegriramo od 0 do oo in dobimo e A nn TN
e—mw(x—2x0)*% /D Xy (x — x4))1/2 (b). Tudi za / B o v \\
X = %y razvijemo eksponent okoli ¢ = 0 *

in obdrzimo ¢len —mwxy? @*/dh. Zopet Sl. 3 Zaporedni priblizki verjetnostne
integriramo od 0 do oo in dobimo gostote (7) za n = 14 z enim samim cle-
(meow/hx )4 I'(1/4)/(27)372; pri tem je nom iz vrste (9) (a), z dvema clenoma (b)
I'(1/4) = 3,6256 (c) (glej sliko na ovitku) in s tremi c¢leni (c) [1]

e

Pri tem se nismo ozirali na nacelo korespondence, ki je bilo v razvoju
kvantne mehanike zelo pomembno. Poglejmo na staro primerjavo Se v novi
luci. Za zacetek se spomnimo, da so v stari kvantni mehaniki dolocili ampli-
tudo oscilatorja x, tako, da so potencialno energijo (klasiCno: proznostno
energiljo) pri najveCjem odmiku izenacili z energijo oscilatorja (lastno vredno-
stjo, klasi¢no energijo nihanja). Iz zahteve 2 m w2 xy2 = (n + 1) A w so izracu-
nali kvantno Stevilo

| Mg = M o Xo2/2h — % (8)

ki ustreza tej energiji.
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§x§ @mi(?’i + 1/2) (w t + D)

koherentnem stanju (6)

> €, Cp U, (X) U, (x) e—iln—n") (01+P)
nn'

P -

@aéxﬁ f} j—a— j’{‘!)g

verjetnostno gostoto (7)

in kot povprecCje po parametru @ ze znano

pa je enak

imer g avo kla-
L stanju p,(x).

o v W‘*Sﬁ 59} vse Clene razen
, da uj mo S — (2n n} 1/2 yyn e—n
k n - hwm odvajamo po n in je odvod enak
ni¢. Iz dobljene enacbe n,el/ldm — ; W Y kamm veﬁ k 1y razvijemo
- tunkcijo v 1 + E/Zn@g - zvezo (8). Potem, ko
obdrzimo samo en cClen, moramo koeficient ¢, nadomestiti z 1, saj je V@EJE@?E-
nagma gosmf[a Onn = U2 7 V@me‘mogma costota je slab pri-
blizek za verjetnostno gostoto (7), Getudi ustreza najvecjemu koeficientu. Tako,

da upostevamo poleg Clena pri ny (S E Ba} é@ C¢len pri ny + 1 (SI. 3b) 1n nato

se dn pri ny— 1 (Sl. 3¢), lahko priblizek izboljsamo, le da moramo pri tem
10 vse vecC clenov, se vse bolj pri-

posebe] paziti na normiranje. Ko vkljucin
blizamo verjetnostni gostoti (7). Kvantno Stevilo ny mora biti dovolj veliko, da
memo uporabiti Stirlingov priblizek in razviti eksponentno funkcijo.

7Zda JE bolje razumemo verjetnostno g
sicne Vememogfm@ gostote (2) z

Stara primerjava na OSnovi naéem - soli in je ne
po vssj sili Opugﬁﬁ Nmza primerjava g@ u m j@ je vredno

c k@ lerentnega stanja osnovni ucbeniki Ewam
sploh niso obravnavali.

[.eubnerju z univerze v Innsbrucku
2 in 3 [17.

Profesorju C.
jaznost, da je dovolil objaviti sl.

[11 C. Leubner, M. Alber, N. Schup
C@mpm"zsan between Classical and
sities, prednatisk Univerze v Innsbrucku.

(2] J. Strnad, Fizika, 3. del.,

str. 38, 43.

Drzavna zalozba

Slovenije,

Gt

[Ljubljana 1982, str. 153.
5, Ljubljana 1986,

, Na pot v kvantno elekirvodinamiko, [
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uében 1ka 1z fizike za
je nastal a leta
in izpopolnila. Prvi del

1 p OgEaV 1] 1z meha
bxr ka bo go tovo kor pripomo¢ek pr1 u€enju fizike v mvvem letniku
na Eo E( st ude nt lah pmmeme naioge

| bolj pog onr bx

. Hk mm na j Jih opo-
Sevall samostojno in

na ra éun zaioﬁ . sl pnzadeva da bi
atematike, fizike ac¢unalnidtva 1zsle s

éeha 11 nezaupanje do avtomev saj recenzlja v resnicl

ddo 11l ﬂ h lal l asno opo zon na morebitne DOIM AN

Knjiga je monografija o stohasti¢nih igrah, ki so se razvile v zadnjih
Stiridesetih letih in se pricele uporabljati v matemati¢cnem modeliranju
mnogih prakti¢nih problemov. NajvecCji poudarek je na t.i. markovskih igrah
s polno informacijo in modelih odlo¢anja. Glavni problem je seveda poiskati
optimalno strategijo. Za razli¢ne razrede markovskih iger avtor podaja izreke
0 eksistenci in lastnostih optimalnih strategij.

Knjiga je pisana v strogo formalnem matemati¢nem jeziku, kot je v na-
vadl na tem podrocCju. Nudi obilo informacij in tudi pregled nad razli¢nimi
tipi stohasti¢nih iger, za prvi stik s to zanimivo in uporabno teorijo pa
verjetno ni najbolj primerna.

Viilan Hladnik
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IEPENITRUG E., Marz K., DIIIEreniiai-aigeordiC cquUdaLiuis daiiu Lieil jiuii-

GR
erical treatment, Teubmner Verlag, Leipzig 1986 (Teubner Texte zur Mathe-

matik ; 88).

Pod pojmom diferencialno-algebraicne enacbe se skrivajo implicitne (vek-
torske) diferencialne enacbe 1. reda (¢, x, x') = 0, v katerih se v splosnem x’
ne da eksplicitno izraziti niti lokalno. OcCitno je, da je pri obravnavi takih
enaCb potrebna posebna skrb in posebne metode.

Avtorja raziskujeta primer, ko je niCelni podprostor Jacobijeve matrike
fo(t, x, ') konstanten ali pa odvisen le od neodvisne spremenljivke ¢. Za
dovolj Siroki in za tehnolosko uporabo (v elektrotehniki in drugje) pomembni
razred sistemov takih diferencialnih enacCb pokazeta, da so splosni nelinearni
zacCetni in robni problemi korektno zastavljeni in stabilni. Proucujeta tudi
resljivost nekaterih drugih sistemov. V drugem delu obravnavata konver-
cenco in stabilnost razliCnih (primerno prilagojenih) klasicnih numeri¢nih
metod za resevanje tovrstnih problemov.

Pred nami je torej tipi¢na knjiga iz uporabne matematike, ki se loteva
resevanja prakticnih problemov z resno matematicno analizo. Ceprav so
osnovni pojmi, s katerimi operira, v glavnem znani, pa nikakor ni lahko
branje. Namenjena je seveda specialistom s podrocCja (numericnega) resevanja
diferencialnih enacb.

Milan Hladnik

Od studentov prvega letnika matematike na Oddelku za matematiko Fa-
kultete za naravoslovje in tehnologijo v Lijubljani ne zahtevamo veliko pred-
znanja. Pricakujemo poznavanje osnovnih pojmov in postopkov iz analize in
algebre kot so: rac¢unanje z ulomki, razstavljanje polinomov, risanje grafov
funkcij (premice, kvadratne funkcije, polinomi, racionalne funkcije), pozna-
vanje osnovnih pojmov iz geometrije, nekaj rutine in seveda, da so se naudili
premisliti enostavne probleme.

Ucitelji in asistentje, ki pouCujemo Studente prvega letnika matematike,
ocenjujemo, da je znanje brucov zadnja leta vse slabsSe. V zacetku leto$njega
Solskega leta (1988/89) smo se zato odlodili, da s testom potipljemo znanje
dijakov, ki so se vpisali na matematiko. V resnici je bil test namenjen sred-
njim Solam. Sestavljen je bil tako, da se je, kolikor se je dalo, skladal
s podrocji iz analize, za katera mislimo, da bi jih bodo¢i $tudentje matematike
morali obvladati Se pred Studijem. V njem ni nobenega »problema« in vsebuje
le naloge, za katere smo si Zeleli, da bi jih vsi kandidati resili. Test je bil
anonimen. Studente smo le prosili, da napiSejo vrsto $ole, iz katere prihajajo.
Casa za reSevanje je bilo 90 minut. Testa se je udeleZilo 76 $tudentov.

Za ilustracijo objavljamo testne naloge:
. Za katera realna Stevila je (x2—1)(x +2) >0 ?
. Resite neenacbo 2x + 3| < [4x — 3|,

. Racionalizirajte (/3 + 1)/(}/3 — 1).
. Naj bo p(x) = x5 + 3x2 — x + 3. IzraCunajte p(i).
. Izracunajte (1 + 3i)/(1 — i).

Ut & 0 BN e
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6. Skicirajte grafe funkecij
a) y=x2—4x + 8, ¥ = —x2 + 6
b) v = 2x/(x —1).
. Pois&ite nidle polinoma p(x) = x% + 4x2 — 11x + 30 ter odvoda p’(x).
. Deli polinoma (8x3 + 7x2 — 6x —35) : (6x2 + 5x — 7).
. Koliko je sin n/2, cos 175, sin (315/2), arctgl ?
10. Poiscite nic¢le funkcije y = cos 3x.
[. Naj bo sint? = 1/3. IzraCcunajte tg ¢ in cos 2f.
12. Ali se naslednji kroZnici sekata
(x— 124+ (y+35)2 =40, (x—7)2 + (y — 3)? = 16,
13. Poiscite presecisca krivulj x2—9y2 =0 1n xy = 1.
4. Katere od to¢k A(—5, 6), B(7,12) in C(9, —16) leZijo na hiperboli 4x2 — y2 —
= 64? Skicirajte to hiperbolo.
. ZapisSite enacbo premice, ki je vzporedna ordinatni osi in ki gre skozi
toc¢ko A(l, 2). |
16. IzraCunajte odvod funkcije f(x) = sin (x2 + In x).
Rezultate navajamo v naslednji tabeli:

48 59 33
29 42 11
95 93 100
63 77 50
73 82 67
88 91 72
55 65 39
57 69 56
82 88 83
9a 89 89 78
9b 62 73 44
¢ 57 66 44
9d 74 86 44
10 63 73 61
11 56 63 56
12 35 49 11
13 64 64 39
14 62 70 61
15 61 72 65
16 66 73 39

kih. V prvem smipcu
je mporedna stevilka
naloge. V stolpcu skupaj
je podan uspeh vseh kan-
didatov pri posamezni
nalogi, v drugih stolpcih
pa pc skupinah sol. Pri
term pomeni nar naravo-
Sﬁovno aﬁ_éno us-
smdme S@Ee ra¢ racunal-
niske sole in v ost so za-
jete vse druge sole.

skupaj

Po nasem mnemu je rezultat testa slab in se ujema z na,poved ni asistentov,
ki imajo najveC stika s Studenti v prvih mesecih Studija. Vzroki za take re-
zultate so lahko razli¢ni, npr. nekatere teme niso bile dovolj uvezbane zaradi
prenatrpanosti ucnega programa v srednji Soli ali so prisli Studirat matema-
tiko v povprecCju slabsi dijaki, mogoce so fantje pri vojakih Ze vse pozabili
itd. O tem bi vedeli marsikaj povedati srednjeSolski profesorji, zato jih
vabimo, da napiSejo svoje mnenje in dajo tudi konkretne predloge za spre-
membe.

Mirko Dobovisek
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. Obzornik za matematiko in fiziko 35 (1988) stevilke 1/2, 3, 4, 5, 6 (901, 910,

924 925, 927)

Presek — list za m matematike, fizike, astronome in racunalnikarje 14
(1987/88) stevilke 4, 5 6: 15 (E%S/SQ) Stevﬂkei 2, 3 (902, 909, 915, 923, 928,
930)

Presekova knjiZnica
29. Nase nebca in Zemija 1989 (932)

Lekszkon Qankafjeve zalozbe (matematika, fizika, astronomija), 5. predela-
na in razsirjena izdaja (904)

Tablice kvadratov, kubov, kvadratnih in kubiénih korenov,...
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