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o DIFERENCIALNE ENACBE IN MATEMATICNO
MODELIRANJE

JOZE ANDREJ CIBEJ

Math. Subj. Class. (1985) 34—01, 90A16, 92A15
V é&lanku z nekaj primeri pokaZemo, kako lahko uporabimo navadne diferen-

cialne enacbe pri matemati¢nem modeliranju v biologiji, demografiji, ekonomiji in
podobnih znanostih.

DIFFERENTIAL EQUATIONS AND MATHEMATICAL MODELLING

Some examples are used in this paper to show how ordinary differential equa-
tions can be useful in mathematical modelling in biology, demography, economics
and similar sciences.

Ucbeniki, v katerih se prvi¢ sre¢amo z navadnimi diferencialnimi ena¢bami,
obi¢ajno ilustrirajo teorijo s primeri, ki sodijo na klasi¢na podroéja uporabe:
v fiziko, mehaniko, elektrotehniko. Taka izbira opraviéil za $tudij diferencial-
nih ena¢b je po svoje razumljiva in tudi zgodovinsko utemeljena, vendar so
v zadnjih petdesetih letih diferencialne ena¢be nasle mesto tudi v ,mehkejsih’
znanostih, ki se ukvarjajo z dogajanji v Zivem svetu, na primer v biologiji,
medicini, demografiji, ekonomiji itd. Zato bomo v tem prispevku predstavili
nekaj modelov, ki opisujejo dinamiko razli¢nih sistemov, njihovo rast, razvoj,
propad ali ve¢no nihanje okrog nekega ravnovesnega stanja. O takih modelih
je bilo zelo veliko napisanega, spisek literature na koncu &lanka je samo za
prvo pomog, pa tudi ¢lanek kot celota je zaradi prostorske stiske lahko le skica
nekaterih znacilnejsih primerov. Omeniti je treba, da modelov nismo zdruZe-
vali po uporabnikih, ampak glede na to, kaj napovedujejo: neomejeno rast,
omejeno monotono rast do nekega ,stanja nasi¢enosti’, dusene ali nedusene
oscilacije. Tako bodo tudi bolj vidne analogije med razli¢nimi podroéji upora-
be, ki so vtasih koristno orodje za ustvarjanje novih modelov, dostikrat pa
Zal tudi nevarna past pri presajanju izkuSenj z enega podro¢ja na drugo.

I. Neomejena rast

Leta 1798 je T. R. Malthus napovedal, da bo prebivalstvo na Zemlji na-
ra$calo tako, da bo hitrost nara$¢anja v vsakem trenutku premo sorazmerna
takratni velikosti populacije, v znakih

P'(t) = aP() (¢))

Diferencialna enacba (1) nam da skupaj s pripadajoéim za&etnim pogojem
P(ty) = Py resitev
P(t) = Pyexp [a(t — 1)) )

to je t. i. zakon naravne rasti (v¢asih ga imenujejo tudi po Malthusu),
ki napoveduje, da bo populacija eksponentno naras¢ala preko vsake meje.
Parameter a, ki pove, kako hitra je ta rast, je pri Malthusu neodvisen od
velikosti populacije, starosti njenih pripadnikov in drugih demografskih spre-
menljivk. To med drugim pomeni, da model ne upo$teva zaviralnih vplivov,
ki jih imata na nadaljnjo rast populacije njena Ze doseZena velikost in okolje
z omejenimi zalogami hrane in drugih dobrin. Zato je praktina uporabnost
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modela dokaj omejena, v sploSnem samo na dolotene faze v razvoju neke
populacije, dokler le-ta $e neovirano raste. M. Braun ([2], str. 27—28) ocenjuje,
da je s tem zakonom mogoce relativno dobro opisati dosedanjo dinamiko
$tevila prebivalcev na Zemlji (konkretno navaja model za obdobje 1700—1961),
vendar dobimo na primer iz napovedi za leto 2500 podatek, da bo imel takrat
vsak Zemljan na voljo priblizno kvadratni meter prostora.

Ce so se napovedi Malthusovega modela zdele pesimisti¢ne z vidika blago-
stanja in so ga demografi zavrnili zaradi o¢itno nekorektnih predpostavk, pa
so na drugi strani ekonomisti (vsaj spocetka) s simpatijami obravnavali mo-
dele gospodarske rasti, ki dajejo rezultate, povsem analogne z (2). Ne da bi
se spuséali v ekonomsko ozadje (glej npr. [9], str. 130—131, ali lepSe v 161,
str. 170—172), predstavimo t. i. (Harrod-) Domarjev model, ki temelji na na-
slednjih predpostavkah:

a) Sredstva S(t), ki jih v proucevanem narodnem gospodarstvu privarcu-
jejo, pomenijo konstanten deleZ v njegovem narodnem dohodku Y(?), torej
S(t) = sY(2).

b) Investicije I(f) so premo sorazmerne hitrosti naras$éanja narodnega
dohodka, I(t) = vY'(?).

¢) Investiramo lahko natanko toliko, kolikor smo prihranili, I(¢) = S(?).

Iz tretje in prve predpostavke sledi, da tudi investicije I(t) v vsakem
trenutku pomenijo konstanten deleZ v narodnem dohodku, namre¢ sY ().
Ta izraz uvrstimo na levo stran enadébe iz druge predpostavke in po urejanju
dobimo homogeno linearno diferencialno enacbo prvega reda

Y'(t) — (s Y() =0 3)
Njena resitev ima napovedano obliko
Y (1) = Yoexp[(s/v) t] 4)

Tu Y, pomeni velikost narodnega dohodka v zatetnem trenutku. Narodni
dohodek torej pri danih predpostavkah eksponentno nara$da, seveda realno
in ne zaradi inflacije — skoraj prelepo, da bi bilo res... Ko pa Ze omenjamo
nam domadi pojem (inflacijo), opozorimo na soroden model (glej [1], str.
72—173), ki opisuje naras€anje zadolZenosti v takem narodnem gospodarstvu,
ki dovoli, da je hitrost nara$¢anja dolga premo sorazmerna doseZenemu na-
rodnemu dohodku. Rezultatov na tem mestu ne bomo navajali, da ne bi bili
obdolZeni vznemirjanja javnosti.

II. Omejena monotona rast

Eden od preprostej$ih nacinov, da se znebimo nerealnih napovedi o ne-
omejeni rasti populacije, je zamenjava (1) s predpostavko, da hitrost nara-
$¢anja populacije ni sorazmerna njeni celotni velikosti, ampak le razliki med
maksimalno velikostjo, ki jo $e dopusca okolje, denimo P,, in trenutno
velikostjo P(t), tako da se ena¢ba (1) spremeni v

P'(t) = a[P,— P(1)] 6)
Pri enakem zaletnem pogoju, kot smo ga imeli v prejsnjem razdelku (torej

P(ty) = P;), dobimo kot resitev te nehomogene linearne diferencialne enacbe

funkcijo
P(t) = P+ — (P* — Py) exp [— a(t — t9)] 6)

130



Iz zapisa se vidijo osnovne znalilnosti te funkcije: uboga zadetni pogoj
P(ty) = Py, na proucevanem intervalu (fy, o) je monotono naraséajoca funkcija
Casa t, od zgorej omejena z vrednostjo P,, h kateri konvergirajo njene vred-
nosti pri ¢ — oco. Nekoliko podrobnej$a analiza in slika 1 odkrijeta poleg na-
Stetih lepih lastnosti tudi kaks$no slabo: pri danih predpostavkah je prvi od-
vod P’(¢) na celotnem proucevanem intervalu padajofa funkcija &asa, popu-
lacija naj bi po tem modelu najhitreje narascala v zadetnem trenutku, ko je
najmanj$a. Prakti¢ne izku$nje iz biologije in sorodnih podro¢ij kaZejo, da to
ne drzi. Dosti bolje pa se ta model in njegovi najbliZji sorodniki izkaZejo pri
opisovanju dinamike prodaje blaga in storitev v odvisnosti od sredstev, ki
jih vlagamo v ekonomsko propagando (glej npr. [8], str. 71—73 in 79).

Na vsak nacin pa se kmalu pokaZe, da v okviru linearnih diferencialnih
enacb ne moremo pri¢akovati ustreznih opisov zakonov rasti za populacije,
v katerih zaradi Ze doseZene velikosti prihaja do boja za obstanek med posa-
meznimi osebki; v enacbo je treba vkljuditi $e en ¢len, s katerim opisemo
konkurenco med osebki. Primerna oblika je denimo — b P(¢), &e predposta-
vimo, da je Stevilo ,spopadov’ premo sorazmerno kvadratu velikosti popula-
cije. Ta predpostavka je zelo smiselna (spomnimo se naloge o §tevilu partij
na Sahovskem turnirju z n udelezenci) in jo sre¢amo tudi na drugih podrodjih,
na primer v teoriji Sirjenja epidemij, kjer vedina klasi¢nih (deterministi¢nih)
modelov predpostavlja, da je intenzivnost $irjenja okuZbe premo sorazmerna
produktu Stevila Ze okuZenih in $tevila $e zdravih osebkov ([4], str. 162). Z ome-
njenim dusilnim ¢lenom dobimo iz zakona naravne rasti t. i. Verhulst-Pearlov
ali logisti¢ni zakon

P'(t) = a P(t) — P P(1) P(ty) = Py (7)

Integracija te enacbe in nekaj premetavanja izrazov (podrobnosti najde

bralec v [2], str. 29—30) nam dasta logisti¢no funkcijo
P(t) = aPy[b Py + (a— b Py) exp (— a(t — ty))]? €))

Velikost populacije, ki se spreminja po tem zakonu, torej teZi k limitni
vrednosti a/b, ki jo po analogiji s prej$njim modelom oznaéimo s P,, torej
P, = a/b. Ce je zaletna velikost populacije manj$a od P,, imamo opraviti
z monotonim nara$¢anjem P(t).

Plt)&

F; ________________________
Rt .
te ; f t
Sl. 1. Graf funkcije (6) SL. 2. Graf logi;tiénf;) funkcije (8) pri
0 *
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Drugi odvod P’(t) je enak produktu (a— 2b P(2)) P(t) (a— b P(¢)), zato je
prvi odvod P'(t) pri P(t) > a/(2b) monotono padajoca funkcija casa, kar se
vidi tudi iz slike 2: dinamika je spocetka tak$na kot pri zakonu naravne rasti,
ko pa populacija preseZe polovico svoje limitne velikost a/b, prihaja do nasi-
Cenosti in rast se zaustavlja, velikost populacije se asimptoti¢no priblizuje
maksimalni mozni.

Logisti¢na funkcija je tipi¢en predstavnik (sicer heterogene) druZine funk-
cij, katerih grafe v praksi pogosto imenujejo ,S-krivulje’. Nanje naletimo na
razli¢nih podrodjih, tudi funkcije so lahko zelo razli¢ne, skupna znaclilnost
pa je tipi¢no obnasanje, ki bi ga lahko poenostavljeno opisali takole: potasen
zalet, hitra rast, asimptoti¢no ustavljanje. Ker za podrobnejSe opise tu ni
prostora, samo nekaj primerov in hkrati kazipotov v lazje dostopno literaturo.

— Da dobimo tak3ne krivulje pri spremljanju rasti nekaterih populacij, je
bilo vedkrat eksperimentalno preverjeno ([2], str. 31—34); seveda je treba biti
posebej pri demografskih uporabah zelo pazljiv, ker je treba poleg ,vitalnih
koeficientov' a in b iz preprostega modela (7) upo$tevati $e druge faktorje.
Vsekakor je zanimiva napoved, narejena na osnovi sedanjih ocen za ta dva
parametra: po njej naj bi za prebivalstvo Zemlje veljalo, da je limitna vred-
nost P, nekaj manj$a od 10 milijard; s sedanjimi petimi milijardami naj bi
bili tako ravno na zaetku obdobja pocasnejSe rasti.

— Pri najstarejSem matemati¢nem modelu Sirjenja epidemij (Kermack in
McKendrick, 1927) prav tako dobimo S-krivuljo kot graf funkcije, ki opisuje
$tevilo Ze okuZenih osebkov v populaciji konstantne velikosti. Model je nastal
ob proudevanju epidemije kuge v gosto naseljenem Bombayu in je dal re-
zultate, ki so se presenetljivo dobro ujemali z dejansko dinamiko epidemije
([2], str. 428—434).

— Manj znane so morda raziskave E. Mansfielda, ki je na prakti¢nih pri-
merih iz ZDA pokazal, da se tudi tehni¢ne inovacije $irijo podobno kot epi-
demije nalezljivih bolezni; kumulativni frekvenéni poligoni Stevila podjetij, ki
so do nekega &asa e zafela uporabljati dolo¢eno novost, zelo spominjajo
na graf logisti¢ne funkcije ([2], str. 37—42; originalni Mansfieldov ¢lanek v
Econometrici, Vol. 29 (1961)).

— Ce predpostavimo, da so sredstva za investicije hkrati premo sorazmer-
na razpoloZljivemu narodnemu dohodku in razliki med Ze doseZeno in Zeleno
ravnijo dohodka, dobimo za rast narodnega dohodka logisti¢ni zakon ([11],
str. 93—95).

— Pri napovedovanju obsega prodaje trajnej$ih proizvodov uporabljajo t.1i.
Weblusovo funkcijo, ki jo dobimo kot reSitev enacbe (7), ¢e desno stran enac-
be delimo z neodvisno spremenljivko z, tako da se zacne rast ustavljati prej
kot pri logistiénem zakonu. Pomembne so tudi nekatere druge posplositve
enatbe (7), ki jih uporabljajo v ekonomski prognostiki in modeliranju biolo-
$kih procesov ([6], str. 147—148, str. 154—155).

— Enac¢bo (7) lahko prepiSemo v obliko

P'(t) = b P(t) [(a/b) — P(t)] = b P(2) [P, — P(1)] ©9)

Pri modeliranju v demografiji se je v zadnjem faktorju namesto nakazane
preme sorazmernosti med stopnjo rasti P'(#) in razliko P, — P(f) bolj izkazal
logaritem koli¢nika P,/P(f). ReSitev tako spremenjene enatbe imenujemo
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Gompertzova funkcija. Poleg demografskih uporab je zanimivo modeliranje
rasti tumorjev s pomocjo tak$ne funkcije (spet [2], str. 49—51).

— Ko omenjamo demografijo in populacijsko dinamiko nasploh, je treba
vendarle poudariti, da se v zadnjih letih najveé ukvarjajo z nelinearnimi mo-
deli, ki eksplicitno upostevajo starostno in spolno strukturo populacije, zaradi
Cesar so seveda bistveno zahtevnejsi od preprostih zgledov, ki smo jih obrav-
navali. Tudi matemati¢no zelo zanimiv in dokaj svez pregled stanja na tem
podrocju je monografija [12].

Ob koncu razdelka o omejeni monotoni rasti skicirajmo $e znani Evansov
trini model (pred leti smo ga podrobneje predstavili v [3]). Predpostavimo,
da sta ponudba nekega blaga S(f) in povprasevanje po njem D(#) odvisna
samo od cene P(?), pri ¢emer je v vsakem trenutku povprasevanje padajoca,
ponudba pa naras¢ajoa linearna funkcija cene. Tako imamo

D(t) = ay + a, P(2) (a; <0) (10)
S(2) = by + by P(1) (by>0) (11)

Cena naj se obnasa tako, kot se spodobi (v urejenem gospodarstvu), hitrost
njenega spreminjanja naj bo ob vsakem &asu premo sorazmerna razliki med
takratnim povprasevanjem in soasno ponudbo. Predpostavka da enatbo

P(t) = k[D() —S(8)] (k> 0) 12)

Ce poznamo zaletno ceno P(0) = Py, lahko iz ena¢b (10), (11) in (12) dobimo
(glej [2], [3] ali [6]!) ceno kot funkcijo &asa,

P(t) = P, + (Py— P,) exp [— k(b; —ay) ] (13)

kjer je s predpisom
P, = (ag— by)/(b; — ay) (14)

dolofena ravnovesna cena P,, h kateri konvergirajo vrednosti funkcije P(¢)
pri t — + oo. Izraz ,ravnovesna‘ (ali tudi ,ravnoteZna‘) uporabljamo zato, ker
se pri tej ceni izenacita ponudba in povprasevanje, o ¢emer se lahko prepri-
¢amo, e izraz za P, vstavimo v enacbi (10) in (11). Konvergenca je monotona,
Zal asimptoti¢na in pri neugodnih kombinacijah vrednosti parametrov lahko
tudi dokaj pocasna; iz katere smeri se P(¢) priblizuje limitni vrednosti, pa
je odvisno od tega, kak$na je v primerjavi z ravnovesno ceno zaletna cena P,.

III. Nihanja in kolobarjenja

Opisanim modelom rasti (ali padanja) dodajmo $e nekaj zanimivih pri-
merov periodi¢nih procesov. Ni te?ko ugotoviti, da to v matemati¢nem po-
gledu pomeni selitev k diferencialnim ena¢bam drugega reda ali ekvivaletnim
sistemom enacb prvega reda.

Preprost model te vrste bomo dobili kar s predelavo Evansovega trznega
modela, v katerega bomo vkljucili $e zaloge Z(f) (za podrobnosti glej [6],
str. 165—167, ali tam navedene originalne vire). Odnos med ponudbo S(1),
povpradevanjem D(?) in zalogami bomo opisali na najpreprostejsi nagin, pre-
seZne koli¢ine blaga, ki jih ponujajo proizvajalci, se prelivajo v zaloge, v obrat-
ni smeri te€e tok dobrin takrat, ko je povprasevanje vedje od ponudbe; pred-
postavimo, da je dZ = [S(¢) — D(#)] dt. (Pozornejsi bralec bo na tem mestu
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verjetno razmislil o dimenzijskih znadilnostih spremenljivk S(¢) in D(¢).) Mo-
del'bomo zgradili na dokaj logi¢ni predpostavki, da se cena v vsakem trenutku
spreminja v odvisnosti od tega, koliko nad neko optimalno velikostjo Z, (ali
koliko pod njo) so trenutne zaloge Z(?), torej

P(t)=—k[Z(H)—Z,] (k> 0) (15)

Prevelike zaloge pri na$ih predpostavkah zniZujejo ceno, tem hitreje, ¢im

vedje so. Z odvajanjem enacbe (15) po ¢asu ugotovimo, da je P"(¢) = — k Z'(?).
Zaradi predpostavke o obnaSanju zalog Z(f) je zato

P"(t) = — k [S(t) — D(1)] (16)

Enad¢bo re$ujemo za primer, ko sta funkciji ponudbe S(f) in povprasevanja
D(¢) taksni kot v osnovnem Evansovem modelu (enacbi (10) in (11)), tako da
dobimo naslednjo nehomogeno diferencialno enac¢bo drugega reda:

P7(t) + k(by— ay) P(t) = k(ag— by) a7

Enat¢ba ima konstantne koeficiente in rutinski rad¢un pokaZe, da lahko pri
danih predpostavkah o predznakih parametrov zapiSemo splo$no reSitev te
enacbe v obliki

P(t) = P, + Ccos(it + 6) (18)

kjer je P, = (ay— bg)/(by— ay) in A = + [k(b; — ay)]V2. Tako cena P(f) enako-
merno niha okrog ravnovesne cene, amplituda C in fazni zamik § pa sta pri
tem $e odvisna od zadetnih pogojev, torej od zatetne cene P(0) in odstopanja
zadetnih zalog Z(0) od optimalne ravni Z,.

Preselimo se v ekologijo. Med najzanimivej$e ,oscilacijske modele’ gotovo
sodijo opisi dinamike dveh populacij, od katerih se ena prehranjuje s pri-
padniki druge; govorili bomo kar o plenilcih in plenu. Verjetno se je vecina
bralcev Ze kdaj srecala s katerim od omenjenih modelov, denimo z zgodbo
o zajcih in lisicah s SPECTRUMOVE demonstracijske kasete. Tu bomo po-
vzeli osnovni model po prevodu ¢lanka ,Variazioni e fluttuazioni del numero
d’'individui in specie animali conviventi’ ([10], str. 23—115), enega prvih in
temeljnih del matemati¢ne ekologije. Njegov avtor, italijanski matematik
V. Volterra (vedini bolj znan kot reSevalec integralskih enacb), je v omenje-
nem ¢&lanku odgovoril na izziv biologa Umberta D’Ancone, naj poskusi v ma-
temati¢nem jeziku opisati, zakaj se je med I. svetovno vojno nenavadno po-
vetal deleZ morskih pscv in sorodnih vrst v Kvarnerskem zalivu.

Naj P(¢) pomeni mo¢ populacije, s katero se prehranjujejo plenilci, $tevilo
teh pa ozna¢imo s Q(#). Predpostavimo, da potencialnih Zrtev ni toliko, da
bi tudi med seboj intenzivno tekmovale za hrano, tako da dopuS¢amo nara-
$¢anje te populacije po zakonu naravne rasti (1), dokler se v to rast ne vme-
$ajo plenilci: ti dodajo enacbi negativen (dusilni) ¢len, ki je premo sorazme-
ren produktu trenutnih velikosti obeh populacij, plenilcev in plena (uteme-
ljitev je podobna kot pred ena&bo (7)). Tako imamo za prvo populacijo (,plen‘)
enacbo

P'(ty = a P(t) — b P(?) Q(?) @>0,b>0) (19)

Dinamiko populacije plenilcev bomo modelirali nekoliko drugace, namrec
z enacbo

Q) =—fQt)y+gPMQM®  (f>0,g>0) (20

134



Predpostavljamo namre¢, da bi plenilci brez hrane ,eksponentno izumirali’
(f torej pomeni stopnjo smrtnosti), na drugi strani pa je hitrost nara$canja
njihove populacije sorazmerna tako dosezeni velikosti Q(#) kot koli¢ini hrane,
ki je na voljo, to je P(f). Omejimo se samo na prakti¢no zanimive primere,
ko sta zaletni velikosti obeh populacij strogo pozitivni (P(0) >0, Q(0) > 0).

Sistem enacb (19), (20) na obic¢ajni nacin ([7], str. 269 in dalje) prevedemo
v diferencialno enacbo, ki neposredno povezuje velikosti obeh populacij:

dQ/dP = (—fQ + gPQ)/@P—bPQ) = [Q—f + gP)fP@a—bQ)] (1)
Enacba (21) ima loc¢ljivi spremenljivki, integracija nam da izraz
alnQ—bQ+flnP—gP=C
in po antilogaritmiranju na obeh straneh Se
Qe e—bQPfe—eP = K 22)

Volterra je odkril cel kup zanimivosti v zvezi s funkcijami iz enoparame-
tri¢ne druzine (22), za biologe pa je najzanimivej$a ugotovitev, da je z enacbo
(22) dolocena druzina sklenjenih faznih tirov. Postavljenemu modelu ustreza
cikli¢no spreminjanje moci obeh po- QA
pulacij, funkciji P(z) in Q(f) sta pe-
riodi¢ni z enako periodo T. Casovni
povpredji njunih vrednosti za interval
dolzine T sta dani z enacbama

P—=flg, Q=a/b (23)

(glej originalno v [12] ali krajse v [2], a/bt--
str. 417). Ni se tezko prepricati, da je
(f/g, a/b) poleg povsem nezanimive
moznosti (0, 0) edina to¢ka mirova- :
nja ([7], str. 271) dinami¢nega sistema ¥ e
(19)—(20); gibanja so torej taksna,
da je sistem (plen, plenilci) v povpre¢- Sl 3. Cikli¢na gibanja moci obeh popu-
ju v ravnovesju. lacij

Zanimiva je na vsak nacin ugotovitev, da je povpreéna velikost populacij
odvisna samo od parametrov a, b, f in g, prav ni¢ pa od zacetnih velikosti
obeh populacij, to je P(0) vziroma Q(0) (¢e le vztrajamo pri predpostavki, da
sta ti dve vrednosti strogo pozitivni). Povpre¢no $tevilo plenilcev se tako na
primer zmanj$uje z manj$anjem stopnje rodnosti njihovega plena (parame-
ter a) ali drugimi ukrepi, ki enako vplivajo na dinamiko te populacije, denimo
¢lovekovimi posegi vanjo. Konkreten primer, ki ga je obravnaval Volterra,
pomeni vkljuditev ribolova v model, kjer so sicer plenilci morski psi (in ne-
katere sorodne vrste), hrana oziroma njihov plen pa druge vrste rib. Ce pred-
postavimo, da z ribolovom zmanjS$ujemo obe populaciji po stopnji, ki je pre-
mo sorazmerna velikostma, je treba sistem (19)—(20) predelati v obliko

P'(t) = aP(t)— b P(t) Q(t) — h P(t) = (a— h) P(t) — b P(t) Q(¢) (24)
Q@) =—FfQ®) +gPO QM) —hQ() = —(f + Q) + gP() Q1) (25)

Pri tem seveda predpostavljamo, da je 0<Ck4 < g, ribolov torej obstaja,
vendar je njegova intenzivnost manjSa od naravne rodnosti. Namesto (23)

135



dobimo v tem primeru za ravnovesno to¢ko oziroma za povprecni velikosti
populacij vrednosti _ _
P=(f+hn/g Q=(a—hn)b (26)

Pravili (26) povesta, da zmerno intenziven ribolov v obeh populacijah (tako
med plenilci kot med njihovim plenom) celo poveta povpre¢no velikost po-
pulacije ,prehrambenih rib‘ in obratno, opustitev ribolova (kar se je zgodilo
med I. svetovno vojno!) pripelje po tem modelu do relativnega poveéanja
Stevila plenilcev. Z opisanim modelom je tako Volterra lepo razloZil podatke
o dejanskem gibanju moci obeh populacij, ki jih je zbral D’Ancona. Pravilo
,0 perturbaciji povpreénih vrednosti' ([12], str. 44) je mogod&e uporabiti dosti
sploSneje, vendar samo v primerih, ko ni intenzivnega boja za obstanek zno-
traj posamezne populacije; ¢e tak$na predpostavka ni izpolnjena, je treba v
sistemih (19)—(20) oziroma (24)—(25) na racun notranje konkurence v popu-
lacijah dodati ustrezna du$ilna &lena, to je — c P2(t) oziroma — d Q2(f), kot
smo to napravili pri logisticnem zakonu v prej$njem razdelku. Resitve tako
dobljenega sistema v splo§nem niso ve¢ periodi¢ne, pri dolo¢enih kombina-
cijah vrednosti parametrov lahko plenilci popolnoma izumrejo, ¢e se njihove
Zrtve prepoCasi razmnoZujejo, da bi jim zagotovile dovolj hrane. Podobna
dinamika je znadilna tudi za ekolo$ke sisteme, kjer se dve populaciji ne spo-
padata neposredno, ampak tekmujeta za omejene naravne vire. Naéelo kon-
kurencne izkljucitve, ki pove, da ena od obeh populacij v takem primeru
izumre, bomo spet pripisali V. Volterri ([12], str. 25—30), kriti¢en pretres
pogojev za veljavnost tega pravila pa najdemo na primer v [2], str. 421—426.
Ko ponovno opozarjamo na to izjemno zanimivo Braunovo knjigo, omenimo
Se model, ki s podobnim dinamiénim sistemom opisuje S$irjenje kapavice
v neki (recimo odkrito: k promiskuiteti nagnjeni) populaciji ([2], str. 435—445).
Ker nam sicer Ze objavljeni modeli Sirjenja AIDS-a pri pisanju tega ¢lanka
niso bili pri roki, bo moral kot zgled za uporabo diferencialnih ena¢b na
tem podrocju epidemiologije zado$¢ati kar omenjeni nedolznej$i primer.
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LINEARNE DIFERENCIALNE ENACBE
V ELEKTROTEHNIKI

GABRIJEL TOMSIC

Math. Subj. Class. (1985) 34 A 30, 35 F 05

Sestavek opisuje uporabo nekaterih linearnih navadnih in parcialnih diferen-
cialnih enacb v elektrotehniki.

LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS IN ELECTRICAL ENGINEERING

_ In the article some applications of linear ordinary and partial differential equa-
tions in electrical engineering are described.

Diferencialne ena¢be so uporabljene na raznih podrocjih fizike in tehnike.
Prispevek naj vsaj v glavnih potezah nakaZe uporabo diferencialnih enacb
v elektrotehniki.

Za¢nimo z navadnimi diferencial- R
nimi ena¢bami. Omejili se bomo na
linearne diferencialne enac¢be. Lahko I I I ‘
bi rekli, da so elektri¢na vezja klasi-
¢en primer za uporabo teh vrst dife- urt)
rencialnih enadb. Ni ga ucbenika, ki | QQQQQ |
jih ne bi navajal (apr. [1], [2], [3], [4],

[5])- Kot standarden primer iz teorije L

vezij navadno opiSemo spreminjanje SL.1

toka pri vkljuditvi vezja RL na eno-

smerno napetost (S1. 1).

R je upor, I tok, L induktivnost, U(#) pa napetost. V stacionarnem stanju je
po Ohmovem zakonu I = U/R, vendar ob vkljuditvi jakost toka ne skoti z
vrednosti 0 na U/R, ampak zaradi induktivnosti polasi naras¢a do te vred-
nosti, saj inducirana napetost pojav ovira. Ta napetost je sorazmerna hitrosti
spreminjanja toka, torej — L dI/d¢. Ze smo pri znanem Kirchhoffovem izreku
in dobimo tole diferencialno enac¢bo

Ldl/dt + RI=U 1)
Ce je U(t) = konst. = Uy, ima diferencialna enacba (1) reSitev
I(t) = (Uy/R) + ce—(RIL)
Vklju¢imo tok v &asu t = 0, tako da je I(0) = 0. Tedaj dolo¢imo konstanto c:
I(t) = (Ug/R) (1 —e—(RL)X)
Tok bi $ele v ¢asu t = oo dosegel vrednost Uy/R. Ker e—(RL)t hitro pada proti
ni¢, tok prakti¢no doseZe to vrednost v &asu, ki je nekajkrat vecji kot L/R.

Izraz L/R imenujemo &asovno konstanto. Naj bo napetost U(?) = Uy sin o 2.
Resitev diferencialne enacbe (1) se sedaj glasi

I(t) = ce—(RID + (Ug/(R2 + w2 L?)) Rsinwt—awLcosw i) =
= ce—(RIL)t + (Uy/(R2 + w? L2)¥2) sin(w t — §) )

kjer je tg 6 = w L/R. Odtod vidimo, da s ¢asom eksponentni del postane prak-
tiéno enak ni¢, to pomeni, da po dovolj dolgem ¢asu tok sinusno niha.
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Za elektri¢ni ali dinami¢ni sistem pravimo, da je v stacionarnem stanju,
Ce so spremenljivke, ki opisujejo tak sistem, periodi¢ne funkcije ¢asa ali kon-
stante. V nasprotnem primeru je sistem v prehodnem stanju. Tako imamo
v prvem primeru stacionarno reSitev, v drugem pa taki re$itvi ustreza zadnji
Clen v izrazu (2).

Podobno, kot smo obravnavali vezje RL, bi lahko obravnavali vezja RC.
Zanj se diferencialna enacba glasi

RdI/dt 4+ (1/C) I = dU/dt

Poleg diferencialnih ena¢b prvega reda v uporabi naletimo na diferencialne
enacbe vi$jih redov. Zapi$imo diferencialno ena&bo n-tega reda

F(x,y(x),y'(x), ..., yM(x)) = 0
ali v eksplicitni obliki
ym = f(x,,,..., ynD)
Ker vemo, da sploSna reSitev vsebuje n konstant, potrebujemo za doloé&itev
le-teh Se n pogojev:
y(xO) = kl: yl(xO) = k2‘v cen y(n_l)(xﬁ) = kn

kq, ks, ..., k, e R. Govorimo o problemu zadetnih vrednosti. Iz teorije diferen-
cialnih enacb vemo, da diferencialno ena¢bo n-tega reda lahko prevedemo na
sistem diferencialnih enaéb prvega reda

.'Y.l/ = fl(xl Yiree o yn)

¥o' = fal%, 1, . - o Yn)

...................

yn, = fn(x, Yireon yn)

tu so fir R"*1 R, i=1,2,...n dane funkcije. Obi¢ajno sistem zapiSemo
kratko v vektorski obliki
y(x) = f(x,y, (x)) (©)]

y1(x) ¥1' (%) filx, y)
yx) =] : vx) =] : flx,y) = :
Ly (%) V' (%) falx,y)

Problem zacetnih vrednosti za sistem prevedemo na nalogo poiskati reSitev
sistema (3) pri pogoju y(xy) = yo.

kjer je

Navedimo nekaj primerov elektri¢-

O—F—:——‘P———O nih vezij, pri katerih potrebujemo di-
ferencialne enacbe vi§jega reda ali si-
U.(t)=? stem diferencialnih enacb prvega re-
b ¢ " da. Pri Stevilnih primerih imamo
urt) c
T opravek kar z diferencialnimi enaé-
L bami drugega reda.

o—\Q_QMQ/—qﬁ;}———o Vzemimo vezje (Sl. 2) z uporom R,

kapacitivnostjo C, induktivnostjo L, z
Sl.2 napetostjo, odvisno od casa U(?). Spet
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z I(¢) zaznamujemo tok, z Ux(?) in U(t) pa napetosti na uporu in tuljavi. Upo-
$tevajmo Ohmov zakon Ug(?) = I(¢) R in razmere na kondenzatorju, kajti tok
je sorazmeren s spremembo napetosti na kondenzatorju, torej I(?) =
— CdUq(t)/dt. Na tuljavi je napetost sorazmerna s spremembo toka, torej
U.(t) = L dI(t)/dt in po Kirchhoffovem izreku dobimo

Ur(t) + Ue(t) + Ugr(®) = U(®) )
Iz prejénjih zvez lahko izrazimo Uy in U z Ug,

Up(t) = RI(t) = RCdUy/dt
in
Ur(t) = LdI(t)/dt = Ld(C dUc(1)/dt)/dt = LC d2U./de2
delimo %e s C in iz enatbe (4) dobimo diferencialno enac¢bo 2. reda
LUc(t) + R Uc@) + (1/C) U(t) = (1/0) U()

ki je matemati¢ni model za obravnavano elektri¢no vezje.
Se enkrat matemati¢no opisemo vezje RLC (Sl. 3).
Da bi dobili ustrezno enacbo za to I
vezje, bi si lahko pomagali najprej z |
vezjem RC in ko bi upostevali padec C
napetosti LI na tuljavi v vezju, bi do-
bili R L
LI+RI+(@/C)Idt=U@) =
=Upsinw t

Odvajamo dobljeno integro-diferen- ?j(f)ﬁ
cialno enacbo na ¢ in Ze imamo dife-
rencialno enacbo za vezje RLC SL.3

LI+RI+1/0)I=Uywcoswt @)
Pot do partikularne resitve le kratko nakaZimo. Postavimo v (5)
I,(ty=acoswt + Bsinwt
kjer je
a=—U;S/(R2 + S2) in g = Uy R/(R2 + §?)
Reaktanca S je podana z izrazom S = w L — 1/(w C). ReSitev I,(?) lahko zapi-
$emo po nekaj racunanja v obliki
I,(t) = Iysin(w t — ¢) (6)
tu je Iy = (o2 + )12 = Up(R2 + S)12 in tgd = —a/B = S/R. Koli¢ina (R? +
4 S2)12 se imenuje impedanca.
Ko re$ujemo homogeni del enac¢be, dobimo karakteristicno enacbo
r2+ (R/Lyr + 1/(LC) =0

in korena 7, =—a + b,r; =—a—»b, Kkjer je a= R/2L), b = (1/2L) (R2—
— 4L/C)12, Ker je v prakti¢nih primerih R >0, splo$na reSitev homogenega
dela I,(t) postaja z nara$tajo¢im ¢ vse manjsa, torej se prehodni tok I = I; +
-+ I, priblizuje stacionarnemu toku I, in po dovolj dolgem Casu imamo spet
sinusni tok (6) s frekvenco, ki je enaka zacetni frekvenci.
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Ry U S Za primer uporabe sistema dife-

i o o— rencialnih enacb preprost zgled, in si-
cer dvozan¢no vezje (Sl. 4). Podobno

V7 obravnavamo tudi veézanéna vezja.
Ry Ly I Doloc¢iti Zelimo tokove I(2), I;(?),
"—‘:l—\Q.QMQJ_J—' I5(1), ko smo sklenili krog pri stikalu
S. Spet po Kirchhoffovem izreku ima-
 / IZ mo
Rs L I(t) = Ii(®) + Ix(?)

i e, .
l@Il + RgII—Lglg—R3I~2= 0

Sl.4 L2j1+R211+IR1—U=0
Dobimo sistem diferencialnih ena¢b za I, in I

Lyfy+ Rel;— Ly I,—Ry I, = 0
L2l11+R211+11R1+I~2R1—U=0 (7)

Postavimo zadetna pogoja I;(0) = I5(0) = 0 in imamo za dvozanéno vezje ustre-
zen matemati¢ni model — sistem dveh diferencialnih ena&b prvega reda.

R, Pogosto se pojavljajo vezja, ki so

kako sklopljena. Poglejmo vezji, ki

. sta sklopljeni z medsebojno induktiv-

nostjo M (SI. 5).

V ¢asu t =0 bodita tokova I, in I,

Uo Ly Me=L5 R2 enaka 0. Po Kirchhoffovem izreku se

diferencialni enacbi za tokova glasita

T LI, + Ry Iy = M I + Ug ug(t)
—o o— oLs Lydy + Ry I, = M I,

,t>0
0,:<0
Spet imamo sistem diferencialnih ena¢b. Obitajno se takega sistema lotimo
z uporabo Laplaceove transformacije. Ko upo$tevamo zacetne pogoje, dobimo
sistem dveh algebrai¢nih ena¢b za Laplaceovi transformiranki ZL(I) in Z(I5):

Lis ) + Ry Z(I)) = M s #Iy) + Uyls
szs g(lvz) + Rgg(lz) = M.S‘g(h)

Tu je uy(t) enotna stopniéasta funkcija, uy(t) ={

Privzamemo, da je D = L; L,— M2>0; to se v uporabi zaradi energijskih
pogojev vedno dogaja. Iz resitve sistema z inverzno Laplaceovo transformacijo
dobimo

I1(t) = Uple—((— 1/Ry) cos w* t + ((Lz/D — a/Ry)/w*) sin w t + 1/Ry], w*2 >0
I(t) = (K/w*) et sin w* t, w* > 0

Tu smo zaznamovali

K =(UyM)/D, o= (RiLy+ R:L)/D, w*2= (R;Rp)/D— 2
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Regevanje diferencialnih enacb, na katere naletimo pri obravnavanju vezij,
seveda ne gre vedno po analiti¢ni poti in je treba dostikrat uporabiti nu-
meri¢ne metode.

Kakor hitro nastopajo funkcije, ki so odvisne od dveh ali ve¢ spremenljivk,
7e imamo opravka s parcialnimi diferencialnimi enatbami. Pri reSevanju pro-
blemov v elektrotehniki pogostokrat naletimo na parcialne diferencialne enac-
be. Oglejmo si nekaj tipi¢nih primerov. Spremenljivke so obifajno ¢as in ena
ali ve¢ koordinat v prostoru. Vemo, da so v fizikalni uporabi najvaznejse li-
nearne parcialne diferencialne enalbe drugega reda kot: enacba valovanja
uy, = ¢ Au, difuzijska enaéba u; = a? Au, Laplaceova enatba 4u = 0 in seveda
e druge. Vse te enac¢be so klasi¢en primer uporabe v elektrotehniki; o valovni
ena¢bi ni treba izgubljati besed; difuzijska enatba se pojavi, ko opisujemo
razmere v polprevodnikih; da so resitve Laplaceove enabe potencialne funk-
cije, je pa tudi znano. Vloge potenciala na primer v teoriji elektromagnetnih
polj spet ni potrebno posebej poudarjati.

Problemi, ki jih opi$emo s parcialnimi diferencialnimi ena¢bami, so obi-
¢ajno take narave, da poznavanje sploine resitve ne pomaga kaj prida. Po-
iskati je pa¢ treba tako resitev, ki ustreza zacetnim in robnim pogojem. Par-
cialne diferencialne enac¢be, na katere naletimo v elektrotehniki, so ve¢inoma
prej omenjenih standardnih tipov. Robni problemi pa so glede na postavljene
podatke oziroma rezultate, ki jih pri¢akujemo, precej razli¢ni. To seveda vpli-
va na izbiro metode, s katero parcialno diferencialno enacbo reSujemo.

Enacbo valovanja, ki je osnovnega pomena v elektrotehniki, obi¢ajno re-
$ujemo z d’Alembertovo metodo ali metodo separacije spremenljivk (Fourie-
rovo metodo); seveda je nadin re$evanja odvisen od konkretnega problema,
se pravi od zadetnih in robnih pogojev.

Ena najpomembnejsih parcialnih diferencialnih enacb v elektrotehniki je
Laplaceova enadba. Zapisana v kartezi¢nih koordinatah se glasi

Ugy + uyy + Uy, = 0

Z indeksi zaznamujemo parcialne odvode. Teorija resitev Laplaceove enacbe
se imenuje potencialna teorija in resitve, ki imajo zvezen drugi parcialni od-
vod, so harmoniéne funkciije, ki jih veliko uporabljajo. V elektrostatiki velja
za elektri¢no silo Coulombov zakon, ta pa je po obliki enak Newtonovemu
gravitacijskemu zakonu. To pomeni, da se da polje porazdelitve elektri¢nih
nabojev matemati¢no opisati s potencialno funkcijo, ki resi Laplaceovo enac-
bo. Navedimo le en klasi¢en primer uporabe Laplaceove enacbe: denimo, da
na sferi S z radijem R podamo elektri¢ni potencial

u(R, ®, ©) = f(P)

kjer so 7, @, ® krogelne koordinate in f znana funkcija. Treba je doloCiti po-
tencial v vseh totkah prostora, ¢e privzamemo, da ni drugih nabojev. Lotili
bomo notranji problem, to je doloéitev potenciala v notranjosti sfere ob da-
nem robnem pogoju, od zunanjega problema, to je doloCitev potenciala zunaj
sfere, ko seveda poleg robnega pogoja zahtevamo $e, da bodi potencial v ne-
skon¢nosti ni¢, torej

limu(r, ®) =0

r=>oo
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Ker smo predpostavili, da je potencial na sferi neodvisen od kota @, je ne-
odvisen od kota @ tudi potencial v prostoru. Zato se Laplaceova enacba, zapi-
sana v polarnih koordinatah, glasi

(r2u,), + (1/sin @) (sin @ Ug)p = 0

Resitev tega problema z metodo separacije spremenljivk se za to¢ke v notra-
njosti sfere glasi v obliki neskonéne vrste

u(r, d) = § a, r P,(cos @)

n=0
kjer so P, Legendrovi polinomi. Koeficienti a,, n = 0,1,2,... se dobe iz po-
goja
u(R, @) = f(®)
in se glase

@, = (@n + 1)/2R%) [f(®) P,(cos ®) sin & d &, n—=0,1,2,...
0

Resitev zunaj sfere se glasi

u(r, @) = X (b,/rn+l) P,(cos @)
=0
in koeficienti b, pa !

b, = (2n + 1)/2) Rn+1 [ {(@) Py(cos &) sin dd &, n=0,1,2,...
0

Pomemben primer uporabe parcialnih diferencialnih enatb v elektroteh-
niki je dolo¢anje porazdelitve toka in napetosti na prenosni liniji. Vzemimo
daljsi vodnik (npr. telefonsko Zico), ki seveda ni perfektno izoliran, tako da
nastanejo po vodniku izgube (Sl. 6). Napetost (potencial) in tok sta funkciji

Casa in dolzinske koordinate x; [ =
T = I(x,1), U = U(x, t), R upor na enoto

S
dolzine, L induktivnost, C kapaciteta
in G naj predstavlja prevodnost med
x=0

vodnikom in zemljo, torej izgube.
Tok seveda ni konstanten, nekaj ga
uhaja, nekaj se ga porabi za polnje-
nje kapacitete. Tudi napetost ima
& padce. Potencial v toc¢ki T je enak

x=l potencialu v to¢ki S, zmanj$an za
SL6 padec na razdalji ST, torej

Ulx + Ax, 1) — U(x,t) = — (RAx) [ — (L4 x) I,
po deljenju z 4x in ko gre Ax — 0, dobimo
U,=—RI—LI (8)
Podobno napravimo za tok in dobimo enacébo

I,=—GU—CU, ©)
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Po odvajanju ena¢be (8) po x in enacbe (9) po ¢t dobimo

U:tz'= _RIZ_LIrt
Iy ='—GUt—C Uy

Eliminiramo ¢&len I,; in izrazimo I, iz enac¢be (9)
Up=LCUy+RC+GL)U,+RGU (10)
Ce bi izrazili vse s tokom, bi dobili
I,,=LCI;+ RC+GLI,+RGI (11)

To sta tako imenovani telegrafski enacbi. Zaradi zadnjih dveh ¢lenov je po-
tujoe valovanje duseno. Poleg problema izgub se pojavijo $e popacitve. Ce
o tem tukaj ne govorimo (problem pupinizacije), ostane le slabitev signala.
Resitev teh ena¢b se da dobiti na primer z metodo separacije spremenljivk.

Dva posebna primera telegrafskih enacb je vredno omeniti: (a) ¢e sta izgu-
ba in induktivnost zanemarljivo majhni, torej G = L = 0, se enacbi (10) in (11)
glasita

Uy,=RCU; in I,; =RCI;

Enadbi imata obliko difuzijske enacbe, ki jo sre¢amo tudi pri prevajanju toplo-
te. Prav pri podmorskih kablih so izgube zanemarljive in tudi frekvence so
nizke, tako da v&asih govorimo o enacbah za podmorski kabel.

(b) Pri linijah brez izgub: G =0, R =10 preideta enacbi (10) in (11) v
sz = LC Utt in Ixz = LCItt

To sta po matemati¢ni obliki enodimenzijski valovni enacbi in reSevanje takih
enatb dobro poznamo.

7 naslednjima zgledoma ([6], [7]) le $e potrdimo, da brez diferencialnih
enach v elektrotehniki ne gre pri problemih, ki se pojavljajo vsak dan.

Elektri¢no enegijo moramo obi¢ajno prenasati na ve¢je razdalje. Nacin
prenosa je vodeno razdirjanje elektri¢ne energije in model za to je ena ali
ve¢ prenosnih linij. Podobni so pojavi pri prena$anju sporoCil. Pri prenosih
energije so zelo kriti¢ni prehodni pojavi pri vklopih vecjih porabnikov, cen-
tral ali ob udaru strele. Pri prenosih sporo¢il je v zadnjem ¢asu najpomemb-
nejéi prenos z impulzi. Posebno zanimivo je prena$anje signalov med pod-
sistemi vedjih digitalnih sistemov, na
primer racunalnikov. V vseh teh pri- In
merih lahko matemati¢no opisemo
prenos signalov s sistemom hiperbo- Dl
li¢nih parcialnih diferencialnih enacb. V, o—2 »
Povejmo $e to, da glede na precej$njo I
razli¢nost robnih pogojev pride v po-
$tev le numeri¢no reSevanje doblje-

nih enacb.
Vzemimo sistem n sklopljenih li- %7 0 — z=1
nij (SL 7). SL7
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Osnovni problem v teoriji prenosnih linij je doloitev napetosti in tokov na
linijah. Napetosti in tokovi so podani s sistemom enab

—I1,=CV,+GV
—V,=LI;,+RI (12)
Tu je
I=1z1=[Iz?),.., 1,0
vektor tokov in ‘
V =V(, 1) = [V1(Z, 0,... Vn(z’ t)]T

vektor napetosti vzdolz linij. C, G, L, R so matrike parametrov linij. Elementi
teh matrik so lahko odvisni od 2, t,V, I, pri ¢emer sta matriki C in L sime-
tri¢ni in pozitivno definitni. V vseh teh primerih je sistem (12) hiperboli¢ni
sistem kvazilinearnih parcialnih diferencialnih ena&b. Tak sistem lahko resu-
jemo z metodo karakteristik.

Izkaze se, da so najpomembnejsi primeri, pri katerih so matrike C,G LR
konstantne. Prakti¢no so zelo pomembni tudi primeri, pri katerih so C,G LR
funkcije frekvence, vendar se v takih primerih potek tokov in napetosti ne da
opisati s sistemom (12). Pri obravnavanju opisanega sistema lo¢imo dva pri-
mera:

(a) kadar sta matriki G in R enaki 0, matriki L in C pa konstantni in pozi-
tivno definitni, govorimo o sistemu brezizgubnih linij;

(b) ko sta matriki G in R razli¢ni od ni¢, govorimo o sistemu linij z izgu-
bami.

Da bomo sistem (12) sploh resili, morajo biti predpisani $e robni in
zacetni pogoji na podroéju t >0, 0 <<z < 1. Zadetne pogoje podamo z

V(z,0) = f(2),I(z,0) = g(2)

Vektorski funkciji f(z) in g(z) sta dani. Robni pogoji so dani z vezji na obeh
straneh linijskega sistema. Vzeli bomo, da so vezja linearna in so robni po-
goji dani z

Li{V(0,1,10, )} = fi(t)

L {V(1, 0, I(1, 1)} = fy(t)

tu sta L; in L; dva navadna linearna diferencialna operatorja, fi(¢) in f,(?) sta
dani ¢asovni funkciji

Linije brez izgub so dober pribliZek za linije z majhnimi izgubami in tak$-
ne naj bi bile linije v dobro oblikovanih sistemih. V takih primerih lahko si-
stem (12) re$imo v celoti analitiéno. Kot naravna metoda za reSevanje se iz-
kaZe metoda karakteristik. Karakteristike so obi¢ajno premice. Resitve so se-
stavljene iz valov, ki potujejo vzdolz linij in jih te ne popacijo. Robni pogoji
so doloCeni z linearnim elektri¢nim vezjem, ki ga opisuje navaden linearni
diferencialni operator. Kadar omenjeni problem reSujemo numeri¢no, ta ope-
rator aproksimiramo s kon¢nimi diferencami. Povejmo, da za reSevanje pro-
blemov elektri¢nih vezij dandanes obstaja vrsta programskih paketov, ki avto-
mati¢no formirajo in resijo enacbe takih vezij, zato je smiselno, &e resitve li-
nijskih enacb vgradimo v tak paket.
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Pri izgubnih linijah se dajo analitino dolo¢iti le karakteristike. Notranje
vrednosti spremenljivk je treba doloditi numeriéno, torej moramo enacbe in-
tegrirati vzdoiZz karakteristik in pri

tem uporabimo aproksimacije. Ko I,
S takim sistemom parcialnih di-

ferencialnih ena¢b $tudiramo dogaja-

nja na elektri¢nih linijah sklopnikov, 1"1

uporabljamo jih za $tudij tirnih toko-

krogov, za dolo¢anje prehodnih poja- S,

vov na energetskih vodih in podobno.

Naslednji primer je iz magneto- Y
statike. V prostoru naj bo » cilindric- Sm
nih kovinskih teles, med njimi pa ho-
mogena cilindri¢na telesa iz magnet- > I,

nih materialov z razliCnimi perme-
abilnostmi (Sl. 8).

Imamo torej n vodnikov, ki jih omejujejo krivulje I';, i = 1,2,...,n. Prostor
med vodniki naj bo zapolnjen z magnetnimi materiali, ki imajo razli¢ne per-
meabilnosti yu;, in meje teh materialov zaznamujemo s S;, i = 1,2,..., m. Vpra-

$amo se po porazdelitvi tokov na povriinah teh vodnikov. Taka vprasanja se po-
javljajo pri mikrovalovnih integriranih vezjih. Te vrste problemi se matema-
titno prevedejo na re$evanje Laplaceove parcialne diferencialne enacbe. Za
redevanje take enalbe obstaja precej dobrih metod, na primer metoda kon¢-
nih elementov ali konénih diferenc, vendar jih je treba reSevati v neomejenih
podroé&jih, resitve oziroma odvode reSitev pa potrebujemo le na robovih pod-
rodja. Za take primere je obetavna prevedba Lapalaceove ena¢be na Fredhol-
move integralske enacbe, oziroma na sistem takih enacb. Integralske enacbe,
do katerih pridemo, imajo to lepo lastnost, da resitve lahko preprosto pove-
Zemo z iskanimi rezultati. ReSevanja integralskih enacb se je povedini treba
lotiti numeri¢no. Res pa je, da je numeri¢no reSevanje Fredholmovih integral-
skih enacb druge vrste stabilno, kar je tudi ena od prednosti reSevanja postav-
ljenega problema z integralskimi ena¢bami. Znana je povezava med problemi
zacetnih vrednosti in Volterrovo integralsko enacbo druge vrste ter robni
problemi in Fredholmovo integralsko ena¢bo druge vrste, s tem pa prehajamo
7e na podrodje integralskih enacb. OCitno je, da se tudi te v elektrotehniki
precej uporabljajo.
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PODELJEVANJE NAZIVOV CASTNIH CLANOV DMFA SRS

Leta 1983 je upravni odbor Dru$tva matematikov, fizikov in astronomov
SRS imenoval za deset let stalno komisijo za ¢astne ¢lane drustva v sestavi:
Anton Suhadolc (matematika), Janez Strnad (fizika) in Ciril Velkovrh (tajnik).
Predsednik komisije je vsakokratni predsednik upravnega odbora drustva.

Do tedaj so bili ¢astni ¢lani V naslednjih letih so postali Se:
drustva le: 4. prof. dr. Alojzij Vadnal
1. prof. dr. Josip Plemelj 5. prof. Joze Povsi¢
2. prof. dr. Lavo Cermelj 6. prof. dr. Anton Peterlin
3. prof. dr. Fran Dominko 7. prof. Ivan Stalec
8. prof. dr. Ivan Kuscer
9. prof. dr. Anton Moljk

Castna ¢lanica v koprski podruZnici pa je prof. Bogomila Kolenko.
Komisija za ¢astne ¢lane deluje po pravilniku, ki ga je odobril upravni
odbor drustva.

Pravilnik za ¢astne ¢lane drustva

— Komisija za ¢astne ¢lane se mora sestati vsaj enkrat letno na pobudo ka-
teregakoli njenega ¢lana. Obravnavati mwora tudi predloge UO DMFA SRS
oz. evidentirane kandidate s prej$njih sej. Strokovno utemeljitev pravilo-
ma napi$e zunanji sodelavec.

— Pri izbiri kandidatov je najpomembnej$e naslednje: Kandidat mora biti
matematik, fizik ali astronom in po pravilih upokojeni ¢lan drustva. Nje-
govo delovanje v znanosti, pri poudevanju, objavljanju samostojnih del
in &lankov v revijah, sodelovanju pri dru$tvenih akcijah in popularizaciji
matematike, fizike in astronomije mora biti pomembno za ves slovenski
prostor.

— Komisija predlaga imena kandidatov z utemeljitvami UO DMFA SRS vsaj
mesec dni pred obénim zborom. Do konénega sprejetja ali ob odklonilnem
stali$¢u so predlogi tajni. Predlogi in imenovanja morajo biti na vseh sejah
sprejeti soglasno.

— Castni ¢lan se sme udeleZevati in aktivno sodelovati na vseh druStvenih
prireditvah in dobiva brezpla¢no drustveni glasili: Obzornik za matema-
tiko in fiziko ter Presek.

— Castne ¢lane podruZnice imenuje UO DMFA SRS v podruZnici po soglas-
nem sklepu vseh ¢lanov UO podruZnice. Kriteriji so podobni kot v repub-
liki. Castni ¢lani podruZnice ne morejo postati ¢astni Clani republiSkega
drustva.

— Diplome d¢astnih ¢lanov drustva so zlate, Castnih ¢lanov podruznice pa
srebrne z besedilom: Dru$tvo matematikov, fizikov in astronomov SRS
(PodruZnica...) N. N. — naziv, je bil na (zap. §t.) obénem zboru na (v) ...,
dne ... imenovan za Castnega ¢lana Dru$tva matematikov, fizikov in astro-
nomov SRS (PodruZnice...) zaradi svojih zaslug za razvoj matematike,
fizike in astronomije na Slovenskem (V podruZznici...). Diplomo podpiSe
predsednik drustva (PodruZnice...).

Tajnik: Ciril Velkovrh Predsednik: Mitja Rosina
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TRICETRT STOLETJA RENTGENSKIH INTERFERENC

JANEZ STRNAD
PACS a6110-1
a0165+d

Rentgenske interference so odkrili Walter Friedrich, Paul Knipping in Max Laue
leta 1912. Tridetrt stoletja pozneje je pouéno razfleniti ozadje odkritja. Ali so
okolii¢ine tega odkritja znacilne za odkritja v fiziki nasploh? Vsekakor se je odkrit-
je razraslo v obsezno raziskovalno in merilno vejo, ki je odloilno prispevala k po-
znavanju trdnin.

THREE-QUARTERS OF A CENTURY OF X-RAY INTERFERENCES

X-ray interferences were discovered by Walter Friedrich, Paul Knipping, and
Max Laue in 1912. Three-quarters of a century later it is instructive to analyse the
background of the discovery. Are the circumstances of this discovery characteri-
stical for discoveries in physics in general? In any case, the discovery grew into
a branch of research and measurement which has decisively contributed to the
knowledge of the solid state.

Uvod

Na koncu prej$njega stoletja so o trdninah vedeli precej. Razmeroma
natanéno so izmerili veliko njihovih lastnosti in zbrali podatke v priro¢nikih.
Nekateri fiziki so celo predvidevali, da bo vse natan¢nejSe merjenje snovnih
lastnosti ena najpomembnejsih nalog fizike v prihodnosti. Tudi pri nalinu
obdelovanja so dosegli nekaj uspehov. Toda »nih¢e si ni jasno predstavljal,
kaj povzroca te lastnosti«.

Leta 1895 je Wilhelm Conrad Rénigen odkril Zarke X. Kdo bi si tedaj mi-
slil da bodo postali ti eno glavnih oiodij za raziskovanje kristalov? Kmalu
po odkritju so jih na veliko zaceli uporabljati za presvetljevanje teles, na
primer v medicini, ne da bi poznali njihovo pravo naravo. Rontgen, ki se je
sicer izogibal domnev, je predlagal misel, da gre za longitudinalno elektro-
magnetno valovanje. Na zacetku novega stoletja je Rontgen presel v Miinchen
kot vodja eksperimentalnega instituta. Njegov asistent je bil Paul Knipping.
Teorijski institut je tam tedaj uspe$no vodil Arnold Sommerfeld. Njegov
asistent Walter Friedrich je dobil za nalogo preverjanje domnev o Rontgeno-
vih zarkih. Leta 1909 je prisel v Miinchen Max Laue, katerega ime je neloclji-
vo povezano z rentgenskimi interferencami.

Lauejeva Zivljenjska pot

Max Laue (Sl. 1) je bil rojen leta 1879 blizu Koblenza. Njegovega oceta so
kot vi§jega vojnega uradnika precej premescali, tako da je Laue obiskoval
osnovno ¥olo v Magdeburgu in srednjo $olo v Poznanju, Berlinu in Strassbur-
gu. Na univerzi v Strassburgu je zagel $tudirati matematiko, fiziko in Izemijo
in nadaljeval $tudij na univerzah v Gottingenu, Miinchnu in Berlinu. Po do-
ktoratu leta 1903 je delal dve leti na univerzi v Gdottingenu, nato je postal
asistent Maxa Plancka v Berlinu. Pozneje ga je iz Miinchna pot zanesla v
Ziirich, Frankfurt, Wiirzburg in Berlin. Ob ustanovitvi inStituta v Berlinu-
Dahlemu leta 1917 je postal ob Albertu Einsteinu drugi direktor in je skrbel
za administrativne zadeve. Med drugo svetovno vojno se je skupaj z inStitu-
tom preselil na deZelo, tam je napisal Zgodovino fizike, da bi pozabil na voj-
ne tezave. Po vojni je bil skupaj z drugimi devetimi nems$kimi znanstveniki
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konfiniran v Angliji. Leta 1946 je po-
stal direktor InStituta Max Planck
v Gottingenu in leta 1951 direktor In-
$tituta Fritz Haber za fizikalno ke-
mijo v Berlinu-Dahlemu. Leta 1958
je 3el v pokoj, leta 1960 pa je umrl
po avtomobilski nesreéi [1] — [4].

Sodobniki so ga cenili zaradi trd-
nega znalaja in premis$ljenih odloci-
tev. Pod Hitlerjem je kljub nevarno-
sti zagovarjal znanstvene poglede, ki
so jih nacisti preganjali, na primer
teorijo relativnosti. Edini je izrazil
obzalovanje, ko so drugi odobravali
Einsteinov izstop iz berlinske akade-
mije znanosti.

Max von Laue (besedica von opo-
zarja na dedni plemiski naslov, ki ga
je dobil Lauejev ode leta 1913) si je
pridobil v fiziki ugled z delom v po-
sebni teoriji relativnosti. Napisal je
knjigi o posebni (1911) in splosni
(1921) teoriji relativnosti. Pomemben
je tudi njegov prispevek k razlagi su-
perprevodnosti. Leta 1932 je pojasnil,
zakaj je mejna gostota magnetnega
polja, ki povzroci prehod iz super-
prevodnega v navadno stanje, odvisna
od oblike telesa. Najbolj pa je Laue

Sl. 1. Max von Laue brez dvoma znan po odkritju rent-
(9. 10. 1879 do 24 4. 1960) genskih interferenc.

Narava Rontgenovih Zarkov

Ze Rontgen je posku$al opazovati interferenco, ki bi pritrdila, da so nje-
govi zarki valovanje. Veliko fizikov se je nagibalo k temu mnenju in se skli-
cevalo na Maxwellovo elektrodinamiko. Valovna dolZzina tega valovanja bi
morala biti vsekakor manj$a od valovne dolZine vidne svetlobe. Wilhelm
Wien je zanjo napovedal od 10—12 do 10— m. Ve¢ fizikov, med njimi B. Walter
in R. W. Pohl, je poskusilo ugotoviti uklon in interferenco pri prehodu Zarkov
skozi ozko trikotno reZo. Raz$iritev slike so imeli za potrditev valovne narave
in celo ocenili valovno dolZino na 4.10—11 m. Temu sklepu se je pridruzil tudi
A. Sommerfeld. Valovno naravo Rontgenovih Zarkov so podpirali $e poskusi
C. G. Barkle z dvojnim sipanjem, ki so pokazali, da je Zarke mogoce polari-
zirati. Toda niti ti niso prepricali vseh fizikov. W. H. Bragg in nekateri drugi
so $e leta 1912 zagovarjali mnenje, da gre za curke delcev. To so utemeljevali
z nekaterimi pojavi, ki jih z valovanjem niso mogli zlahka pojasniti, na pri-
mer s tem, da izbijajo iz snovi elektrone.
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Pot do odkritja

M. Laue se je Ze od gimnazijskih let zanimal za optiko. Med S$tudijem so
mu predavanja Woldemarja Voigta, Maxa Plancka in Otta Lummerja posre-
dovala tedanje znanje. Pozneje je objavil samostojne ¢lanke o Sirjenju va-
lovanja v snovi z disperzijo in o termodinamiki interferen¢nih pojavov.
V doktorskem delu je obravnaval ohranitev energije pri interferenci na plan-
paralelni plos¢i. Zato mu je A. Sommerfeld poveril pisanje poglavja Valovna
optika v Enciklopediji matematicnih znanosti. Poglavje naj bi zajelo tudi teo-
rijo interferenc na ravninskih mrezah. Po lastni izjavi naj bi Ze tedaj po-
mislil na raz$iritev na prostorske mreZe, a misel opustil, ker te »navsezadnje
nimajo nobene prave vloge v optikic.

Kristalografi so Ze precej ¢asa pojasnjevali pravilno obliko kristalov z ure-
jenim razporedom atomov in matematiki so razvili teorijo prostorskih mrez.
Toda s fizikalne strani misli $e ni uspelo neposredno podpreti. Laue jo je
sprejel Ze prej, »ker ni poznal nobenega nacelnega nasprotnega razloga, eks-
perimentalna dognanja pa so jo vsaj posredno podpirala«. Po prihodu v Miin-
chen se je M. Laue zalel zanimati tudi za Rontgenove Zarke zaradi pozornosti,
ki so jim jo tu posvecali domala vsi fiziki.

Odlodilne dogodke je, kot kaZe, sprozil neki obisk na koncu leta 1911 ali
na zadetku leta 1912, Kaki dve leti prej je Paul Peter Ewald prosil A. Som-
merfelda za naslov doktorskega dela. Dobil je spisek ve¢ nalog, od katerih
mu je mentor nalogo »Poisc¢ite opti¢ne lastnosti anizotropne razporeditve izo-
tropnih resonatorjev« odsvetoval, ¢e§ da sam ne ve, kako bi se je kazalo lotiti.
Ewald si je izbral prav to. Raziskal je, kako valovanje zaradi sipanja na
resonatorjih potuje z drugacno hitrostjo kot v praznem prostoru. Pri tem
sta se pojavili dve razliéni hitrosti, torej dva lomna kvocienta, ki sta znacilna
za dvojni lom v anizotropnih kristalih. Za razlago dvojnega loma ni bilo
treba vpeljati anizotropnega sipanja na rescnatorjih! Poleg tega se je poka-
zalo; da lomni kvocient takega modela neomejenega kristala dolocajo lastna
nihanja gradnikov. Tedaj ni bilo v navadi, da bi racunali z neomejeno pro-
storsko mreZo resonatorjev. Zato je bil Ewald nekoliko negotov in si je Zelel
Laujeve podpore.

Laue ga je povabil k sebi na vecerjo. Pred tem sta se srefala v parku in
se po njem sprehodila. Ewald je hitel pojasnjevati, kako je razporedil reso-
natorje v prostorsko mrezo. Toda pokazalo se je, da Laueju ni jasno, kaj je
prostorska mreZa, ali da mu pojem vsaj ni doma¢. Zanimal pa ga je razmik
med resonatorji. Ewald mu je omenil desettisofino do tiso¢ino valovne dolZi-
ne vidne svetlobe in pripomnil, da je za njegovo nalogo to nepomembno. Med
preostankom velera Laue ni kazal zanimanja za bistvo, ki je vznemirjalo
Ewalda. Vsaj $e enkrat pa je povpra$al po razmiku med resonatorji, ne da bi
omenil Rontgenove Zarke, in nekako mimogrede dodal: »Kaj bi se primerilo
v Kkristalu z zelo kratkimi valovi?¢« Ewald ni imel odgovora, a je rekel: »Enac-
be veljajo strogo za vse valovne dolzine. Rad vam jih prepustim, sam pa
moram najprej konéati in oddati disertacijo in zdaj ne morem zapravljati
Casa za vaSe vpraSanje.« [1] Razocaran se je poslovil. Sele poleti, potem ko
je zvedel za uspeh Laueja in sodelavcev, je premislil o rezultatu za majhne
valovne dolZine. Njegove enacbe so za ta primer napovedovale interference.

Laue je porocal o srecanju takole: »Tedaj mu nisem znal pomagati. Toda
med pogovorom se mi je nenadoma porodilo ofitno vpraSanje o valovanju,
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ki ima majhno velovno dolZino v primeri z mreZnimi razdaljami prostorske
mreZe. In pri tem mi je moja opti¢na intuicija nemudoma odgovorila: sledijo
mreZni spektri... O tem je v kratkem sliSal W. Friedrich. Takoj je bil pri-
pravljen narediti odlodilni poskus. Toda priznani mojstri nase znanosti, ki
sem jim imel priliko posredovati zamisel, so imeli doloene dvome. Bilo je
potrebno nekaj diplomacije, preden sta Friedrich in Knipping konéno smela
narediti poskus po mojem nadrtu z zelo preprostimi napravami.« [4]

Odkritje

Zdi se, da je na pocitniSkem smucanju v Alpah M. Laue prereSetal
svojo zamisel z A. Sommerfeldom in W. Wienom. Ne samo ta dva, ampak
tudi mlajsi fiziki so menili, da ne bo mogoce opazovati interferenc zaradi
temperaturnega nihanja gradnikov v kristalih. Po poskusih z infrardeéo svet-
lobo na kameni soli so cenili pri sobni temperaturi amplitudo klorovih ionov
na 0,75nm, medtem ko so navajali za valovno dolZino rentgenske svetlobe
od 0,04 do 0,06 nm. Menda je A. Sommerfeld spoéetka W. Friedrichu celo pre-
povedal, da bi sodeloval pri poskusu. Razprave o poskusu so se nadaljevale
v kavarni Lutz, kamor so zahajali fiziki in kjer so imeli svojo mizo. Nazadnje
je le prevladalo mnenje, da pove »poskus ve¢ kot katera koli teorija in ga je
zato treba narediti«.

Rontgenov asistent P. Knipping je medtem koncal svoje doktorsko delo
in je bil pripravljen priskoditi na pomo¢. Friedrich in Knipping sta zacela de-
lati poskuse s kristalom modre galice, da bi atomi bakra z velikim vrstnim
Stevilom dovolj sipali vpadne Zarke. Prvi poskusi niso bili uspe$ni, ker sta
menda po Lauejevem navodilu poloZila fotografsko plos¢o ob kristal vzpo-
redno s curkom. Da bi videla na fotografiji vsaj sled prepu$éenega curka, sta
prestavila plo$¢o za kristal. Tedaj sta na plo$¢i ugotovila dokaj zabrisane
interferentne pege. Laue je drugi dan od Friedricha zvedel, da je poskus
uspel. Na poti domov se mu je posvetilo, da mora enacbama, ki veljata za
interferenco na prekrizanih opti¢nih mrezicah, pri interferenci na prostorski
mreZi v kristalu dodati $e tretjo enacbo. V svojih spominih je navedel celo
hiSo, pred katero se mu je to primerilo. Tako so bile rojene Lauejeve enacbe.
Da bi si zagotovili prvenstvo, so W. Friedrich, P. Knipping in M. Laue aka-
demiji znanosti poslali kratko porocilo o zaletnih poskusih v aprilu 1912,

V nadaljevanju dela, za katero sta imela zdaj na voljo precej ve¢ naprav
in podpore, sta Friedrich in Knipping najprej ponovila poskuse s kristalom
modre galice. Postavila sta ga v razliéne lege in se prepricala, da se inter-
ferencne pege ne pojavijo, ¢e sta kristal zdrobila v prah. Pozneje sta na-
redila vrsto merjenj s kubi¢nim kristalom cinkove svetlice, na katerega je
padal curek Zarkov v smeri $tiriStevne osi. Opravljeno delo je podpiralo dve
temeljni domnevi: gradniki kristalov so razporejeni v prostorsko mreZo in
Rontgenovi Zarki pri prehodu skozi kristal dajo interferenéne slike. S tem
so neposredno podprli misel o valovni naravi Rontgenovih Zarkov in odtlej
smemo govoriti o rentgenski svetlobi. Da pa so v fiziki ugotovitve zadasne, so
pokazali poskusi A. H. Comptona desetletje pozneje. Njihove izide je bilo
mogocCe najpreprosteje pojasniti s proznimi triki elektronov in fotonov, to-
rej nekaks$nih delcev, ki so jim tedaj pravili $e svetlobni kvanti.

Julija 1912 so Porocila s sej matematicno-fizikalnega razreda bavarske kra-
ljeve akademije znanosti v Miinchnu prinesla dalj$i ¢lanek z naslovom Inter-
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ferenéni pojavi pri rentgenskih Zarkih, ki so ga podpisali W. Friedrich,
P. Knipping in M. Laue. Sestavljala sta ga dva dela: Lauejev Teorijski del
in Eksperimentalni del W. Friedricha in P. Knippinga. Sledil je Lauejev ne-
koliko pozneje napisani prispevek z naslovom Kvantitativni preskus teorije

za interferenéne pojave pri rentgenskih Zarkih (Sl. 2) [5].

Interferenz-Erscheinungen bei Réntgenstrahlen.
Von W. FrIeEDRICH, P. KNIPPING und M. LAUE.

Vorgelegt von A. SOMMERFELD in der Sitzung am 8. Juni 1912.

Theoretischer Teil
von M. LAUE.

Einleitung. BARKLAs?) Untersuchungen in den letz-
ten Jahren haben gezeigt, daB die Réntgenstrahlen in
der Materie eine Zerstreuung erfahren, ganz entspre-
chend der Zerstreuung des Lichtes in triiben Medien,
daB sie aber noch daneben im allgemeinen die Atome
des Korpers zur Aussendung einer spektral homo-
genen Eigenstrahlung (Fluoreszenzstrahlung) anre-
gen, welche ausschlieBlich fiir den Korper charakteri-
stisch ist.

Die Herren FRIEDRICH und KNIPPING haben auf
meine Anregung diese Vermutung experimentell ge-
priift. Uber die Versuche und ihr Ergebnis berichten
sie selbst im zweiten Teil der Verdffentlichung.

Die Theorie und ihr qualitativer Vergleich mit
der Erfahrung. Wir wollen den oben angedeuteten Ge-
danken mathematisch zu fassen suchen. Den Ort der
Mittelpunkte der Atome bestimmen wir durch die

Experimenteller Teil
von W. FRIEDRICH und P. KN1pPPING.

Zur experimentellen Priifung der im vorhergehen-
den Teil beschriebenen Uberlegungen wurde nach
einigen Vorversuchen mit einem provisorischen Appa-
rat folgende definitive Versuchsanordnung verwandt,
die in Fig. 1 schematisch abgebildet ist. Von den von
der Antikathode 4 einer Rontgenréhre ausgehenden
Rontgenstrahlen wird ein schmales Biindel von ca.
1 mm Durchmesser durch die Blenden B, bis B, aus-
geblendet. Dieses Biindel durchsetzt den Kristall K7,
der in einem Goniometer G aufgestellt ist. Um den
Kiristall waren in verschiedenen Richtungen und Ab-
stinden photographische Platten P angebracht, () auf
denen sich die Intensitatsverteilung der vom Kristall
ausgehenden Sekundirstrahlen registrierte. Gegen
nichtgewollte Strahlen war die Anordnung durch einen
groBen Bleischirm S sowie durch den Bleikasten K in
geniigender Weise geschiitzt. Die GréBe der wichtigen
Teile der Versuchsanordnung lassen sich aus der Fig.1
entnehmen, die im MaBstab 1:10 gezeichnet ist.
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Eine quantitative Priifung der Theorie fiir die Interferenz-Erscheinungen bei Rontgenstrahlen

von M.Lavk.

Vorgelegt von AL SoMMERFELD in der Sitzung am 6. Juli 1912,

w Vor kurzem verdffentlichten W, FRIEDRICH,
P Kxreeixe und der Verfasser?) an dieser Stelle Be-
obachtungen iiber Interferenzerscheinungen, die beim
Durchgang von Réntgenstrahlen durch Kristalle ent-

1) W, Frigpricn, PoKxweeisa und M. Lave, diese Verhand-
Tungen 1912, p. 303, Die dortige Numerierung der Gleichungen und
Figuren wird hier fortgesetzt,

stehen, sowie eine Theorie dazu, welche sich qualitativ
der Erfabrung anschlo. Jetzt soll diese Theorie einer
ersten quantitativen Priifung unterzogen werden. Mag
es sein, daBl es dabei nicht gelingt, zur vollen Wahr-
heit durchzudringen, daB besonders die Werte fiir die
Wellenlingen der Rontgenstrahlen spiter ersetzt wer-
den miissen durchi andere, welche zu ihnen in einfachen,

Sl. 2. Clanka W. Friedricha, P. Knippinga in M. Laueja iz dveh delov in ¢&lanek

M. Laueja, kakor so jih po Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse

der K. b. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen iz leta 1912 ponatisnile Die
Naturwissenschaften [6].
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Pri Lauejevem poskusu z rentgensko svetlobo z valovno dolzino na Siro-
kem pasu je sicer mogoce enoli¢no doloditi, kako nastane vsaka interferen¢na
pega (Sl. 3), valovno dolZino pa lahko dolod¢imo le do celostevilskega faktorja.
Laue je sam opozoril na te omejitve. V tem pogledu sta njegovo delo dopolni-
la William Lawrence Bragg (sin) in William Henry Bragg (oce) v Londonu
z delom, ki sta ga zalela leta 1912, a objavila v naslednjem letu. Sestavila sta
prvi rentgenski spektrometer z ionizacijskim merilnikom in delala poskuse
v odbiti svetlobi. Tako sta pojasnila zgradbo kamene soli. M. Laue je prosto-
dusno priznal, da bi tak korak »ko-
maj lahko naredil, ker so ga zanimala
velika, splo$na nacela«. »In tako sta
mogla samo onadva izpeljati koncno
merjenje valovnih dolZin.« [4]

Tudi P. P. Ewald, ki je umrl Sele
leta 1985 v visoki starosti 98 let, je
dodal svoj prispevek. Uvedel je kro-
glo v recipro¢ni mrezi (1913) in dina-
mi¢no teorijo rentgenskih interferenc
(1917). Svoje doktorsko delo je nam-
re¢ raz$iril tako, da je upoSteval so-
delovanje med sevanjem in sipalnimi
centri.

Odkritje je odprlo dve novi veji:
rentgensko spektroskopijo, to je mer-
jenje valovnih dolZin znacilnih emi-
sijskih ali absorpcijskih spektralnih

ért, ki je postala glavna opora razvi-

Sl. 3. Znamenita fotografija interferenne . . .. . .
slike cinkove svetlice z rentgensko svet- JaJOC€ S€ atomske fizike, in dol.oc?,n'Je
lobo iz leta 1912 [6]. kristalne zgradbe z rentgenskimi in-

terferencami.

M. Laue je dobil Nobelovo nagrado za fiziko leta 1914 »za svoje odkritje
uklona rentgenskih Zzarkov na kristalih«, W. L. Bragg in W. H. Bragg pa leta
1915« za svoje zasluge pri raziskovanju kristalne zgradbe z rentgenskimi Zar-
ki«. Iz istega gnezda je pozneje zraslo $e ve¢ Nobelovih nagrad. Leta 1962 sta
dobila J. C. Kendrew in M. F. Perutz za odKritje kristalne zgradbe mioglobina
in hemoglobina Nobelovo nagrado za kemijo in J. D. Watson, F. Crick in
M. Wilkins za odkritje zgradbe deoksiribonukleinske kisline Nobelovo nagra-
do za fiziologijo. Leta 1985 sta dobila J. Karle in H. Hauptmann Nobelovo
nagrado iz kemije za »nadaljnji razvoj tako imenovanih ,neposrednih metod’
za doloc¢anje kristalne zgradbe«.

Enatbe
Na kratko se pomudimo ob glavnih enacbah, ki so pomembne za rentgen-
ske interference. Za¢nimo z nizom sipalnih centrov na ravni €rti v enakih
razmikih a;. Pod kotom 8, glede na niz naj pada ravno enobarvno valovanje
z valovno dolZino i. Dale¢ od niza je ojateno valovanje na plad¢ih stoZcev
z nizom kot osjo in poloviénim kotom ob vrhu znalilnega preseka g. Razlika
poti po vzporednih Zarkih skozi sosednja centra mora biti enaka celemu Ste-

vilu A, valovnih dolZin a; cos f— ay cos fo = hy 1)
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Enacbe smo vajeni v obliki a; sin a — a; sin @y = hy 4 pri poSevnem vpadu
na uklonsko mreZico, ¢e namesto kotov g in 8y uporabimo komplementarna
kota ¢ in og, ki ju merimo proti vpadni pravokotnici.

Pri ravninski mreZi sipalnih centrov — ali dveh prekriZanih mrezicah —
ki jo dolo¢ata osnovna vektorja a; in a;, moramo dodati enacbi (1) drugo,
v kateri nadomestimo indekse 1 z indeksi 2. Vsaki izmed enacb ustreza druZina
stoZzcev — os prve doloda smer a;, os duge pa smer a; — in tvornice v prese-
¢is¢ih stoZcev kazejo smer ojacenih curkov.

Ce so sipalni centri razporejeni v prostorsko mreZo, ki jo dolo¢ajo osnov-
ni vektorji a;, a; in ag, je treba dodati enacbi (1) Se drugo z indeksi 2 in tretjo
z indeksi 3. Trojica celih $tevil h,, hg, hy iz vseh treh enacb doloca red interfe-
rence. Zdaj imamo opraviti s tremi druZinami stoZcev z osmi v smereh vek-
torjev a;, a; ag. Ojacane curke podajajo tvornice, v katerih se sekajo trije
stozci. To se primeri le pri izbranih valovnih dolzinah.

Lauejeve enacbe zapiSemo pregledneje v obliki

ak—a;k, =2nh; i=123 2)
&e uvedemo valovni vektor k, v vpadnem valovanju in valovni vektor k v oja-
&enem; velikost obeh je k, = k = 2a)/4. Tri skalarne enacbe (2) lahko zamenja-
mo za eno vektorsko [6] k—k, = 2zh 3)

Dobimo jo, ko enatbe (2) za i =1, i =2 in i =3 po vrsti pomnozimo z
osnovnimi vektorji reciproéne mreZe by, by in bg in dobljene enalbe sesteje-
mo. Na desni dobimo z 27 pomnoZeni vektor reciprocne mreze h = hy by +
+ hy by + hybg, to je vektor iz izhodi$¢a do ene izmed toCk recipro¢ne mreZze.
Na levi pa uporabimo zvezo r = (a; r)b; + (agr)by + (agr)bs, ki velja za polju-
ben vektor r.

O recipro¢ni mreZi povejmo, da so njeni osnovni vektorji by, by in by po-
vezani z osnovnimi vektorji »atomske« mreze a;, ay in ag z enacbami

b; = (az X ag)/(aj(az X ag)) c.p. a; = (by X by)/(by(b2 X b3)) c.p.
Preostali ena¢bi dobimo v obeh primerih s cikli¢no permutacijo indeksov. Ni
tezko uvideti, da velja med obojimi osnovnimi vektorji Se preprosta zveza

a,b; = Jy by=1,05=0zai#j
Prepri¢amo se tudi, da lahko poljuben vektor r zapiSemo na dva nalina
r = (b; r)a; + (ber)az + (bgr)ag = (a;r)b; + (a;r)be + (a3r)by
b; r so komponente glede na osi atomske mreZe ali kontravariantne kompo-
nente, a a;r komponente glede na osi reciproc¢ne mreZe, ki so pravokotne na
koordinatne ravnine atomske mreZe. Vektor h = iy b; + hsbs + hgbg je pra-
vokoten na mreZno ravninc z Millerjevimi indeksi A, kg, hs.

Vektorji reciproéne mreze dajo preprost pregled nad mreZnimi ravninami.
Po izku$njah si namre¢ vec¢ina ljudi laZje predstavlja daljice, ki jih dolocata
skupna zaletna totka in kon¢na tocka, kot ravnine, ki jih dolo¢ajo trije od-
seki na oseh. V recipro¢ni mrezi po enacbi (3) ni tezko poiskati smeri ojace-
nih curkov. Iz izhodis¢a nariSemo vektor —k, do tocke A. Vektor k mora
biti enako velik in h je vektor reciprotne mreze. Zato dolo¢a ojaceni curek
vektor k iz tocke A do tocke reciprone mreZe na krogli s srediS¢em v A in
radijem 2z/3. Krogla gre tudi skozi izhodiS¢e. Ta Ewaldova krogla omogoci
preprost pregled nad ojacenimi curki, posebej nam da vtis o simetriji interfe-
rence (Sl. 4a).
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Po W. L. Braggu nastane ojaceni curek po »zrcalnem obdobju« na mrezni
ravnini z Millerjevimi indeksi %y, hy, hs. V enakokrakem trikotniku velja
2nah/2 = ksin} ¢ ali 2h—1sin% 9 = 4, e je ¢ sipalni kot, to je kot med ojace-
nim in vpadnim valovanjem. Ce na vektorju h med izhodi¢em in konéno
tocko ni nobene druge to¢ke recipro¢ne mreze, indeksi hy, hy, hs nimajo skup-
nega faktorja. Tedaj je velikost # enaka obratni vrednosti razmika a, med
mreZnima ravninama, na kateri je vektor h pravokoten (tako je na sl. 4a). Ce
pa lezi na vektorju h $e kaka dodatna totka reciproéne mreze, imajo indeksi
skupni faktor n, ki ga izpostavimo: h = nh*, tako da h*, hy*, hs* nimajo ved
skupnega faktorja. Zdaj velja i = n/a; (na sl. 4b leZita na vektorju h dve do-
datni to¢ki recipro¢ne mreZe in je n = 3). Tako smo prisli do Braggove enacbe

2a,sint9 =ni “4)

To enac¢bo nazorno »izpeljemo« z zahtevo, da je razlika poti pri zrcalnem
odboju na mreZni ravnini in na sosednji mre#ni ravnini enaka celemu veé-
kratniku valovne dolZine. Ra¢un je tak kot pri interferenci na tanki planpara-
lelni plasti. Sipanje zajamemo z zrcalnim odbojem, ker s tem Ze upostevamo
pravo razliko poti med deli valovanja. Vsa ta dognanja so stara Ze tri &etrt
stoletja. Bralec si lahko misli, kaj vse so jim v tem &asu $e dodali.

Sl. 4. Ewaldova krogla, s katero si po enacbi (3) ponazorimo smeri ojacenih curkov
(a), in trikotnik, iz katerega dobimo enacbo (4) (b) (glej sliko na ovitku).
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OBVESTILO NAROCNIKOM

V teh dneh smo poslali opomine vsem naro¢nikom, ki e niso po-
ravnali naro¢nine za Obzornik za matematiko in fiziko. Poleg poloZnice
v prvi dvojni Stevilki Obzornika ter splo$nega opozorila v tretji je to
zadnji leto$nji opomin. Vljudno vas prosimo, da znesek nakaZete vsaj
do oblnega zbora. Zelimo, da ostanete tudi v prihodnje nag naro¢nik
in z rednimi vpladili naro¢nine omogocite izhajanje Obzornika za ma-
tematiko in fiziko.

Janez Strnad, Ciril Velkovrh
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. Hrastnik, Milena Tehnologija keramike

. Kepec, Ivica Pogoni v lesarskih strojih in model polnojermenika
. Jerina, Alenka Krmiljenje in regulacija — mehanski del

. Sivec, Milan Tehnologija izdelave valjarskih polizdelkov

. Penca, Mateja } Analiza najpogostej$ih napak pri testih znanja iz ma-
. Zajc, Ines tematike ucencev v 8. razredu OS

. Nose, Maja Motorizacija, energetska kriza in varstvo okolja

. Zere, Marija Zadnji Fermatov izrek

. Kamenscak, Marija Uporaba vrtalnih strojev v O$

. Mesojedec, Marinka Obravnava $tirikotnikov v O$

. Kotar, Marija Logika prvega reda in nevtralna geometrija

. Natlacen, Boza Modeli pravilnih ve¢kotnikov

. Zgaga, Lucijana Modeli zvezdnih veckotnikov in simetrija

. Bizjak, Metka Uporaba zobniskih gonil v obdelovalnih strojih

. Gacnik, Elizabeta Pcklici v ludi tehni¢no-tehnolo$ke revolucije

. Gartner, Irma Uporaba in izdelava lesnih vezi

. Klinar, Marija Toplotna obdelava jekel

. Ocvirk, Vanja Pridobivanje furnirja in uporaba pri tehni¢ni vzgoji
. Peklar, Tatjana Kvadratni recipro¢nostni zakon

Fizika — tehni¢na vzgoja

Skof, Spela Uporaba zavore kot strojnega dela

Stuhec, Srecko Ureditev in oprema udilnic tehni¢ne vzgoje za obde-
lavo lesa

Brezavscek, Ale§ Fizikalni eksperiment iz dinamike

Zadel, Tanja Elektri¢ne instalacije in naprave v gospodinjstvu

Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo
1. stopnja
Matematika — pedagoska smer

Pavleti¢-Pintar, Smiljana Eulerjeva karakteristika

Marusi¢-Sustar, Alenka Barvanje grafov

Bobek, Stanislav Elementarne analiti¢ne neenakosti

Povse, Danica Razkosanja kompaktnih podmnoZic ravnine na dele
z manj$imi premeri

Matematika — uporabna smer

Fonda, Robert Trigonometrijske vrste z monotonimi koeficienti

Jan, Rajmond Elementarne funkcije v kalkulatorjih Hawlett-Pack-
ard

Kogovsek, Matjaz Zasnova zbirke podatkov v zavarovalni skupnosti
Triglav

Bajt, Renata ReSevanje nelinearne enadbe na Zepnem kalkulatorju
HP-34C

Kovaé-Lopatic, Carmen Neskonéni produkti in njihova uporaba

Koberl, Simona Makro procesor za urejevalnik besedil

Vincek, Tomaz Urejevalnik besedil — RUNOFF

Mubhi¢, Niko Evidenca o Studentih

Hrovatin, Ingrid Radunanje singularnih integralov

Zerovnik, Zdenka Seznami kod, ki omogocajo popravljanje napak

Matematika — Studij ob delu — uporabna smer — AQOP

Lozi¢, Milo§ Uporaba regresije pri obravnavi antropometri¢nih
znadilnostih novorojencka ) .

Zidar, Ignac Statisticna obdelava nekaterih nevrofiziolo$kih meri-
tev



436.
437.

438.
439.
440.
441.

350.
351.

352.
353.
354.
355.

356.
357.
358.
359.
360.

361.
362.
363.

. Lindtner, Mirko Racdunalnidke statisti¢ne rutine

. Kovag, Vilhelm Poenotena obdelava v racunskem centru

. Hrvatin, Miroslav Algoritmi za barvanje tock grafov

. Sladi¢, Branko Knjiznica grafi¢nih podprogramov za risanje na ma-
tri¢ni tiskalnik )

. Rehberger, DuSan Podprogrami za pripravo in uporabo jedilnikov

. Siebenreich, Alojz Prerac¢un vzmeti po ponudbi kupca

2. stopnja
Matematika — pedagos$ka smer

Rugelj, Marinka Projektivna geometrija nad obsegom Q

Majcenovi¢, Marta Kategorialna posploSitev nekaterih pojmov teorije
mnozic

Erker, Jaka Nova pot do Lebesgua

Posavec, Sonja Hurwitzevi verizni ulomki

Velec, Joze Aritmeti¢ne funkcije

Medic, Vinko Konveksne mnozice v R?

Matematika — uporabna smer

Elesini, Dusica Variacijske metode

Ulcar, Stanka Mcle{toda urejenih elementov v dvodimenzionalnem
toku

Simoni¢, Aleksander Spekter nenegativnih matrik

Kerec, Tatjana Bezoutove matrike

Gazvoda, Zdenka Variacijske neenacbe

Bozi¢, Branko dRaléuna:nje intervalov zaupanja za Studentovo poraz-
delitev

Trampuz-Tavéar, Mojca Metoda diagonalnega pivotiranja

Zupanec, Janez Cakajoce vrste

Savnik, David Interpolacije, ki ohranjajo obliko podatkov

Romih, Maks Aproksimacija lastnih vrednosti zaprtih operatorjev

Smolnikar, Joze Posplosen problem lastnih vrednosti za pasovne ma-
trike

Bresar, Matej Odvajanja in sorodne preslikave na prakolobarjih

Schara, Tomaz Metoda konénih elementov pri prevajanju toplote

Zrims$ek, Gorazd Program za ocenjevanje in dolo¢anje posploSenih mo-

delov ARMA na ra¢unalniku PC

Matematika — teoreti¢na smer

. Cerne, Miran Ob(:u;tlj'ivost stacionarnih porazdelitev markovskih
verig
. Juri$ié, Aleksandar Topologija v teoriji grafov in kombinatoriki

Fizika — pedagoska smer

. Pajk, Bojan Eksperimentalna obdelava gibanja in nihanja v Soli
z racunalnikom

. Okreti¢-Salmic¢, Eda $tudij Sirjenja udarnega vala v plinskem valju —
primer fizikalne raziskave v industriji

. Burger, Janez Sistem za merjenje mase z oddaljenim senzorjem

. Golob, Milan Lagrangeva gostota z vi§jimi odvodi ter stati¢ni po-
tencial todkastega telesa

. Kham, Boris Studij kasetnega pouka fizike (Ob radijskih oddajah
o Halleyevem kometu)

. Vidar, Zorko Merjenje olesnega tlaka

. Kebe, Branko Poskusi s toplotnim tokom

. Kariz, Vida Model termomagnetnega toplotnega stroja
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85.
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31.
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103.
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Fizika — tehniska smer
Pahor, David

Cibej, Marko

Belina, Ruben
Mandrino, Porde

Bajt, Sasa

Krizni¢, Ervin

Jarh, Orest

Kaluza, Matjaz
Planinsi¢, Gorazd

Kutnjak, Zdravko
Urbanc, Brigita
Kari¢, Erik

Poberaj, Igor
Rokavec, Ales

Stuhec, Matjaz
Zigon, Borut

Herman, Bojan

Matematika
Semrl, Peter

Fizika — pedagoska smer

Verovnik, Ivo
Cvahte, Mirko

Fizika — tehniska smer
Hanzel, Darko

Jenci¢, Igor

Bostjanci¢, Bojan

Matematika

Lavri¢, Boris
Mastinsek, Miklavz

Fizika
Krivec, Rajmund

Ferbar, Janez
KrizZan, Peter

Dolocanje ravnosti nosilca merilne letve

Preprost model mezonskega oblaka v nukleonu
Spekter scintilacijskega $uma svetlobnega toka svet-
lih zvezd

Preiskava miniaturne Penningove &rpalke ter njene
uporabe kot vakuumskega merilnika ‘

Vezana stanja v dvodimenzionalnem prevodniku v
mocnem magnetnem polju

Dolotitev sprejemljivosti detektorja ARGUS za reak-
cijo

Studij faznih prehodov v RbD,PO, s pomo¢jo jedrske
magnetne resonance

Leptoni in kvarki v Hararijevemm modelu z ri$oni
Raziskave elektrostati¢nega odklonskega sistema mi-
niaturne katodne elektronke

Sum pri merjenju mejnih sil

Elektromehanska povratna zanka

Studij feroelektri¢nega faznega prehoda v diglicin ni-
tratu z dvojno resonanco 1H — 14N in tH — 170
Meritev tenzorja nelinearne opti¢ne susceptibilnosti
Racunanje hitrosti $irjenja akcijskega potenciala po
Zivéni celici

Kvantizacija zvezne druzine biljardov na analiti¢no
nreslikanem kvadratu

Reélgrvanje linearizirane Boltzmannove enacbe z meto-
do Fy

Elementarna analiza aerosolov z metodo PIXE

3. stopnja

Avtomati¢na zveznost spletajocih operatorjev

Fluktuacijski intenzitetni interferometer
Toplotni stroj in toplotna ¢rpalka na polprevodniski
termoelement za preverjanje entropijskega zakona

Porazdelitev  EM polja v laserjih s preklopnikom
kvalitete

Doloc¢anje izgorelosti po$kodovanega gorivnega ele-
menta z merjenjem razmerja 134Cs in 137Cs v hladilu
reaktorja

Produkcija 4 barionov v e+e— anihilacijah pri te-
Zi8¢ni energiji okoli 10 GeV

Doktorske disertacije

Projektorske lastnosti Rieszovih prostorov
Strukturni operatorji za abstraktne funkcionalne di-
ferencialne enacbe

Variacijska formulacija kvantnomehanskega sipanja
s tremi delci v kon¢nem stanju

Pojem fotona v pouku kvantne mehanike

Studij dvopionske interakcije z meritvijo reakcije
atp — at a+tn



106. Gelo, Branko Mgmrr}eteorolo-éki model za prognozu oborina u raz-
vijenoj orografiji pri pojedinim smjerovima vjetrova

107. Zgonik, Marko Nelinearni opti¢ni pojavi v snoveh s strukturnimi faz-
nimi prehodi

108. Dolinsek, Janez Studij substitucijsko neurejenih inkomezurabilnih si-
stemov z metodo NMR

109. Topi¢, Bogdan $tudij inkomenzurabilnih faznih prehodov v K,ZnCl,

' in K,;SeO, s pomocjo jedrske magnetne resonance 39K
110. Demsar, Franci Slikanje z elektronsko paramagnetno resonanco
111. Plesko, Mark Doloditev sklopitvene konstante mocne sile iz meritve

sevalnega razpada resonance

* Seznam diplomantov iz leta 1986 je bil objavlj . p
(1987) 147__149.13 v 1z leta je bil objavljen v Obzorniku mat. fiz. 34

ZADREGE STROKOVNEGA PISANJA

Uvodna misel

Sestavek O strokovnem pisanju [1] me je vzpodbudil, da $e¢ sam dodam prgisce
utrinkov. To so predvsem odsevi ogledala; malo je med njimi Solskih nasvetov.
Teh je Ivan Kuséer za dobro bero zgledno nanizal v imenovanem pisanju. Vsakemu,
ki kaj pise o fiziki, pa svetuje branje brosure Style Manual.

Sam sem nasel mnogo koristnega v knjizici Scientists Must Write [2], ki ni le
rozni venec dolgo¢asnih navodil ter svarilnih in zglednih primerov, ampak Zivahen
vodi¢ skozi udenost strokovnega pisanja. Ob vsem, kar je povedal Ivan Kuscer,
bi lahko ostal pri priporoéilu branja te knjige. Malo za 3alo in malo zares vendarle
dodajam nekaj uvoZenih iskric in ¢isto majcken poganjek z domacega zelnika.

Cvetke iz domacih...

Izvlegek je za naslovom najbolj brani del ¢lanka. Najveckrat je to vse, kar bral-
ci vidijo. Poleg tega rabi informacijski in dokumentacijski sluzbi. Zato mora biti
napisan skrbno; nobena beseda naj ne bi bila odve¢.

V domacih strokovnih revijah (pa tudi v kaki tuji) se prispevki pogosto zale-
njajo s »Clanek obravnava.... Z malo domisljije »¢lanek podaja, vsebuje, navaja,
opisuje, uvaja, predstavi, vpeljuje, oceni, izpeljuje, raz¢leni, pojasnjuje, prinasa.. .«
in celo »razpravlja, govori, se spominja, postreze .. .«. Cesa vsega ne pocne ta presne-
ti &lanek (in to v dovréni ali nedovrini obliki). Ko se utrudi, ga zamenja »sestavek,
»prispevek«, »zapis« ali sam »avtor«.

Nezaupljivci piSejo raje »Ta sestavek...c, »Pricujoci zapis .. .«, »V tem prispev-
ku...« ali kar »Pred vami je ¢lanek, v katerem avtor...«. Sedaj ne dvomimo ve¢,
da gre za »¢lanek« in sicer »ta« in ne morda kateri drugi, da ga je res napisal »avtor«
in da je ¢lanek res pred nami.

Bolj ko se naslajamo ob pestri ponudbi in ob¢udujemo iznajdljivost ustvarjal-
cev, bolj postaja ogitno, da so ti dodatki odve¢. Toda kako napisati izvlecek brez
nepogresljivega »¢lanka« ali »avtorja«. Ce ga z zacCetka pomaknemo nekam v bese-
dilo, ostanemo na istem. Zdi se, da se ga otresemo z zapisom »Podana je.. .« ali
»...obravnavamo.. .« in podobno. Ali res?

Kako gre brez okraskov, ki so nepotrebni kot eter ali flogiston, je npr. lepo
pokazal Sergej Pahor z izvleCkom v enem (zares nekoliko dalj$em, pa vendarle lahko
berljivem) stavku [3]: »Z nekaj medicinskimi podatki in nekaj zdrave pameti lahko
uporabimo osnovna fizikalna spoznanja v elementarni obliki tudi za &lovesko telo
in tako naredimo pouk fizike v srednji Soli privlacnejsi.« Le kako se je ubranil
skugnjavi in ni zapisal: »Clanek pokaZe, kako lahko z nekaj medicinskimi podatki
in z nekaj zdrave pameti uporabimo. . .«.

Obzornik mat. fiz. 35 (1988) 5 159



...in tujih logov

Izrazanje v strokovnih in znanstvenih prispevkih naj bo jasno, preprosto in na-
tan¢no. Pri tem nekaj lepote ne bo odve¢, da le vsebina ne bo obremenjena z veza-
njem otrobov. Prav v to pa se pisci hote ali nehote pogosto zatekajo. Marsikdo se
podzavestno ali zaradi obilja slabih zgledov resuje s praznim besedi¢enjem, ko se
znajde na majavih tleh. Véasih se celo ni mogode otresti obdutka, da gre morda za
zavestno zavajanje.

Nekaj pogosto uporabljenih primerkov zavitega (in zvitega) ter puhlega stro-
kovnega leporecja najdemo v Prakla — Seismos Report [4] (publikaciji najvedje
zahodnonemske firme s podrocja uporabne geofizike). Prispeval jih je neimenovani
ugledni univerzitetni profesor iz svojega pikro $aljivega Besednjaka uporabnih raz-
iskovalnih puhlic. Poslovenjene dajem v premislek in svarilo ter poduk in raz-

vedrilo:

»Ze dolgo je znano.. .«

»O¢iten je doloden potek .. .«

»Ker ni bilo mogoce dobiti koncnove-
ljavnih odgovorov na ta vprasanja.. .«
»Trije primeri so izbrani za podrobne
raziskave . . .«

»Podani so znadilni izsledki .. .«

»Ti izsledki bodo podani v naslednjem
porodilu. . «

»Najbolj zanesljive izsledke je dobil
A J... «

»Zdi se, da.. .«

»V. sploSnem se zdi, da.. .«

»O¢itno je, da bo potrebno Se mnogo
dela, preden bomo popolnoma razumeli
pojav.. «

»Pravilno znotraj enega velikostnega
razreda.. .«

»Upamo, da bo ta $tudija vzpodbudila
nadaljnje raziskave na tem podrog-
ju.. .«

»Zahvaljujemo se J. B. za sodelovanje
pri poskusu in G. F. za koristne nasve-
te.. .«

»Statisticno usmerjena projekcija po-
mena teh odkritij .. .«

»Zelo pomembno podroéje za razisko-
valno Studijo .. .«

— Nisem poiskal prvotnega vira.
— Ti podatki so dejansko nepomembni.

— Poskus je bil neuspesSen, vendar
upam, da bom iztrzil objavo.

— Izdelki drugih niso imeli nobenega.
smisla.

— Podal sem najboljse izsledke.

— Ce bom prisiljen, se bom tega mor-
da ob priliki lotil.

— A. J. je bil moj asistent.

— Jaz mislim tako.
— Se dva ali trije mislijo tako.
— Pojava ne razumem.

— Napacno!

— To je uSiv prispevek, toda taki so
tudi drugi, ki obravnavajo to bedno
temo.

— J. B. je 6pravil pdskus, G. F. pa mi
ga je razlozil.

— Divje ugibanje.

— Temo je izbrala moja komisija, je
pa popolnoma neuporabna.

Janez Lapajne
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[2] Barrass R., Scientists Must Write — A guide to better writing for scientists,
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[4] Es ist seit langem bekannt — It has long been known, Prakla Seismos Report

(1984) 1/2, 43.
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40. OBCNI ZBOR — DNEVNI RED

Otvoritev

Imenovanje ¢astnih ¢lanov
Jubilejna priznanja
Drustvena priznanja
Porodila o delu drustva
Razprava o porocilih
Porodilo nadzornega odbora
Volitve novega odbora
Pregled sklepov in razno

VRNV RWN =

# Ustvarjalna dejavnost matematikov, fizikov in astronomov je vse
premalo znana, zato lepo prosimo vse ¢lane, da prikaZejo svoje inovacije
ne samo pri delu v industriji in in$titutih, ampak tudi pri pouku in
izdelavi uéil. PriloZznost bo za posterje in prikaz aparatur. Prijave o ude-
lezbi posljite do 7. oktobra na DMFA SRS Jadranska 19, 61111 Ljublja-
na, p.p. 6. Informacije lahko dobite pri Marku Vali¢u, Iskra, Center
za elektrooptiko, tel. 061 573-215.

PRIJAVA

Prijavljam se na 40. ob¢ni zbor DMFA SRS, ki bo v hotelu $pik, Gozd
Martuljek, tel. 064 88-415 (do 7. 10. 1988).

Ime in priimek (tiskano):

Tocen naslov:

Rezervirajte mi prenocidce za ... odraslih in ... otrok

Pridem dne , prvi obrok: zajtrk, kosilo, vecerja

Odidem dne , zadnji obrok: zajtrk, kosilo, vecerja
(obkrozite)

Vedina sob je dvoposteljnih. Sobo Zelim deliti z
Ce nujno Zelite enoposteljno sobo, obkroZite ta stavek.

Podpis:
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Upravni odbor Drustva matematikov, fizikov in astronomov SRS
vabi vse matematike, fizike in astronome na

40. JUBILEJNI OBCNI ZBOR DRUSTVA
14. in 15. oktobra 1988 v Gozd Martuljku v hot=lu $pik

Spored:
Petek, 14. 10. 1988

9.45 otvoritev razstave o ustvarjalni dejavnosti matematikov, fizikov
in astronomov, predstavitev in razgovor z avtorji*

11.15 Du8an Zadravec: Nadrtovanje in uporaba sodobne optike

12.30 kosilo

15.00 ponovna predstavitev razstave in razgovor z avtorji

16.15 Ivan Vidav: Razmi$ljanja o matematiki

17.45 Ivan Kus$éer: Odkod ogenj ognjeniku?

19.30 vecerja in druZabni veder

Sobota, 15. 10. 1988

9.00 ob¢ni zbor

12.30 kosilo

14.00 izlet po dogovoru
Predsednik DMFA SRS:
Mitja Rosina

odrezi

x din

HOTEL SPIK
64282 GOZD MARTULJEK



