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PRETOCNI IN VZPOREDNI RACUNALNIKI
MATIJA LOKAR
Math. Subj. Class. (1985) 65 W 05, 68 B 20

V ¢lanku obravnavamo pojem in zgradbo preto¢nih in vzporednih rac¢unalnikov.

PIPELINE AND PARALLEL COMPUTERS
In this article the arhitecture of pipeline and parallel computers is given.

Uvod

Pri reSevanju zahtevnih znanstvenih in tehni¢nih problemov z ra¢unalniki
se stalno pojavljajo zahteve po vse zmogljivej$ih ra¢unalnidkih sistemih.
V zadnjem ¢asu so se pojavili ra¢unalniki sistemi, ki so sposobni u¢inkovito
izvajati operacije nad vektorji in veérazseznimi tabelami podatkov.

Do sedaj so povecevali ra¢unsko mo¢ z uporabo vse hitrejsih in hitrejsih
racunalnikov. DoseZeni napredek je o¢iten. Preklopni ¢asi v osnovnih logi¢nih
vezjih (Cas, v katerem lahko vezje zavzame novo stanje) so sedaj Ze v veli-
kostnem redu nanosekund, na voljo so hitri pomnilniki velikih zmogljivosti.
Skrajne moznosti $e niso doseZene, vendar je nadaljnji razvoj izredno za-
pleten. Zato je enostavneje, ¢e organiziramo raéunalnike v veje in zmoglji-
vejSe zgradbe, s katerimi naj bi povecali njihove moznosti. Tako so se po-
javili sistemi, ki uporabljajo ve¢ procesorjev, vektorski procesorji in zgradbe
po nacelu tekocega traku. S skupno besedo te nove modele imenujemo vzpo-
redne racunalnike.

Vzporednost v racunalni$kem sistemu lahko zasledimo na dveh nivojih.
Prvi je vzporednost v pripravi ukazov in podatkov, drugi pa samo izvajanje
ukazov. Dosezemo jo z uporabo razli¢nih tehnik: vnaprej$njega pregledovanja
ukazov in podatkov, prekrivanja izvajanja operacij, uporabe tehnike tekocega
traku, s prekrivanjem skalarnih in vektorskih ukazov.

Pojem vzporednega racunalnika teiko natan¢no definiramo. Najkrajse in
najsplosneje s to besedo oznatimo racunalnike, ki so sposobni istocasno
opravljati ve¢ kot eno nalogo.

Ideja o so¢asnem izvajanju ve¢ opravil na racunalniku sploh ni nova.
Zasledimo jo Ze v Casu nastajanja ENIAC-a, ki je bil sposoben izvajati vel
aritmeti¢nih operacij isto¢asno. Vendar so se avtorji odlo¢ili, da dajo pred-
nost zaporednemu izvrSevanju ukazov. Med razlogi, ki jih navajajo, sta te-
Zavno programiranje vzporednih operacij in prepri¢anje avtorjev, da bo
z izboljSanjem hitrosti posameznih komponent vzporednost v izvajanju po-
stala nepotrebna. I ‘ T

Za numericne algoritme je zgornja definicija vzporednosti preve¢ ohlapna,
po drugi strani pa ne zajema vseh oblik vektorskih racunalnikov. Zato se
bomo omejili na tiste ratunalnike, ki so sposobni izvajati aritmeti¢ne ope-
racije na ve¢ operandih kot elementu (npr, vektorjih) ali ki vsebujejo pro-
cesorje, ki med seboj neodvisno resujejo aritmeti¢ni del kakega problema.

Na kratko re¢eno, omejili se bomo na vzporednost pri izvajanju aritme-
ticnih operacij, ki je lahko posledica posebne zgradbe ali uporabe vetih
procesorjev. ' Py mE e ‘
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Arhitektura

Racunalnike, ki so sposobni istoCasno izvajati ve¢ aritmeti¢nih operacij,
lahko razdelimo na vzporedne racunalnike in preto¢ne racunalnike.

Poenostavljena ideja, ki je pripeljala do zasnove vzporednih racunalnikov,
je v tem, da naj bi se programi, ki uporabljajo P neodvisnih procesorjev,
izvajali P-krat hitreje kot identi¢ni programi, ki uporabljajo le en procesor.
Izkusnje kot tudi teorija kaZejo, da je dejansko izboljSanje hitrosti manjsec.

. Nastejmo nekaj racunalnikov, ki spadajo v to kategorijo:

— C.mmp (Carnegie-Mellon multiminiprocessor), razvit na Carnegie-Mel-
lon University, ki ga sestavlja 16 procesorjev.

— Illiac IV, zgrajen s sodelovanjem med University of Illinois in Bur-
roughs Corporation. Bil je med prvimi v svoji kategoriji in zelo nezanesljiv.
Njegov najvecji problem je bil delovati nepretrgano toliko ¢asa, da je resil
problem. Kljub temu pa so z njim resili ve¢ izredno tezkih problemov iz aero-
navtike. Sestavljalo ga je 64 procesorjev.

— Distributed Array Processor (DAP), ki ga je zgradila firma International
Computers Limited.

— ZMOB z University of Maryland, ki ga sestavlja 256 mikroprocesorjev
Z-80 in $e mnogo drugih, razvitih predvsem v laboratorijih univerz.

Preto¢ni racunalniki, katerih delovanje je zasnovano na principu tekodega
traku, delujejo zelo hitro predvsem z uporabo posebne zgradbe in ne toliko
z uporabo veljega Stevila procesorjev. Ce je treba izvesti isto aritmeti¢no
operacijo velikokrat zapored, lahko izboljSamo ucinkovitost tako, da razde-
limo operacijo na podnaloge (kontrola eksponenta, premik mantise,...) in
vzdrzujemo tok operandov na razli¢nih stopnjah izvajanja. Tudi ta pristop
ni &isto nov. Sre¢amo ga Ze pri racunalniku CDC 6600 in IBM System 360
Model 91. Tak proces je posebno primeren za vektorske operacije in tako so
vektorji tu osnovni podatkovni tipi. Zato so racunalniki, katerih aritmeti¢ne
enote delujejo po principu tekodega traku, znani kot vektorski racunalniki.
Poleg posebne zgradbe imajo ti rac¢unalniki obicajno ve¢ aritmeti¢nih enot —
linij, ki lahko delujejo istocasno, kar $e izbolj$a njihove lastnosti. Pretocni
racunalniki niso edini vektorski racunalniki.

Procesorje v vektorskih racunalnikih delimo v dva tipa. Prvi so preto¢ni
procesorji (pipeline processors), drugi pa matri¢ni procesorji (array proces-
sors).

Osnova prvih je popolnoma podobna tekofemu traku v tovarni. Proces
razdelimo na ve¢ podprocesov, ki jih opravljajo osnovni gradniki. Ti pod-
procesi se izvajajo isto¢asno. Procesi prihajajo v izvajanje zaporedoma. Na-
slednji sledi predhodnemu takoj, ko je opravljen prvi podproces. Tako po-
teka ve¢ procesov. Tekoci trak lahko vpeljemo v razli¢nih operacijah racunal-
nika. Nekaj raunalnikov iz te skupine: )

— CDC Cyber serija 200, ki se je razvila iz racunalnika STAR in jo se-
stavljata dva osnovna tipa: Cyber 203 z dvema linijama in Cyber 205, ki ima
eno, dve ali §tiri linije;

— racunalniki firme Cray: Cray 1, Cray 1S, Cray X-MP;

— Advanced Scientists Computer (ASC), ki ga je izdelovala firma Texas
Instruments. Bil je eden prvih racunalnikov s pretoc¢no zgrajeno aritmeti¢no
enoto; danes jih ne delajo vec.

2



V to skupino spadajo tudi superracunalniki, ki so jih v zadnjih lctih raz-
vile japonske firme Fujitsu, Hitachi in Nippon Electric.

Matri¢nc radunalnike sestavlja vec procesnih enot, ki delujejo pod kon-
trolo cne centralne procesne enote. Spadajo med vzporedne racunalnike,
v model SIMD (Single Instruction Strecam — Multiple Data Stream). Zgra-
jeni so izkljuéno za opravljanje vektorskih operacij nad matrikami in vck-
torji podatkov. Taki ra¢unalniki so Illiac 1V, Burroughs PEPE (Parallcl Elc-
ment Processing Ensemble), Goodyear Aerospacc MPP (Massively Parallcl
Processor), kitajski CVCVHP (Ccllular Vector Computer), BSP (Burroughs
Scientific Processor). Vendar so v bistvu to vzporedni racunalniki, zato jih
bomo obravnavali tam.

Pretoé¢ni ra¢unalniki

Kot smo rekli, je ideja teh racunalnikov v tem, da posamezni ukaz na
strojnem nivoju razdelimo na ve¢ podukazov. Tako je na sliki 1 shematsko
predstavljeno sestevanje v premicni piki:
Taka struktura je primerna za ponav-
ljajote se operacije, kot so operacije
na komponentah vektorjev, skalarni | e
produkt, ...

Vektorski strojni ukaz zajema tok Slika 1
operandov do linije in ¢e upoStevamo,
da se ukaz nanasa na dva vektorja, vsak segment linije sprejme dva elementa,
opravi svojo dolo¢eno funkcijo (npr. primerjava eksponentov), preda rezultat
naslednjemu segmentu in od prej$njega segmenta prejme nadaljnja dva ele-
menta. Tako se v liniji isto¢asno obdela ve¢ parov operandov. Vsak par je
v razli¢ni stopnji obdelave. Stevilo rezultatov, ki jih dobimo iz linije v vsa-
kem taktu, je odvisno od aritmeti¢ne operacije same in dolZzine besede. Prav
tako na hitrost izvajanja bistveno vpliva hitrost prenosa iz pomnilnika in
zadetna organizacija operandov. Da poenostavimo prenos iz pomnilnika, mo-
rajo biti posamezni elementi vektorja organizirani na poseben nacin. Tako
racunalniki Cyber zahtevajo, da so komponente vektorja zaporedoma shra-
njene v enotnem bloku, pri ra¢unalniku ASC in Cray 1 pa si morajo pomnil-
ni¢ki naslovi komponent slediti v aritmeti¢nem zaporedju.

Ra¢unalniki von Neumanovega tipa, ki delujejo na obicajni zaporedni
nadin, izvajajo operacije nad podatki, ki so skalarji. Pri vektorskih proce-
sorjih pa so podatki eno ali veérazsezna polja, ki jih bomo imenovali vek-
torji.

Tako lahko program za vektorski procesor gledamo kot zaporedni pro-
gram nad vektorji. Vsak element vektorja je realno Stevilo, celo S$tevilo,
logi¢na vrednost ali znak (zlog).

Aritmeti¢ne vektorske operacije, ki so jih sposobni izvajati vektorski
ra¢unalniki, lahko razdelimo v §tiri tipe:

Pri prvem tipu iz danega vektorja dobimo spet vektor

f| VsV

primerjava
eksponentoy | - - - - - narmalizaciia | REZULTATI
L]

drugi tip operacije kot rezultat vrne skalarno vrednost

f,:V->S



pri tretjem s kombinacijo dveh vektorjev dobimo spet nov vektor
fs: VXV>V

pri zadnjem tipu operacije pa iz danega vektorja in skalarne vrednosti do-
bimo nov vektor
f1: VXSV

V tabeli 1 je naSteto nekaj standardnih operacij, ki jih izvajajo obstojeci
vektorski racunalniki.

Tip Simbol Opis (I = 1,.N)
fi VSQR kvadratni koren B(D = JA(I)
VSIN sinus B(I) = sin(A(I))
f2 VSUM vsota komponent S=3YAQ0)
VMAX maksimalna komponenta S = max A(I)
fs VADD vsota vektorjev C(I) = A(I) + BQA)
VMPY produkt vektorjev C() = A *B(I)
VAND logi¢ni in C(I) = A(I) and B(I)
VLAR ve¢ja komponenta C(I) = max (A(I), B(I))
VTGE test > C(D =0 ¢e A(I) <B(®@)
=1 ¢e A(I) = B(I)
f4 SADD vsota s skalarjem B(I) =S + A()
SDIV deljenje s skalarjem B(I) = A(I)/S
Tabela 1

Poleg aritmeti¢nih operacij imamo Se posebne operacije za kombini-
ranje in skrajSevanje vektorjev. Taki operaciji sta COMPRESS (stisni) in
MERGE (zlij). Prva skraj$a vektor, druga pa zlije dva vektorja v enega.

Jezik, v katerem obiCajno programiramo vektorske racunalnike, je naj-
veCkrat razSirjena verzija fortrana. Vsebuje ukaze, ki smo jih navedli v raz-
predelnici, in kontrolne strukture, ki omogocéajo operacije nad vektorji. V
splosnem zahtevamo od prevajalnika, ki deluje za vektorski racunalnik,
dvoje:

a) avtomatsko prepoznavanje vzporednosti v programu (tudi zaporednem);

b) podpiranje vektorskih ukazov.

Ker je naloga precej zahtevna, obi¢ajno razdelimo prevajanje na dva dela.
Prvo opravimo s predprevajalnikom, ki ga imenujemo vektorizator. Njegovo
delo je analiza fortranskega programa, ki naj dolo¢i moZnost prevajanja
v vektorsko sintakso. Ta del je zelo odvisen od racunalniSkega sistema, na
katerem vektorizator deluje, ker mora upo$tevati aparaturne lastnosti siste-
ma. Treba je odkriti moznost prestrukturiranja zank, odvisnosti spremen-
ljivk itd.

Glavni postopki vektorizatorja so:

— dolocitev vzorca izvajanja podprogramov;
— preverjanje relacij med podprogrami;
— preverjanje lokalnosti spremenljivk;
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— dolo¢itev kontrolnih spremenljivk v zankah;
— preverjanje neodvisnosti spremenljivk;
— zamenjava notranjih zank z vektorskimi ukazi;

Oglejmo si nekaj najbolj znadilnih tehnik za spreminjanje obi¢ajnih fort-
ranskih stavkov v vektorske ukaze. (Vektorske spremenljivke ozna¢imo z no-
tranjim DO zapisom Afe;:e;:e;). Ce velja DIMENSION X(8), Y(10, 4), potem
X(2:8:2) oznaduje elemente X(2), X(4), X(6) in X(8), Y(3:5,3) pa Y(3,3), Y(4,3)
in Y(5,3). Te tehnike so:

1) enostavno DO zanko, ki vsebuje neodvisne ukaze in je brez razvejitvenih
stavkov, spremenimo v en vektorski ukaz. Primer:
DO I = 8§, 120, 2
AD)=BI+3)+CI+1)
END DO
A(8:120:2) = B(11:123:2) + C(9:121:2)
2) IF stavek nadomestimo s kontrolno vektorsko strukturo
DOI=1N
IF (L(I). NE.0) THEN A(I) = A(I)—1
END DO
WHERE (L().NE.0) A(1:N) = A(I:N) —1
3) sprememba vrstnega reda ukazov lahko omogoci vzporednost

DOI=1N
A =B(I—1)
B() = 2+*B(I)
END DO

B(1:N) = 2*B(1:N)
A(1:N) = B(0:N—1)

4) uporaba dodatne spremenljivke omogoca vzporednost

DOI=1N
A) = B(I) + C(I)
BI) =2*A1+1)
END DO

TEMP(1:N) = A(2:N + 1)
A(1:N) = B(1:N) + C(1:N)
B(1:N) = 2* TEMP(1:N)

Uporaba predprevajalnika omogoc¢a kar se da enostavno doseganje vzpo-
rednosti. Seveda vgrajene tehnike ne dajo vedno optimalnih programov. Lahko
pa pomenijo uporabno orodje pri prepoznavanju vzporednosti.

Vzporednost pri teh racunalnikih lahko razdelimo v dva nivoja. Prvi je
vzporednost pri sprejetju in razpoznavanju ukaza ter vzpostavitvi potrebnih
poti, drugi pa samo izvajanje ukaza. Princip tekocega traku lahko zasledimo
pri razli¢nih aparaturah komponentah:

a) aritmeti¢ne enote lahko razdelimo na posamezne bolj elementarne
gradnike, ki izvajajo svoj del operacije isto¢asno z drugimi gradniki. Tako
poznamo vektorske aritmeti¢ne enote za se$tevanje, mnoZenje, deljenje in ra-
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¢unanje kvadratnega korena. Take enote imajo ratunalniki Cyber serija 200
in TI-ASC.

b) tok ukazov lahko izvajamo na preto¢ni nadin z razdelitvijo na sprejem
ukaza, razpoznavanje ukaza in sprejem operandov. Tipi¢na primera sta IBM
System 360/91 in Amdahl 470/V6.

c) pretoénost z uporabo ve¢ procesorjev. Tok podatkov gre od prvega
procesorja, ki izvede dolo¢eno operacijo, do drugega itd. Lo¢imo eno in vec-
funkcijske zgradbe. Pri prvih zaporedje procesorjev izvaja le en ukaz (npr.
se$tevalnik), pri drugih pa ve¢ razli¢nih ukazov, bodisi ob drugem ¢asu bodisi
istotasno, s povezavo razliénih segmentov. Druga delitev je na stati¢ne in
dinami¢ne pretoéne zgradbe. Stati¢ne so lahko eno ali ve¢funkcijske, vendar
v enem trenutku lahko izvajajo le eno vrsto ukazov. Dinami¢na zgradba pa
omogola ve¢ funkcijskih konfiguracij isto¢asno — torej je nujno vec¢funkcij-
ska. Dinamiéne in ve¢funkcionalne zgradbe so uporabnej$e, vendar je nadzor
nad izvajanjem operacij dosti teZji.

Utinkovitost pretoine zgradbe je odvisna od ulinkovitosti najslabsega
gradnika. Pove¢amo jo lahko tako, da ta gradnik izboljsamo. To obicajno
ni mogoce, razen &e ga lahko razdelimo na elementarnejse dele. Ponavadi
to ne gre. Zato udinkovitost povetamo tako, da ga podvojimo. To pa spet po-
veta zapletenost kontrole.

Raéunalniki Cyber serija 200 in ra¢unalniki Cray

Oglejmo si podrobneje rac¢unalnike Cyber 203 in 205 ter druzino racunal-
nikov Cray.

Racunalniki Cyber serija 200 imajo loceni aritmeti¢ni enoti za skalarno
in vektorsko aritmetiko v premi¢ni piki. Vektorska aritmeti¢na enota — linija
izvaja strojne vektorske ukaze, ki prejemajo operande neposredno iz glav-
nega pomnilnika. Zmogljivost pomnilnika je pri tipu 203 od 0.5 do 2 milijona
64-bitnih besed in od 1 do 16 milijonov besed pri tipu 205. Najavljene so Ze
nove razdiritve pomnilnika. Poleg tega je pri vsaki besedi dodanih Se 8 t.i.
SECDED bitov, ki sluzijo za kontrolo parnosti (Single Error Correction Double
Error Detection). Radunalniki niso samostojni, temve¢ potrebujejo celni
ra¢unalnik. To je obi¢ajno radunalnik Cyber 170 ali IBM 303X. Poleg tega je
v sistemu $e ve¢ ra¢unalnikov, ki sluzijo za pripravo podatkov.

Tip 203 ima dve logeni liniji, 205 pa po Zelji dobavljajo z eno, dvema ali
s §tirimi neodvisnimi linijami. Na sliki 2 je shematsko prikazan racunalnik
serije 200.

Hitrost izvajanja operacij je odvisna od operacije same in od tega, s kaks-
no dolzino besede operiramo. Lahko izvajamo operacije na polni (64 bitov)
ali na polovi¢ni besedi (32 bitov). Teoreti¢no serija 200 lahko doseze hitrosti,
kot so prikazane v tabeli 2. Vrednosti so podane v MFLOPS-ih (milijon ope-
racij v premi¢ni piki na sekundo).

203 205 205
2 liniji 2 liniji 4 linije
64 bitov 32 bitov 64 bitov 32 bitov 64 bitov 32 bitov
+ 50 100 100 200 200 400
X 25 50 100 200 200 400
/ 125 25 12.5 25 25 50
Tabela 2



Poleg tega pa ima tip 205 Se vazno lastnost. Operacije v obliki
x+cy

kjer sta x in y vektorja, ¢ pa skalar, lahko izvaja tako hitro kot seStevanje,
kar lahko pogosto s pridom izkoristimo (npr. pri Gaussovi eliminaciji). Tako
je maksimalna teoreti¢na hitrost kar 200 MFLOPS za 64-bitno aritmetiko in
dve liniji in 800 MFLOPS za 32-bitno aritmetiko in $tiri linije. Kot primer
navedimo, da je hitrost ra¢unalnika VAX 11/780 samo 0.3 MFLOPS.

Zgornji rezultati predstavljajo le teoreti¢cno mozno hitrost, ki ni doseg-
ljiva. Vsaka vektorska operacija je povezana z zakasnitvijo med izdanim
ukazom in ¢asom, ko pride prvi rezultat iz linije. Aproksimativno ¢asovno
formulo za vektorske ukaze lahko izrazimo v obliki

T=S+fn

kjer je S tako imenovani zadetni Cas, f ¢as, v katerem dobimo eno komponento
rezultata, izrazen v taktih, in n dolZina vektorja. T merimo v taktih. S pred-
stavlja ¢as, v katerem dobimo prvo komponento rezultata, in (as, potreben
za organizacijo ukaza. Za Cyber 203 je takt 40 ns, f pa 0.5 za seStevanje, 1 za
mnoZenje in 2 za deljenje v 64-bitni aritmetiki. S se giblje v mejah od 70 tak-
tov za setevanje do 165 za deljenje. Cyber 205 ima $e enkrat hitrejSo uro:
njegov takt je 20 ns. Faktor f in S sta enaka za vse aritmeti¢ne operacije:
f=0.5 in S =50 taktov.

Tako je v tabeli 3 prikazana dejanska hitrost izvajanja vektorskih opera-
cij pri razliéno dolgih vektorjih za ratunalnik Cyber 205, ki doseze, kot smo
videli, teoreti¢no hitrost 100 MLOPS. U&inek zacetnega ¢asa je posebej
opazen pri kratkih vektorjih, kjer je n majhno Stevilo:

n MFLOPS
10 9
ety T . égg 3(1)
10000 99
: 0o 100
Slika 2 ' Tabela 3

Za kratke vektorje je izkoristek moZnost racunalnika le 9 odstotkov, Sele
za vektorje dolzine okoli 1000 dosezemo 90 ¢/ izkoristek.

K zmanj$anju hitrosti veliko prispeva tudi zahteva, da morajo biti kom-
ponente vektorja na zaporednih pomnilni$kih lokacijah. Ce podatki za vek-
torske operacije niso tako organizirani, jih moramo preurediti (npr. matri¢ne
operacije po vrsticah). Ra¢unalniki Cyber imajo vgrajene ukaze na strojnem
nivoju, ki omogoéajo zdruZevanje, premes$€anje in druge operacije v pom-
nilniku. Kljub temu to preurejanje doda svoj delez k pocasnejSemu izva-
janju.

Druzina racunalnikov Cray je v marsi¢em podobna ra¢unalnikom Cyber
serija 200. Obstajajo pa bistvene razlike med njimi.



Glavni pomnilnik modela Cray1 ‘in Cray 1S obsega od 0.5 do 4 milijone
64-bitnih besed in do 8 milijonov besed pri tipu X-MP. V nasprotju z raéu-
nalniki Cyber, racunalniki Cray nimajo moznosti dela s polovi¢nimi (32-bit-
nimi) besedami. Tudi Crayl ni samostojni rafunalnik, marve¢ kot ¢elni
racunalnik uporablja Data General Eclipse ali Cray Research »A« processor.
S celnim racunalnikom je povezan z vhodno izhodnimi kanali, ki imajo zmog-
ljivost 80 Mzlogov na sekundo. Naloge celnega racunalnika so zbiranje po-
datkov, posredovanje podatkov ra¢unalniku Cray 1 in posredovanje rezultatov
pocasnej$im zunanjim enotam. »

Poleg tega ima racunalnik Cray za vsako vektorsko aritmeti¢no operacijo
v premic¢ni piki svojo enoto. Tako imamo linijo, ki seiteva vektorje, linijo,
ki jih mnozi, in linijo, ki izra¢una recipro¢no vrednost vektorja (po kompo-
nentah). Dejansko imamo kar 12 preto¢nih zgradb. Poleg omenjenih imamo $e
dve liniji za celoStevilsko aritmetiko (se$tevanje, premik, logi¢ne operacije in
Stetje nicel — vodilnih ali v besedi) in Se tri vektorske (se$tevanje, logi¢ne
operacije in premik). Takt procesorja je hitrejsi kot pri racunalniku Cyber 205
in je 12.5ns pri modelu Cray 1 in 9.5 ns za model Cray X-MP. Poleg tega ima
slednji- moznost zgradbe z 1, 2 ali 4 procesorji. Tako v sebi zdruZuje tako

vektorski kot vzporedni pristop. Najvaznejs$a razlika med ra¢unal-
—— . niki Cray in Cyber je v tem, da radu-
M e ™ nalniki Cray ¢rpajo operande za vek-

. torske ukaze iz posebnih vektorskih
registrov. Vsak izmed osmih registrov
l | lahko sprejme 64 besed. Shematsko
] je procesor racunalnika Cray prika-

ot : zan na sliki 3.
: Uporaba vektorskih registrov omo-
goca zelo kratek zadetni ¢as za ope-
racije, ¢e imamo podatke Ze priprav-

vektorski

_Jmism

L ok ljene v registrih. Ce izrazimo hitrost
- dela enako kot pri racunalnikih Cy-
Slika 3 ber: T—S+fn

je S velikostnega reda nekaj deset taktov, kar je precej manj kot pri radunal-
nikih Cyber, f pa je zopet okoli 1. Maksimalna hitrost vsake aritmeti¢ne
operacije pri modelu Cray 1 je 80 MFLOPS. Ker imamo aritmeti¢ni enoti za
seStevanje in mnoZenje loceni, lahko ti operaciji izvajamo isto¢asno. Tako je
teoreticna maksimalna hitrost modela Cray 1 160 MFLOPS. Tip X-MP, ki
uporablja hitrejSo uro in Stiri procesorje, pa je ve¢ kot petkrat hitrejsi. Teore-
ti¢na hitrost tega modela je 840 MFLOPS.

Posledica kratkega zacetnega Casa se kaZze zlasti pri ra¢unanju s kratkimi
vektorji. Izraba procesorja je veliko bolj$a, saj je pri n = 10 kar 509/ v pri-
merjavi z 99/p racunalnikov Cyber (glej tabelo 4).

n | MFLOPS
10 40
20 53
64 69
Tabela 4



Vendar to velja le, ¢e imamo vektorje Ze pripravljene v registrih. Ker
imamo tu lahko najveé¢ 64 besed, moramo boljsi izkoristek, kot je 70 %/o, doseci
s posebnimi tehnikami. Tako se uporablja preklapljanje registrov, veriZenje.
aritmeti¢nih enot itd. Verizenja uporabljamo takrat, ko je rezultat vektorsko
operacije spet vektor in ga potrebujemo takoj v naslednjem izra¢unu. Rezul-
tata shranimo v pomnilnik, ampak takoj vzpostavimo potrebne povezave za
izvajanje naslednjega ukaza. Tako lahko za¢nemo izvajati naslednji ukaz ta-
koj, ko dobimo prve komponente vmesnega rezultata.

Vendar teh tehnik ne moremo uporabiti vedno. Tako k manjsi hitrosti
radunanja prispeva svoj delez $e prenos med glavnim pomnilnikom in registri.
Te operacije lahko v dolo¢eni meri izvajamo isto¢asno kot radunanje. Vendar
je med pomnilniki in registri le ena povezava. Ker zahteva shranjevanje in na-
laganje en takt za besedo, lahko hkrati z aritmeti¢no operacijo nalozimo ali
shranimo le eno besedo.

Problem je delno re$en pri tipu X-MP, ki ima tri poti med pomnilnikom
in registri. To omogoca isto¢asno nalaganje dveh besed in shranjevanje ene.

Tako se principi programiranja racunalnikov Cray in Cyber razlikujejo
predvsem v organizaciji podatkov. Pri prvih si prizadevamo,.da ohranimo
podatke v registrih in kar se le da redko posegamo v pomnilnik. Pri racunalni-
kih Cyber pa zaradi dolgega zaletnega Casa posku$amo raunanje organizirati
tako, da je dolzina vektorjev kar najvecja.

Vzporedni ra¢unalnik

Pod modelom vzporednega ra¢unalnika si obi¢ajno mislimo racunalnik, ki
ga sestavlja ve¢ identi¢nih procesorjev. To je obicajno res, vendar nekateri ra-
¢unalniki, kot npr. C.mmp, dopuslajo nekaj razlik med procesorji.

Ukazi za procesor lahko izhajajo bodisi iz posameznega procesorja bodisi
iz centralne krmilne enote. Glede na to delimo vzporedne racunalnike v dve
skupini. V prvem primeru se lahko ukazi, ki jih izvajajo posamezni procesorji
isto¢asno, med seboj. razlikujejo. Ti racunalniki spadajo v MIMD model
(Multiple Instruction Stream — Multiple Data Stream). V drugem primeru
vsak procesor izvaja ob istem ¢asu isti ukaz. Seveda z razli¢nimi podatki. To
je SIMD model (Single Instruction Stream — Multiple Data Stream). Po-
samezen procesor lahko tudi izklopimo, &e ne Zelimo, da bi izvajal ta ukaz.

Racunalnike tipa SIMD lahko opi§emo s Cetvorico (N, F, I, M), kjer N
oznatuje $tevilo procesorjev, F nalin povezave med procesorji, [ nabor uka-
zov in M nadin izkljuditve procesorjev. Centralna procesna enota, ki nadzo-
ruje delovanje vseh procesorjev, ima svoj pomnilnik, v katerem je shranjen
program. Njene naloge so:

— razpoznati ukaz;

— dolotiti, kje se ukaz izvaja;

— izvajati skalarne in kontrolne ukaze;

— rezanje daljsih vektorjev (¢e dolZina vektorja presega Stevilo procesorjev).

Precej$nji del ¢asa za izvajanje zavzemajo manipulacije s podatki, do-
lo¢anje pomnilniskih lokacij in predvsem pretok podatkov med procesorji in
procesorji in pomnilnikom.



Da bi zmanjsali zakasnitve, do katerih prihaja zaradi komunikacij, je vsak
izmed procesorjev opremljen s svojim pomnilnikom. Procesorji so povezani
med seboj po komunikacijski mrezi. Ta mreza omogo¢a predvsem prenos
podatkov med procesorji.

Ker je predrago, da bi direktno povezali vsak procesor z vsemi drugimi,
je treba procesorje na tak ali drugaden nadin organizirati v mrezo. To pa
povzroca zakasnitev zaradi podalj$ane poti, ki jo mora opraviti podatek na
poti od enega do drugega procesorja. Ta zakasnitev lahko resno vpliva na
¢as izvajanja programa. Tako Gentleman [1] ugotavlja, da je pretok podatkov,
ne pa aritmeti¢ne operacije, glavni omejitveni faktor pri matri¢nih operacijah.

V idealnih okoli$¢inah bi bil vsak procesor neposredno povezan z vsakim
procesorjem (oz. njegovim pomnilnikom) in z glavnim pomnilnikom. To bi
omogocalo, da bi bil v enem taktu dosegljiv katerikoli podatek. Vendar je to
neprakti¢no in neizvedljivo. Razloga sta dva. Na prvem mestu je dejstvo, da
kompleksnost sheme povezave nara$¢a s kvadratom S$tevila procesorjev.
Po drugi strani pa obstojeca tehnologija ne more omogocditi tako velikega Ste-
vila priklju¢kov na posameznem procesorju. Vsak procesor bi namre¢ moral
voditi » komunikacijskih linij in Ze za zmerno $tevilo procesorjev ne moremo
na procesorsko ploscico razvrstiti toliko prikljuckov.

Tako obstojedi sitemi omogo&ajo neposredno povezavo le nekaj procesor-
jev. Seveda imajo vsi procesorji moznost posredne povezave z vsemi drugimi.
Organizacijo povezav lahko razdelimo v tri skupine.

a) Mreza

Vsakega izmed p procesorjev opremimo z lokalnim pomnilnikom. Razvr-
stimo jih v pravilno strukturo, ki je lahko tabela, drevo, n-kotnik itd. Vsak
procesor je stalno povezan z nekaterimi drugimi, obi¢ajno s sosedi v mreZi.

Klasicen primer take povezave sre-
N ¢amo pri ra¢unalniku Illiac IV. Tega je

f_;., r_;’. ,,,,, ’_;7 sestavljalo 64 hitrih procesorjev, raz-
Mo il ™, J vri¢enih v matriko 8 X 8, kot je prika-
% I T zano na sliki 4. Vsak procesor je lahko
( Py Pl Py deloval s hitrostjo okoli 1 MFLOPS,
e = = tako da je bila teoreti¢na maksimalna

! ' —t hitrost okoli 60 MFLOPS.
: : : Vsak procesor je bil opremljen s
t = | pomnilnikom kapacitete 2048 64-bitnih
( Pu Py [ besed. Illiac IV je bil racunalnik tipa
S D S gt SIMD, torej so vsi procesorji isto¢asno
Slika 4 izvajali isti ukaz. Predstavljamo si ga

lahko kot ra¢unalnik, ki izvaja vektor-
ske ukaze na vektorjih dolZine 64 ali manj. Maksimalna hitrost je bila le
tezko dosegljiva zaradi relativno majhnega pomnilnika in omejitev, ki so
jih predstavljale komunikacije. Illiac IV je deloval od leta 1972 do 1981.

Na mrezni povezavi je zasnovan tudi Distributed Array Processor (DAP)
firme International Computers Limited in Massively Parallel Processor (MPP)
firme Goodyear Aerospace Corporation.

DAP sestavlja tabela iz 64 X 64 enobitnih procesorjev. Vsak procesor
je povezan s $tirimi najblizjimi sosedi. Dodane so Se podatkovne linije po
vrsticah in stolpcih.
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Enobitni procesorji, ki dovoljujejo vzporednost na zelo osnovnem nivoju,
in dodatne linije naj bi re$ili nekatere komunikacijske probleme, ki so se
pojavljali pri Illiacu IV. Osnovna naloga racunalnika DAP je mnoZenje matrik
in to nalogo lahko opravlja s hitrostjo okoli 20 MFLOPS za 32-bitne besede.

V racunalniku MPP so procesorji tudi enobitni, razdeljeni v tabelo. MPP
sestavlja 16000 procesorjev, ki delujejo v SIMD nacinu s hitrostjo 430
MFLOPS za se$tevanje in 216 MFLOPS za mnoZenje 32-bitnih besed. Zgrajen
je bil predvsem za obravnavo podatkov, ki jih posiljajo sateliti, uporabljajo
pa ga tudi pri proudevanju dinamike tekocin.

Poleg razvrstitve v tabele se uporablja tudi drevesna zgradba, predvsem
dvojiska drevesa. Procesorje postavimo v vozli§¢a drevesa, povezave med
vozli$¢i pa so povezave med procesorji. Glavni problem pri uporabi take
organizacije je v komunikaciji, ki jo mora opraviti procesor v korenu drevesa
(povezava med levo in desno polovico drevesa). Da zmanj$amo stopnjo te ko-
munikacije, obi¢ajno vpeljemo $e preine povezave med procesorji na istem
nivoju drevesa.

Prav tako je mozZna tudi n-dimenzionalna mreza. Na California Institute of
Technology deluje radunalnik Cosmic Cube, ki je zasnovan na razporeditvi
procesorjev v 6-dimenzionalno kocko. Procesorji Intel 8086/8087 z 128 K zlogi
pomnilnika so razvriéeni v oglis¢ih (torej jih je 64). Povezani so preko robov
kocke. Intel Corporation je napovedal komercialno verzijo z boljsimi proce-
sorji in vedjim pomnilnikom.

b) Vodilo ) Py
Naslednji mozni pristop # komuni- M,
kaciji je preko skupnega vodila. Vsak
procesor, opremljen z lokalnim pom- M;ss M,
nilnikom, je povezan z vodilom, ki omo-
go¢a komunikacijo med procesorji.

Primer takega ra¢unalnika je ZMOB M,

z University of Maryland. Sestavlja ga
do 256 mikroprocesorjev Z-80. Ti so
razvrééeni, kot je prikazano na sliki 5.

Lastnosti vodila glede na procesor- :
je so tako dobre, da ni obitajnih za- : Slika 5
kasnitev, ki so drugacde karakteristi¢ne
za uporabo vodil. Zaradi visoke hitro-
sti, ki jo omogoé&a vodilo, lahko procesor dobi podatke iz poljubnega pomnil-
nika v prakti¢no enakem ¢asu. Zal je ta lastnost posledica poasnosti proce-
sorja Z-80 in ne izjemnih lastnosti vodila.

Vodilo kot komunikacijsko sredstvo uporablja tudi eksperimentalni sistem
Cm* Carnegie-Mellon University. Sestavlja ga 50 procesorjev DEC LSI-11. Ti
so povezani v skupine, ki jih povezuje sistem vodil. Procesorji nimajo lo-
kalnega pomnilnika, ampak si delijo skupni virtualni adresni prostor.

c) Preklopi

Imamo P procesorjev in M pomnilnikov, ki so povezani s preklopi, tako

da ima procesor dostop do nekaj (tudi vseh) pomnilnikov.

P255
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Klasi¢en primer takega ra¢unalnika
je 15 let stari sistem C.mmp Carniege
Mellon University. Sistem sestavlja 16
DEC PDP minira¢unalnikov in 16 pom-
nilniskih modulov, ki jih povezuje mre-
Za 16 X 16 preklopov. Shematsko je ta
racunalnik prikazan na sliki 6.

Popolna mreza za povezavo n pro-
cesorjev in.n pomnilnikov vsebuje n2
preklopov, kar ni primerno za velike .
Obicajno imajo sistemi O(n log n) pre-
klopnih vezij. Med njimi je najbolj po-
znan Heterogeneous Element Proces-
sor (HEP, ki ga izdeluje Denelcor, Inc..

Obstajajo tudi drugi nacini povezave procesorjev, ki so vgrajeni v raz-
li¢ne, predvsem eksperimentalne, vzporedne sisteme. Vendar so obicajno na-
¢ini povezave izbrani tako, da kar najbolj ustrezajo dologeni vrsti nalog. Torej
imamo opraviti predvsem s problemsko usmerjenimi ra¢unalniki, npr. za re-
Sevanje nalog iz metode kon¢nih elementov ali za re$evanje diferencialnih
enacb.

Pri analizi vzporednih algoritmov se pogosto sre¢amo s konceptom para-
ratunalnika. Ta ima lahko poljubno $tevilo procesorjev, katerih $tevilo se
spreminja od algoritma do algoritma ali od naloge do naloge. Prav tako
. zanemarimo ¢as, potreben za komunikacijo in konflikte, ki lahko nastopajo

pri sotasnem poseganju dveh ali ve¢ procesorjev na isto pomnilni$ko lokacijo.
Ceprav nerealisti¢en, daje tak modul uporabne podatke o lastnostih algoritma
in predstavlja moZnost primerjave algoritmov za razli¢ne racunalnike.

Razvoj v arhitekturi bo verjetno zdruZil oba koncepta: pretoéni in vzpo-
redni. Prvi taki ra¢unalniki so Ze na trgu, saj Cray X-MP lahko deluje s §tiri-
mi procesorji, ki vsak zase predstavljajo vektorski racunalnik.
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KUBICNE ENACBE
MARKO RAZPET
Math. Subj. Class. (1985) 10 B 10, 12D 10, 30C 15

b ‘li ¢lanku izra¢unamo korene kubi¢ne enacbe s transformacijo na binomsko
obliko.

CUBIC EQUATIONS

In this article we compute the roots of the cubic equation by the transforma-
tion to the binomial form.

Splo$na kubi¢na enacba ima obliko

Az3+Bz22+Cz+D=0 1
kjer so koeficienti 4, B, C in D kompleksna Stevila. Seveda bomo privzeli, da

je vodilni koeficient A od ni¢ razli¢en. Z linearno transformacijo

B
t=w— 2
prevedemo enacbo (1) na obliko, kjer ni kvadratnega Clena:

ws+3pw+29=0 .(3)

Namenoma smo oznadili koeficient pred w s 3p in prosti ¢len z 2gq. Ce je
p = 0, imamo opravka z binomsko enac¢bo oblike

1. Najprej obravnavajmo primer p = 0 in ¢ = 0. Ena¢ba (3) ima tedaj en .
sam trojni koren, in sicer w = 0.
2. Ce je p =0 in g == 0, reSujemo binomsko enacbo

ws = —2¢q ®)
Ce zapiSemo kompleksno $tevilo —2q v polarni obliki
—2g = 2|q| (cos ¢ + isin g)

potem lahko en koren ena&be (5) zapi$emo v obliki

w, = V2] (cos 2t isin %) | ©).
Preostala korena wy in wy enacbe (5) lahko potem izrazimo z relacijama
Wy = Wyeg, Wg=W; &2 (7)
kjer smo oznacili
e = 3(—1 +i)/3) ®
3. Enadbi (3) priredimo njeno diskriminanto D z izrazom
D=p+q )
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Oglejmo si primer, ko je p == 0 in D = 0. Tedaj je tudi ¢ = 0. Z neposrednim
ratunom lahko preverimo, da ima enatba (3) tri korene, od katerih pa sta

dva enaka:
W1=W2:-_——g, W3=2—q (10)
p p

4. Preostane $e primer p = 0 in D = 0, zaradi &esar je tudi nastal pri¢ujoci
¢lanek. Prej$nje tri to¢ke smo navedli samo zaradi popolnosti.

Naj bo torej p = 0 in D = 0. Ena¢bo (3) bomo resili z vpeljavo nove ne-
znanke ¢, ki je povezana z neznanko w z relacijo

at+b
W =
t+1

Vpeljimo $e funkcijo f(w) = w3 + 3pw + 2q. Enac¢ba (3) potem s substitucijo
(11) in po preureditvi preide v ena¢bo

f@t?+3@b+pb+2pa+2g)t2+3ab2+2pb+pa+2gt+

(11)

+f(b) =0 (12)

Ta ena¢ba bo imela najenostavnej3o obliko, &e bosta izpolnjena pogoja
a2b+pb+2pa+29=0 (13)
ab2+2pb+pa+29g=0 (14)

Zanima nas samo primer a # b, saj bi v nasprotnem primeru imeli w — a = b,
iz &esar bi zaradi (13) in (14) dobili f(a) = f(b) = 0 in relacija (12) sploh ne
bi bila ve¢ enactba. Ce enac¢bi (13) in (14) ods$tejemo oziroma se$tejemo, dobimo

enacbi
(a@ab+p)(a—>b)=0 (15)

(a+b)(ab+3p)+4g =0 (16)
Zaradi pogoja a = b dobimo iz (15) in (16) Se
2q

ab=—p in a+b=—_"2 17
p
Stevili a in b morata biti po Vietovem pravilu korena kvadratne ena&be
pi2+2gi—p2=0 (18)

z diskriminanto 4p? 4 42 = 4D 5 0.
Koeficient f(a) v ena¢bi (12) je zaradi (17) mogole poenostaviti:

f(@ =a*+3pa+29=a3—3a2b + (a+ b)ab = ala— b)? (20)

Na isti na¢in dobimo tudi

f(b) = b(a— b)2 (21)
Enacbo (12) smo tako prevedli na binomsko obliko
p__b 22)
a
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&e sta le Stevili a in b korena enaébe (18). Binomska enacba (22) ima tri raz-
liéne kompleksne korene t, t; in t3. V ravnini kompleksnih Stevil (¢) tvorijo
ogli$¢a enakostrani¢nega trikotnika, ki je vértan krogu s sredi¢em v tocki

0 in polmerom
3/Ib
r= e (23)
a

Z relacijo (11) pa imamo za a = b definirano preslikavo ravnine kompleks-
nih $tevil (¢) v ravnino kompleksnih Stevil (w). Preslikava je konformna za
s~ —1. Obratna preslikava je dana z relacijo

b—w
t =

24
w—a

in je konformna za w = a. Iz relacije (24) izpeljemo 3e
|tpw — a) @ —a) = (b —w) (b — W) (25)
oziroma po preureditvi
(tp—1) w2 + (b—a [t W+ (b—a|tp) W + |2 a2 — b2 = 0 (26)

Kroznica |t| = r, na kateri leZijo koreni enacbe (22), se preslika na krivuljo,
ki je dana z relacijo

(rr—1) W+ @—ar)w+ (b—ar)w+ r2jap—|bg =0 27
Ce je |a| = |b|, a == b, potem leZijo tocke
w25 t8 423 (28)
t,+ 1
v ravnini (w) na premici, ki je dana z relacijo
Re((d—a)w) =0 (29)
Ce pa je |a| # |b|, potem lezijo tocke na kroznici, ki ima sredi$¢e v tocki
PR
c_ar—b (30)
rz—1
in polmer
rR_Tla—hl 31)
Ir=—1]

To dobimo iz relacije (27), ¢e upostevamo, da ima kroZnica s sredi$¢em v tocki
¢ v ravnini (w) in radijem R enacbo

w—clp=|wk—(@Cw+cW) + |c = R?

Stevila wy, ki so podana z izrazi v (28), so za a #* b koreni enacbe (3). Ce
upos$tevamo $e enacbo (22), potem lahko zapisemo tudi

we=at(l—ty), k=123 (32)
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Odtod lahko pridemo do Cardanove formule (glej na primer Mitrinovi¢, [2]
ali Vidav, [3]). Obicajna pot do Cardanove formule je nesporno kratka in
elegantna in tudi ne zahteva razvejitve na moznosti 1,2,3 in 4. Na$ namen je
bil samo pokazati, da se ena¢ba (1) skoraj zmeraj da prevesti na binomsko
obliko (4) z neko linearno lomljeno substitucijo, ki je kompozitum substitucij
(2) in (11).

Ideja za substitucijo (11) izvira iz tehnike integralskega raduna (Fihten-
gol’c, [1), str. 70).

Za zakljucek si oglejmo enacbo (3), kjer sta koeficienta p in g realna,
poleg tega pa naj bo p == 0 in D # 0. Poskusimo odgovoriti na vprasanje, kdaj
so koreni w;, w; in wy pri navedenih pogojih realni.

i) Naj bo najprej p = 0 in D> 0. Ena¢ba (18) ima tedaj razli¢na realna
korena a in b. Ce je q = 0, dobimo a = —b in s tem la| = |b[ koreni lezijo
na imaginarni osi ravnine (w), kar je razvidno iz relacije (29), $e laze pa to
izvemo iz enacbe (3). Ce pa je g = 0, imamo primer, ko je la| # |b|, koreni pa
lezijo na neki kroznici.

ii) Oglejmo si Se primer, ko je p % 0 in D << 0. Stevili a in b sta tedaj
konjugirano kompleksni, razloCujeta se za ¢isto imaginarno $tevilo, denimo
a—b =di, d # 0. Opravka imamo torej s primerom |a| = |b| in a > b, koreni
enacbe (3) leZijo na premici, ki je v ravnini (w) dana z relacijo (29), ki se
v tem primeru glasi Re(d i w) = 0 oziroma Im w = 0. Ena¢ba (3) ima pri danih
pogojih tri razli¢ne realne korene.
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NOVE KNIJIGE

PAVKOVIC B., DAKIC B., Polinomi, Skolska knjiga, Zagreb 1987, 180 str.

Vsebinsko sega pri¢ujota knjiga nekoliko (?) ¢ez okvir srednjeSolskega
programa in je najbrz namenjena predvsem $olam naravoslovno-matemati¢ne
usmeritve.

Stevilni zgledi tekofe podano snov dobro osvetlijo, med mnogimi nalo-
gami utrjevalnega znacaja pa najdemo tudi kopico manj obi¢ajnih (z resit-
vami na koncu knjige).

Za ‘ilustracijo in razbistritev vprasaja v prvem stavku preglejmo nekaj
podrobnosti iz vsebine. -

Evklidov in Hornerjev algoritem za polinome, njihov odvod in Taylorjeva
formula so natan¢no obdelani. Prav tako je s Cardanovimi formulami. Ob-
ravnavana je razcepnost polinoma nad obsegi kompleksnih, realnih in ra-
cionalnih $tevil. Pri iskanju realnih nicel polinoma z realnimi koeficienti
spoznamo poleg dveh najpreprostej§ih numeri¢nih metod tudi Sturmov kri-
terij o Stevilu nicel polinoma na danem intervalu. V poglavju o polinomih
z ve¢ spremenljivkami pa je dokazan osnovni izrek o simetri¢nih polinomih.

‘ Boris Lavric
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PROBLEM ISKANJA TRAJEKTORIJ
BOJAN OREL
Math. Subj. Class. (1985) 65 L 05

V ¢lanku je opisanih nekaj metod za numeri¢no iskanje trajektorije sistema
navadnih avtonomnih diferencialnih enacb.

TRAJECTORY PROBLEMS
Some methods for the numerical solution of trajectory problem are described.

1. Uvod

Mnogo problemov v matematiki, fiziki ali mehaniki se reducira na rese-
vanje sistema navadnih avtonomnih diferencialnih enac¢b

dy/dt =fy) 0<t<T, y0) =y, (1)
y:[0,T] - R4 , f:R4d—Rd
(Evklidsko normo v prostoru R? bomo oznacili z i1

V problemih iz fizike in mehanike parameter ¢ navadno pomeni ¢as, y(t)
(reSitev sistema (1) ) pa si lahko predstavljamo kot gibanje neke tocke v faz-
nem prostoru R4, Ce poznamo resitev sxstema (1), poznamo tudi lego tocke
y(¢) v poljubnem trenutku 0 < ¢ < T.

Veliko problemov pa je takih, da nas v resnici ne zanima lega tocke y(?)
v dolocenem trenutku, temvec le tir (trajektorija), ki ga opiSe tocka y(t), ko
parameter ¢ pretece interval [0, T.

Primer: Pri opisovanju nihanj v fiziki ali mehaniki pogosto pridemo do
avtonomne diferencialne enacbe drugega reda

d2 x/(dt)? + f(x, dx/dt) . dx/dt + g(x) = 0, x = x(t) 2)

ki jo s pomocljo nove spremenljivke dx/dt — y lahko zapiSemo kot sistem
enacb prvega reda

dx/dt = p(x, y) 3)
. dy/dt = q(x, y)
ozZiroma
(dt =) dx/p(x,y) = dy[q(x, y) “4)

Za primer enac¢be (2) lahko vzamemo enostaven harmonic¢ni oscilator
dzx/(dt)2 +x =0
ki mu ustreza sistem enacb prvega reda
dx/dt =y ()
dyfdt = —x

Resitve tega sistema so sinusoide v ravninah (x, t) in (y, t), od koder lahko
ugotovimo lego (x(#)) in hitrost (y(?)) reSitve v vsakem trenutku ¢. Ce pa nas
zanima le zveza med spremenljivkama x(f) in y(z), res§imo ekvivalentni sistem
v obliki (4)

dxfy = —dy/x

Obzornik mat. fiz. 35 (1988) 1/2 17



in dobimo druZino koncentri¢nih kroznic (trajektorij sistema)
x2 + y2 = Re2

v ravnini (%, y), centriranih v koordinatnem izhodisc¢u.
Konec primera

‘Problemom tipa (1), pri katerih nas namesto eksplicitne odvisnosti lege
to¢ke y(t) od parametra ¢ zanima le trajekorija, ki jo opiSe reSitev y(.) sistema
(1), bomo rekli problemi iskanja trajektorije.

Ceprav je znano mnogo analiticnih metod za iskanje trajktorije, ostaja
mnogo zanimivih problemov tipa (1), ki jim z analiti¢nimi metodami ni mogoce
doloditi trajektorije. V zadnjem ¢asu pa se kaZe potreba po ucinkovitih nume-
ri¢nih metodah za iskanje trajektorije tudi v primerih, ko trajektorijo poznamo
analiti¢no, pa je ratunanje toCk na njej iz analiti¢nega izraza zamudno. Te
vrste problemi se pojavljajo npr. pri upravljanju numeri¢no krmiljenih strojev
ali pri upravljanju robotov, kjer je hitrost raunanja ena glavnih zahtev.

2. Preproste numeri¢ne metode

Pri numeri¢nem iskanju trajektorij v sploSnem ne moremo pric¢akovati, da
bomo natan¢no nasli celo trajektorijo y(¢). Zadovoljni bomo Ze, ¢e bomo dobili
zaporedje to¢k y;, i =1,2,3,..., ki leZijo ¢im blize trajektoriji, kar pomeni,
da obstaja zaporedje t;,i =0,1,2,... () = 0), da je napaka

e =y, —y(t) i=012,...

¢im manjsa (na primer |e;| <¢ za vnaprej predpisan ¢ > 0).

Poizkusimo resiti preprost sistem enacb (5) s pomocjo nekaterih enostav-
nejs$ih metod za numeri¢no re$evanje diferencialnih enacb.

1. Eulerjeva metoda: Pri Eulerjevi (eksplicitni) metodi generiramo zapo-
redje to¢k y; rekurzivno s formulo

Yut1 = Y + hfn (6)

kjer. nam f, pomeni f(y,),#> 0 pa je primerno izbran (navadno dovolj maj-
hen) parameter, ki mu pravimo korak metode. Ce sistem (5) reSujemo s to
metodo, dobimo zvezi
xn+l = Xy + hyn
yn+1 =Yn— hxn
kar pomeni, da je
(x2u+1 + y2n+1)/lz2 =1 + n?

pri pogoju, da je x,2 + y,2 = R2. Ker vemo, da so trajektorije sistema (5) kon-
centri¢ne kroznice, vidimo, da s pomo¢jo Eulerjeve metode (6) dobimo zapo-
redje tock, ki se vedno bolj oddaljujejo od koordinatnega izhodisc¢a, torej tudi
od izbrane trajektorije.
2. Implicitna Eulerjeva metoda: To je metoda, pri kateri zaporedje y; ge-
neriramo s formulo
Yet1 =Y + hfn-i-l O]

Metoda je implicitna, ker nastopa y,; tudi na desni strani enacbe (7) (f,;1 =
= f(y,4+1)), torej moramo za izracun vsake tocke numeri¢ne resitve resiti im-
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pliciten sistem enacb (7). Ta sistem enacb je linearen le v primeru, ko je line-
aren tudi prvotni sistem diferencialnih enac¢b (1). Na$§ sistem (5) je linearen,
zato je linearen tudi ustrezen sistem (7), reSitev pa lahko kar zapiSemo

Xpyt = (%, + hyn)/(l + h?)
Yngy1 = W —hx,,)‘/(l + h?)
to pa pomeni, da je
(x2n+l + y21z+1)/R2 =1—h2 + 0(h4)
spet pri pogoju, da lezi to¢ka (x,, y,) na kroznici z radijem R. S pomoc¢jo im-
plicitne Eulerjeve metode torej dobimo zaporedje tock, ki se pribliZujejo sre-
dis¢u krozZnice, torej se oddaljujejo od trajektorije.

3. Rezultati, ki smo jih dobili pri uporabi eksplicitne in implicitne Eulerjeve
metode, nam ponujajo idejo, da bi metodi na kak nadin kombinirali. Za prvo
komponento sistema (5) uporabimo Eulerjevo eksplicitno metodo (6), za dru-
go komponento pa implicitno metodo (7). Tako pridemo do relacij

xn+l = X, + hyn (8)
Va1 = yo(1 — h2) — hx,
Izra¢unajmo, kako se pri tem spremeni radij:
(x2, .1 + ¥y2,.)/R2 = 1 + h2 cos (2t/R) — h3 sin (2t/R) + h4 sin2 (¢/R)

seveda spet pri pogoju, da je x,2 + y,2 = R2 Zaporedje tock (x,,y,, n=20,1,
2,..., ki ga generira rekurzivna relacija (8), se torej oddaljuje od koordinat-
nega izhodis¢a, vendar bistveno podasneje kot pri eksplicitni Eulerjevi metodi,
saj se povprecna vrednost ¢lenov

h2 cos (2t/R) in k3 sin (2t/R)

z narascajo¢im ¢ priblizuje 0. S kombinacijo obeh Eulerjevih metod (6) in (7)
torej dobimo precej »gostej$o«, vendar manj enakomerno spiralo kot z ekspli-
citno Eulerjevo metodo.

4. Trapezna metoda: pri tej metodi zaporedje izraCunanih priblizkov y; k
resitvi diferencialne enacbe generiramo s pomocjo implicitne formule

Yn+l =Y i (h/Z) (fn + fn+l)

Ce s to metodo reSujemo linearni sistem (5), lahko reSitve ra¢unamo rekur-
zivno
xn+1 = ((1 - (h/2)2)xn + hyn)/(l + (h/2)2)
Yni1 = (—hx, + (1 — (1/2)1)y,)/(1 + (h/2)?)

Poglejmo, kako se pri tem spreminja radij:
(*2,,1 + ¥2)/RE =1
Ce le velja, da je x,2 + y,2 = R2.

Tocke, ki jih izraCunamo po trapezni metodi, torej lezijo to¢no na kroZnici,
¢e seveda, kot smo pri vseh metodah do sedaj, zanemarimo vpliv zaokrozit-
venih napak.
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Izmed vseh doslej omenjenih metod je trapezna metoda najbolj$a za re-
Sevanje sistema (5). Njeno lastnost, da v primeru krozZne trajektorije generira
tocke tocno na traJektorlp bi si zeleli pri vsaki »dobri« metod1 za iskanje tra-
jektorij, zato kar zapi$imo definicijo.

Definicija: Numeri¢na metoda za iskanje trajektorije je kroZno-eksaktna,
¢e pri reSevanju vsakega problema, ki ima za res$itev krozno trajektorijo, in pri
uporabi to¢nih zacdetnih vrednosti dobimo tocke, ki leZijo natan¢no na tra-
jektoriji. [2]

3. Lambert-McLeodova metoda

Izmed metod, ki so zasnovane posebej za iskanje trajektorij, si najprej
oglejmo Lambert-McLeodovo metodo. To je eksplicitna metoda, pri kateri za-
poredje tock y, generiramo s formulama

Yire=Yu + 2hn+1fn+1 (10a)
hupr = (Vg1 — Y g/ [| £as1 ”2 (10b)

Ta metoda je dvoclenska, zato v zaetku potrebujemo dve Ze izra¢unani toc¢ki
Yo in y;.

Trditev 1: Tockay, s, izraunana po Lambert-McLeodovi metodi, je od to¢-
ke y,,1 oddaljena enako, kot sta med seboj oddaljeni zadetni to¢ki y, in y;:

“ Yoi2 — Y+t ” = ” Yo— Y1 ”
Dokaz: Izralunajmo ||y, e —¥a41 2!

” Yoie — ¥Yut1 H2 = " Yo —Yn+1 + 2hn+1fn+1 ”2 =
= ” Yn Yt ”2 + 4hn—ll (YM _y"+1) fn+1 + 4h2n+1 || fn+l ”2 “ Y41 —Yn “2

Trditev nato dokaZzemo z matemati¢no indukcijo.

Trditev 2: Lambert-McLeodova me-
toda (10) je krozno eksaktna.

Dokaz: Naj bo trajektorija proble-
ma (1) kroznica C, to¢ki y, in y, 1 pa
naj lezita na njej. To¢ko y, o izracu-
.namo po formuli (10).

Vektor f,, | je tangentni vektor na
kroznico C v toc¢ki y, 1, tocka, ki lezi
na kroznici C simetri¢no tocki y, glede
na tocko y,,,, pa je ravno y, s, saj
je smer f,,; smer tetive y, 2 —Yn
hyi1 || 241! pa polovica dolZine te te-
tive. L

Formuli (10) koraka metode, kot
smo ga srecali v prej$njem poglavju,

Slika 1 ne vsebujeta, saj je h,,, doloen z

(10b) in ga ne moremo prosto izbirati.

Vlogo koraka metode pri Lambert-McLeodovi metodi zaradi Trditve 1 prevza-
me evklidska razdalja med zacetnima tockama y, in y;.

Lambert-McLeodovo metodo lahko uporabimo tudi za resevan_]e oblcajmh
zacCetnih problemov, to je problemov tipa (1), kjer nas zanima preslikava
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t —>y(t). Ker v formulah (10) parameter ¢ ne nastopa eksplicitno, moramo za-
poredje t,(n = 0,1,2,...) generirati posebej na tak nacin, da bo y, dober pri-
blizek za y(t,), kar lahko doseZzemo npr. tako:

tass = tn + 2hy, 4 (1)
Na formule (10) in (11) lahko gledamo kot na sredinsko metodo

Ynie=Y¥n + hfn+l

s spremenljivim korakom, kjer je dolZina koraka preko (11) in (10b) dolocena
z zadnjima izratunanima to¢kama y, in y, .. Ker je metoda, dolocena s for-
mulami (10) in (11), kroZno-eksaktna, se je je prijelo ime CELF (kratica za
Circularly Exact Leap-Frog = kroZno-eksaktna sredinska metoda).

Ce bi hoteli metodo CELF uporabiti za re$evanje zaetnih skalarnih proble-
mov, nas hitro razocara dejstvo, da ni niti ni¢elno stabilna [1], saj se (10)
v skalarnem primeru reducira na preprosto homogeno dvoc¢lensko rekurzijo

Yire—2Yui1+Yui=0 (12)
katere karakteristicna enacba
rr—2r+1=0
ima dvojni koren pri r = 1, torej je splo$na reSitev sistema (12)
y, =C, + Con

neodvisno od diferencialne enacbe, ki jo reSujemo. Kljub temu se da dokazati
[4], da je pri dolo¢enih (ne prav hudih) omejitvah na razred problemov (1)
metoda CELF konvergentna v naslednjem smislu:

Ce oznatimo h = ||y;—Y, ||, potem je

| ¥(t,) —a || = OC2)

kjer je y(t,) to¢na reSitev problema (1) v to¢ki ¢,, ki je doloCena z (11).

4. Ostanek metode

Za izpeljavo priblizka za ostanek Lambert-McLeodove metode je ugodno,
¢e namesto parametra ¢t v sistemu (1) vpeljemo naravni parameter s (lo¢no
dolzino):

s = § @y/anT @ (@y/dn @ dt
0

Tako dobimo namesto (1) sistem
dy/ds = F(y) 13)

kjer je F(y) = f(y)/ || £(y) || Ta sprememba parametra trajektorije ne prizadene:
sistema (1) in (13) imata isti druzini trajektorij. (Mol¢e bomo privzeli, da
I £(y) || # 0, tako da krivulja y(f) nima singularnih tock).

Formuli (10) lahko za sistem (13) prepi$em v eno samo

Y2 =Yu + 2()’n+1 - Y11)TF/1. +1Fn+i (14) ’
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Ostanek metode kot mera za natan¢nost metode je po definiciji enak raz-
liki med to¢no vrednostjo reSitve in vrednostjo, izratunano z enim korakom
metode pri to¢nih zacetnih vrednostih, torej je za metodo (14)

OM = y(sg + 2k) — y(so) —
— 2(y(so + k) —y(so)T (dy/ds) (so + k) (dy /ds) (sy + k)

kjer je k razdalja med zacetnima to¢kama y, in y; vzdolz trajektorije.

Pri razvoju ostanka metode v Taylorjevo vrsto po potencah k-ja moramo
upoStevati, da, ¢e ozna¢imo s t(s), n(s) in b(s) tangentni, (prvi) normalni in
drugi normalni enotski vektor na krivuljo y(s), se odvodi funkcije y(s) glede
na parameter s izrazajo s Frenetovimi formulami [5]:

dy/ds =t (15a)
d2y/(ds)? — xn (15b)
dsy/(ds)3 = (d x/ds)n — x>t + x b (15¢)

kjer sta x fleksijska ukrivljenost krivulje y(¢), v pa njena druga ukrivljenost.
(Ce krlvul_]a lezi v trodimenzionalnem prostoru, uporabljamo navadno name-
sto imen druga normala in druga ukrivljenost imeni binormala in torzijska
ukrivljenost oz. zvitost.)

Z upostevanjem formul (15) lahko Ze zapisemo ostanek Lambert-McLeodove
metode, razvit v Taylorjevo vrsto okrog k = 0:

= (k3/3) ((d x/ds) (so)n (sg) +  (s0) 7 (S0)b (59)) + O(k?) (16)

kar pomeni, da je Lambert-Mc-Leodova metoda konsistentna reda 2.

Kadar je resitev sistema (13) krozZnica (x = konst, + = 0), pa je OM = 0(k4)
(pravzaprav velja celo ve¢: noben clen Taylorjeve vrste (16) ne vsebuje samo
~ ukrivljenosti », kar pomeni, da je za krozne trajektorije OM = 0).

Poglejmo si $e, kaksen je ostanek trapezne metode

Yuiz =Yui1+ (k/2) (F, 1 + F) am
gi je tudi krozno-eksaktna, ¢e le primerno izberemo parameter k. Po definici-
T oMy 4 o —y(sy— (k/2) ((dy/ds) (s,) + (dy/ds) (s, + K))
kar razvijemo v Taylorjevo vrsto po potencah k in dobimo

OM = — (k3/12) (d3y/ds®) (sy) + O(k?)
Ce upostevamo S$e Frenetove formule (15), pa dobimo
OM = — (k3/12) (d »/ds) (s)n (s1) — 22 (st (51) + 2 (51) 7 (SpPb (51)) + 0(k%)  (18)
Kadar so trajektorije sistema (13) krozZnice (x = konst, r = 0), pa je
= (k3/12) »* (st (sy) + 0(k4)

kar pomeni: ko so trajektorije sistema (12) kroznice, je glavni del ostanka tra-
pezne metode v tangencialni smeri; to pa je glede na naravo nase naloge manj
pomembno.
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5. Krozno-eksaktna metoda tipa prediktor-korektor

Ce primerjamo ostanek Lambert-McLeodove metode (16) in ostanek trapez-
ne metode (18), vidimo; da ima (implicitna) trapezna metoda manjsi ostanek
kot (eksplicitna) Lambert-McLeodova metoda; to nas navede na misel, da ti
dve metodi uporabimo skupaj kot metodo tipa prediktor-korektor [1], na pri-

THEL Y"n+2 =Y + 2(y11+1 - y")TFn-}-l Fu +1 (lga)
Yui2 = Yui1+ h(F, , + Fp,’+2)/'l| F, 1+ Fp, » H (19b)

kjer pomeni Fr, .o = F(y?,,2) in h = ||yo—¥1 |

Tudi za metodo (19) ostaneta veljavni trditvi 1 in 2 za Lambert-Mc-Leodovo
metodo. Trditev 1 je oéitna iz (19b), o pravilnosti Trditve 2 pa se prepri¢amo
po naslednjem razmisleku:

Ce je trajektorija kroZnica in to¢ki y, in y, ; leZita na njej, potem tudi
to¢ka yP,,o lezi na njej, saj je prediktor krozno-eksaktna metoda, zaradi
| ¥Pni2—Yus1|] = h, pa je trikotnik z oglis¢ema v to¢kah y, .y in yP, s ter
vrhom v sredi$§¢u kroznice enakokrak, od koder lahko ugotovimo, da je y, 2 =
= yP,, 9 torej je tudi (19) krozno-eksaktna metoda.

6. Metoda tipa prediktor-korektor s spremenljivim korakom

Vse doslej opisane metode za iskanje trajektorij imajo skupno lastnost,
da je dolZzina »koraka« metode implicitno dolo¢ena z evklidsko razdaljo med
zadetnima to¢kama y, in y; in nanjo med ra¢unanjem ne moremo vplivati. Pri
krivuljah, ki imajo skoraj konstantno ukrivljenost » in majhno torzijsko ukriv-
ljenost ¢ (to so krivulje, ki jih lokalno lahko dobro aproksimiramo s kroznico),
nas to ne moti. Pri trajektorijah, pri katerih se ukrivljenost vzdolz krivulje
zelo spreminja, pa bi si Zeleli spreminjati tudi gostoto izracunanih tock, torej
potrebujemo metodo oz. algoritem, pri kateri bomo med raCunanjem po po-
trebi lahko spreminjali dolZzino »koraka«.

Izpeljimo najprej kroZno-eksaktno eksplicitno metodo (prediktor) s spre-
menljivim korakom. Pri danih y,, y,,; in F, ; ter pozitivni dolzini koraka
h, ., naj ta metoda-izra¢una tocko y?, ,, tako, da bo ta lezala na kroznici C,,
ki jo dolo¢ata tocki y, in y,, ter smer tangente F, ,; v toCki y,,, in da bo
|| YPuy2—Yn41 “ = hy ;1.

Na sliki 2 je narisana (dvodimenzionalna) ravnina, ki jo dolo¢ata tocki y,
in y,, ter vektor F, ;. Ce z y oznac¢imo kot med y,,;—Yy, in F,, potem je
sredi$¢ni kot v kroznici C,, ki ga dolo¢ata toc¢ki y, in y,,, enak 2y, torej je
(obodni) kot med y, —yP,, 2 in y,,1—YyP, .2 tudi enak .

Kot med F, . in y?,,s—Yy, oznac¢imo z ¢. Kot med y,,1—Vy, in y?, .2 —
— Yu.1 je torej y + 6. Iz trikotnika z ogli8¢i y,, y, .1 in y?, 2 pa lahko ugoto-
vimo, da je kot med y, 1—Yy, in y?,,:—y, tudi enak 6. Z N, ; oznalimo
normalni enotski vektor na kroznico C, v to¢ki y,,; v smeri proti sredis¢u
kroznice.

Vektorja y?P, s —Y¥, 1 in y,.1—Yy, razstavimo na komponenti v pravo-
kotnih smereh F,, {in N, 1:

YPhi2—VYns1 = h,; 1cos0F, ¢ +v hy,,1sin 9 N, 14 (20)
Vit1— Y = h, cos Y Fn+1 — h,, sin Y Nn-|—1 (21)
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Iz (21) lahko izratunamo

Nn+1 = Ctg 7 F'n+1 - (l/hn sin J’) (Yn+1 - Yn) (22)
FIM_1

Kot ¢ lahko izrazimo s sinusnim
izrekom v trikotniku z ogli$¢i y,, ¥u 11
in y?, o

hyfsiny = h,  /sin é (23)
Ocitno velja tudi

hycosy = FT, (Yus1—Yn) (24)

Enacbe (22), (23) in (24) uporabi-

mo, da iz (20) izlo¢imo N, ; ter kota
y in §, pa dobimo naslednjo ekspli-

Ch Slika 2 citno formulo (prediktor):
Y”n+2 = yn+1 + (hn +1/hn)2 (AnFn+l + Yn— y”+l) (25)
kjer je
. An = Bn + VBN2 - h712(1 - (hn/h11+1)2) (263)
m
B, =FT, 1(Ynt1—Ya) (26b)

Formula (25) je posplositev Lambert-McLeodove metode (14), kar ugoto-
vimo, ¢e v (25)*in (26) postavimo h, | = h,. Zaradi kvadratnega korena v (26a)
moramo h, , ; izbrati tako, da bo

hn+1 g hnz/l/hf_—B—u{ (27)

Za korektor lahko vzamemo kar formulo (19b), ki je enoclenska in pri hjerii
uporabi nimamo teZav zaradi spremembe dolzine koraka

Yitr2=Y¥Yns1 + hn+1(Fn+1 + Fpn-;-%)/“ F7z+1 -+ Fpn+:2 ” (28)

pa bo veljalo tudi || ¥nie—Yni1]] = Busr.

Da bi po standardni poti (Milne’s device [1, str. 255]) lahko izrac¢unali pri-
bliek za napako y* —y,,, kjer je to¢ka-y* na trajektoriji in || y*—y, 1| =
= h,,;, moramo poznati priblizka za ostanek prediktorja (25) in korektor-
je (26).

Podobno, kot smo izrac¢unali ostanek trapezne metode, dobimo

] V*— Py (1/6) (B3, 4 + 2, 1h,) (dx/dsn + x ¢ b)
in
V* —Yup2 22— (h3,,1/12) (d %/dsn + x 7 b)
tako da lahko izracunamo pribliZzek za napako metode prediktor-korektor ((25),
(26) in (27))
y* - yu+2 = — (hll+]/(3hll +1 + Zhn)) (yn+2 - ypu+ 2) (29)

Konc¢no sestavimo $e algoritem za iskanje trajektorije sistema (13) z me-
todo (25, 28):
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Algoritem:

1. Pri danem zacetnem vy, izberi %, in izracunaj y;;

2. Izberi hy, e >0,n: = 0;

3. Izratunaj F, ., B, (26b), d,: = h,2[)/h,*— B2, &e je h,,> d,/2, potem
h, 1t =d,f2;

4. Izra¢unaj yP, s (25), FP, 5 in y, s (28);

5. Izratunaj priblizno velikost napake e = |y*—Vy,i 2| (29, k% 1=
= hn+1/ i/z/;;

6. Ce je e > ¢, potem h,, : = h*, . in nadaljuj na 4.;

7. 1zpi&iy,, 2, My ot = h*, 1, n: = n + 1 in nadaljuj na 3.

Konec algoritma
7. Numerié¢ni primer

Z algoritmom, opisanem v prej$njem poglavju, smo reSevali naslednji si-
stem enacb
dy,/dt = y;
dys/dt = — 3y, (30)
dys/dt = 4y

Njegova to¢na reSitev je

z zaletnimi pogoji

yl(t) = COSt ‘
y3(t) = cos 2t

Pri razli¢nih vrednostih za parametra ¢ in %, smo izrac¢unali najveji odmik
numeri¢ne resitve od to¢ne reitve (31) v 500 korakih algoritma. IzkaZe se, da
je najveéji odmik ey le malo odvisen od zaletne izbire parametra ko, zelo pa
je seveda odvisen od predpisane natan¢nosti ¢ (tabela 1).

Tabela 1
3 l ey
10-2 | 16
10— 0.0024
10-6 0.00012

8. Zakljucek

Opisane metode so seveda $e dale¢ od tega, da bi bile lahko osnova ucin-
kovitim algoritmom za iskanje trajektorij. Raziskave na tem podrocju so 3ele
v zaetni fazi in tudi v literaturi se je Sele v zadnjih letih pojavilo nekaj ¢lan-
kov s to tematiko, tako da je neresenih $e mnogo vprasanj. Nekateri objavljeni
numeri¢ni rezultati kaZejo, da se opisane metode pri iskanju trajektorij obne-
sejo bolje kot nekatere standardne metode za reSevanje zaCetnih problemov;
to vsekakor spodbuja nadaljnje delo na tem podrocju.
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NOVE KNIJIGE

MARIC V., SKENDZIC M., Obi¢ne diferencijalne jednadine, Nau¢na knjiga,
Beograd 1980, 142 str.

Knjiga vsebuje osnovni tefaj iz obicajnih diferencialnih enaéb za $tu-
dente matematike. S primernim izborom snovi pa bo u&benik prav gotovo
koristen tudi $irSemu krogu bralcev, predvsem 3tudentom tehni¢nih in na-
ravoslovnih fakultet.

V prvem poglavju, ki je namenjen predvsem $tudentom matematike, so
obdelani eksistenéni izreki za navadne diferencialne enatbe 1. reda. Vklju-
Cena je tudi obravnava odvisnosti resitve od zaéetnih pogojev in parametrov.
Jedro knjige tvori pregled obiajnega izbora elementarno resljivih tipov di-
ferencialnih enacb. Pri obravnavi sistemov diferencialnih enaéb in linearnih
diferencialnih enacb n-tega reda so dodani ustrezni izreki o eksistenci in edi-

_nosti resitve. Za $tudente nematematike pa je k razdelku o reSevanju line-

~arnega homogenega sistema s konstantnimi koeficienti dodan $e opis postopka
za konstrukcijo Jodranove forme matrike. Sledi obravnava robnega problema
za linearno enacbo 2. reda. Dokazan je obstoj lastnih vrednosti in lastnih funk-
cij za Sturm-Liouvilleov problem. Dokazana je tudi ortogonalnost lastnih funk-
cij, vendar pa ni obravnavana zveza s Fredholmovo integralsko enacbo. Zadnje
poglavje, ki se ukvarja s problemi kvalitativne analize, je ponovno namenje-
no ozjemu krogu bralcev. Tu so poleg nekaterih klasi¢nih rezultatov obdelani
tudi primeri najnovejsih rezultatov s tega podroéja (McLeod, 1972). Pri tem
pa se za dokaze uporabljajo le elementarni pojmi klasi¢ne analize. To poglav-
je naj bi po besedah avtorjev budilo kreativne ambicije $tudentov.

Ob zakljucku skoraj vseh razdelkov najdemo tudi podrobno obdelane
primere, ki so najvekrat vzeti iz naravoslovnih in tehniénih ved. Pa¢ pa si
bo moral Student, ki se bo odlo¢il za $tudij s pomoé&jo te knjige, poiskati na-
loge za vajo kje drugje, saj jih tukaj ni.

Peter Semrl
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NEKAJ GEOMETRIJSKIH KARAKTERIZACLJ
HILBERTSKE NORME

EDVARD KRAMAR
Math. Subj. Class. (1985) 15 A 63, 46 B 20, 46 C 05

V ¢&lanku obravnavamo nekaj geometrijskih karakterizacij predhilbertovega
prostora med realnimi normiranimi prostori.

SOME GEOMETRIC CHARACTERIZATIONS OF HILBERTIAN NORM

In this article some geometric characterizations of inner product space among
real normed spaces are considered.

Kot vemo, je evklidska ravnina izomorfna realnemu vektorskemu prostoru
dvojic R?, v katerem imamo skalarni produkt (x,y) = X1y; + X¥» in z njim
povezano normo |x| = (x, x)V2. Posplositev tega primera je Hilbertov prostor,
ki ima bogato geometrijsko strukturo. Se sploSnejsi je Banachov prostor, v
katerem je take strukture precej manj. Odkar sta bila ta prostora vpeljana,
so se matematiki sprasevali, pri katerih pogojih postane Banachov prostor
Hilbertov. Izmed $tevilnih takih karakterizacij bomo v tem prispevku prikazali
nekaj geometrijskih pogojev, ki jih dobimo, ce dolo¢eno geometrijsko lastnost,
ki velja za evklidsko ravnino zahtevamo tudi za splo$en normirani prostor.

Vzemimo realen normiran prostor X (polnost za nas ne bo pomembna).
Ce bi bil ta prostor hkrati tudi predhilbertov, bi bila norma povezana s ska-
larnim produktom z Ze omenjeno zvezo || x|[* = (x, x). Na kratko bomo rekli,
da je norma hilbertska, ¢e obstaja skalarni produkt, s katerim se izraZa, kar
je ekvivalentno temu, da je normiran prostor predhilbertov.

Najstarej$a in najbolj znana je karakterizacija, ki sta jo uvedla P. Jordan
in J. von Neumann [6]:

Izrek 1. Norma || .|| je hilbertska natanko tedaj, ko velja zanjo enacba
[l + 3|2 + [Jr — vl =2 + 2[o)? aN)

za poljubna x,y e X.
To karakterizacijo dobimo iz znane lastnosti paralelograma napetega na
vektorja x in y v evklidski ravnini. Zato pogoj (JN) imenujemo tudi paralelo-
gramska enacba. Tega izreka ne bomo
dokazovali, saj dokaz lahko najdemo
v marsikaterem uc¢beniku funkcional-
ne analize, objavljen pa je bil tudi v
OMF ([10]). Spomnimo naj le, da je te-
daj skalarni produkt dan z zvezo
4x,y) = |x + y[r— [x =yl % yeX.
Poleg zgornje je ena najpomemb- y
nejsih karakterizacija, ki nosi ime po
F. A. Fickenu ([4]). Osnovo ima v na-
slednji geometrijski sliki v evklidski
ravnini. Vzemimo linearno neodvisna
vektorja x in y z enako normo in zr-

Slika 1
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calimo vektorje preko premice, ki jo nosi vektor x + y. Kratek ra¢un nam pokaze
da se poljuben vektor oblike ax + by, a,b € R prezrcali v vektor bx + ay
in oba sta seveda enako dolga (Sl. 1). Ta preprosta zahteva nam da Ficke-
novo karakterizacijo.
Izrek 2. Norma ||| je hilbertska natanko tedaj, ko za poljubna x,y e X
velja implikacija
I¥[| =1yl abeR =>llax+by|=|bx+ay| (F)
Dokaz. Ce norma izvira iz skalarnega produkta, potem ocitno taka zveza

velja. Da je zgornji pogoj tudi zadosten, bomo pokazali v nekaj korakih.
Lema 1. Ce norma ||| zado3éa pogoju (F), potem velja: bri ko je x|, =

=] =1l + 972, jex=y.

(Opomba: Pravimo tudi, da je tedaj prostor strogo konveksen.) Vzemimo
torej vektorja x,y e X, ki zado§¢ata zgornji predpostavki. Dokazali bomo, da
tedaj velja . 4

||(2n + 1) (x—y)—Zy“ = 2| = 2ly|; n=0,1,2,... (1)

Najprej iz ||x + ¥l = i|2y|| in pogoja (F) sledi: [+ y + 2(—2y)| = [2(x +
+ ) — 2y|| = 2||x|| oziroma [x—y—2y| = 2|\x|| = 2(|y||. Torej velja (1) pri n =
= 0. Naj velja ta zveza pri nekem naravnem $tevilu » in $e enkrat uporabimo
pogoj (F) pri primerno izbranih parametrih: 12(2n + 1) (x —y) —2y) + (2n +
+3) 2y)|| = [@n+ 3)(2n+1) (x—y) —2y) + 2. 2y|. Ce obe strani uredimo
in okraj$amo z (2n + 1), dobimo

[2n + 3) (x— ) — 2y = 2lixl| (= 2]
kar je ravno (1) pri n + 1. Iz dokazane zveze sedaj sledi ocena

_ [@n + 1) =] S [@n + 1) =) —25]| + 23] = 4|
osiroma lx—y| < 4jyl/@n+1; n=01,2,...

Ker ta ocena velja za $e tako velik n, sledi x — y = 0.

Lema 2. Ce velja pogoj (F), potem iz [Vl = |Ix||y sledi: |x + y|| < [l%]| +
+ [. o

Lahko privzamemo, da je lx|| < lly|| (sicer pa vlogi zamenjamo). Po pred-
postavki razli¢na vektorja [|l¥/|x in ||x|y imata isto normo, zato po prejsnji lemi
sledi

[yl + [lxlly || <2l fly|
(v splosnem vedno velja znak <), kar upo$tevajmo v naslednji oceni
e+ 3l = b+ 3 =]+ Qi — <D /911 <
S =y =R+ (vl — 1l <2l + (o] =) = =) + (]

Lema 3. Za poljubna vektorja u,v e X in realno $tevilo r = 0 obstajata
kvecjemu dve razliéni realni $tevili t z lastnostjo

lu + tv—w)|| =

Lahko privzamemo, da sta u in v linearno neodvisna. Pa denimo, da bi obsta-
jala tri razli¢na Stevila ¢y, 1, t; € R, da bi veljalo

lu+tv—w)|=r, j=123
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Vektorje z; = u + tj(v—u), j = 1,2,3, olitno lahko tako prenumeriramo, da
bo 23 =52 + (1 —5) 2, 0<<s <1, pri ¢emer sta z; in z; linearno neodvisna.
Potem pa velja tudi neenacba |[(1—3s) zaf| s 2 # l|s zy| (1 —s) z; in po zgornji
lemi sledi

o <lsal +10—9z|=sr+Q—s)r=r

kar je v nasprotju z naso predpostavko.

Nadaljujmo sedaj z dokazovanjem izreka. Dokazali bomo, da iz Fickeno-
vega pogoja sledi paralelogramska enac¢ba. Vzemimo poljubna x,y € X, pri
¢emer lahko privzamemo, da sta linearno neodvisna. UpoStevajmo pogoj (F)
v zvezi

e+ 3] = llx—y + 2] = || g — ]| =)/ |x =yl + 2|y ¥/|]| || =
= | 2ly] - e = /e —yll + e =y} v/ 511

Po odpravi imenovalcev dobimo
Iyl Il + ) e =yl = | 20yl x + (e —yIE— 2]y ¥ | (2)

Ce na podoben nadin izrazimo $e vektorjey —x + 2x, x + y—2yinx + y —
— 2x, dobimo $e tri zveze z isto levo stranjo

[yl + Il — vl = 12yl x + (e =yl —2{#]) ¥ (2b)
= |[2lly]}z x + @[yl — Ix + 7P ¥ (2c)
= [2lly[ x + @l}xip— |} + ¥ 5| 2d)

V zvezah (2a) — (2d) opazimo na desnih straneh S$tiri vektorje, ki jih lahko
piSemo v obliki ¢(u + t(v — u)) in imajo isto normo. Po lemi 3 so potem med
Stevili
a=x—yl—=2|y[2, c=2|y[r—|lx +y?
b=|x—yp—2|x, d=2]x|}—|x+ y|?

kved¢jemu dve razli¢ni. Zato imamo sedaj tri moznosti:

I) a =d ali b = c in tedaj neposredno sledi paralelogramska enacba. Zato
odslej lahko vzamemo a # d in b # c.

II) a = c in b =d, potem je ||x + yI2 + |x—y|]? = 4||x|[> = 4||y|]* in zopet
velja pogoj (JN). Ostane nam moznost

III) a = b in ¢ = d, tedaj pa je x| = |y|. Hitro se prepri¢amo, da lahko
privzamemo, da velja tudi ||x + y| = ||x —¥|. Vzemimo namrec vektorja x'.
= x + y in ¥ = x—y, ki sta linearno neodvisna in z njima ponovimo zgornjl
postopek. Ce bi zanju veljala ena od prvih dveh moznosti, velja paralelogram-
ska enacba za x’ in y’, s tem pa tudi za x in y, o ¢emer se takoj prepri¢amo.
Ostane tretja moznost, tedaj pa je ||x’| = ||y’| oziroma ||x + y| = ||x —¥!|.

Oglejmo si sedaj $tevilo a. Ce bi bilo a > 0, bi iz (2a) in linearne neodvis-
nosti vektorjev x in y (oziroma leme 2) dobili

Il 1+ 1 e =l <2l ] + e — 12— 2[5 9] =[x — 51 0]
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oziroma ||x + y|| <|lx — y||, kar je protislovje. Ce pa je a <0, sledi na podoben
nacin iz (2a) (le, da uporabimo lemo 2 na vsoti 2|yj2x = Q|ly|lpx + ay) +
+ (—a) y) neenatba |x —y|| < |x + y|| kar zopet ni mogoce. Torej je a = 0 =
= b. Potem pa je tudi ¢ = d = 0 in paralelogramska ena¢ba je zopet izpol-
njena.

Opomba: Ni tezko videti, da sta Fickenovemu pogoju (F) ekvivalentna tudi
naslednja pogoja:

Ce |[x+y|=|x—y]|, potem | x + ay|| =||x—ay|; za vse aeR (F)
Ce |[x| =|y|, potem | ax + y/a| = | ay + x/a |} zavsea>0 (F")

Podobnih karakterizacij, kot je zgornja, je $e cela vrsta. Eno med njimi na
primer dobimo iz dejstva, da je trikotnik v evklidski ravnini enakokrak, br#
ko sta tezi$¢nici na kraka enako dolgi. Dobimo zahtevo

Ce || x|l =] y], potem || x +2y| =|2x + y|; za vse x,ye X (L)

ki je ena od Lorchevih karakterizacij (gl. [7]).

Druga velika skupina karakterizacij so karakterizacije z ortogonalnostmi.
V normiran prostor lahko na razli¢ne nadine posplo$imo relacijo pravokot-
nosti, ki bo imela vsaj nekatere od naslednjih lastnosti, znadilnih za obi¢ajno
ortogonalnost v [R2:

a) x Ly, potem y L x; x,y e R2 (simetri¢nost)

b) x L y, potem ax L by; x,ye R?, a,b ¢ R (homogenost)

c)xLly x1z potem x L (y + 2); x,y e R2 (aditivnost)

d) za poljubna x, y e [R? obstaja ae R, da je x L (ax + y)
Oglejmo si tri relacije ortogonalnosti, ki jih najpogosteje sre¢amo v normi-
ranem prostoru.

1) Vektorja x,y e X sta pitagorejsko ortogonalna, na kratko P-ortogonal-
nalna, v znakih (x L y) (P), &e velja

Ix+yr=lxlz+{y]

Ta definicija ima izvor v evklidski ravnini, kjer lahko pri pravokotnih
x in y izratunamo normo vektorja x + y po Pitagorovem izreku (Sl. 2).

Slika 2 Slika 4

2.) Vektorja x,ye X sta enakokrako ortogonalna, na kratko e-ortogonal-
na, kar bomo oznadili z (x L y) (e), ¢e velja

lx+yl={lx—y]
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V geometrijski interpretaciji to pomeni, da sta x in y ortogonalna natanko
tedaj, ko je trikotnik na sliki enakokrak (SL 3).

3.) Vektorja x,y € X sta ortogonalna v Birkhoff-Jamesovem smislu, na
kratko BJ-ortogonalna, v znakih (x L y) (BJ), ¢e je

x+ky|[=l|x]| za vsak k e R

Ta definicija pa je nastala iz naslednje geometrijske slike: x in y sta v evklid-
ski ravnini pravokotna natanko tedaj, ko je vektor x + ky za vsak k ¢ R daljsi
ali enak vektorju x (Sl 4).

Zgornje relacije ortogonalnosti seveda sovpadajo z obi¢ajno pravokotnost-
jo v Hilbertovem prostoru. Da pa se v splo§nem normiranem prostoru razli-
kujejo, se lahko prepricamo na naslednjem zgledu. Vzemimo kar X = R, za
normo pa |x|; =|x |+ | x2|, kjer x = (x, x2). Naj bo x = (1,0), y =(0,1) in
z=(—1/3,1), potem je (xLly)(e), (xLy)(BJ), vendar xLy) @) in
(x L 2) (P), (x L 2) (BY), vendar (x £ z) (e). Se druge primere bo bralec nasel
sam.

Oglejmo si, katere od lastnosti a) do d) imajo zgoraj definirane relacije.
Pitagorejska in enakokraka ortogonalnost sta ofitno simetri¢ni, BJ-ortogonal-
nos pa v splonem ni. Za homogenost velja ravno obratno, prvi dve ortogonal-
nosti nista homogeni. Dokazimo, da pa BJ-ortogonalnost ima to lastnost. Naj
bo (x L y) (B)), torej || x + ky|| = || x ||, za vsak k € R in a, b € R poljubni Ste-
vili (smemo privzeti aq, b % 0), potem imamo: | ax + kby| =|a||x+y.
.kbja|| =|a||x =1l ax ||. Torej je res (ax L by) (BJ). Lastnosti c) in d) mo-
ramo pri BJ-ortogonalnosti, ker ni simetri¢na, v resnici obravnavati po dve,
z leve in z desne. IzkaZe se, da v splosnem ni nobena od zgornjih relacij adi-
tivna, lastnost d) pa imajo vse tri. Da ima P-ortogonalnost to lastnost, ne bomo
dokazovali, ker je dokaz precej dolg (Gl. [5)).

Pokazali bomo, da ima e-ortogonalnost lastnost d). V ta namen vzemimo
poljubna x,y e X in b e R in definirajmo funkcijo f(¢) = || (¢t + b)x + y ||—
— | tx + |, t e R in dokaZimo

limf(t) = b | x| 3
t—>o00

Vzemimo dovolj velik ¢, da bo ¢+ b >0, potem najprej velja identiteta
[E+b)yx+ylj=/+b)+b(t+b)|t+bx+y|=|tx+y.t/it+b]
+ b || x + y/(t + b) ||, od tod pa zapis '

fO =|tx+y. t/jt+b)|—|tx+y|+b|x+y/(+b)| 4)
Ocenimo razliko

Hltx+y.t/t+b)|—|tx+y||<|¥y]-|b)E+ b

od koder sledi, da gre pri t —oo razlika prvih dveh ¢lenov v (4) proti 0 in za-

radi zveznosti norme potem sledi (3). Sedaj za dana x,y € X definirajmo Se

funkcijo g(t) = | x + (tx + y) || —||x—(tx + y) ||, t € R in izratunajmo:
limg(t) = lim (J¢ + Dx+y | —|¢—Dx + yP=lm(¢t+2)x+y|—
t—>00 1—>o00 t—>o00

—|ltx+y|) =2| x|, kjer smo upostevali limito (3). Podobno je lim g(z) =

t—>—o0
=limg(—¢t) =lim([¢t—Dx—y|— |+ Dx—y ) =—2]x|. Ker je funk-

t—>00 1>
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cija g zvezna, obstaja realno $tevilo a, da je g(a) =0 ali ||x + (ax + y)| =
= |x—(ax + y)|| oziroma (x L (ax + y)) (e).

Dokazimo, da ima tudi BJ-ortogonalnost lastnost d) — na primer z desne.
Vzemimo x, y € X in brez izgube na splo$nosti lahko privzamemo, da je x # 0.
Po znani posledici Hahn-Banachovega izreka lahko konstruiramo funkcional
f # 0, da bo f(x) = ||f| ||| Vektor y lahko potem izrazimo v obliki y = ¢ x + 2,
kjer je a € R, z pa iz jedra funkcionala f. Za poljuben realen k lahko sedaj
ocenimo: |x|| |f|| = f(x) = f(x + k2) < |if|||x + kz||, od koder sledi, da je
(x L 2) (BJ) oziroma (x L (—a x + y)) (BJ), kar je bilo treba dokazati. Podobno
dokaZemo lastnost d) z leve.

Zanimivo je, da ¢e od pitagorejske ali enakokrake ortogonalnosti zahtevamo
Se po eno od zgornjih lastnosti, ki je $e nima, dobimo hilbertsko normo. Isto
velja, ¢e od BJ-ortogonalnosti zahtevamo simetri¢nost ali pa levo aditivnost
in je prostor vsaj trorazseZen. Tako je nastalo novih $est karakterizacij, od
katerih si za ilustracijo oglejmo dve.

Izrek 3. Norma je hilbertska natanko tedaj, ko je enakokraka ortogonalnost
homogena.

Dokaz. Potrebnost pogoja je ocitna. Vzemimo x,y € X z lastnostjo [l %] =
= ||y, kar ni ni¢ drugega kot to, da je ((x + y) L (x —y)) (e). Za poljubna
a,b e R iz homogenosti sledi (3(a + b) (x +y) Li@a—b).(x—y))(e) ali
|ax +by| = |bx+ ay|. Torej velja Fickenov pogoj in norma je res hil-
bertska.

Enak rezultat dobimo, ¢e predpostavimo homogenost pitagorejske pravo-
kotnosti.

Izrek 4. Norma je hilbertska takrat, ko je enakokraka ortogonalnost adi-
tivna.

Dokaz. Nekaj ve¢ dela imamo le z eno smerjo. Ce je (x L ¥) (e), je tudi
(x L 2y) (e) in v splosnem (x L ny) (e) za poljubno naravno §tevilo n. Potem
pa je zaradi simetri¢nosti tudi (m x L n y) (e) za poljubni naravni $tevili m in
n. Sledi [mx +ny| = [mx—mny| ali ||x + (n/m) y|| = ||x — (n/m) y|| in zaradi
zveznosti norme ||x + ry|| = |x—7 y| oziroma (x L ) (e) za poljubno realno
Stevilo r. Se enkrat uporabimo simetri¢nost in spoznamo, da je enakokraka
ortogonalnost homogena in po zgornjem izreku je norma res hilbertska.

Enak rezultat se da pokazati tudi za pitagorejsko ortogonalnost.

Povedali smo Ze, da v sploSnem iz ene ortogonalnosti ne sledi druga. Izka-
zalo se je, da pa, brZz ko iz katerekoli od zgornjih treh ortogonalnosti sledi ena
od drugih, dobimo hilbertsko normo. Iz skupine tako nastalih karakterizacij
si oglejmo le eno.

Izrek 5. Iz BJ-ortogonalnosti sledi P-ortogonalnost natanko tedaj, ko je
norma hilbertska.

Dokaz. Dokazati moramo le netrivialno smer. Vzemimo poljubna linearno
neodvisna x, y ¢ X. Ker ima BJ-ortogonalnost lastnost d), obstaja a € R, da je
(x L z) (B)), kjer je z = ax + y. Vektorja x in z sta potem tudi P-ortogonalna
in isto velja tudi, ¢e katerega od njiju pomnozimo s skalarjem, ker je BJ-orto-
gonalnost homogena. Dobimo |[jy||z = ||z —ax|?=|z|2 + a® x|, |x+ =
=g+ z—azxf = A—ap|xt 4z in Jr—yt=|x—z+axjp=(1+
+ a)? |x|? + ||z]22. Sledi |x + y|l2' + llx—y|2 =2]x|2 + 2 ||yl|z — torej paralelo-
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gramska enacba. Ce sta x in y linearno odvisna, je taka ena¢ba direktno ve-
ljavna. Dokazi drugih podobnih karakterizacij bi bili precej daljsi.

V [3] najdemo definicijo ortogonalnosti, ki je posplositev dveh zgoraj ome-
njenih. Odvisna je od realnega parametra ¢ # 1. Vektorja x in y sta g-ortogo-
nalna, v znakih (x L y) (a), ¢e velja

A+ |r—2P = x—ay + |y —ax|

Opazimo, da pri « = 0 dobimo pitagorejsko, pri ¢ = —1 pa enakokrako
ortogonalnost. Oc¢itno je tako definirana relacija simetri¢na in zopet se da
pokazati, da, ¢e je $e homogena ali aditivna, je norma hilbertska. Dokaz te
trditve se naslanja na nekatere zgoraj omenjene rezultate in ga najdemo v
omenjenem c¢lanku. Obstajajo pa tudi Ze posplo$itve omenjene relacije orto-
gonalnosti in z njo -povezanih karakterizacij (Gl. [1]).

V evklidski ravnini je Se vrsta drugih geometrijskih lastnosti, ki jih sku-
$amo vzeti za osnovo karakterizacije hilbertske norme. Mnoge od njih hitro
privedejo na Ze znane rezultate. Vzemimo za primer znano dejstvo, da ima
paralelogram pravokotni diagonali natanko tedaj, ko je romb. Iz tega lahko
naredimo $tiri zahteve za sploSen normiran prostor:

x| = ] = (£ + ) L (x—2») (P)
] = I¥] <= &+ L x—) @)
|xll = [Iy]| = (x + ) L (x—y) (B)
%] = 7] < =+ L (x—y) (BY)

enakokraka ortogonalnost pa nam da le identiteto. Vzemimo na primer, da
velja prva zahteva in naj bosta u in v e-ortogonalna, potem je [ +v|| =
= ju—v| in tudi ||(u + v)/2| = ||(u —v)/2|| in po zgornji implikaciji je potem
u 1L v (P). Torej je to ravno zahteva, da iz e-ortogonalnosti sledi P-ortogonal-
nost. Podobno pomenijo druge tri zahteve implikacijo ene ortogonalnosti
v drugo.

Nekatere druge lastnosti pa privedejo do popolnoma novih karakterizacij.
Tak primer je stara Ptolomejeva lastnost, da v poljubnem <&etverokotniku
vsota produktov dolZin po dveh nasproti leZe¢ih stranic ni manj$a od pro-
dukta dolzin njegovih diagonal. Ce to zahtevo prenesemo v poljuben normiran
prostor, dobimo

e =] 2+ ly — 2] ] 2 |lz— ] ||

I. J. Schoenberg je v [8] pokazal, da, ¢e ta neenacba velja za poljubne tri
vektorje x, y in z normiranega prostora, je norma hilbertska.

Stevilni avtorji so tudi marsikatero zahtevo omilili. Tako je na primer
v (JN) dovolj, ¢e namesto enakosti velja neenakost, obrnjena v katerokoli
smer (< ali ), ter celo, da to velja le za vektorje z normo 1 ([2], [8]).

Kljub na prvi pogled Ze dokaj raziskani tematiki, ki smo jo zgoraj na
kratko predstavili, se je mnogi matematiki znova lotevajo in marsikdaj iz-
boljSajo stare rezultate ali pa odkrijejo nove. Pred kratkim je iz$la knjiga
D. Amira ([1]), v kateri je zbranih okrog 350 karakterizacij, dobljenih do leta
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NOVE KNIJIGE

OLVER P. J., Applications of Lie Groups to Differential Equations. Graduate
Texts in Mathematics 107, Springer Verlag, Berlin 1986.

Ko se pri $tudiju matematike prvi¢ sreCamo z diferencialnimi ena¢bami,
nam je predstavljena Siroka paleta navidezno nepovezanih posebnih metod
za reSevanje nekaterih specialnih tipov enacb. Sredi prejSnjega stoletja je
Sophus Lie opazil, da so vse te metode le poseben primer splo$ne integra-
cijske procedure, ki temelji na poznavanju invariantnosti dane enacbe glede
na neko zvezno grupo transformacij. Danes ne moremo preceniti pomena,
ki ga imajo te grupe, znane kot Liejeve grupe, v skoraj vseh podroc¢jih ma-
tematike pa tudi fizike, klasi¢ne in relativnostne mehanike itd.

Pricujoca knjiga je posvecena uporabi teorije Liejevih grup pri fizikalno
pomembnih sistemih diferencialnih ena¢b. Knjiga je po mojem mnenju
napisana odli¢no, zelo ¢itljivo, z obilico dobro izdelanih primerov iz klasi¢ne
mehanike, mehanike tekodin, elasti¢nosti in drugih podrocij.

V prvem poglavju so zbrana (ved¢inoma brez dokazov) najvaznej$a dejstva
iz splosne teorije gladkih mnogoterosti in Liejevih grup. Drugo poglavje je
posvec¢eno metodam racunanja grup simetrije diferencialnih enacb, tretje
pa iskanju resitev, ki so invariantne glede na dano grupo transformacij.
Cetrto poglavje obravnava zvezo med grupami simetrije in ohranitvenimi
zakoni, peto posploSene simetrije, Sesto in sedmo Hamiltonove sisteme.

V knjigi so razmeroma preprosto razloZene osnovne metode in nato ilu-
strirane s pomembnimi in dobro izbranimi primeri. Zato je delo zanimivo
tako za teoreticno kot tudi za aplikativno orientiranega bralca.

Franc Forstneri¢
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MIONI KOT KATALIZATORJI ZA FUZ1JO

MARIJAN OLENIK
PACS 2580

V mionskem molekulskem ionu (ddu)+ sta devterona dovolj blizu, da se lahko
zlijeta. Mion deluje kot katalizator fuzije. Clanek opie ta pojav in obravnava
moznosti za dobivanje energije z mionsko katalizo fuzije.

MUONS AS CATALISATORS FOR FUSION

In the muonic molecular ion (ddu)+* deuterons are kept in _such a proximity
that they can fuse. The muon acts as a catalisator for fusion. In the article this
phenomenon is described and possibilities for energy production from muon ca-
talysed fusion are discussed.

Uvod

V Zelji, da bi dolgoro¢no resili problem ekonomic¢nega in Cistega prido-
bivanja energije, se vse bolj oziramo za novimi viri. V zadnjih letih se je
med obetajole vire energije uvrstila mionska kataliza fuzije.

Pri fuziji se zlivajo laZja jedra v teZja. Ker imajo teZja jedra ve&jo spe-
cifi¢no vezavno energijo na nukleon, se pri fuziji energija spros¢a, na primer:

d+t—a+n —Q = 17,6 MeV

Reakcijska energija —Q bi se sprostila, ¢e bi delca pred reakcjo ne imela
znatne kineti¢ne energije. Za zaletek fuzije moramo dovesti zadostno ener-
gijo, da premagamo odbojno elektrostati¢no silo med jedri. Ta pogoj je iz-
polnjen v zvezdah, kjer poteka fuzija pri temperaturi ve¢ deset milijonov
kelvinov. Pri tej temperaturi je kineti¢na energija termlcnega gibanja dovolj
velika, da premaga odbojne sile med lahkimi jedri.

Razvijajo ve¢ razlicnih postopkov, s katerimi poskusajo doseéi fuzijo.
NajvaznejSa sta magnetno in lasersko zadrZevanje plazme. Z njima poskusajo
simulirati razmere v zvezdah: visoko temperaturo, visok tlak in veliko go-
stoto snovi. Tretji pa je mionska kataliza: fuzijo sproZimo tako, da meS$anici
vodikovih izotopov dodamo negativni mion. Kot bomo videli, lahko mion
deluje kot katalizator za jedrsko fuzijo.

Najprej si bomo ogledali dve zgodovinsko starej$i mionski katalizi fuzije,
pri katerih je povprecni pridelek manj$i od ene fuzije na mion, zatem pa
mnogo bolj zanimivo mionsko katalizo v meS$anici devterija in tritija. Tu
je povprecen pridelek 150 fuzij na mion, sprosti pa se ¢ez 2 GeV energije.

Mionska kataliza fuzije protona z devteronom
Mionska kataliza fuzije p-d poteka po reakciji [1]:
w+p+d—3He + u —Q = 5,4 MeV

Reakcija poteka v naslednjih korakih: mion vstopi v tekoé¢i vodik, ki
vsebuje okoli 19/ devterija. V vodiku prevladujejo protoni. Na proton se
ujeme pocasni mion. Negativni mion namre¢ lahko nadomesti elektron v ato-
mu in nastane mionski vodikov atom

u+p—=>pu
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Ceprav je devterona v naravnem vodiku le 0,02 9/, se mion hitro ireverzibilno
veZe na devteron in tvori z njim atom du

put+d—-du-+p

Reakcija nastane zato, ker je vezavna energija osnovnega stanja atoma
dy po absolutni vrednosti za 135eV vecja kot vezavna energija atoma py.
Pri trku atoma dy in vodikovega atoma nastane mionski molekulski ion

(dw) + [pe] = (pdw)*™ + e—

Okrogli oklepaji zaznamujejo mionski atom, oglati pa elektronski. Mion je
206,8-krat tezji od elektrona. Zaradi ve¢je mase miona so absolutne vred-
nosti lastne energije mionskih atomov priblizno 200-krat vedje kot pri obi-
¢ajnih, elektronskih atomih. Bohrov radij mionskih atomov je priblizno
200-krat manj$i, tako da je mion mnogo bliZe jedru kot elektron. Podobno
kot v mionskih atomih je tudi ravnovesni razmik v mionskih molekulah
priblizno 200-krat manjsi.

V mionskem molekulskem ionu (pdu)t sta proton in devteron dovolj
blizu, da lahko pride do tuneliranja skozi elektrostati¢no ograjo in s tem
do zlitja jeder. Proton in devteron se zlijeta v 3He in oddasta energijo
mionu

(pdw)t —3He + u + 5,4 MeV

Vsi casi (sl. 1) so dobljeni z meritvami. Povprec¢ni za fuzijo potrebni ¢as
3us je dalj$i od zivljenjskega casa miona 2,2 ys, tako da mion obicajno
razpade, preden utegne ponoviti cikel. Poleg tega je verjetnost, da se mion
prilepi na 3He, kar 859/. Vse to povzroci, da je povprecni pridelek manjsi
kot ena fuzija na mion.

PRENOS MIONA
~108s

NASTANEK MIONSKEGA
MOLEKULSKEGA IONA
~10"7 s

UJETJE MIONA
~10712

~15%
PONOV| CIKEL
Mo

FUZIJA

—_———— 3.107%s
~85%
IZGUBA MIONA

Sl. 1. Mionska kataliza fuzije p-d
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Mionska kataliza fuzije devterona z devteronom
V ¢istem devteriju lahko mion katalizira fuzijo d-d preko dveh reakcij:

wu+d+d—->dud—3He +n+ u —Q = 3,3MeV
ali
utd+d-o>dud—>t+p+u —Q = 4 MeV

Atom (du) vstopi v molekulo D,. Pri tem nastane mionski molekulski
ion (ddu)* znotraj dvonadstropne elektronske molekule [(ddu)dee]. V taki
dvonastropni molekuli je eno jedro devteron, vlogo drugega jedra pa
ima ion (ddu)*; kovalentno ju veZeta dva elektrona. Nastanke mionskega
molekulskega iona razvrstimo glede na nadin porabe sprosfene vezavne
energije. Pri prvi moznosti energijo odnese tako imenovani Augérjev elek-
tron [2]

(dw) + [ddee] — [(ddu)de]t + e—

Pri drugi moznosti se spro$¢ena vezavna energija prenese v nihajne in
vrtilne prostostne stopnje elektronske molekule

(du) + [ddee] —[ddu)dee}*

Pri tem ne pride do emisije elektrona, zvezdica pa pomeni, da je elektron-
ska molekula v vzbujenem stanju. Tak pojav imenujemo resonancen, nastane
pa, e je izpolnjen pogoj za ohranitev energije.

Oznac¢imo z j in v vrtilno in nihajno kvantno $tevilo mionskega mole-
kulskega iona (ddu)* ter s k in » vrtilno in nihajno kvantno $tevilo elektron-
ske molekule [(ddu)dee]. Pri nastanku mionskega molekulskega iona (ddu)*
sodelujeta mionski atom (du) in molekula devterija. Oba sta v osnovnem
stanju z energijama E,) in Epggee- V teZiS¢nem opazovalnem sistemu imata
atoma (dy) in molekula devterija $e skupno kineti¢no energijo Ej;,. Pojav
je resonancen, Ce je vsota teh treh energij enaka vsoti energije osnovnega
stanja dvonadstropne elektronske molekule Ej(gqu)dee; ter vzbuditvenih ener-
gij mionskega molekulskega iona ¢,; in kompleksne elektronske molekule

Ekyt Ew + Ejaaee) T Ekin = Eg(ddurdee; T &ir + eie

RESONANCNI NASTANEK
MIONSKEGA MOLEKULSKEGA

UJETJE MIONA
~107"2¢

12 %
IZGUBA MIONA
Sl. 2. Mionska kataliza fuzije d-d
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Vzbuditvena energija ¢;. je razlika vezavne energije vzbujenega stanja
j, v in energije osnovnega stanja. Nazorneje lahko pojasnimo resonanc¢ni pro-
ces, ¢e vpeljemo sposceno energijo AE z enacbo:

E(du) + E[ddee] = E[(ddu)dee] + 4E

Vitilna in nihajna stanja so kvantizirana. Zato ima vsota vzbuditvenih
energij samo diskretne vrednosti. Ce naj bo pojav resonancen, morata atom
(du) in molekula devterija imeti tolik$no kineti¢no energijo E;;,, da je izpol-
njena na novo zapisana enacba za ohranitev energije:

AE + Ekin = &jr + Eker

Ta enacba mora biti izpolnjena le toliko natan¢no, kot je po nacelu ne-
doloc¢enosti ostro dolo¢ena energija. Zaradi kratkega Zivljenjskega casa t
vzbujenih stanj, so namre¢ vezavne energije teh stanj nedolo¢ene do energije
+ h/z.

Tako mionski molekulski ion (ddu)* kot elektronsko molekulo [(ddu)dee]
veze kovalentna vez. Na sl. 3 sta pribliZzno narisani potencialni energiji z oce-
nami znacilnih vrednosti ter z vrisanimi vezanimi stanji.

Opazimo, da je v potencialu elektronske molekule veliko ve¢ vezanih stanj.
Da bomo razumeli vzrok, se spomnimo, da lahko okolico minimuma potenci-
ala priblizno opiSemo s harmoni¢nim potencialom. Razmiki med vezanimi
stanji navadnega harmoni¢nega oscilatorja so enaki hw = h(K/m,)":, Ce je
K = 02V/0,2 < V(R)/R2. Ker so energije mionskih molekul 200-krat vecje od
cnergij elektronskih molekul, ravnovesni razmiki pa 200-krat manjsi, velja:

Km‘i(mski ~ 2003 Kelekt.mnski

vi 7
r
B

R.~ 200 . R:\afa .

. r: >

nekaj |
eV
(ddu)* [(ddu)dee]
~200]
eV
(a) (b)

Sl. 3. Priblizni potek potenciala mionskega molekulskega iona (ddu)* v odvisno-
sti od razdalje med devteronoma (a) in potenciala elektronske molekule [(ddux)dee]
v odvisnosti od razdalje med ionom (ddu)+ in devteronom (b)
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Vzemimo, da sta reducirani masi obeh sistemov pribliZzno enaki. Ker je
mionski potencialni lonec 200-krat globlji, sledi, da je v njem (200)": = 14-krat
manj vezanih stanj kot v elektronskem potencialnem loncu.

Vendar je resonanéni nastanek mionskega molekulskega iona (ddu)*
mogoc¢ le, ¢e sproséeno energijo AE skoraj v celoti prevzame vzbujeno sta-
nje mionskega molekulskega iona (ddu)*. Energije vzbujenih stanj elektron-
ske molekule so namre¢ le »drobiZz« za fino prilagoditev. Res lezi prvo nihaj-
no in vrtilno vzbujeno stanje tega iona tik pod robom lonca. Vezavna energija
stanja je E;; = —191eV.

Spro$éena energija AE se porabi za vzbujanje mionskega molekulskega
iona v stanje j =1 in v =1 ter za vzbujanje molekule [(ddu)dee] v stanje
z vrtilnim kvantnim $tevilom k = 1 in nihajnim » = 7 (S1. 4). Na tem mestu
pojasnimo $e, zakaj ne vzbujamo vi$jih vrtilnih stanj. Pri elektronski mole-
kuli tega ne dovoljujejo izbirna pravila, zaradi katerih se zmanjSa matri¢ni
element in s tem verjetnost za prehod v vi§ja vzbujena stanja. V mionskem
molekulskem ionu pa vsako vi§je stanje pade iz potencialnega lonca.

Resonan¢na vrednost kineti¢ne energije atoma (du) v laboratorijskem si-

stemu meri E;;, = 0,053 eV. Cas nastanka mionskega molekulskega iona v od-
visnosti od kineti¢ne energije atoma (du) kaze sl. 5 [3].
_€'QQL_ 7
——————————————— -f—--———ﬁil—-—
5
4
Edisociucijska 3
3 2 v
1
Eyy ___lw=0
4€ 1 [ddp)dee]
K= 0 6.1 0,02 O,g:m 0,06 0,08 eV
1,0.10%s L 4
- - <> 0.8 8
’ 0.6
sjv Addu o Azt
0.2 /
Ego
0 200 400 600 K
' _ T
(ddu)?* Sl. 5. Diagram odvisnosti $tevila na-
j=1,v=1 stavkov mionskih molekulskih ionov na

enoto cCasa v odvisnosti od kineti¢ne

S). 4. Shemati¢ni prikaz potencialnih energije atoma (du). A izracunani pri-

loncev mionskega molekulskega iona  spevek Augerjevega pojava. B izracu-

(ddu)t in  elektronske  molekule nani prispevek Augerjevega in resonand-
[(ddu)dee] nega pojava
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Mionska kataliza fuzije devterona s tritonom

Mionska kataliza fuzije d-t v meSanici devterija in tritija poteka preko
reakcije:
utt+d—o>diuy—sa+n+pu —Q = 17,6 MeV

Cas nastanka mionskega molekulskega iona (dtu)* je krajsi kot &as na-
stanka iona (ddu)*. Ker je vezavna energija prvega nihajnega stanja mion-
skega molekulskega iona vi§ja (E;; = —0,64 €V), je treba vzbuditi elektron-
sko molekulo v niZje nihajno stanje z v = 3. Zaradi izbirnih pravil je potem
matri¢ni element za prehod veéji. Tudi preostali reakcijski ¢asi so v primer-
javi z Zivljenjskim ¢asom miona 2,2 us zelo kratki (SL. 6). Zato mion v pov-
precju ponovi 150 kataliz fuzije.

Tak pridelek fuzij na mion je pri dana$nji tehnologiji premajhen za
ekonomic¢no fuzijsko elektrarno. Mion dobimo iz razpada z, tega pa s trkom
pospeSenih devteronov v tarc¢ah, bogatih z nevtroni. Za nastanek miona po-
trebujemo v tem primeru priblizno 5 GeV, kar je enako energiji, ki jo pridobi-
mo iz vec kot tiso¢ fuzij. V to ceno miona so vsteti izkoristek pospeSevalnika,
izkoristek pridelovanja pionov iz trkov devteronov z nevtroni, izkoristek kon-
verzije pionov v mione ter Carnotov izkoristek pri spremembi toplote v elek-
tri¢cno delo. Ve¢ upanja vzbujajo hibridni reaktorji, v katerih poleg fuzije
teCe Se cepitev urana; z njo dobimo dodatnih 200 MeV energije. Za elektrar-
no s hibridnim reaktorjem predvidevajo, da bi bilo potrebnih od 100 do 300
fuzij na mion.

Na koncu povejmo $e nekaj o pridobivanju tritija. Tritij je radioaktivni
izotop vodika; razpade z razpadom g— in razpolovnim ¢asom 12,5 leta. Tri-

PRENOS MIONA
~10-%s

RESONANCNI NASTANEK

MIONSKEGA MOLEKULSKEGA

UJETJE MIONA
~10"Rg

2 99,6 %
PONOVI CIKEL
n

<0.4%
IZGUBA MIONA

Sl. 6. Mionska kataliza fuzije d-t

FUZIJA
~107"%
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tija v naravi prakti¢no ni. Na 10t¢ vodikovih atomov pride en atom tritija.
Zato pridobivamo triton na primer z obstreljevanjem izotopa ®Li z nevtroni:

n+ei—>ag+t

Pri tem uporabimo nevtrone, pridelane pri fuziji d-t. V hibridnih reaktor-
jih nevtrone sicer porabimo za cepitev urana, toda pri cepitvi jih dobimo
nazaj. Nevtrone iz fuzije torej prodamo dvakrat: za cepitev in $e za tvorbo

novega goriva — tritija ter plutonija. Zato pa je hibridni reaktor dosti manj
¢ist kot fuzijski reaktor.

4
=
S
b
:
POSPESE - hitri 238 , ®
VALNIK devteroni TARGA nukleoni U PLASC toplota || exTRIGNIT
(16ev/n) —*1— CEPITEY GENERATOR[ ™
+Pu
pioni
y jedrsko
gorivo
KONVERTER ATOMSKA |
T CENTRALA
mioni
y
KATALIZA
d+t —=a+n

Sl. 7. Primer hibridnega reaktorja, ki ga je leta 1980 predlagal sovjetski fizik
V. Petrov
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NAVODILO AVTORJEM ZA PRIPRAVO ROKOPISA

Rokopis mora biti natipkan v dveh izvodih (drugi izvod je lahko kseroks kopija)
na belem papirju formata A4, z dvojnim razmikom in vsaj 2cm Sirokim robom
na vseh $tirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo postavljene
kurzivno, in vsi matemati¢ni simboli podértani z valovito ¢rto, besede in simboli,
ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa podértani z ravno &rto. Podrobnej$a navodila
so v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62—64. Pri korekturah na krta¢nih odtisih upo-
rabljajte dogovorjene oznake. E
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NOVE KNIJIGE

NARKIEWICZ W. Classical problems in number theory. PWN — Polish
scientific publishers. Monografie matematyczne 62. Warszawa 1986, 363 str.

Knjiga prinasa izbor reSenih in nereSenih problemov iz teorije $tevil. Za
reSene probleme so opisani dokazi, za nereene so izpeljane najvaznej$e do-
slej najdene ugotovitve. Problemi so izbrani tako, da bralec spozna razli¢ne
tehnike, ki se uporabljajo v teoriji $tevil.

Zajeta je tale snov: popolna S$tevila, Mersennova $vetila, domnevi Carmi-
chaela in Lehmerja, egip¢anski ulomki, vsote karakterjev, ocene za najmanjsi
pozitivni primitivni koren prastevilskega modula, Artinova domneva, produkt
dveh in ve¢ zaporednih naravnih $tevil ni kvadrat ali vi§ja potenca naravnega
Stevila, Grimmova domneva, Waringov izrek, razredno $tevilo pri binarnih
kvadratnih formabh.

Domnevi Carmichaela in Lehmerja se nanasata na Eulerjevo funkcijo ¢.
Ce je m dano naravno $tevilo, vprasujemo, koliko je naravnih x, za katere
velja ¢(x) = m (*). Ni znan noben m, ko bi ena¢ba (*) imela natanéno eno re-
Sitev. Carmichael je postavil domnevo: §tevilo resitev enatbe (*) je pri vsa-
kem m razli¢no od ena.

Ce je p prastevilo, je ¢(p) = p—1 in ¢(p) deli p — 1. Niso pa $e nasli no-
benega sestavljenega n, da bi ¢(n) bil delitelj za n—1. Od tod domneva
D. H. Lehmerja: ¢(n) pri sestavljenem # nikdar ne deli n — 1.

Vsak pra$tevilski modul ima primitivne korene. More pa biti isto $te-
vilo primitivni koren za razli¢ne prastevilske module. Iz tabel vidimo, da
pod 5000 lezi 669 prastevil; za te prastevilske module se npr. 2 pojavi 254-krat,
10 pa 258-krat kot primitivni koren. Ob tem je E. Artin.izrekel domnevo: celo
Stevilo, ki ni kvadrat ali —1, je primitivni koren za neskoné¢no prastevilskih
modulov. Da za —1 in kvadrate 0, 1, 22, 32 itd. trditev ne dri, je jasno.

Navedimo $e Grimmovo domnevo: ¢e so zaporedna naravna $tevila n + 1,
n+2,..., n+ k sestavljena, obstajajo razli¢na prastevila py, ps,..., p, tako,
da pydelin+1, ppdelin+2,..., p, deli n + k.

Nobena teh domnev $e ni ne dokazana ne ovrZena.

Omenjena snov je razdeljena na 5 poglavij oz. 15 razdelkov. Razdelki ima-
jo na koncu obsirna pojasnila z zgodovinskimi in drugimi podatki. Vsebujejo
tudi naloge; vetina je teZjih in je zato navedena literatura, s katero si je
pri reSevanju mogocde pomagati. Vsako poglavje sklene kratek seznam so-
rodnih neresenih problemov.

Knjiga se koncuje z dodatkom in bibliografijo. V dodatku so nekatere
ugotovitve, ki so v prej$njih poglavjih uporabljene, ne pa opisane in izpeljane.
Tudi tu zanje v glavnem ni dokazov. Bibliografija zavzema 57 strani.

Bralec bo z veseljem in pridom vzel to knjigo v roke.

JoZe Grasselli
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ZVOCNI MIKROSKOP

JANEZ STRNAD
PACS a4385+z

Ultrazvoéni vrstiéni mikroskop po locljivosti Ze dosega svetlobni mikroskop,

v nekaterih primerih pa ga po drugih lastnostih prekasa. C}anek ppqzori na pred-
nosti zvo¢nega mikroskopa, kratko opise tak mikroskop druzbe Leitz in pojasni ne-
katere znadilnosti s fizikalne strani.

THE ACOUSTIC MICROSCOPE

The acoustic scanning microscope can achieve the resolution of the light micro-
scope and at some instances is preferable with respect to other features. In the

article the advantages of the acoustic microscope are considered, the acoustic mi-
croscope of Leitz is described briefly and some of its characterics are explained from
the physical side.

Uvod

Svetlobne mikroskope poznajo ze dolgo, pa tudi elektronske mikroskope
uporabljajo 7e skoraj pol stoletja. Pri slednjih se je obnesel poseben nalin
opazovanja, pri katerem zelo ozek elektronski curek otipa predmet. Zaznavajo
tok odbitih ali tudi tok prepuséenih elektronov in z ojacenim tokom krmilijo
tok v drugem elektronskem curku, ki v enakem ritmu opleta po zaslonu ka-
todne cevi. Govorimo o vrsti¢nem (tipalnem, rastrskem, angl. scanning) mi-
kroskopu. Nekaj krajsi ¢as je v navadi, da ugotavljajo z ultrazvokom globino
morja, i$¢ejo napake v kovinskih odlitkih, preiskujejo nosecnice. Naprava,
o kateri smo se namenili porocati, zdruzuje vse troje: objektiv svetlobnega
mikroskopa, vrsti¢ni nacin elektronskega mikroskopa in ultrazvok. S tem do-
se’e na eni strani podobno lo¢ljivost kot svetlobni mikroskop, na drugi
strani pa ima v nekaterih primerih pred njim nekaj prednosti. Odbojnost
predmeta za ultrazvok dolo¢ajo mehani¢ne napetosti, ki se lahko od predela
do predela mo¢no spreminjajo. Tako dobimo mnogo vecjo razliko v svetlosti
kot pri svetlobnem mikroskopu. Ultrazvok prodira v snovi, ki za svetlobo
niso prepustne, zato je mogoce z njim opazovati %e na majhnih razdaljah pod
povrijem predmeta. To je posebno pripravno pri integriranih vezjih na sili-
cijevih plos¢icah, ker vezij s tem ne poskodujemo. Veliko obeta tudi v bio-
logiji, ker je mogoce dobiti jasne slike celic, ne da bi jih barvali.

Valovna dolfina ultrazvoka v uporabnih mikroskopih se domala ujema
z valovno dolzino rumenozelene svetlobe. Zvo¢ni mikroskop ne bi bil zanimiv,
razen v izjemnih primerih, ¢e bi bila valovna dolzina ultrazvoka desetkrat
vedja, svetlobni mikroskop pa ne, ¢e bi bila valovna dolzina desetkrat manj$a.
Tako pa ima vsak od njiju svoje dobre lastnosti in nekako drug drugega do-
polnjujeta.

Prvi je razmigljal o ultrazvoénem mikroskopu sovjetski fizik S. J. Sokolov
pred petdesetimi leti. Toda takrat $e ni bilo mogoc&e dobiti ultrazvoka z dovolj
kratko valovno dolzino. Sele pred dvajsetimi leti so dosegli v vodi ultrazvok
z valovno dolZino 1,6 ym. V zadnjem desetletju je ve¢ raziskovalnih skupin,
predvsem v Zdruzenih drZavah, razvilo osnove ultrazvoénega mikroskopa. Naj-
dlje je prisla, kot kaZe, skupina na stanfordski univerzi, ki jo je vodil C. F.
Quate [1]. V zadnjem ¢asu so zaleli izdelovati zvo¢ni mikroskop tudi za pro-
dajo. Pri tem vodi, vsaj v Evropi, druzba Ernst Leitz iz Wetzlarja v Zvezni
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republiki Nemd¢iji, ki izdeluje in prodaja ELSAM (Ernst Leitz Scanning Acou-
stic Microscope). Pri tem so Quatovi zamisli dodali precej lastnih izboljsav
[2], [3]. Izdelava je zahtevna predvsem z mehaniéne strani.

Leitzov mikroskop

Izvir je piezoelektri¢ni kristal iz cinkovega oksida, ki ga napajajo s sunki
visokofrekvenéne napetosti. Objektiv sestavlja 2 mm dolg valj iz safirja, ki
ima na dnu vdolbino s krivinskim radijem samo 2 um. (Quate je uporabljal
vdolbino s krivinskim radijem 40 um.) Vdolbino pokriva tanka protiodbojna
plast iz stekla. Curek speljejo od objektiva do predmeta po vodi; v zraku ali
kakem drugem plinu bi se preve¢ oslabil. V nekaterih primerih je treba vodo
segreti do 60 °C, da se ultrazvok tudi v njej preveé ne oslabi. Gori¢na ravnina
objektiva v vodi je samo dober krivinski radij oddaljena od temena vdolbine.
V tej ravnini se zbere curek ultrazvoka na obmocje z razseznostjo valovne
dolzine (SI. 1).

K Sl. 1. Osrednji deli zvo¢nega mikrosko-

- /‘L pa: T izvir (narisan na desni pove-

VHOD jvl . 1ZHOD cano), S safirni objektiv z ukrivljeno

mejo L, O protiodbojna obloga iz stekla,

P predmet. Na vhodu dovajamo sunke

radijskih valov, z izhoda odvajamo sig-

nale na ojadevalnik, K elektronska kret-
nica [2].

Mikroskop uporablja ve& obmotij z ustreznimi objektivi: za frekvenco
0,1 GHz, 0,2 GHz in 0,4 GHz tri objektive z odprtino po 30° in za frekven¢ni
obmotji od 0,8 GHz do 1,3 GHz in od 1,3 GHz do 2 GHz objektiva z odprtino
po 509, ki ju je mogode segreti do 60°C. Ker ima ultrazvok v vodi hitrost
1500 m/s, meri valovna dolina v vodi pri frekvenci 2 GHz 0,75 ym in pri fre-
kvenci 0,1 GHz 15 ym. Ta podatka dolo&ata meje lo¢ljivosti mikroskopa. Visji
frekvenci ustreza bolj$a lo¢ljivost kot nizZji, toda ultrazvok z ni%jo frekvenco
prodre globlje v predmet.

Ultrazvok se na povr$ini predmeta ali pod njo v globini, ki jo dolo¢a go-
ri$¢na ravnina, odbije. Po objektivu potuje nazaj do piezoelektri¢nega kristala,
ki deluje kot sprejemnik, ko ne oddaja. Ko deluje kot izvir, izseva kristal
sunke ultrazvoka, ki trajajo po 10ns in ki si sledijo v ¢asovnih razmikih po
2000 ns, torej s frekvenco 500 kHz. Curek otipa na predmetu pravokotno ob-
mocje z vodoravno stranico 0,5 mm ali manj. To dosezejo s hitrim gibanjem
objektiva in s pofasnim gibanjem predmeta. Gibanje objektiva se ponavlja
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priblizno vsaki dve stotini sekunde, gibanje predmeta pa vsakih 20 sekund.
Tako nastane vsakih 20 sekund slika s 1024 ¢rticami, od katerih sestavlja vsa-
ko deset tiso¢ odbojev ultrazvoénega curka. Tudi ¢e bi povecali obmocje pred-
meta na 2 ali 3 milimetre, pri dani $irini curka v gori$¢ni ravnini, locljivost
ne bi bila ni¢ slabsa.

Sprejeto valovanje ojalijo in z jakostjo odbitega ultrazvoka — podobno
kot pri vrsti¢nih elektronskih mikroskopih — krmilijo tok v elektronskem
curku v katodni cevi. Pri tem poskrbijo, da se zaéne vsaka vrstica in vsaka
slika ob pravem trenutku. Na zaslonu katodne cevi zasledujemo, kako vsakih
20 sekund nastane nova slika. Ce je ta &as predolg, ga je mogoce skrajsati
na 2,5 sekunde; pri tem shajamo s 128 vrsticami in se moramo zadovoljiti
s slabgo lodljivostjo pravokotno na vrstice. Poljubno sliko je mogole shraniti

Sl. 2. Obmoéje z vodoravno stranico
0,2 mm na zglajenem povrsju Zeleza, po-

sneto z zvoénim mikroskopom ELSAM
pri frekvenci 1,2GHz v 625-kratni po-
vetavi (levo) in njegova laZna viSinska
karta (desno). Zahvaljujem se gospe
dr. Sybille Ganz od druzbe Leitz iz Wetz-
larja, ki je ljubeznivo razkazala mikro-
skop, posnela fotografije za Obzornik in
dala na voljo literaturo

-

.-

Sl. 3. Kovinski priklju¢ek na silicijevo
ploético pod prevleko iz plasti¢ne snovi,
posnet z zvoénim mikroskopom ELSAM
pri frekvenci 0,1 GHz v 125-kratni pove-
¢avi (levo), in isto obmocje v nekaj
vedji globini, v kateri je mogoce zaznati
silicij pod stikom (desno). Po desni sliki
je mogoce sklepati, da stik ni neoporecen.
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v raCunalniku, jo priklicati na njegov zaslon in posneti s polaroidno kamero
(SL 2 in 3). Na zaslonu katodne cevi je mogoce tudi neposredno opazovati
krajevno odvisnost jakosti odbitega ultrazvoka po sredi slike. To je pomem-
ben podatek, ko is¢emo globino z najugodnejsim kontrastom s tem, da pred-
met odmikamo od izvira. Nosilec zvo&nega mikroskopa lahko premaknemo
in s preprosto kretnjo na njegovo mesto primaknemo svetlobnij mikroskop,
Ce Zelimo z njim za primerjavo opazovati isti del predmeta (SI. 4).

Sl. 4. Zvo¢ni mikroskop ELSAM. V ospredju je predmetna mizica z mikrometrskima
vijakoma, nad njo zvo¢ni mikroskop z elektronskim delom. Desno vidimo svetlobni
mikroskop, ki ga lahko Ereprosto prestavimo na mesto zvocnega. Skrajno desno je

zaslon katodne cevi, na katerem ~spre.m1jamo. nastanek slike. Na levi je ra¢unalnigki
zaslon z izbrano sliko in levo spodaj polaroidna kamera. Premike opravljamo rog¢-
no, ukaze racunalniku dajemo s pritiskom na gumb ali z misko [3].

Geometrijska in valovna akustika

Poskusimo nekatere od podatkov razumeti po preprostih enacbah iz optike.
Povecavo zvoénega in svetlobnega mikroskopa dolo¢a geometrijski. priblizek,
lo¢ljivost pa uklon valovanja. Ni tezko izradunati goris¢ne razdalje objektiva
v obliki krogelne meje z radijem r med safirjem in vodo. Hitrost zvoka v sa-
firju je 11000 m/s, v vodi pa 1500 m/s, tako da je lomni kvocient za prehod
iz safirja v vodo # = 11000 ms—1/1500 ms—! — 7,5. Tako velikih lomnih kvo-
cientov v optiki ne poznamo, najve¢ji lomni kvocient za vidno svetlobo meri
1,9, navadno pa imamo opraviti z lomnim kvocientom okoli 1,5. Goris¢no raz-
daljo lahko izra¢unamo tudi iz znane enatbe za plankonveksno leco, ¢e bi
jo merili v steklu: n/f = (n-1)/r. Za nas primer dobimo f = nr/(n —1) = 1,15~
in za ¥ = 2 ym konéno f = 2,3 um, merjeno od temena. Samo omenimo, da

46



napake pasov do odprtine 55° ni treba upoStevati [1]. V tem pogledu je ultra-
zvocni objektiv precej boljsi od svetlobnega.

Protiodbojna obloga meje med safirjem in steklom je najucinkovitejsa, ¢e
meri hitrost v njej (11 000 ms—!. 1500 ms—1)!/2, to je okoli 4000 m/s. To je pri-
blizno hitrost, ki jo ima zvok v steklu. (V raznih vrstah stekla meri hitrost
zvoka od 3800 do 5600 m/s.) Debelina obloge mora biti enaka Eetrtini valovne
dolzine v snovi, torej pri frekvenci 2 GHz okoli } (4000 ms—1/2.109s1) =
= 0,5 ym. Pri tem izkoristimo interferenco. Kar zadeva valovanje, omenimo
samo %e to, da ultrazvok ni popolnoma enobarven, saj trajajo sunki le po
10 ns. Pomagamo si z zvezo dw 6t = 1, v kateri je dw = 27 oy razpolovna $i-
rina &rte in of &as trajanja sunka. Pri frekvenci 2 GHz meri tako relativna
razpolovna $irina dv/v = 1/2nvét = 0,008.

Ultrazvok potrebuje za pot po 2mm dolgem safirnem objektivu in nazaj
2.2.10—3m/11 000 ms—! = 360 ns. Za najve¢ 50 ym dolgo pot v vodi od pred-
meta in nazaj potrebuje $e 2.50.10—6m/1500 ms—1, to je dobrih 60 ns. Ca-
sovmi razmik med zaporednima sunkoma 2000ns, so vzeli tolikSen, da je
mogode z izbiro ¢asa, v katerem kristal po sevanju sprejema valovanje, izlo-
¢iti nezelene signale. Tako je mogole izbrati globino, v kateri opazujemo
predmet. Tega prej nismo mogli dobro pojasniti. Na ta nacin tudi izlo¢ijo ne-
selene signale, ki izvirajo od odboja na meji med safirjem in steklom ter
steklom in vodo. Pri zvo¢nem mikroskopu uporabijo tako $e dodatno nacelo
radarja, ki ga pri svetlobnem ali elektronskem mikroskopu ni mogoce izko-
ristiti.

Vodo so izbrali kot kapljevino za vodenje ultrazvoka — v optiki bi rekli
kot imerzijo —, ker ne reagira s predmetom, omoci objektiv in predmet, ima
majhno zvoéno hitrost in razmeroma slabo absorbira ultrazvok. Kljub temu
absorpcija pri sobni temperaturi ni zanemarljiva: 10 ym debela plast zadrzi
pri sobni temperaturi okoli 259/¢ energijskega toka. Pri temperaturi 60 °C,
zadrzi samo $e 109/, zato se splata pogosto vode segreti do te temperature.
Kot kapljevino uporabijo lahko tudi etanol. Raziskovalci razmisljajo tudi o
kapljevinskem argonu z zvo¢no hitrostjo okoli 900 m/s. Se boljsi je kapljevin-
ski helij, v katerem meri hitrost zvoka samo okoli 500 m/s in ni upostevanja
vredne absorpcije. V njem so Ze pred dvajsetimi leti dosegli ultrazvok z va-
lovno dolzino 0,2 ym. Z njim nameravajo izdelati mikroskop z boljso loclji-
vostjo od svetlobnega [1].

LITERATURA

(1] C. F. Quate, The Acoustic Microscope, Scientific American 241 (1979) 58 (4).

2] A. Thaer, M Hoppe, W. J. Patzelt, Akustomikroskop ELSAM, Ernst Leitz
GmbH 951—354.
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OBVESTILO NAROCNIKOM
V tem koledarskem letu nameravamo pohiteti in ¢imprej izdati vseh Sest
$tevilk Obzornika za matematiko in fiziko, da bi tiskarski stro$ki nekoliko manj
narasli. Zato vas lepo prosimo, da po poloZnici v tej Stevilki Cimprej nakaZete
naro¢nino za Obzornik v visini 7000.— din, ¢lani pa s tem tudi ¢lanarino za Drustvo
matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije.
Janez Strnad, Ciril Velkovrh
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SHUB, M., Global Stability of Dynamical Systems, Springer-Verlag, New York
1987.

Dinamicni sistem na odprti mnozici U = R? je l-parametri¢na grupa trans-
formacij mnozice U, to je taka druZina homeomorfizmov (ali difeomorfizmov)
®;:U—>U (teR), da je @, identiteta in da za poljubna s,zeR velja Dsgt =
= @;° ¢;. Ta pojem izhaja iz teorije diferencialnih ena¢b in mehanike. Vsak
sistem navadnih diferencialnih enacb poljubnega reda, ki jih lahko »razresi-
mo« na odvode najvisjih redov, lahko zapiSemo kot »vektorsko« diferencialno
enacbo oblike % = F(x) (na primerni odprti mnozici U —c R" za primeren n).
Pri znanih, dovolj milih pogojih za F obstaja za vsako »zadetno« totko xpeU
natanko ena taka reSitev x = @(¢ ; x;) te diferencialne ena&be (definirana v ne-
ki okolici to¢ke t = 0, odvisni od x,), da je @(0; xp) = x. Ce je ta splo$na re-
Sitev @ definirana za vsak ¢ (pri poljubnem xy), je druzina @,(x): = &(¢; x)
(t € R) dinami¢ni sistem na U; to sledi neposredno iz enoli¢ne resljivosti enac-
be.

Zlasti pri tovrstnih dinamiénih sistemih iz mehanike pogosto vemo Ze
naprej, da so »tokovnice« (ali »integralske krivulje«) t — &(t; x,) vezane na
dolocene nivojske »ploskve« (nivojske ploskve energije, gibalne koli¢ine, vr-
tilne koli¢ine itd.). Ce hofemo upostevati to dodatno informacijo, smo pri-
siljeni raziskovati dinami¢ne sisteme ne le na evklidskih domenah (kot smo
definirali v zacetku), temve& na poljubnih mnogoterostih; omenjene nivojske
ploskve so namre¢ (z redkimi izjemami) gladke mnogoterosti v U.

Naj bo {®;!te R} dinamiéni sistem na mnogoterosti M. Iz definicije sledi,
da za vsako celo $tevilo k velja @, = &k (potenca za kompozitum); »diskret-
na« poddruzina {®; !t e Z} nalega sistema je torej porojena z eno samo trans-
formacijo @,. Obratno, vsaka transformacija (homeomorfizem ali difeomor-
fizem) f: M — M porodi »diskreten dinami¢ni sistem« {ft|keZ}. Ker so di-
skretni sistemi pojmovno toliko preprostej$i od »zveznih« in ker so »pojavik,
ki nas pri dinami¢nih sistemih najbolj zanimajo, prakti¢no enaki pri diskret-
nih in zveznih sistemih, je preteZni del $tudija dinami¢nih sistemov posvecen
diskretnim sistemom.

Z diskretnimi dinami¢nimi sistemi se ukvarja tudi Shubova knjiga. Na
hitro preletimo njeno vsebino, ne da bi nepou¢enemu bralcu poizkusali raz-
loZiti pojme, ki jih bomo omenjali. Knjiga je razdeljena na deset kratkih po-
glavij. Prva tri uvajajo osnovne pojme v zvezi z asimptoti¢nim obnasanjem
transformacij f%, ko gre k proti -+oc ali —oo. Nadaljnja $tiri poglavja obrav-
navajo hiperboli¢ne invariantne mnozice, posebej hiperboli¢ne negibne tocke,
in njihove stabilne in nestabilne mnogoterosti. Osmo in deveto poglavje sta
posvefeni pojmu, po katerem je knjiga imenovana: stabilnosti, predvsem
strukturni stabilnosti in Q-stabilnosti. Zadnje poglavije pa obravnava simbo-
licno dinamiko in markovske particije hiperboli¢nih invariantnih mnoZic.

Knjiga je dovolj skrbno napisana in bogato opremljena s komentarji in
bibliografskimi referencami, ki jih je pisec zbral na koncu vsakega poglavja.
Namenjena je bralcem, ki so pribliZno na nivoju nasih podiplomskih $tuden-
tov matematike.

Joze Vrabec
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HIPERBOLICNA LECA

NADA RAZPET
PASC a4278-j

Prispevek obravnava obliko plankonveksne lece, ki Snop zarkov, pravokotnih
na ravno ploskev, zbere v eni sami tocki.

HYPERBOLIC LENS

The paper. describes a plano-convex lens. which focuses in one point a light
beam falling perpendicularly onto the plane surface.

Pri obi¢ajni plankonveksni le¢i z eno ravno in drugo krogelno mejo se
zarki, ki padajo pravokotno na ravno stran, ne zberejo natantno v eni tocki.
Kaks$no obliko mora imeti ukrivljena mejna ploskev, da leca vse Zarke, pravo-
kotne na ravno mejo, zbere v eno to¢ko? Pri tem privzemimo, da je leca
opti¢no izotropna in njen lomni kvoci-
ent n, n > 1. Neravna ploskev le¢e mo-
ra biti del rotacijske ploskve z osjo v
opti¢ni osi lece. V ravnini preseka lece — : — s
skozi njeno opti¢no os postavimo pra-
vokotni koordinatni sistem x y (Sl. 1).
Zarek Z, ki pada pravokotno na ravno
stran le¢e, se lomi v tocCki A(x, y);
vpadni kot je o, lomni pa g. Enatbo v
krivulje K pois¢emo v obliki y = y(x). La
V tolki A sta enotska vektorja tangen- o . X
te T in normale N. Vektor T oklepa
z osjo x tudi kot a. Takoj zapiSemo Slika 1

= (cos @, sing) N = (sin ¢, —CO0S q) 1)

Iz osnovnih trigonometri¢nih zvez pridemo do izrazov cos ¢ = 1;/(1 + y2)": in
sing = y/(1 + y'2)', e je y' = tg a. Vektor V od to¢ke A do izhodis¢a koordi-
natnega sistema x y zapiSemo kot V = (—x, —y). Za lomni kot g upoStevamo
enakost sin g = cos(3 n — f) in dobimo

sin g = —T.V/[V| 2)

Lomni zakon v tolki A zahteva #sinq = sin . Z zapisanimi zvezami dobi
lomni zakon obliko

ny /(14 y?)% = (x +yy) (1 + y2(x2 + y2)' ©)]

Ker bi radi, da se vsi zarki zberejo v koordinatnem izhodis¢u, mora enacba (3)
veljati na odprtem intervalu. Iz nje dobimo preprosto diferencialno enacbo

ndy = d(x2 + y2)/2(x2 + y2)'- 4)

Z 1ntegrac1Jo dobimo ny + C = (x2 + y?)", kjer je C integracijska konstanta.
Sedaj ni ve¢ tezko videti, da je krivulja K hiperbola ((n2—1)y + nC)2—

— (n2—1) x2 = C2. Konstanto C dolo¢imo iz pogoja, da krlvul_]a K gre skozi
to¢ko B(0,f), f>0. Dobimo C = —(n— 1) f. Hiperbolo prepiSemo v obliki
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(y — gq)?/a> — (x — p)?/b2 = 1, iz katere preberemo njene geometrijske para-
metre. Po krajSem rac¢unu dobimo: p =0, g =nf/(n+ 1), a=f/(n+1), b =
= f(m—1)/(n + 1))"=. Ce je e geometrijska gori§¢na razdalja hiperbole, iz
znane formule e? = a2 4 b2 dobimo e = q. Geometrijski goris$¢i F,, F, hiper-
bole pa sta tocki F(0,0), Fy(0,2q). Torej se geometrijsko gori$¢e F; ujema
z opti¢nim goriS¢em lece.

Hiperbola ima dve veji. Krivulja K, ki smo jo iskali, je na zgornji. Ce bi
vzeli K na spodnji veji, bi dobili plankonkavno leco, pri kateri bi se zZarki
razpr$ili, kakor da bi izhajali iz ene same tocke. V obeh primerih je neravna
stran lece del dvodelnega rotacijskega hiperboloida.

Tako obliko lece uporabljajo pri mikrovalovih, pri katerih je leca iz di-
elektrika, v njenem gori$¢u pa je primarna antena (dipolna, okvirna, lijakasta
itd.).

LITERATURA
[1] F. W. Sears, M. W. Zemansky, University Physics, Addison-Wesley, Reading,

Mass., 1964.
[21 1. Vidav, Vi$ja matematika 11, DZS, Ljubljana 1951.

NOVE KNIJIGE

Metastability and incompletely posed problems. Ed. Stuart S. Antman et all.
(IMA volumes in mathematics and its applications; 3.) Springer Verlag, New
York, 1986. 378 + 12 str.

Knjigo sestavljajo zapiski predavanj v okviru delovnega seminarja iz pro-
grama Fizika kontinuumov in parcialne diferencialne enac¢be iz let 1984 in
1985.

Pri mnogih ravnovesnih stanjih fizikalnih sistemov energija sistema ni
nujno minimalna, zato imenujemo taka stanja metastabilna. Pri fizikalnem
pojavu pogosto ne poznamo natanko enacb stanja, zato re¢emo, da so po-
datki in problem sam nekompletni. Ti ugotovitvi pojasnjujeta naslov zbirke
¢lankov.

Udelezenci seminarja so bili matematiki, fiziki in inZenirji. Heterogena
sestava raziskovalcev se seveda odraZza tudi na vsebini ¢lankov. Prispevki
z matemati¢nim poudarkom so npr. Regularnost resitev variacijske naloge,
Studij Schrodingerjevega operatorja, Asimptoti¢no vedenje resitev parcialnih
diferencialnih enacb, Inverzni problem teorije potencialov in drugi. Primeri
prispevkov s fizikalnim poudarkom so: Disipativni mehanizmi, Bifurkacija
reSitev pri termoelasti¢nih problemih, Studij faznih prehodov, Nelokalni po-
javi v elektromagnetizmu. $e bolj uporabno, inZenirsko usmerjeni prispevki
so npr. Enatbe mazanja, Razeepljanje kristalov, Tvorba dendritov pri ohla-
janju raztopine, Stabilnost kremencevih kristalov, Psevdoplasti¢no vedenje
gumijastih balonov, Stabilnost nelinearnih valov in drugih.

Branje prispevkov zahteva temeljito poznavanje ustreznih poglavij iz teo-
rije parcialnih diferencialnih enalb, ve¢inoma pa tudi globoko poznavanje
obravnavanih fizikalnih pojavov. Zato je knjiga dostopna predvsem le specia-
listom s podrodja parcialnih diferencialnih ena¢b in njihove uporabe v fiziki
in tehniki.

Anton Suhadolc
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ZVEZNO TEKMOVANIJE STUDENTOV FIZIKE

ANA PRIBAKOVIC
PACS a0140-z

Prispevek poroca o IV. zveznem tekmovanju $tudentov fizike v Beogradu, ki so
se ga udelezili predstavniki ljubljanskih $tudentov.

NATIONAL PHYSICS CONTEST

The national physics contest in Belgrade is reported on, at which students from
Ljubljana took part.

' Studenti nase fakultete so se med 23. in 25. majem 1986 Ze &etrti¢ zapored
udelezili tekmovanja $tudentov fizike v Beogradu. Tekmovanje vsako leto or-
ganizira Oddelek za fiziko v Beogradu. Nag oddelek je stalen gost te prireditve.
K sodelovanju povabijo vse jugoslovanske fakultete, vendar se nekatere ne
odzovejo. Poleg domacinov iz Beograda so to pot sodelovali $e $tudenti iz
Zagreba, Sarajeva, Pri§tine in Ljubljane. Skupino iz Pri$tine je vodil asistent,
ki je kasneje pomagal pri popravljanju nalog. To je bilo za nas nekaj novega,
saj je bilo do sedaj vse v rokah $tudentov; beograjski profesorji in asistenti
so na njihovo pros$njo prevzeli le pripravo in popravljanje nalog.

Ker naj bi bilo tekmovanje zgolj ekipno v S$tiri¢lanskih ekipah, smo se
odlo¢ili za vecje Stevilo udeleZencev: trije $tudenti prvega letnika: Uro$ Seljak,
Vlado Robar in Matjaz Zitnik, $tudent drugega BoZo Casar, trije iz tretjega:
Dean Mozeti¢, BoStjan Zalar in Ana Pribakovié¢ ter Student Cetrtega letnika
Matjaz Kaluza. Na§ namen je bil ekipna zmaga in nabiranje izku$enj za pri-
hodnje leto.

V Beograd smo prispeli Zze v petek dopoldne. Organizatorji so upoStevali
naSe poprejsnje pripombe in poiskali sobe v Domu za mlade na Avali; tam
je dovolj miru za priprave in koncentracijo. Pri tem pa so pozabili na oddalje-
nost, saj smo do tja potrebovali dve uri z avtobusom in tramvajem, nato pa
Se pol ure pe$. Ozradje je bilo kar prijetno, ¢eprav so se posamezne ekipe
drZale bolj skupaj. Na naso pobudo smo v soboto zve¢er na Trgu Marxa in
Engelsa v sredi$¢u Beograda poslusali rock koncert, namenjen mladim ob
dnevu mladosti.

Naloge smo reSevali v soboto dopoldne. Na voljo smo imeli $tiri ure. Po
pravilih tekmovanja $tudenti prvega in drugega letnika tekmujejo v prvi sku-
pini, tretjega in Cetrtega letnika pa v drugi. Nalog je precej, kar 12. Zmaga tek-
movalec, ki jih najve¢ re$i pravilno. Odrezali smo se odli¢no, vendar na nase
presenecenje sploh niso upos$tevali razvrstitve ekip in razdelili le posamiéne
nagrade. V prvi skupini je Matjaz Zitnik osvojil prvo mesto, Uros Seljak tretje,
Vlado Robar pa je bil pohvaljen. Organizatorji so namre¢ lahko nagradili le
nekaj prvouvriéenih. V drugi skupini je Dean Mozeti¢ osvojil prvo in Matjaz
Kaluza tretje mesto. Nagrade so bile knjiZne in vsakemu, ki zna rusko, dobro-
dosle.

Na koncu razglasitve se je pritozila ekipa iz Zagreba, Zal upraviceno. Po
ponovnem pregledu so ugotovili, da so jim ¢rtali pravilno reSene naloge. Po
tem je obvisela v zraku neprijetna misel o neobjektivnosti tekmovanja.

Za zgled navajamo nekaj nalog.
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Prva skupina
Mehanika ]

Krogle so razvrsc¢ene v ravni vrsti.

Prva se za¢ne z znano hitrostjo gibati
proti drugi, ta se po trku giblje proti
tretjiitd. ..V sistemu nastane zaporedje
trkov. Razmerje mas med sosednjima
kroglama je tolik$no, da je kineti¢na
energija pete krogle po trku s detrto
enaka kineti¢ni energiji, ki jo imajo
v tem trenutku prve Stiri skupaj. Ko-
: lik$no je razmerje mas med sosednjima
h kroglama?
: Na robu vodoravne mize z vi§ino &
je krogla z radijem r, »r <<< h. Krogla
je v labilnem ravnovesju. Nenadoma iz-
gubi ravnoteZje in se prevrne z mize
brez zacetne hitrosti. V kolik$ni oddalje-
Y nosti od vznozja mize se bo krogla do-
Slika 1 f——  ——a taknila tal (sl. 1)?

Molekulska fizika in termodinamika

Toplotno izolirana valjasta posoda je z zanemarljivo lahkim batom razdelje-
na v dva enaka dela. V prvi polovici je mol idealnega plina z zadetno tempera-
turo T, v drugi pa vakuum. Bat nenadoma spustimo, tako da plin zapolni ves
valj. Nato bat pocasi vrnemo v zaletni poloZaj. Kolikina je sprememba notra-
nje energije in entropije plina?

Ocenite maso najvecje kapljice Zivega srebra, ki ne razpade na vodoravni
podlagi.

Pojasni delovanje medicinskega termometra s skalo od 33 do 42¢C.

1. Kako dosezemo, da kaze termometer isto temperaturo tudi,_ po merjenju.

2. Izra¢unaj najmanj$i pospesek, ki je potreben, da zivo srebro ob otre-
sanju pade na najniZjo temperaturo, ki je na skali $e oznadena. Definiraj vse
potrebne koli¢ine.

3. Zapisi enatbe za segrevanje in ohlajanje termometra. Zakaj merjenje
temperature traja nekaj minut (5 do 10), Zivo srebro pa lahko zbijemo Ze takoj
po opravljeni meritvi.

Elektrika in magnetizem

Tanka kvadratna plo$¢a s stranico b je enakomerno naelektrena po vsej
povrsini.

a) Z enacbo za potencial enakomerno nabite kroZne plo$ée oceni potencial
v srediS¢u kvadratne plos¢e z natancnostjo na nekaj procentov.

b) Poisc¢i tocno enatbo za potencial kvadratne plosce.
Optika

Na ravno povrsino steklenega polvalja (osnovna ploskev je polkrog) pada
pod kotom 45° enobarvna svetloba v ravnini, pravokotni na os polvalja. Iz
katerega dela bo¢ne povrsine lahko pri¢akujemo izstopni Zarek. Lomni koli¢nik
stekla je n.
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Valjast kozarec z radijem r = 3 cm iz tankega stekla oblepimo s papirje.rr.l,
iz katerega izreZemo tanek navpifen pravokotnik. Kozarec napolnimo z anl}l-
nom tako, da je del odprtine pod gladino. Pred odprtino postavimo v oddalje-

nosti x = 5 cm toc¢kasto svetilo S. Na zadnji steni

valja nastane slika S’. Ko

kozarec zavrtimo okrog navpi¢ne osi za kot ¢ = 10, se slika pokvari; njen
zgornji del (nad gladino) S, je za 12° bolj odklonjen kot spodnji del S,” (pod

gladino). Kolik$en je lomni kvocient anilina (sl. 2)?
Sl

Or————— e ———————0)

S Slika 2

Druga skupina

Analiti¢na mehanika

Homogen valj z radijem r in visino # = r %'1/5_
je vrtljiv okoli osi, ki gre skozi sredis¢e ene od
osnovnih ploskev in oklepa z geometrijsko osjo
valja kot y. Vrtenje valja je du$eno. Navor ima
dve komponenti, prva je konstantna, druga pa so-
razmerna oddaljenosti sredi$¢a mase od osi vrte-
nja. Preostale sile zanemarimo. Valj, ki ga zavrti-
mo z zacetno hitrostjo ¢y, se zaustavi po casu T.
Pri kolik$nem kotu je Cas zaustavljanja T najvec-
ji, ¢e sta T in 3 T casa zaustavljanja pri y = 3 # in
y = 0 pri enaki zacetni hitrosti ¢,?

Coulomb je meril viskoznost kapljevine tako,
da je na vzmet obesil tezko kovinsko plos¢o in iz-
meril razliko frekvenc pri nihanju nihala v zraku
in v kapljevini.

Slika 3




1. Izpelji formulo za viskoznost iz podatkov za poskus; definiraj potrebne
koli¢ine. Pri izpeljavi zanemari viskoznost zraka in upos$tevaj priblizek malih
nihanj.

2. Premisli in ugotovi glavno slabost merjenja. Kako bi preprosto to sla-
bost odpravil (sl. 3)?

Statisti¢na fizika

Naredimo Joule-Thompsonov poskus pri konstantni temperaturi; sistem
ni toplotno izoliran.

a) Kateri od termodinami¢nih potencialov se ne spremeni?

b) Kolikokrat je stisljivost enoatomnega idealnega plina manj$a kot pri
obi¢ajnem Joule-Thompsonovem poskusu (pri nespremenjeni entalpiji)?

Elektrodinamika

Dokazi, da tvorita gibalna koli¢ina in enegija prostorsko omejenega ravnega
vala v smeri gibanja éetverec, podoben Cetvercu energije in gibalne koli¢ine
snovnega delca.

Opisi bistvo pojava, ki sta ga prva proucila Hertz (1881) in Quincke (1886)
in pozneje $e mnogi drugi, da bi morebiti izdelali dialekti¢ni motor.

Na sredo med plos¢i ploscatega kondenzatorja vstavimo valj iz snovi z dia-
lektri¢nostjo ¢ in elektri¢no prevodnostjo ¢, tako da je os valja vzporedna
s povrSino kondenzatorskih plo$¢. Vmesni prostor izpolnjuje kapljevina z dia-
lektri¢nostjo ¢ in elektri¢no prevodnostjo gs.

Dokazi, da stalno elektri¢no polje v kondenzatorju zavrti valj okoli njegove
osi pri pogoju, da velja neenakost ¢ g3 > & 0;. Poi$¢i natanéen ali pribliZzen
izraz za navor, ki ga povzroci vrtenje.

Kvantna mehanika
Elektronu v polju dipola lahko vc¢asih priblizno priredimo hamiltonko

H=—3Hem)d2/dx2—Ze2o(x + a) + Ze2s(x—a)

1. Pokazi, da za a > 0 vedno obstaja vezano stanje (E <<0).
2. Izracunaj energijo vezanega stanja v primeru
a) ko je a zelo velik,
b) ko lahko ¢lene z a; n > = 2 zanemarimo.
3. Na katerem intervalu (— oc,—a) ali (g, o) z ve¢jo verjetnostjo zadene-
mo na elektron?

Ravnemu biharmoni¢nemu oscilatorju ustreza hamiltonka
mw2x2; x<0

H=3pm+V(E); V) = {% 1 <
Tmw?x?; x>0

1. Izradunaj energijska stanja v prvem redu motenj, ¢e je razlika kvadratov
obeh frekvenc w2 — wz? majhna.

2. Dolo¢i energijo osnovnega stanja s funkcijo vy (x) = a e—b*,

3. Izra¢unaj verjetnost, da ima sistem s hamiltonko

H=3pm+3imaopre

v osnovnem stanju biharmoni¢nega oscilatorja energijo % A w.
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NEVTRONSKI INTERFEROMETER

IRENA DREVENSEK
PACS 07.60.Ly

Nevtronski interferometer omogoc¢i osnovne poskuse, na katere se v uvodnih
poglavjih sklicujejo skoraj vsi ucbeniki kvantne mehanike. V napravi z mono-
kristalom razcepimo curek termi¢nih nevtronov na dva delna curka, ki potujeta
po razliénih poteh in naposled interferirata. Merimo fazno razliko, ki nastane
med delnima curkoma, ¢e enega izmed njiju posljemo skozi snov ali magnetno
polje.

THE NEUTRON INTERFEROMETER

Using the neutron interferometer basic experiments can be carried out men-
tioned in introductory quantum mechanics courses. In the interferometer the
incident thermal neutron beam is split by monocrystal into two coherent beams
that take different paths and finaly interfere. One of them is sent through mag-
netic field or a piece of matter and the resulting phase shift is measured.

Prehod nevtronov skozi monokristal

Nevtronski interferometer izdelajo iz silicijevega monokristala, ki je
umetno vzgojen v obliki valja z dolZzino okoli 8 cm in premerom 5cm. Iz
valja z diamantnimi rezili odstranijo del kristala, tako da ostanejo na eni
strani le trije vzporedni, kakih 5mm debeli polkrozni listi. Povezuje jih
dno, ki daje napravi potrebno trdnost (sl. 1). Atomi v listih so med seboj
poravnani. >

(a) (b)

Sl. 1. Nevtronski interferometer (a). Na tlorisu (b) so nakazane mrezne ravnine,
ki so poravnane v vseh treh listih

Vpadni curek termic¢nih nevtronov iz reaktorja ni monoenergijski, ampak
ustvari tak$en curek Sele naprava. Kristalni list prepusti le nevtrone z do-
lo¢eno smerjo in hitrostjo, ki zado$¢ata Braggovemu pogoju. Mrezne ravnine
so pri tem pravokotne na zunanjo, mejno ravnino kristala. Curek se sipa
v kristalu, kakor smo vajeni pri Lauejevem sipanju. Ob tem pa pride do
izraza nenavadno izrazit prehodni pojav, ki so ga najprej odkrili pri sipanju
rentgenske svetlobe in ki je znan kot Borrmannov pojav [1].

Oglejmo si Borrmannov pojav pri sipanju nevtronov le kvalitativno. Nev-
tronski curek po$ljemo na kristal pod kotom ¢ glede na normalo. Po odboju
na mreznih ravninah xz (sl. 2) v razmiku a, se ojadi curek, za katerega je
izpolnjena Braggova enacba

2a,, sin® = ) = 2n/k k = (k, k,) = ((ﬂ./ay) ctg 9, n/a,)
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Vpadni curek prostih nevtronov opisemo z valovno funkcijo
P o< 'eikxx eikyy

V kristalnem listu se curek zaporedoma veckrat odbije. Pri reSevanju Schro-
dingerjeve enacbe v kristalu moramo upostevati potencial atomskih jeder.
Dobimo dve lastni resitvi, ki kaZeta v smeri osi x podobne lastnosti kot
potujoCe valovanje in v smeri osi y podobne lastnosti kot stojefe valova-
nje [2] .
w1 o< eikXcos k,y,  yyoc elkrsink,y

Verjetnostna gostota, ki ustreza eni od njiju, denimo v;, ima na mestih
jeder maksimume. Na nevtrone, ki jih opiSe, najverjetneje naletimo v bli-
Zini jeder in zato ti z jedri mo¢no sodelujejo. Verjetnostna gostota, ki ustreza
reSitvi y;, ima ob jedrih minimume. Na nevtrone, ki jih opiSe, najverjetneje
naletimo na sredi med jedri in zato ti z jedri le neznatno sodelujejo.

odboj 2 2
mredne L2
ravnine "\ . - .
.................... [X_______|~ prepusteni del . . .
) .
__________ . . . p
---------- y . L .
vpadnicurek | ] X 05
odbiti del z 3 ¢
. . . k ’
F . . L TR
. R

(a) (b)
Sl. 2. Lauejevo sipanje (a) in Borrmannov pojav (b)

Nevtroni, ki jih opiSe prva lastna reSitev, se v kristalu moéneje sipajo
kot nevtroni, ki jih opiSe druga. Lastni resitvi imata zato za malenkost raz-
licni fazni hitrosti. Pojav je podoben dvojnemu lomu pri prehodu svetlobe
skozi anizotropne snovi. Sicer potujejo nevtroni po kristalu v smeri osi x
s skupinsko hitrostjo v, = d w/d k, = vcos ¢, ki je za faktor cos ¢ manjsa
od hitrosti nevtronov v zraku.

Na izstopni strani kristalnega lista nastane med lastnima reSitvama fazna
razlika o' = ¢ — #/2, ki je odvisna od debeline lista in razlike med faznima
hitrostma. Obe lastni re$itvi na izstopni meji spet sestavimo in zunaj kri-
stala opiSemo nevtrone z valovno funkcijo

eia’ i + w: = e—in/2 (eia w1 + eirn/2 sz) = e—in/Z(eia Wi + le) o
o elkx(eiecos k, y + isink,y) =
— %eikxx eikyy(eia + 1) + %eikxx e—ikyy(eia__ 1) o<y + Wy
Ta valovna funkcija vsebuje poleg dela vy, z valovnim vektorjem k, ki ustre-
za vpadnemu curku, Se del y, z valovnim vektorjem k' = (k,, —k,), ki ustre-
za odbitemu curku. Verjetnostni gostoti drugega in prvega dela sta v raz
merju
lwol¥/|wpf? = [(elz— D]2/[(el* + 12 = (1 —cos a)/(1 + cosa) = tg2}a
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Iz literature izvemo, da je nedoloenost vpadnega kota ¢ ¢ pri Borrman-
novem pojavu okoli 10— radiana. Nara$¢a sorazmerno s kvadratom valovne
dolzine ter obratno sorazmerno s sinusom vpadnega kota 4 ¢ == 42 sin 29 [3].
Gostota prepuséenega nevtronskega toka skozi interferometer je tem velja,
&m vedja je kotna nedologenost ¢ ¢. Velika kotna nedoloCenost pa po drugi
strani poveta nedoloenost valovne dolzine 1 in interferencna slika se
zabriSe.

Energijski interval, ki ga zajame nevtronski interferometer, je navzdol
omejen z minimalnim prepus¢enim tokom okrog 0,25 nevtronov cm?s, ki je
$e zadosten za prakti¢ne meritve [3]. Navzgor je interval omejen z maksi-
malno medmrezno razdaljo, ki je v siliciju dy;; = 0,31 nm. Tako dobimo in-
terval 2,3 meV < E <8,2¢eV ali 0,0l nom<1<0,6nm.

Pri obi¢ajnih razmerah, ko meri 1 okrog 0,1 nm in ¢ okrog 30°, je nedo-
lo¢enost koordinat §x=~ ¢y =~ 0,03mm. To so teoreti¢ne dimenzije valov-
nega paketa, ki jih definira sistem in ki so za mikroskopske razmere izjemno
velike. Hitrost nevtronov v interferometru je okoli 103 m/s in meritve lahko
preprosto nadzorujejo.

Kako deluje interferometer

Dogajanje v nevtronskem interferometru hitro razumemo s poenostav-
ljenim modelom (sl. 3), v katerem lahko nevtronskemu curku ves ¢&as tudi
ratunsko sledimo. Ceprav je pri dejanski napravi veliko zapletenih pojavov,
v modelu ne zanemarimo ni¢ bistvenega.

Nevtronski curek se pri A razcepi na dva delna curka I in II, ki gresta
vsak svojo pot. Pri B in C se vsak od njiju delno odbije. Oslabljena curka
se sestavita v zadnjem kristalnem listu pri D. Tam vsak od njiju prispeva
odbiti in prepuséeni del. Vsoto odbitega dela enega in prepuséenega dela
drugega delnega curka zaznata merilnika pri C; in C;. Ce na pot delnemu
curku I pri F vrinemo plast kake snovi ali magnetno polje, dobimo med
delnima curkoma I in II dodatno fazno razliko §. Za toliko se spremenita
tudi fazna razlika med odbitim in prepus$cenim delom, katerih vsoto zazna
prvi merilnik, in fazna razlika med odbitim in prepuscenim delom, katerih
vsoto zazna drugi meérilnik. Ker vsak nevtron zadene natanko enega izmed
merilnikov, gostota toka na mestu enega merilnika naraste, na mestu dru-
gega pa se ustrezno zmanjsa (sl. 5). Tako iz razliénih gostot tokov, ki ju
zaznata merilnika, razberemo fazno razliko ¢ med delnima curkoma I in IIL.

e 3

Sl. 3. Model nevtronskega interferome- Sl. 4. Razcep delnih curkov v tretjem
tra in potek curkov v njem kristalnem listu

Zanima nas odvisnost gostot tokov, ki ju zaznata merilnika pri C; in C,,
od fazne razlike o. Pri obravnavanju Borrmannovega pojava smo izracunali,
da se po prehodu skozi kristalni list spremeni faza prepus¢enega dela vpad-
nega curka za faktor (eie + 1) in faza odbitega dela za faktor (ele — 1) glede
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na fazo vpadnega curka. Po prehodu skozi prvi in drugi kristalni list je med
delnima curkoma I in II fazna razlika ¢, za katero dobimo iz enacdbe
(eie + 1) (e—ia 4 D/j(el*—1)]2 = —ictgda = ctgtae—i2, da je enaka — 4 7.

Fazo delnega curka I pri F dodatno pove¢amo za §. Pri D je med delnima
curkoma fazna razlika y == ¢ + ¢’. Merilnika zaznata gostoti tokov

01 |y1, + 1,2 o |eir(ele—1) + (ele + D]z = 1—sinqcos ¢
02 % [y1p + o o< |ei(eie + 1) + (ele—1)j2 = 1 + sin ¢ cos 6

Interferen¢ni poskus naredimo veckrat tako, da merimo gostoto toka le
z enim merilnikom. Ce delnemu curku II postavimo pri E na pot trikotni
klin iz neke snovi, se pojavi med delnima curkoma fazna razlika, ki je od-
visna od debeline klina. Ko klin podasi pomikamo skozi curek, se dolZina
poti delnega curka II skozi klin zvezno spreminja in na merilniku dobimo
pri¢akovano sinusno krivuljo. Potem na pot delnega curka I postavimo oviro
in poskus s klinom ponovimo. Dobimo enako krivuljo kot prej, le da je
premaknjena za fazo ¢, ki jo je povzrodila ovira.

SL. 5. Gostoti tokov, ki ju zaznata meril-
_» nika v odvisnosti od fazne razlike med

0 s 27 an i) delnima curkoma

Poskus iz kvantne mehanike

V klasi¢ni mehaniki je telo, ki ga zavrtimo za 3609, v isti legi kakor pred
zasukom. Nikakor ne moremo ugotoviti, da smo ga zasukali. V kvantni me-
haniki to vedno ne drzi. Valovna funkcija fermiona pri zasuku za 360¢ spre-
meni predznak in z nevtronskim interferometrom lahko to zaznamo.

Nevtron je fermion s spinom S = 1/2. Ima spinski magnetni moment
guj=—19u;, ¢e je u; =eyh/2m jedrski magneton in m masa nukleona.
Zasuk nevtronske valovne funkcije okoli osi z za kot ¢ opiSemo takole
w(g) = R, y(0) z unitarnim operatorjem R,, ki vsebuje Paulijevo matriko S,
za operator projekcije vrtilne koli¢ine na os z:

. (1 0)
0 —1

e—ivz 0 )
Pri zasuku za kot ¢ = 27 valovna funkcija spremeni znak

(Wi

Rz = e—i8 zv/h =( S, =

0 ele/2

5 e—i2n2 0 L) — 0
w(2m) =( 0 ei.Zn/Z)w( ) = —1 y(0) = —y(0)

Pri tem je 1 enotska matrika.

Nevtronsko valovno funkcijo lahko zavrtimo s homogenim magnetnim
poljem. Hamiltonka je v tem primeru sorazmerna s projekcijo vrtilne koli-
¢ine S,

= —iB = —g(e/2m) S, B
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Iz kvantnomehani¢ne enacbe gibanja v Heisenbergovi obliki razberemo, da
ustreza Casovni potek vrtenju okoli osi z s kroZno frekvenco w = ge B/2m:
torej

(1) = Ry y(0) = e—iftlh 1(0)
eiwt/2 0

(t) = eliseB/pzmSzr =[ ) e_iwtﬁ]wm)

Z interferenco med zasukanim in nezasukanim stanjem zaznamo spre-
membo faze zaradi vrtenja. V nevtronskem interferometru na pot delnega
curka I postavimo magnetno polje, ki zavrti valovno funkcijo za liho Stevilo
obratov. Fazna razlika se spremeni za n in gostoti tokov pri C; in C; se za-
menjata. Gostota toka, ki jo je prej zaznal prvi merilnik, preide v gostoto
toka na drugem merilniku in obratno.

Uporaba interferometra na drugih podroc¢jih fizike

Nevtronski interferometer ni pomemben le pri izvajanju osnovnih po-
skusov kvantne mehanike. Z njim lahko merimo spremembe faze valovne
funkcije zaradi gravitacijskega polja in sistemskih sil. Pri tem lahko poka-
7emo, da sta vztrajna in tezka masa ekvivalentni [2], [5].

V jedrski fiziki je interferometer uporaben za merjenje koherentnih si-
palnih dolzin, ki so povezane z lomnim kvocientom snovi. Osnovna zamisel
je v tem, da namesto sipalnih presekov neposredno merimo fazno razliko,
ki jo povzrodi sipanje na tarci [31.

V fiziki trdne snovi je naprava uporabna za dolocevanje relativne gostote
elementov ali izotopov v snoveh. Povpre¢na koherentna sipalna dolZina je
namre¢ odvisna od deleza posameznih sestavin. Z interferometrom razisku-
jemo spreminjanje strukture pri faznih prehodih in nehomogenosti v raz-
licnih snoveh [31.

Osnovna problema interferometra sta velika izguba nevtronskega toka
zaradi nemonoenergijskega vpadnega curka in izguba kontrasta interferencne
slike zaradi nedolo¢enosti valovne dolzine. Pri poskusih mo¢no motijo vsako-
vrstni tresljaji naprave.

Z nevtronskim interferometrom bi bilo mogoc¢e tudi preskusiti, ali New-
tonov gravitacijski zakon ne velja natan¢no. O. Bertolami, Testing the barion
or hypercharge interaction with a neutron interferometer device, Modern
Physics Letters A1 (1986) 383 (op. ur.).
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VESTI

MEDNARODNO TEKMOVANJE STUDENTOV MATEMATIKE ISTAM 1987

Kot vsako leto, smo se tudi letos udelezili mednarodnega tekmovanja $tu-
dentov matematike ISTAM 1987, ki je bilo od 3. do 6. aprila v Beogradu. Letos
Je bilo tekmovanje Ze dvajseti¢, in zato ni ¢udno, da so se organizatorji $e po-
sebej potrudili. Tako jim je v primerjavi s prej$njimi leti uspelo privabiti
v Beograd precej tujih tekmovalcev. Poleg domacih se je tekmovanja udelezilo
devet tujih ekip iz Bolgarije, Madzarske, Cegkoslovaske in Poljske. Pohvaliti
je treba tudi to¢no izvajanje programa, kar je bilo zadnja leta bolj izjema
kot pa pravilo. Vsi tekmovalci in vodje ekip so dobili kartico Castnega gosta me-
sta Beograd, ki je zagotavljala brezpladen prevoz z mestnimi avtobusi in tram-
vaji. Organizatorji so po¢itniski dom v Zvezdanom gradu, kjer smo bili nasta-
njeni dobro zalozili tudi s sokovi, pivom in vinom. To je skupaj z dejstvom,
da smo bili nastanjeni precej dale¢ od centra mesta, povzrocilo, da je ISTAM
dosegel svoj cilj: biti ne samo tekmovanje, ampak tudi srecanje S$tudentov
matematike iz razli¢nih okolij.

Poleg organizatorjev moramo na tem mestu ponovno pohvaliti nase tekmo-
valce. Ljubljano sta zastopali dve ekipi v sestavi: Aleksander Simoni¢, 4. let-
nik, Miran Cerne, 4. letnik, Martin Juvan, 2. letnik, Jure Skarabot, 2. letnik,
Roman Dernovsek, 1. letnik in Milo§ Zafran, 1. letnik.

V kategoriji 3. in 4. letnikov je zmagal Igor KriZ iz Prage s 75 to¢kami,
drugi je bil Adam Strzebonski iz Krakova s 53 to¢kami in tretji Miran Cerne
z 51 tockami. Aleksander Simoni¢ je bil v tej kategoriji drugi najbolje uvrscen
Jugoslovan. V kategoriji 1. in 2. letnikov so se na prva tri mesta uvrstili Vasil
Daskalov iz Sofije, 90 to¢k, Zoltan Szabo iz Budimpeste, 85 to¢k in Laszlo Erdos
iz Budimpeste, 65 to¢k. V tej kategoriji je bil Martin Juvan drugi najbolje
uvrscen Jugoslovan.

Oglejmo si $e ekipni vrstni red. Na prvih petih mestih so bile tuje ekipe:
Budimpesta, 195 to¢k, Praga 1, 185 to¢k, Sofija 1, 152 tolk, Praga 2, 125 tock
in Bratislava 1, 118 to¢k. Nasa prva ekipa pa je dosegla najbolj$o jugoslovan-
sko uvrstitev s Sestim mestom in 113 zbranimi to¢kami.

Nasa tekmovalca Miran Cerne in Aleksander Simoni¢ sta si s svojim uspe-
hom priborila mesto v jugoslovanski ekipi, ki se bo udelezila tekmovanja $tu-
dentov matematike v Brnu.

Na koncu podajmo $e pregled nalog. Pri tem je treba omeniti, da so tek-
movalci v kategoriji prvih in drugih letnikov re$evali iste naloge, tekmovalci
iz vi§jih letnikov pa so izbirali po dve nalogi z dveh podro&ij.

Naloge za prvi in drugi letnik
Naj bo f: [0,1] - R nepadajoca funkcija. Dokazi, da obstaja tako $tevilo
ae (0,1), da velja

x 1
ffdt> (x—a)fft)dt za vsak xe[0,1]
a 0
2. Zaporedje (a,) je definirano s predpisom ay = a; = 1,(n + 1)a, 1 = a, —
—a,_yzan=1,2,... Za katera realna $tevila x konvergira vrsta

o0
3 a, xn
n=0
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3. Naj bo funkcija F: R* - R definirana s predpisom F(x) = x!Cx +
+ pt x(C e R"Xn, p ¢ Rn, xt je transponiran vektor k vektorju x), navzdol ome-
jena na mnozici

Xy
K = x=[ . ]GIR”:X1>0,..., x, 20
Xn

Dokazi, da funkcija F|g: K — R doseZe svoj minimum.

4. V realnem n-dimenzionalnem vektorskem prostoru V s skalarnim pro-
duktom (,) : VXV >R je dana mnozica 2n + 1 razli¢nih nenicelnih vek-
torjev. Dokazi, da v tej mnoZici obstajata 2 razlicna vektorja x in y z last-
nostjo (x, y) > 0.

Realna analiza

1. Naj bo realna os opremljena z obi¢ajno Lebesgueovo mero in f: R - R
merljiva funkcija s periodo 1. Z M oznac¢imo bistveni supremum funkcije f.
Dokazi, da velja lim sup f(n ) = M za skoraj vsak ¢ iz [R.

n—>oo
2. Naj bo (a,) konvergentno zaporedje realnih $tevil in f:[0,1] R funk-
cija, ki je integrabilna v Riemannovem smislu. Izratunaj:

lim(1—1) 3 a, f(t7)
tH1 n=0
Funkcionalna analiza
1. Naj bosta E in F zaprta podprostora Banachovega prostora X. Pred-
postavimo, da obstaja druZina 7 < B(X) z lastnostmi:
(@ AM>0)(VTcqy|T|<M,
b) VTer)TXCcE,
(c) VTer)TF cF,
(d) VueE)(Ve>03Ten) |[Tu—u|<e
Dokazi, da je E + F zaprt podprostor v X.
2. Naj bodo 4, B, K e B(X) omejeni operatorji, kjer je X Banachov pro-
stor. Predpostavimo $e, da je K kompakten in da obstaja polinom p z last-

nostjo
p(A) K—K p(A) = B’

Dokazi, da potem obstaja tak kompakten operator C e B(X), da velja

AC—CA=B
Algebra

1. Naj bo A Abelova grupa, v kateri ima vsak element kon¢en red. Pred-
postavimo, da ima sistem enacb:

My Xy + ...+ myx, =0

My X + oo+ My X, =0

za naravna $tevila m;; samo trivialno reSitev: x; =...=x, =0 v grupi A
DokaZi, da ima za vsak nabor elementov a,...,a, iz A sistem

61



m11x1+...+m1nxn=a1

My Xy + ...+ MWy X = Ay
reSitev v A.

2. (a) Naj bo G grupa in Hom(G, S,) mnoZica vseh homomorfizmov grupe
G v simetri¢no grupo S,. Dokazi:

{H <G : |G:H| — n)}— < [Hom(G, S,)|

(b) Naj bo G kon¢no generirana grupa in H njena podgrupa konénega
indeksa. DokaZi, da obstaja taka podgrupa K grupe H, da je indeks |G:K| kon-
¢en in da je a(K) = K za vsak avtomorfizem ¢ grupe G.

Programiranje

1. Binarni semafor je skupna spremenljivka paralelnih procesov, s katero
dosezemo vzajemno izkljucevanje procesov pri uporabi skupnih resorjev.
Dovoljene operacije nad semaforjem S so: — inicializacija semaforja (S: --
= zacetna vrednost)

— P(S):if S=1
then S: =0
else BLOKIRATI proces (na semaforju S), ki opravlja operacijo P;
RAZPOREDITI neki pripravljen proces za opravljanje
— V(S):if obstajajo procesi, ki ¢akajo blokirani na S
then aktivirati enega od teh procesov
else S: =1

Semafor Stetja S je skupna spremenljivka paralelnih procesov, s katero
se doseZe sinhronizacija v delu paralelnih procesov. Poleg inicializacije se-
maforja S se za semafor $tetja definirajo $e operacije:

— P(S):if S>0
then S:=S—1
else BLOKIRATI proces (na, semaforju S), ki opravlja operacijo P;
RAZPOREDITI neki pripravljen proces za opravljanje
— V(S) :if obstajajo procesi, ki ¢akajo blokirani na S
then aktivirati enega od teh procesov
else S: =S +1

S pomocjo binarnih semaforjev in semaforjev Stetja resi nalogo: Neka
Zelezni8ka linija ima ST_POSTAJ postaj. Vlak lahko sprejme $T_POTNI-
KOV potnikov. Vlaki potujejo od enega konca linije do drugega in nazaj,
in sicer neprestano. Predpostavi, da je ve¢ vlakov in potnikov. V danem
trenutku je lahko na eni postaji samo en vlak. Med postajami pa se vlaki
lahko sretujejo in prehitevajo. Napi8i programsko proceduro PREPELJATI
—SE (od_postaje, do_postaje), ki jo lahko pokli¢e proces prevaZanja pot-
nikov za prevoz od ene postaje do druge. Poleg tega napisi proceduro
VLAK, ki se izvaja neskonéno na poti od enega konca linije do drugega
in nazaj. Definiraj in inicializiraj semaforje in druge podatke, ki so potrebni
procesom, ki kli¢ejo te procedure, ter samim proceduram (lokalne spre-
menljivke in globalne — skupne semaforje).
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2. Dano je zaporedje n elementov in naravni $tevili k in m, ki sta manjsi
od n. Napi$i program, ki v danem zaporedju izbira k disjunktnih podzapo-
redij z najve¢ m elementi na tak nacin, da je njihova vsota maksimalna.
Diferencialne enacbe

1. Naj bo f(t,y) zvezna funkcija na obmolju to<t<ty+a, |y—yo <
<b, a>0, b>0. Imejmo y in f za evklidske vektorje (to pomeni, da je
y = }’(t) = (yl(t)» D] }’m(t)), f(t.- }’) = (f1(t; y)' sevy fm(t; y))’ me n\l) mn Predpo'
stavimo, da velja

(f(t, y2) — f(t, ¥1)) 0 (2 — ¥1) < (t — )™ [[y2 — ¥1[%,
h<t<t-+a |[y—y|<Db

kjer smo s simbolom o oznadili skalarni produkt. Dokazi, da ima tedaj Cau-
hyeva nalo ]

chveva nafoga y =1t 9), y(to) = ¥o

na vsakem intervalu [ty, ¢y + ¢], e > 0 najve¢ eno resitev.

2. Naj bo u,(x) e Ly(G), G = (a,b) = R, realna funkcija, ki je skupaj s svo-
jim prvim odvodom absolutno zvezna na vsakem zaprtem intervalu K c G.
Naj ta funkcija zado§Ca diferencialni enacbi

—u (%) + g@u(x) = 2u(x),2 =1

skoraj povsod na G, pri ¢emer velja g(x) e Li(G). Privzemimo, da ima druzina
{u;(x) : 2 > 1} naslednje lastnosti:
a) Obstaja taka konstanta C(q, G) >0, da je

(V 2) sup [u;(x)| < C(q, G) |us]r20)
XEG
b) Za vsak zaprt interval K = G obstaja konstanta Cy(q, K) >0 (K = [c, dy
z lastnostjo ! —
! (V 1) max | ;0 | < Ci(g, K) VAt ot
XEK

kjer je Kr = [c—R,d + R],0 <R <dist (K, {a, b})
Dokazi, da obstaja sup |t 2(x)| in da velja ocena
XeG

w(%) | < Co(q, G) V1 s 1)

za neko konstanto Cy(q,G)>0. Pri tem so konstante C(q,G), Ci(q,K) in
Cx(q, G) odvisne samo od naznacenih objektov.

(V1) sup
XEG

Kompleksna analiza
1. Naj bo (z,) zaporedje v enotskem krogu |z| < 1. Ce obstaja taka konstan-
ta 0 <<c<1, da je
(@ 1—lz,q|<cl—|g),n=12,...
potem velja
k—1
(b) inf [T|(z;—2z)/(1 —Z;24)| >0
k j=1
Dokazi, da tudi iz (b) sledi (a), ¢e velja 0 < z; <<z <...<<L
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2. Skonstruiraj zaporedji (f,) in (g,) celih funkcij z lastnostmi:

a) lim f,(z) = 0, za vsako kompleksno §tevilo z, vendar konvergenca ni ena-
n—>oco
komerna na vsaki kompaktni podmnozici kompleksne ravnine.

b) lim g,(z) = g(z), za vsako kompleksno Stevilo z, pri ¢emer ima funkcija
n->oo

g vsaj eno to¢ko nezveznosti.

‘Verjetnost "

1. Naj bodo X(¢), t >0 in Y(¢),t > 0, stohasti¢ni procesi, definirani na ver-
jetnostnem prostoru (Q,&, P), pri ¢emer imajo X(¢) in Y (¢) porazdelitev.47(0, t)
za vsak ¢ > 0. Naj bo Z slu¢ajna spremenljivka s porazdelitvijo 42(1), ki je de-
finirana na istem verjetnostnem prostoru. Naj bodo {X(\)},{Y()} in Z neod-
visne slu¢ajne spremenljivke. Naj bo U = X(Z) (tj. U(w) = X(Z(w)) (w), w € Q)
in V = Y(Z). Poi§¢i porazdelitev za (U, V).

2. Dokazi ali ovrzi:

Ce obstajata taki zaporedji (e,), e, >0 in (), 7, > 0, da je §8n2< oo in

Z 72 < oo in Ce za vsako naravno $tevilo n velja P( X1 — Xu| > 0a) < eén, pO-
n
tem obstaja lim X ,(w) za skoraj vsak w.
n

Topologija

1. Naj bo # veriga zaprtih mnozic v prostoru s prvo lastnostjo $tevnosti.
Dokazi, da je U {F:F e #} F ,mnoZica.

2. Ali obstaja izotopija, ki prevede mnozico A na mnoZico B?

Geometrija

1. Naj bo & (%, X) nelinearen epicikel v absolutni ravnini S2, definiran s
pramenom premic Z in poljubno to¢ko X te ravnine. Naj bo J izometri¢na
transformacija te ravnine, ki pus¢a epicikel ¢ invarianten. Dokazi, da je J ali
refleksija &, ali kompozicija &,°%, dveh refleksij, kjer sta p in g premici
iz &.

2. Naj bo w konveksna poliedrska povrina in By By...B,, enostaven poli-
gon na tej povrsini, ki povr$no separira na dve povrsini, od katerih eno ozna-
¢imo z 1. Dokazi, da je vsota notranjih kotov na robu povrsine 1 enaka vsoti
notranjih kotov enostavnega ravnega m-kotnika, poveéani za vsoto defektov
tistih rogljev povrsine w, ki se nahajajo na povrsini 1. Peter Semrl
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NOVE KNJIGE

Homogenization and Effective Moduli of Materials and Media, Ed. J. L.
Ericksen et al., Springer Verlag, Berlin 1986.

Ta knjiga predstavlja zbornik del iz programa Fizika kontinuuma in par-
cialne diferencialne enacbe (IMA, 1984—85), posvelenih metodi homogeniza-
cije in dolo¢evanju efektivnih koeficientov sestavljenih materialov.

V okviru mehanike kontinuumov se zakon konstitucije kompozita izraza
s hitro spremenljivimi koeficienti, zato diskretizacija ustreznih kontinuitetnih
ena¢b nima pomena. Teorija homogenizacije proucuje asimptoti¢no vedenje
reitve za majhne vrednosti strukturne periode materiala. Zakon konstitu-
cije, ki mu zado$¢a asimptoti¢na resitev, se izraza z »efektivnimi« konstant-
nimi koeficienti, dobljenimi z re$evanjem kanonskih robnih problemov na
celici periodi¢nosti kompozita. Osnovni problemi te teorije so v dolodevanju
in ocenjevanju asimptotskega razvoja in izracunavanju efektivnih koefici-
entov.

V knjigi je metoda homogenizacije uporabljena na nekaterih modelih, ki
so za sodobno tehnologijo zelo pomembni. Iz vsebine: PosploSen model
plos¢e in optimalno oblikovanje (M. P. Bendsoe), Efektivni dielektri¢ni koe-
ficient sestavljene snovi (D. J. Bergman), Variacijske ocene Darcyjeve kon-
stante (J. G. Baryman), Mikromodeliranje rasti razpok in kolapsa (M. M.
Caroll), O oceni efektivne vodljivosti anizotropnega kompozita (R. V. Kohn,
M. Vogelius), Modeliranje lastnosti kompozita s sloji (G. W. Milton), Valovi
v mehurjasti tekoc¢ini (R. Coflisch, M. Miksis, G. Papanicolaou, L. Ting), Ne-
kateri primeri nabora (A. C. Pipkin), Mikrostrukture in fizikalne lastnosti
kompozita (Ping Sheng), Opombe o homogenizaciji (L. Tartar), Variacijske
ocene za skupno vedenje nehomogenega nelinearnega dielektrika (J. R. Wil-
lis).

Ibrahim Aganovic

KLAMBAUER G., Aspects of Calculus, Undergraduate Texts in Mathematics,
Springer Verlag 1986.

Naslov te na prvi pogled neambiciozne knjige dobro oznaluje njeno vse-
bino. Avtor se namre¢ osredotoci le na nekaj izbranih tem iz infinitezimalnega
ra¢una, kot so eksponentna in logaritemska funkcija, zveznost in limita,
uporaba odvoda, nekatere integracijske metode in kriteriji za konvergenco
vrst. Te teme na elementarnem nivoju, dostopnem S$tudentu prvega letnika
matematike ali tehnike, temeljito in rigorozno obdela. Omejitev po vsebinski
plati mu omogoci, da pove marsikaj zanimivega, kar mora sicer pri stan-
dardnih te¢ajih odpasti. Tako npr. dokaze zveznost konveksne funkcije na
odprtem intervalu, obravnava tangente na splo$ne algebrai¢ne krivulje, ob-
dela nekatere numeri¢ne metode za re$evanje nelinearnih enacb in za inte-
griranje, pri integralih izpelje Youngovo neenakost, pri vrstah Wallisovo in
Stirlingovo formulo itd.

Kot re&eno, je knjiga pisana elementarno in se ogiba abstrakciji. Glavni
poudarek je na posrefeno izbranih in skrbno izdelanih primerih. Naloge, ki
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so bodisi v celoti resene bodisi opremljene vsaj z napotki za reSevanje, je
treba Se posebej pohvaliti. Ve¢inoma so netrivialne in nestandardne, zanimive
s teoretiCnega ali uporabnega stali¥¢a, nekatere pa zgolj zaradi kak$nega
posebnega prijema pri reSevanju. Avtor je v njih zbral mnogo takega, do
Cesar se Clovek dokoplje npr. $ele z veéletnimi izku$njami pri pripravljanju
vaj iz analize.

Zaradi navedenih lastnosti knjige ne moremo $teti ne za u¢benik infini-
tezimalnega racuna (za to je po eni strani premalo izérpna, po drugi pa
prenatrpana s primeri) ne za ucbenik analize (za to vsebuje premalo teo-
rije). Kot pravi v uvodu sam avtor, je namenjena $tudentom, ki obvladajo
osnovne spretnosti ra¢unanja s funkcijami, odvodi in integrali in bi radi
zaleli z resnejs$im in rigoroznej$im $tudijem analize; predstavlja torej ne-
kaksno prvo stopni¢ko na poti v analizo. Morda si bo bralec kasneje zazelel
vzeti v roke tudi delo istega avtorja Problems and propositions in analysis
(Lecture notes in pure and applied mathematics 49, Marcel Dekker, New York
1979), ki dopolnjuje in bistveno razsirja snov obravnavane knjige.

Milan Hladnik

- OBVESTILO O 12. SEMINARJU IZ MATEMATIKE

Drustvo matematikov, fizikov in astronomov organizira, tako kot vsa-
ko leto, v sodelovanju z Zavodom za $olstvo seminar za svoje Clane, uci-
telje na srednjih $olah. Tokrat je na vrsti tema:

DIFERENCIALNE ENACBE

Predavanja bodo v petek, 12., in soboto, 13. februarja 1988 v prostorih
VTO Matematika in mehanika na Jadranski 21/II.

12. februarja
9,00 J. A. Cibej: Diferencialne ena¢be v druzbenih znanostih
11,00 F. KriZani¢: Simetrija
16,00 J. Vrabec: Kako obesiti sliko
18,30 Vecerja z druzabnim vecerom

13. februarja
9,00 F. KriZanic¢: Kaos
11,00 G. Tomsi¢: Uporaba diferencialnih enaéb v elektrotehniki

Seveda bomo v zaetku januarja razposlali vabila e po Solah.

UdeleZence seminarja prosimo, da kotizacijo 12.000.— din nakaZejo
na Zziro racun Drus$tva matematikov, fizikov in astronomov SRS &t.
50101-678-49168, ali pa da jo platajo ob zaetku seminarja.

Milena Strnad in Peter Petek
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