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PROBLEM INVARIANTNIH PODPROSTOROV

BOJAN MAGAJNA
Math. Subj. Class. (1985) 47 A 15.

Clanek obravnava nekatere najosnovnej$e in dostopnejs$e rezultate o invariant-
nih podprostorih operatorjev na Hilbertovem prostoru.

THE INVARIANT SUBSPACE PROBLEM

Some of the most fundamental results about invariant subspaces of Hilbert
space operators are treated in this article.

1. Uvod

S pojmom linearnega operatorja se sreCamo Ze v linearni algebri, kjer po-
drobno spoznamo strukturo operatorjev na kon¢no razseznih vektorskih pro-
storih. Ko izberemo bazo prostora, lahko predstavimo operatorje z matrikami,
Za dani operator T, ki deluje na kon¢no razseznem vektorskem prostoru 7, je
mogoce bazo prostora s izbrati tako, da pripada operatorju T matrika po-
sebne oblike — Jordanova kanoni¢na forma. Ce poznamo njegovo Jordanovo
kanoni¢no formo, lahko odgovorimo na skoraj vsako zanimivo vpra$anje
o danem operatorju. Vemo na primer, da sta dva operatorja podobna natanko
tedaj, ko imata enako Jordanovo kanoni¢no matriko. Nadalje lahko iz kano-
ni¢ne forme hitro izra¢unamo funkcije operatorja itd. Skratka, poznati Jorda-
novo kanoni¢no matriko danega operatorja pomeni poznati ta operator po-
vsem zadovoljivo.

Tako v matematiki kot v njeni uporabi pa pogosto naletimo na operatorje,
ki delujejo na neskoncno razseznih vektorskih prostorih. Ti prostori so naj-
ve¢krat normirani in polni, to je Banachovi. Od proucevanih operatorjev na-
vadno zahtevamo, da so omejeni (= zvezni) ali vsaj, da imajo zaprte grafe.
V kon¢no razseznih prostorih so vse te predpostavke vedno izpolnjene same
od sebe. Struktura operatorjev na neskoncno razseznih prostorih je neprimerno
bolj zapletena od strukture operatorjev na konc¢no razseznih prostorih. Za
operatorje na neskon¢no razseznih prostorih v splo$nem ne obstaja noben
kriterij, ki bi (podobno kot Jordanova kanoni¢na forma v kon¢no razseznem
primeru) povedal, kdaj sta dva operatorja podobna. Ze osnovna ideja, ki tici
za Jordanovo formo, v neskonéno razseznih prostorih odpove. Da bi si to
lahko podrobneje ogledali, ponovimo najprej nekaj osnovnih dejstev o spek-
tru operatorjev.

Simbol s naj oznaluje kompleksen Hilbertov ali pa Banachov prostor,
#(#) mnozico vseh omejenih linearnih operatorjev na njem, I pa identi¢en
operator na . Za poljuben operator T e #(s#) je spekter, o(T), definiran
kot mnozica vseh tistih kompleksnih S$tevil }, za katere operator T — 1 I ni
obrnljiv (bijektiven). Spekter je vedno neprazna kompaktna podmnozica kom-
pleksne ravnine €. Za operator na konc¢no razseZnem prostoru se spekter
ujema z mnoZzico lastnih vrednosti in je torej kon¢na mnozica. V nasprotju
s tem pa je katerakoli kompaktna mnozica v ravnini lahko spekter omejenega
operatorja na Hilbertovem neskonc¢no razseZznem prostoru. V neskonéno raz-
seznih prostorih tudi zelo pogosto sre¢amo operatorje, ki sploh nimajo lastnih
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vrednosti in lastnih vektorjev. Primer takega operatorja na Hilbertovem pro-
storu #2 [0, 1] je mnoZenje z identi¢no funkcijo y(x) = x na intervalu [0, 1]. Ta
operator, ki ga bomo oznacevali kot M,, je torej definiran s predpisom M, f =
= x f za vsak fe #2 [0, 1]. (Tukaj pomeni %2 [0, 1] seveda prostor vseh s kvad-
ratom integrabilnih funkcij glede na Lebesgueovo mero.) Operator M, je celo
sebi-adjungiran, pa kljub temu nima lastnih vektorjev. Ker imajo lastni vek-
torji osnovno vlogo pri proucevanju operatorjev na konc¢no razseznih pro-
storih, vidimo, da teorija operatorjev na neskon¢no razseznih prostorih ne
more biti samo posploSitev linearne algebre.

Iz linearne algebre je pravzaprav Ze znana naslednja posploSitev pojma
lastnega vektorja.

Definicija. Podprostor % prostora 5 je invarianten za operator T e #(J¢),
Ceje T¥ < & (torej Tx € ¥ za vsak x € ).

Cel prostor s# in nicelni podprostor O sta ocitno invariantna za vsak ope-
rator 7. Imenujemo ju trivialna invariantna podprostora.

Med enorazseznimi podprostori so invariantni za T natanko tisti, ki so ge-
nerirani z lastnimi vektorji operatorja 7. Domenimo se Se, da v neskonéno
razseznem primeru pomeni beseda podprostor vedno zaprt podprostor. Ko
bomo mislili na ne nujno zaprte podprostore, bomo to vselej posebej povedali.

Ker na neskon¢no razseznih prostorih obstajajo operatorji brez lastnih
vektorjev, je smiselno in netrivialno naslednje vprasanje:

Ali za poljuben operator Te%(#), kjer je s# poljuben
Banachov prostor, obstaja invarianten podprostor,
razli¢en od podprostorov O in #?

To vpra$anje je bilo dolgo eden glavnih neresSenih problemov operatorske
teorije, ¢eprav so se z njim -ukvarjali tudi nekateri najvidnejSi matematiki.
Leta 1975 je P. Enflo konstruiral Banachov prostor in omejen operator na
njem, ki je brez netrivialnih invariantnih podprostorov. Zal pa je bila ta kon-
strukcija tako zapletena, da dolgo le redki matematiki niso dvomili o njeni
pravilnosti. Deset let kasneje je B. Beauzamy poenostavil Enflojevo konstruk-
cijo in jo predstavil $ir§i matemati¢ni javnosti [5]. Leto pred tem (1984) je
nekoliko drugafen primer operatorja brez netrivialnih invariantnih podpro-
storov nasel tudi C.J. Read v [11]. Tako kot Enflo in Beauzamy je tudi Read
konstruiral isto¢asno Banachov prostor in operator na njem. Tudi njegov do-
kaz ni ravno zelo kratek, saj obsega priblizno 60 strani. Operator, katerega
edina invariantna podprostora sta ves prostor in nicelni podprostor, imenu-
jemo tranzitiven operator. Po Enfloju in Readu torej na nekaterih Banacho-
vih prostorih obstajajo tranzitivni operatorji. V [12] je Read to trditev Se
nekoliko izboljsal: dokazal je obstoj tranzitivnih operatorjev na prostoru I1.
Se vedno pa ni znano, na katerih Banachovih prostorih lahko obstajajo tran-
zitivni operatorji. Ali na primer lahko obstajajo tranzitivni operatorji na se-
parabilnih refleksivnih Banachovih prostorih? V tej zvezi povejmo, da na
refleksivnih lokalno konveksnih linearnih topologkih prostorih tranzitivni
operatorji obstajajo. Primer takega operatorja na nuklearnem Frechetovem
prostoru je leta 1983 nasel A. Atzmon v [3]. Problem eksistence tranzitivnih
operatorjev celo za Hilbertov prostor ni reSen. Zaradi njegove pomembnosti
formulirajmo ta problem $e enkrat v celoti. '
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PROBLEM INVARIANTNIH PODPROSTOROV. Ali na separabil-
nem Hilbertovem prostoru obstaja za poljuben ome-
jen linearen operator netrivialen invarianten pod-
prostor? )

Za neseparabilne prostore je problem trivialen. Naj bo namre¢ J# nese-
parabilen Hilbertov prostor, T e #(#) in xes# od 0 razliCen vektor. Ozna-
¢imo z % zaprtje linearne lupine mnozice {T7x:n =20, 1, 2..}. Potem je &%
oditno invarianten podprostor za T in ker je ## neseparabilen prostor, je
L= S

Zakaj operatorski teoretiki posvecajo toliko ¢asa problemu invariantnih
podprostorov? Delen odgovor na to vprasanje je v upanju, da bi reSitev mor-
da pokazala, v kateri smeri iskati splo$no strukturno teorijo operatorjev na
Hilbertovem prostoru. Ve¢ kot re$itev sama bi morda povedala pot do nje.
V naslednjih razdelkih si bomo ogledali nekaj delnih reSitev problema in-
variantnih podprostorov.

Velkrat je ugodno namesto posameznih operatorjev proucevati operator-
ske algebre. Pri raziskovanju danega operatorja T ima pomembno vlogo al-
gebra vseh operatorjev, ki komutirajo s T. To algebro imenujemo komutant
operatorja T in oznalimo kot (T)’. Formalno je torej

Ty ={Se®B¥):ST=TS}

Definicija. Podprostor ¥ < s je invarianten za algebro </ < %(¥), Ce je
invarianten za vse operatorje iz 7. % je hiperinvarianten za operator T, Ce
je invarianten za algebro (7).

Dejstvo, da je % invarianten podprostor za algebro ., lahko simboli¢no
zapiSemo kot % = #. O¢itno je vsak hiperinvarianten podprostor za T tudi
invarianten. Obratno pa ni nujno res. Ce je na primer ) lastna vrednost ope-
ratorja T in x pripadajoci lastni vektor, potem x ni vedno lastni vektor za
vse operatorje, ki komutirajo s T — torej enorazseZen podprostor, razpet na
x, ni vedno hiperinvarianten za T.

Na konéno razseznem prostoru ima vsak neskalaren operator netrivialen
hiperinvarianten podprostor. (Skalarne imenujemo operatorje oblike 11, 1€ C,
neskalarni so vsi drugi operatorji.) Za poljubno lastno vrednost i je namrec
jedro operatorja T — A I invarianten podprostor za vse operatorje, ki komu-
tirajo s T. Na neskon&no razseznem separabilnem Hilbertovem prostoru je
vpradanje eksistence hiperinvariantnih podprostorov seveda nereSeno. Pozi-
tiven odgovor nanj bi bil obenem re$itev problema invariantnih podprostorov.

Vsaki podmozici spektra operatorja T, ki je hkrati odprta in zaprta v spek-
tru, pripada tako imenovani spektralni projektor (glejte na primer [16]), ki
komutira z vsemi operatorji iz (T)’. Njegova zaloga vrednosti je zato inva-
rianten podprostor za (T)’, torej hiperinvarianten za operator 7. Potemtakem
ima vsak operator, katerega spekter ni povezan, netrivialen hiperinvarianten
podprostor.

Mnozico vseh invariantnih podprostorov za operator T bomo oznacili
z Lat T. Z relacijo inkluzije je Lat T delno urejena mnozica; Se ve¢, Lat T je

mreZa za operaciji ;A L= L NPy in L v L= L1+ Lo
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Za vsako podalgebro o v %(#), ki vsebuje identi¢ni operator I, in za
vsak vektor x e # je (ne nujno zaprt) podprostor o/x = {Ax:Aes/} inva-
rianten za /. Njegovo zaprtje, ./x, je najmanjsi za .o/ invarianten zaprt pod-
prostor, ki vsebuje x. Ce je &Zx = #, imenujemo vektor x cikli¢en za algebro
&/ . Vektor x imenujemo cikli¢en za operator T, ¢e je ciklicen za algebro,
generirano s T in I, (to je algebra vseh operatorjev oblike p(T), ko p tece po
vseh kompleksnih polinomih). Operator T je ciklicen, ¢e obstaja kak cikli¢en
vektor za T. OCitno je operator T tranzitiven natanko tedaj, ko je vsak ne-
nicCeln vektor ciklien za T. Pri dokazovanju eksistence invariantnih podpro-
storov se smemo — brez izgube splo$nosti — omejiti na cikli¢ne operatorje.

2. Hiperinvariantni podprostori za kompaktne operatorje

Za zaletek spomnimo bralca, da je po definiciji operator kompakten, ce
preslika poljubno omejeno mnoZzico v mnozico, katere zaprtje je kompaktno.
Kompaktni operatorji se obnasajo bolj podobno operatorjem na kon¢no raz-
seznih prostorih kot pa splo$ni omejeni linearni operatorji. Tako je na primer
vsaka nenicelna to¢ka spektra kompaktnega operatorja lastna vrednost. Vsak
operator kon¢nega ranga (tj. s kon¢no razsezno zalogo vrednosti) je kom-
pakten in na Hilbertovem prostoru se mnozica kompaktnih operatorjev
ujema z zaprtjem mnozice vseh operatorjev kon¢nega ranga [13, str. 58].

Eksistenco invariantnih podprostorov za kompaktne operatorje so neod-
visno drug od drugega dokazali von Neumann ter Aronszajn in Smith Ze pred
ve¢ kot 30 leti. Sele 12 let kasneje je uspelo Bernsteinu in Robinsonu po-
splositi ta rezultat na polinomsko kompaktne operatorje. (Operator T' imenu-
jemo polinomsko kompakten, ¢e je za kak nenicelni polinom p operator p(T)
kompakten.) Njun dokaz je uporabljal nestandardno analizo, kar je pri mno-
gih matematikih ustvarjalo nelagoden vtis skrivnostnosti; zato ga je P. R.
Halmos takoj prevedel v obifajni matemati¢ni jezik. Leta 1973 pa je Viktor
Lomonosov odkril presenetljiv dokaz mnogo splo$nej$e trditve: vsak opera-
tor, ki komutira s kakim nenicelnim kompaktnim operatorjem, ima netri-
vialen hiperinvarianten podprostor. Dokaz Lomonosova uporablja Schauder-
jev izrek o fiksni tocki, ki spada v nelinearno analizo. Ker Zelimo v tem ¢lanku
ostati pri najosnovnejs$ih sredstvih linearne funkcionalne analize, dokaza ne
bomo navedli. Navedli pa bomo presenetljivo enostaven Hildenov dokaz na-
slednjega, nekoliko $ibkejSega izreka.

IZREK 1. Za vsak od 0 razli¢en kompakten operator na Banachovem pro-
storu obstaja netrivialen hiperinvarianten podprostor.

Potrebovali bomo naslednje dejstvo: Ce je v spektru operatorja T e B(H)
samo tocka 0, potem je hm ]|Tn|| = 0. V resnici je celo Ilm |T=|t= = 0, po

formuli za spektralni I‘adl_] Kratek dokaz te znane formule _]e mogoce najti
v skoraj vsakem ucbeniku analize, na primer v [16, str. 36] ali v [14, str. 355].

Dokaz izreka 1. Naj bo K = 0 kompakten operator na Banachovem pro-
storu s#. Ce ima K kako lastno vrednost i, potem je ustrezni lastni pod-
prostor A4 (K — 4 I) hiperinvarianten za K. Zato denimo, da K nima nobene
lastne vrednosti. Ker so vse nenifelne to¢ke spektra kompaktinega operatorja
vedno lastne vrednosti, to med drugim pomeni, da je o(K) = {0}. Nadalje
lahko brez izgube splo$nosti vzamemo, da je |K| = 1.
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Izberimo tak vektor xy € #, da je |K xo| > 1; potem je tudi [xo >1 (ker
je |K| =1). Naj bo  odprta krogla s srediS§¢em xy in polmerom 1, torej
U= {x e :|x—x| <l}. Oznatimo z &/ komutant operatorja K. Privze-
mimo, da ne obstaja netrivialen invarianten podprostor za algebro .«/. Poka-
zali bomo, da nas ta privzetek pripelje v protislovje. .

Ker ne obstaja noben netrivialen invarianten podprostor za &7, je /7 = #
za vsak od ni¢ razli¢en vektor z e #. MnozZica /7 je torej gosta v #, kar
med drugim pove, da je |A z— x| <1 za vsaj en operator A .o/, torej Az e U
oziroma z € A-1(#%). Od tod sledi

U A-1(%) = #\{0} (1)
Aesd
Ker je K kompakten operator, je K(%) kompaktna podmnozica prostora
. Ker je |K| =1, je |[Kx—K x| <1 za vsak x € %; zato iz |[K xo|| > 1 sledi
0¢ K(%). 1z (1) sedaj vidimo, da je druzina mnozic {A-1(%): A e/} odprto
pokritje kompaktne mnozZice K(#). Izberimo konéno podpokritje, torej ope-
ratorje 4y, ..., A, iz algebre 7, za katere je

K(%) = UA(2) )
i=1
Naj bo ¢ = max {||4j| : i =1, ..., n}. Iz (2) sledi, da je K xge A;;~() ozi-
roma A;, Kxpe¥ za vsaj en ije{l, ..., n}. Ker je potem K A4; K xye K(%),
mora (prav tako zaradi (2)) obstajati tak i, da je A;, KA;, Kxye%. Ko po-
novimo ta postopek m-krat (kjer je m poljubno naravno Stevilo), dobimo

A K ... Ay Kxge

Ker vsi operatorji A; komutirajo s K, sledi od tod

def.
X = (C1A; ... ot Ay et AL €KY xo e U )

Ker je o(K) = {0}, je seveda tudi o(c K) = {0} in zato lim |(c K)m| = 0. Po

izbiri Stevila ¢ so norme operatorjev ¢t A4; v prvem oklepaju v (3) manjSe
ali enake 1, zato ima tudi produkt normo < 1. Torej konvergirajo vektorji
X proti 0, ko gre m proti c. Toda to je protislovje, saj je [|[x,— x| <1 po
(3) in ||xo| >1.///

Zaradi splo$nosti izreka Lomonosova in enostavnosti njegovega dokaza
se morda zdi dotedanji trud drugih matematikov v zvezi z invariantnimi pro-
stori kompaktnih operatorjev odve¢, vendar ni tako. Od metod obravnavanja
problema pred Lomonosovom je namrel ostal Ziv koncept kvazitrikotnih
operatorjev, ki je vodil do pomembnega napredka v operatorski teoriji in
teoriji operatorskih algeber. Nekaj besed o kvazitrikotnih operatorjih bomo
povedali v zadnjem razdelku.

Kako lahko izrek o eksistenci invariantnih podprostorov pomaga pri pro-
ucevanju kompaktnih operatorjev na Hilbertovih prostorih? Izrek vodi do
predstavitve kompaktnih operatorjev, ki je analogna zgornje trikotni pred-
stavitvi operatorjev na koncno razseznih prostorih. Z uporabo Zornove leme
lahko dokaZemo, da obstaja maksimalna veriga (= linearno urejena pod-
mnozica) v mreZi invariantnih podprostorov za poljuben kompakten operator
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K. Naj bo & ena taka veriga in za vsak #e% oznaimo z ./#_ zaprtje
unije vseh tistih elementov verige &, ki so pravi podprostori v .#. (Za # =0
naj bo #_ =0.) Ce je # maksimalna veriga, ni tezko videti, da je dim (./# ©
©OM_)Y<1zavsak M eF. (M O A _ pomeni ortogonalni komplement pod-
prostora ./Z_ v prostoru .#.) Kar predpostavimo nasprotno, da je dim (.Z ©
© #_)>1. Naj bo P ortogonalni projektor na # © .#_. Ker je operator
PK|(# © ) kompakten, ima netrivialen invarianten podprostor .4". Toda
potem ni tezko videti, da je podprostor Z_@ A4 invarianten za K. Tedaj
pa je F U|AM_D A} veriga invariantnih podprostorov za K, ki je veCja
od verige &, kar pa nasprotuje maksimalnosti verige Z.

Definirajmo sedaj tako imenovane diagonalne koeficiente « Y kompakt-

nega operatorja K glede na maksimalno verigo & invariantnih podprostorov.
Za vsak /€% sta samo dve mozZnosti: 1. Ce je dim(#Z © #_) =0, je M =
= /_ in tedaj postavimo ¢ ,= 0. 2. Ce je dim(# © #_) =1, potem je

PKP = qP za primeren ¢, kjer je P projektor na # © ./ _; tedaj po-
stavimo qa ke Mnozico {a ,/ﬂ:j/ € Z} imenujemo mnoZica diagonalnih

koeficientov kompaktnega operatorja K glede na verigo &%. Da se dokazati,
da je spekter ¢(K) enak uniji mnoZice didgonalnih koeficientov in singeltona
{0} (za neskonéno razseZen prostor). Na konéno razseznih prostorih se ta trdi-
tev prevede na znano dejstvo, da se spekter zgornje trikotne matrike ujema
z mnoZico diagonalnih elementov. Vel o zgornje trikotni reprezentaciji kom-
paktnih operatorjev in njeni uporabi lahko poi$ée bralec v [13].

Oglejmo si $e primer kompaktnega operatorja s povsem znano mrezo in-
variantnih podprostorov. Volterrov operator na prostoru 5 = 2 [0,1] je
definiran s predpisom

V@)= gf(y) dy, fedt

Volterrov operator je kompakten (celo Hilbert-Schmidtov) in 0 je edina tocka
njegovega spektra [7]. Tukaj nas zanimajo le njegovi invariantni podprostori.
Za vsak ae[0,1] naj bo s, = {fes# :f =0 skoraj povsod na [0, a]}. O&itno
je #, invarianten podprostor za V. Mnogo teZje pa je dokazati obratno trdi-
tev, da so vsi invariantni podprostori Volterrovega operatorja take oblike
[10, str. 68]. Mreza Lat V je torej izomorfna intervalu [0, 1] za relacijo >.

3. Subnormalni operatorji

Med operatorji na konéno razseznih prostorih imajo normalni posebno
enostavno strukturo: v izbranih ortonormiranih bazah se dajo predstaviti
z diagonalnimi matrikami. (Operator N imenujemo normalen, ¢e komutira
z adjungiranim operatorjem, torej N* N = N N*.) Struktura normalnih ope-
ratorjev na neskon¢no razseznem Hilbertovem prostoru ni tako enostavna.
Na neskon¢no razseznem prostoru ne obstaja za vsak normalen operator
poln ortonormiran sistem lastnih vektorjev, saj vemo, da obstajajo celo
sebi-adjungirani operatorji brez lastnih vektorjev. Kako lahko ugotovimo,
ali ima vsak normalen operator netrivialen invarianten podprostor? Odgovor
pove tako imenovani spektralni izrek, ki je analogija diagonalizacije na kon¢no
razseznih prostorih. Naj bo x4 kon¢na pozitivna mera definirana na neki sigma
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algebri podmnozic dane mnoZice 2. Za vsako omejeno merljivo kompleksno
funkcijo ¢ na Q lahko definiramo na prostoru #2(u) operator mnoZenja s ¢,

to je M,, s predpisom
M,f=gof, feZ)

Z lahkoto se prepri¢amo, da je M, normalen operator. Spektralni izrek pove,
da je vsak normalen operator v bistvu take oblike.

IZREK 2. (Spektralni izrek.) Za poljuben normalen operator N na sepa-
rabilnem Hilbertovem prostoru s# obstaja mnoZica Q, sigma algebra, pozi-
tivna kon¢na mera y na njej in taka omejena merljiva funkcija ¢ : Q— €, da
je N unitarno ekvivalenten operatorju M, na prostoru #2(u). (To pomeni,
da obstaja unitaren operator U : #2(u) — S, ki zado$¢a pogoju M, = U-t N U).

Za normalne operatorje na koncno razseznih prostorih je spektralni izrek
takojSnja posledica diagonalizacije. Naj bo namre¢ N normalen operator na

n-razseznem prostoru J# z lastnimi vrednostmi 4, ..., 1,, kjer Stejemo vsako
v skladu z veckratnostjo. Naj bo x mera na mnozici Q = {1, 2, ..., n}, ki $teje

tocke, torej u({j}) = 1 za vsak j e Q, funkcija ¢ : Q — € pa naj bo definirana
z @(j) = 2;. Prostor #2(u) je tedaj enak mnozici vseh funkcij iz Q v €. Nor-
malna operatorja N in M, sta unitarno ekvivalentna, ker ju lahko v ortonor-
miranih bazah predstavimo z isto diagonalno matriko.

Spektralni izrek v taki ali drugacni obliki je ponavadi vkljuéen v osnovne
te¢aje funkcionalne analize. Tukaj ga ne bodo dokazovali, dokaz je na primer
v [10]. Zveza med normalnim operatorjem N in mnoZico Q v izreku ni posebno
naravna (in je niti ne potrebujemo), razen v primeru, ko je N *-cikli¢en
operator. Normalen operator N imenujemo *-cikli¢en, e je za kak vektor
xe s (ne nujno zaprt) podprostor P, = {p(N, N*) x: p poljuben kompleksen
polinom dve spremenljivk} gost v . Vsak cikliCen normalen operator je
ocitno *-cikli¢en. (Velja tudi obratno, kar pa je mnogo tezje dokazati [6].) Za
*-ciklien normalen operator N je v spektralnem izreku mnozica Q kar spek-
ter ¢(N), mero y dobimo s pomodjo Rieszovega izreka o reprezentaciji funk-
cionalov, funkcija ¢ pa je kar identi¢na funkcija y na o(N) (x(z) = z). Uni-
taren operator U: #2(u) — o, ki posreduje ekvivalenco med operatorjema
M, in N, je na gostem podprostoru vseh polinomov dveh spremenljivk v
Z*(u) definiran s predpisom Up = p(N, N*) x (kjer smo vzeli, da je |x]| = 1).

Sedaj je lahko dokazati obstoj invariantnih prostorov za normalne opera-
torje. Po spektralnem izreku zado3¢a obravnavati operatorje mnoZenja. Naj
bo torej N = M, operator mnoZenja na prostoru #2(u), kjer je u mera na Q
in dim #2(u) > 1. Potem obstaja taka merljiva podmnoZica v Q, da njena
karakteristi¢na funkcija ¢ ni skoraj povsod enaka niti 1 niti 0. (Ce taka funk-
cija ne bi obstajala, bi iz dejstva, da so linearne kombinacije karakteristi¢nih
funkcj goste v £2%(u), sledilo dim #2(y) =1.) Oznadimo 7.%%(u) = {r.f:
feL2(w)}. V r. £2(u) so natanko tiste funkcije iz #2(u), ki so enake 0
(skoraj) povsod, kjer je funkcija 7 enaka 0. O¢itno je 7 . #2(y) invarianten pod-
prostor za operator M,. Na ta nacin pa ne dobimo vseh moznih invariantnih
podprostorov normalnih operatorjev. Podprostor 7. #2 (u) ima namre¢ dodat-
no lastnost, da je tudi njegov orogonalni komplement, to je (1 —1) . %2(u), in-
varianten za operator N = M,. Kasneje bomo videli, da te lastnosti nimajo vsi
invariantni podprostori normalnih operatorjev.
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Definicija. Podprostor # < s je reducirajo¢ za operator T e Z(¥), Ce
sta ./ in /1 invariantna podprostora za T. (Ekvivalentno, .# je invarianten
za T in za T*.)

Ni tezko videti, da je na kon¢no razseznem prostoru vsak invarianten
podprostor za normalen operator Ze reducirajo¢. (Dokaz prepusfamo za vajo
iz linearne algebre. Med drugim je treba uporabiti dejstvo, da je vsak lastni
vektor normalnega operatorja N lasten tudi za N*.) Normalni operatorji na
neskoncéno razseznih prostorih se tudi v tem pogledu obna$ajo drugace.

Primer. Naj bo U operator na Hilbertovem prostoru

H = 12(2) = { y X2y X1, Xo» X1, X2, . -):ijC, § Ix.1|2 OO}

j=—c0

definiran s predpisom
¥ ¥
UG.,%_q,%,%,.) =(.%_9,%_1,%,..)

(Tukaj oznacduje puﬁéica nicelni polozaj.) Operator U imenujemo dvostranski
premik v desno. Njegov adjungirani operator U* je premik v levo, kar preve-
rimo lahko z neposrednim ra¢unom. Operator U je unitaren (U*U = U U* =
= I), torej tudi normalen. Hilbertov prostor /2 = /2(IN) lahko imamo za pod-
prostor v [2(Z) na naraven nacdin. O¢itno je I2 invarianten podprostor za U,
njegov ortogonalni komplement 2(Z~) pa ne. Zozitev operatorja U na pod-
prostor /2 imenujemo enostranski premik v desno ali kar premik. Oznacimo
ga z S. Adjungirani operator S* je premik v levo na prostoru 2 (pri tem prva
koordinata x, izgine, S* ima netrivialno jedro). Opazimo, da S ni normalen
operator (S*S =T = S S*).

Naslednja trditev bo med invariantnimi podprostori normalnih operator-
jev karakterizirala reducirajoCe. V jenem dokazu bomo potrebovali, da je
operator N € #(#) normalen natanko tedaj, ko je |[N*x| = [N x| za vsak
xe# . Dokaz: enakost N N* = N*N velja natanko tedaj, ko za vsak x e #
velja (N N* x, x) = (N*N x, x) oziroma |N*x|2 = |N x|?.

TRDITEV 1. Invarianten podprostor .# < s je reducirajo¢ za normalen
operator N e #(#) natanko tedaj, ko je zoZitev N|.#Z normalen operator.

. Dokaz. Naj bo P ortogonalni projektor na podprostor .#. Neposredno iz
definicije adjungiranega operatorja lahko zaklju¢imo, da je (N|.#)* = P N*|./.
Torej je operator N|.# normalen natanko takrat, ko za vsak xe ./ velja
PN*xEL] |N x| oziroma (ker je ||N x|| = ||[N*x|| zaradi normalnosti operatorja

N) HP *x[ |N*x]| Zadnja enakost pa pove, da je N*xeP # = ./, torej,

da je ./ invarianten podprostor za N*. Ker je v splo$nem ./# invarianten za
N* natanko tedaj, ko je .l invarianten za N, je trditev dokazana. ///

Definicija. Operator S e #(o#) je subnormalen, ¢e obstaja Hilbertov pro-
stor 4 2 # in tak normalen operator N e #(X'), da je S = N|s#. Pri tem
pravimo operatorju N normalna raz§iritev operatorja S.

Subnormalen operator je torej zoZitev normalnega operatorja na kak inva-
rianten podprostor. Vsak normalen operator je subnormalen, operator pre-
mika pa je primer subnormalnega operatorja, ki ni normalen. Na koncno
razseznih prostorih se pojma normalnega in subnormalnega operatorja uje-
mata.
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Samo po sebi se nam sedaj ponuja vpasanje o eksistenci invariantnih pro-
storov za subnormalne operatorje. Kot Ze vemo, se smemo pri tem omejiti
na cikli¢ne operatorje. Za zaletek si oglejmo kanoni¢ne modele takih opera-
torjev. Naj bo S e #(s#) ciklicen subnormalen operator, x e # pripadajoci
cikli¢ni vektor z normo 1 in N normalna razSiritev za S na prostoru 24 2 .
Naj bo A4 najmanjsi podprostor v prostoru ', ki vsebuje # in je invarian-
ten za N*. A4 je tedaj zaprtje linearne lupine mnoZice {N*"x: x e, n =0,
1, 2,..}. Ker je x cikliten vektor za S = N|2#, je A" hkrati zaprtje linearne lu-
pine mnozice {N*nNmx: n,m = 0,1,2,..}. Olitno je podprostor 4" invarian-
ten za N in za N*, torej reducira N. Po trditvi 1 je zato zoZitev Ny = N|.4" nor-
malen operator. Ker 4" 2 4, je Ny normalna raz$iritev operatorja S. Za ope-
rator N; je vektor x ocitno *-cikli¢en. Tako smo spoznali, da ima vsak cikli¢en
subormalen operator *-ciklicno normalno razsiritev.

Poenostavimo sedaj oznake, tako da je S cikli¢en subnormalen operator
s ciklicnim enotskim vektorjem x na prostoru s, N pa njegova *-cikli¢na
normalna razSiritev na prostoru # 2 5. Po komentarju k spektralnemu iz-
reku je N unitarno ekvivalenten operatorju mnoZenja M, na prostoru #2(u),
kjer je u pozitivna mera na o(N), ¥ pa identi¢na funkcija. Unitaren operator
U: Lx(u) — o, ki pri tem posreduje ekvivalenco, preslika poljuben polinom p
dveh konjugiranih spremenljivk z in Z v vektor p(N, N*) x. Ce je polinom p
odvisen samo od spremeljivke z (torej, ¢e je holomorfen), ga U preslika v vek-
tor oblike p(N) x. Naj bo £22(y) zaprtje mnozice vseh holomorfnih polinomov
v Z2(y). Oznacimo z S, zozitev operatorja M, na 22%(y). Ker je mnoZica vseh
vektorjev oblike p(N) x, ko p teCe po holomorfnih polinomih, gosta v # (saj
je x cikliCen vektor za S), preslika unitaren operator U podprostor Z2(u)
izometri¢no na . Zozitev V = U|#2(u) je zato unitaren operator iz %2(u)
na 7. Iz dejstva, da posreduje U ekvivalenco med M, in N, torej iz UM, =
=NU, sledi VS, =SV oziroma S =V S, V-1. Tako smo prispeli do nasled-
nje trditve.

TRDITEV 2. Za vsak cikli¢en subnormalen operator S obstaja taka pozi-
tivna (konc¢na, regularna, Borelova) mera x na o(S), da je S unitarno ekviva-
lenten operatorju S, mnoZenja s funkcijo y(z) = z na prostoru £2(y). Pri tem
je 22(u) najmanjsi podprostor v #2(u), ki vsebuje vse polinome spremenljiv-
ke z.

V zgornjem premisleku $e nismo pokazali celotne trditve: mera u, ki smo
jo pridelali, je bila definirana na ¢(N), trditev pa pravi, da je definirana na
o(S). Sedaj bi se morali sklicati na izrek o spektralni inkluziji, ki pove, da
je o(N) = o(S); ker pa definicijska mnozica mere p v na$ih tukaj$njih raz-
mi$ljanjih ne bo pomembna, bomo dokaz spektralne inkluzije opustili (glejte
na primer [6]).

Kljub temu, da je Bram dokazal trditev 2 Ze pred ve¢ kot 30 leti, je ostal
obstoj invariantnih podprostorov za subnormalne operatorje vprasljiv do
leta 1978, ko ga je potrdil S. Brown v [4]. Brownov dokaz, ki ni prav eno-
staven, uporablja Sarasonovo karakterizacijo zaprtja algebre polinomov v al-
gebri Z>(u) v 8ibki-* topologiji, ki jo nosi #>(u) kot dual Banachovega pro-
stora #1(u). Ze formulacija Sarasonovega izreka je precej zapletena, dokaz
pa uporablja. sredstva iz teorije funkcijskih algeber in harmoni¢nih mer.
C. Pearcy, C. Foias, C. Apostol, H. Bercovici, B. Chevreau, J. Agler in drugi
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so kasneje posplosili Brownovo tehniko na SirSe razrede operatorjev. Pred
nedavnim pa je J. E. Thomsonu uspelo z uporabo Brownove ideje osupljivo
preprosto dokazati eksistenco hiperinvariantnih podprostorov za neskalarne
cikli¢ne subnormalne operatorje. Od tod sledi Brownov izrek kot trivialna
posledica. Thomsonov dokaz je dovolj kratek, da si ga bomo poskusili ogle-
dati v prihodnjem razdelku.

Oglejmo si Se konkreten zgled za trditev 2.

Primer. Naj bo {e,}n—, naravna ortonormirana baza prostora 12 = 2(IN),
torej e, = (0,...,0,1,0,...). Desni premik S na 2 je dololen z relacijami
Se,=e, 1, n=0,1,... Iz prvega primera v tem razdelku Ze vemo, da je S
subnormalen operator; njegova normalna razSiritev je premik N na prostoru
12(Z). S je ciklicen operator s ciklicnim vektorjem ey, N pa je *-cikli¢en ope-
rator.

Naj bo sedaj u normalizirana Lebesgueova mera na enotski kroZnici
v kompleksni ravnini s sredi§¢em v izhodis¢u (lo¢na dolZina deljena z 2x).
Funkcije y.(z) = z®, ne Z, sestavljajo ortonormirano bazo prostora .Z2(u).
Operator M, mnoZenja s funkcijo y = y; ofitno premakne to bazo za eno
mesto proti desni: M, (y,) = xns1. TO pove, da je M, unitarno ekvivalenten
premiku N na [2(Z). Podprostor v #2(u), ki ga generirajo funkcije y, za
ne N, imenujemo Hardyjev prostor in oznadimo s s#2. ZoZitev moZenja M,
na 2 je oCitno unitarno ekvivalentna premiku S na prostoru /2. Tako smo
premik S predstavili kot mnoZenje z identi¢no funkcijo na Hardyjevem pro-
storu /2. Prednost te predstavitve je v dejstvu, da lahko funkcije iz 52 ho-
lomorfno razsirimo v notranjost enotskega kroga in uporabljamo teorijo ana-
litiénih funkcij. Taka predstavitev nam omogoci opisati vse invariantne pod-
prostore operatorja S.

Notranja funkcija ¢ € 52 je funkcija, katere absolutna vrednost na enotski
kroznici je (skoraj) povsod enaka 1. (Na primer vse potence z» in funkcije
@(?) = (2—a) 1—0a?2)?, |¢f <1 so notranje.) Za vsako notranjo funkcijo ¢
je mnoZenje s ¢ izometrija in zato @s#? zaprt podprostor v 2, ki je olitno
invarianten za S (natan¢neje, invarianten za mnoZenje s funkcijo y na pro-
storu s#?). Beurling je Ze pred skoraj 40 leti dokazal, da so vsi nenicelni
invariantni podprostori premika take oblike (glejte na primer [7] ali [10]).
Ta rezultat se je pokazal kot pomemben v teoriji kompleksnih funkcij.

4. Invariantni podprostori za subnormalne operatorje

V tem razdelku naj oznacuje u kon¢no pozitivno mero, definirano na sigma
algebri Borelovih mnozic v kompleksni ravnini €. Nosilec ¥ mere y naj bo
kompakten. (Nosilec mere x je najmanjSa zaprta mnoZica %, ki zadosca po-
goju u(C—%) =0.)

Ze v prej$njem razdelku smo povedali, kako elementi algebre #>~(u) de-
lujejo kot operatorji na prostoru #2(u): vsaki funkciji ¢ e £>(u) pripada
operator M, na prostoru #2(y), definiran s predpisom M,(f) = ¢ f. Za po-
ljubno podalgebro o/ algebre #><(u) in poljuben podprostor &# v #2(u) ozna-
¢imo o H# = {pf: pe, feH#}. Dejstvo, da je s invarianten podprostor
za vse operatorje mnozenja s funkcijami iz &/, lahko potem simboli¢no zapi-
Semo kot /i < #. Za poljuben ¢e ¥~(u) bomo mnoZico {¢f: fe#}
oznacili kar s ¢ 5.
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Eksistenca invariantnih podprostorov za subnormalne operatorje bo posle-
dica naslednjega izreka.

IZREK 3. (J. E. Thomson, [15]) Naj bo s# neskonc¢no razseZen podprostor
v Z2(u), ki vsebuje konstantne funkcije. Nadalje naj bo ./ podalgebra v
F>=(u), ki vsebuje konstante in identi¢no funkcijo y na mnozici % ter zado$da
pogoju &/ # < . Potem obstaja tak netrivialen podprostor .#° prostora #,
da je A =H .

Ce vzamemo v tem izreku 2 = %2(y) in za </ algebro vseh polinomov
spremenljivke z ter upoStevamo trditev 2 iz prej$njega razdelka, vidimo, da
ima vsak ciklicen (in s tem vsak) subnormalen operator netrivialen inva-
rianten podprostor. V resnici pa sledi iz izreka 3 Se veé: vsak cikliden sub-
normalen operator ima netrivialen hiperinvarianten podprostor. Da bi to
videli, se moramo seveda najprej vpraSati, kateri operatorji na prostoru
22(u) komutirajo z operatorjem mnoZenja S,.

TRDITEV 3. Z' operatorjem S, na prostoru £2(y) komutirajo natanko
operatorji mnoZenja s funkcijami iz Z2(u) N L>(u).

Dokaz. Za poljuben ¢ € £=(u) je operator mnoZenja M, na prostoru #2(u)
ocitno omejen. Ce je pri tem Se ¢ € 22(u), je ¢ Z2(w) < Z%(u). (Ker je namred
@ limita polinomov, je ¢ p € #2(u) za vsak polinom p, od tod pa sledi zgornja
inkluzija.) Torej je zozitev S, = M¢|?2(ﬂ) operator prostora #2(y) vase, ki
ofitno komutira z operatorjem S,.

Naj bo sedaj T poljuben omejen operator na £2(y), ki komutira z ope-
ratorjem S,. Oznacimo ¢ = T1, kjer je 1e #2(u) konstantna funkcija z vred-
nostjo 1. Ocitno je ¢ e 2%(u). Ker za vsak polinom p operator T komutira
z operatorjem p(S,) = S,, imamo

Tp=T6S,1)=S,T))=pep=S,p

Sedaj bomo pokazali, da velja enakost Tf = S, f za vsak f e #2(y) in ne samo
za polinome. Za vsak fe %2(u) obstaja zaporedje polinomov p,, ki konver-
girajo po normi proti f. Po prehodu na podzaporedje lahko privzamemo, da
konvergirajo polinomi p, proti f skoraj povsod glede na mero u. Potem kon-
vergirajo funkcije ¢ p, proti ¢ f skoraj povsod glede na u. Ker je T zvezen
operator, konvergirajo elementi ¢ p, =T p, proti Tf po normi prostora
22(u). S ponovnim prehodom na podzaporedje lahko vzamemo, da konver-
girajo funkcije ¢ p, proti Tf skoraj povsod glede na mero x. Od tod sledi
Tf=gf=S5,f

Pokazati moramo $e, da je ¢ € £~(u), z drugimi besedami, da je ¢ v bistvu
omejena funkcija. Brez $kode za splo$nost naj bo |T| = 1. Potem imamo za
vsakn=1,2,...

Tr(1) = Tn(T1) = n—1(¢,) = Tn—2(T (,‘0) = Tn—2(¢,2) e = @
Od tod sledi |gn| = |[TD)| < ||T™|||1|| £ 1 oziroma {|p[2» du SLfE Votej
oceni je pomembno samo, da so integrali omejeni:
f§ [(p'zn du < konst. << o

Ce bi bila funkcija |p| ve€ja od 1 na mnoZici s pozitivno mero, bi integral
na levi strani gornje ocene konvergiral proti neskoncnosti, ko gre n proti
neskoncnosti. Torej je |p| < 1 skoraj povsod glede na mero u.///
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Postavimo sedaj v izreku 3 # = 22(u) in of = P2(u) N L>(u) ter uposte-
vajmo trditvi 2 in 3, pa dobimo

KOROLAR. Za vsak cikli¢en subnormalen operator na neskonéno razsez-
nem Hilbertovem prostoru obstaja netrivialen hiperinvarianten podprostor.

Preden zacnemo dokazovati izrek 3, se spomnimo na nekaj dejstev o #»-
prostorih. Za poljubno pozitivho mero’ u (na kakr$nemkoli merljivem pro-
storu) ter poljubna elementa fe #?(u), g e £(u) velja Holderjeva neenacba

§fllel du < (§lffe du)tie (§ [gle du)Va = |f]l5 |lg]la

pri ¢emer sta p in g lahko poljubni realni $tevili veéji od 1, povezani z relacijo
1/p + 1/q = 1. Enakost velja v Holderjevi neenatbi samo takrat, ko je |fjp =
= a[g[q kjer je a pozitivna konstanta. Ce je y kon¢na mera in s >r > 1, po-
tem je #s(u) = £7(u). To sledi iz ocene ||, < konst. ||p[s, ki jo lahko hitro
dokaZemo s HolderJevo neenacbo. (V Holderjevo neenacbo vstavimo f— lo|",
g=1,p=s/rin g=s/(s—7)) Iz HolderJeve neenacbe sledi tudi, da je za
vsak ge #9(y) prireditev f — (f gdu omejen linearne funkcional na £»(u).
Znano je, da je ta prireditev dejansko izometrifen izomorfizem prostora
Z9(u) na dual od Z»(u).

Po hipotezi izreka 3 je o/ H# <= H# in 1es#, torej & < H#. Za vsak p > 1
naj bo «77(u) zaprtje algebre o7 v prostoru ,?P(u) Potem je seveda o72(u) < 7.
Za p =2 pa je #P(u) < o/*(u) (to sledi takoj iz ocene |.[s < konst. |. H,,) torej
tudi o/P(u) = .

V dokazu izreka 3 bomo potrebovali naslednjo pomozno

TRDITEV 4. Naj bo u konc¢na pozitivha mera s kompaktnim nosilcem
% < € in g od ni€ razliCen element prostora #(u), kjer je 1 < g <2. (i) Za
skoraj vsak we © glede na obifajno dvodimenzionalno Lebesgueovo mero m
je funkcija g,(z) = g(z) (z— w)—t v prostoru £2(u).

(ii) Obstaja taka tocka w e €, da je g, e L% (u), u({w}) = 0 in

E00) = [ g(2) (G—w)t du(z) = 0

Pred dokazom trditve 4 pa moramo dodati $e neko pojasnilo v zvezi z Gree-
novo formulo. Naj bo ¢ gladka funkcija s kompaktnim nosilcem v € ter
z e € poljubna (toda fiksna) tocka. Spremenljivko v kompleksni ravnini ozna-

¢imo sedaj kot w ter piSimo w = x + iy, W = x —iy. Izraz —92 : d(p
2 0x 2 Oy
smiselno oznaciti z (;ﬁi (To vidimo, ¢e formalno ra¢unamo odvod-;)—zJ po pra-
w w

vilu za posredno odvajanje.) Iz Greenove formule je mogode izpeljati nasled-

njo zvezo

o@ =1 f 199 1) *)

I—w oW
Y

kjer pomeni dm(w) diferencial po dvorazsezni Lebesgueovi meri. Izpeljavo te
zveze lahko najde bralec na primer v [6].
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Dokaz trditve 4. Naj bo E = {weC: gy ¢ L(u)}.

(i) Za vsak ze © in R>0 naj pomeni D(z,R) krog s sredi$¢em z in pol-
merom R. Za dokaz dejstva, da je m(E) =0, je dovolj pokazati, da je
m(E N D(o,R)) = 0 za vsak R > 0 (ker je mogoce E napisati kot §tevno unijo
takih presekov). Pokazali pa bomo Se ve¢, da je

[ 8w dmw) < oo
D(0,R)

Izberemo torej R >0 in naj bo p tako veliko pozitivno $tevilo da je D(z, o) 2
2 D(0,R) za vsak ze% (tak p obstaja saj je ¥ omejena mnoZica). Potem je

f |8 dm(w) = f f 12028 du(2) dm(w) — f 8@ f 2 ) <
D(0,R) D(0,R) C D(0, R) I
2r o
= flg(z),q f I du@ = f @) f f ri=d dr d6 du() — 2n.>° ugnqq<oo
D(z"’) (po Fubiniju)

(ii) Naj bo F = {we € : u({w}) # 0}. Ker je mera y koncna, je F Stevna
mnozica; zato je m(F) = 0 in po (i) Se m(E U F) = 0. Za vsak we ©\(E U F)
je u{w} = 0 in g, e ¥%(u), pokazati moramo le Se, da je g(w) = 0 za vsaj en
w e C\(E U F). Ce taka tocka w ne bi obstajala, potem bi bilo g(w) = 0 skoraj
povsod glede na mero m. Za vsako gladko funkcijo ¢ s kompaktnim nosilcem
v © bi tedaj veljalo

0=— f gL 9 fimw) = f f g dxt(z) oqa(w) piml

T

C

L f £ [—1 f 1 w”_fl”)dm(w)] du(d) = f 22 o) du(@)
nJz—w ow
3 €

C

V zadnji enakosti smo uporabili formulo (*). Mera g du bi bila potemtakem
ortogonalna na vse gladke funkcije s kompaktnim nosilcem, torej nicelna,
kar pa ni mogoce, saj je g neniCelni elemet prostora £(u). ///

Dokaz izreka 3. Ce je # = #2(u), lahko vzamemo % = f#, Kjer je f kara-
kteristi¢na funkcija poljubne take podmnoZice %) nosilca ¥ mere u, da je
0 < u(%1) < u(¥). Privzemimo torej, da je # =% £2(u) in naj bo ge L2(w),
g # 0, taka funkcija, da.je konjugirana funkcija g ortogonalna na J#, torej
(fgdu=0zavsak fe #. Naj bo p =3 in g = 3/2. Ker je ¢ <2, je ge L (u).
Po trditvi 4 obstaja taka tolka w e €, da je u({w}) =0, funkcija g,(2) =
= g(2) (z—w)—t v prostoru £4(u) in

EW) = [gudu #0
Ker je g, e £9(u), definirana enacba
L(f) = § f gw du )
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omejen linearen funkcional na prostoru .7/P(u) (dejansko definira omejen
funkcional na vsem prostoru .#?(u)). Po Hahn-Banachovem izreku lahko raz-
$irimo L do linearnega funkcionala L na prostoru #?(u), ne da bi mu pri
tem povecali normo (torej ]|Z|J = ||L|). L ni nujno dolo¢en s formulo (4), pa¢
pa gotovo obstaja taka funkcija % € Z2(u), da je

L = §fhdu
za vsak f e £P(u), pri Cemer je |h|, = |[I~,|I = |\L||. (Tukaj smo upoStevali iden-
tifikacijo prostora #9(u) z dualom od #7(u).) Ker je zaprta enotska krogla
prostora .7P(u) Sibko kompaktna (saj je zaprta podmnoZica enotske krogle

refleksivnega prostora #?(u)), doseZe funkcional L na njej maksimum v neki
tocki u, ||u]|,, = 1. Sedaj imamo

1le = L] = L) = L(w) = fu b dp Z |ju] |l = 2]
Ker velja v tej Holderjevi neenalbi enakost, sledi
|up = ajhja  u— skoraj povsod

kjer je a pozitivna konstanta. Z upos$tevanjem dejstev p =3 in g = 3/2 raz-
beremo od tod
|u]? = blh| u— skoraj povsod (5)

kjer je b neka druga pozitivna konstanta.

Definirajmo e(z) = h(z)/u(z) tam, kjer je u(z) == 0 in e(z) = 0 drugod. Po-
tem je ee #2(u), saj sledi iz (5)

§|eff du = b1 § 1| du = b ||y £ konst. ], < oo

Kon¢no naj bo 2 zaprtje linearnega prostora (y—w).e/u v prostoru
L2(u). Ker ued?(u) = # in A H# <, je o/u < #. Ker algebra of vse-
buje konstante in identiéno funkcijo y, je (y—w)«&/ &/, torej (y—
—w)Lu < H# in zato tudi A < . Olitno je LA < A . Podprostor A
je razlien od 0, saj je (y—w)ued in (y—w)u == 0. (Edina ni¢la funkcije
x— W je namre¢ w, toda u({w}) = 0.)

Pokazati moramo samo $e, da je A4 # s#. V ta namen bomo preverili, da
je vektor & ortogonalen na 2 in ni ortogonalen na ue#. Za vsak f e &/ je

fG—w)fuedu=§(G—w)fhdu=L(y—w)f) =
=§G—wWfgwdu=[fgdu=0 (po (4))

To pove, da je vektor € ortogonalen na . Preverimo $e, da ni ortogonalen
nau
fueduy = [{hduy=L(1) = fgy,du#0 (po izbiri tocke w)

S tem je dokaz konéan. ///

Za poljuben T e #(s#) naj oznatuje # (T) v Sibki operatorski topologiji
zaprto algebro, generirao s T in identi¢nim operatorjem. (8ibka operatorska
topologija na %(s#) je po definiciji naj$ibkej$a lokalno konveksna topologija,
za katero so zvezni vsi funkcionali T — (T x,y), x,y e #.) Vsak invarianten
podprostor za T je invarianten tudi za algebro . # (T). Operator T imenujemo
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refleksiven, e velja obratno: za poljuben Se %(#) iz LatS 2 LatT sledi
S e ' (T). Za vsak refleksiven operator gotovo obstaja netrivialen invarianten
podprostor. Vzemimo namre¢, da T nima netrivialnega invariantnega pod-
prostora, torej, da je LatT = {0, #}. Potem je LatT < LatS za vsak
S e B(H#). Ce bi bil T refleksiven, bi sledilo %(#) =#"(T), kar pa je ne-
mogoce, saj algebra %(#°) ni komutativna, #°(T) pa je. Mreza Lat T reflek-
sivnega operatorja T mora biti dovolj velika, da je algebra vseh operatorjev
S, ki zado$¢ajo pogoju Lat T < Lat S, komutativna. Brez dokaza povejmo, da
je vsak subnormalen operator refleksiven [9]. V tem smislu imajo subnor-
malni operatorji mnogo invariantnih prostorov.

5. Tri »poenostavitve« problema invariantnih podprostorov

Za konec si oglejmo $e tri ekvivalentne formulacije problema invariantnih
podprostorov.

I. Problem reduktivnih operatorjev. Operator T na separabilnem Hilber-
tovem prostoru s# imenujemo reduktiven, ¢e je vsak njegov invariantni pod-
prostor reducirajo¢. Med normalnimi operatorji je karakterizacija reduktiv-
nih znana {6] (na primer vsak kompakten normalen operator je reduktiven),
ni pa znano, ali mora biti vsak reduktiven operator normalen. Ce je vsak re-
duktiven operator res normalen, potem ima problem invariantnih podprosto-
rov pozitivno resitev. Kar vzemimo, da obstaja kak tranzitiven operator. Tak
operator je gotovo reduktiven (saj sta njegova edina invariantna podprostora
O in s oditno reducirajocCa), torej je normalen. Ker vemo, da ima vsak nor-
malen operator netrivialen invarianten podprostor, smo pridli v potislovje.
Dyer, Pedersen in Porcelli so dokazali, da je problem reduktivnih operatorjev
v resnici ekvivalenten problemu invariantnih podprostorov: vsak reduktiven
operator je normalen, ¢e ne obstajajo- tranzitivni operatorji (na separabilnem
Hilbertovem prostoru). Dokaz pa ni elementaren, uporablja reduktivno teorijo
von Neumannovih algeber.

II. Kvazitrikotni operatorji. Naj bo {e,},-,; ortonormirana baza Hilber-
tovega prostora . Za vsak n naj oznacuje P, ortogonalni projektor na li-
nearno lupino mnozice {ey, ..., e,}. Ce danemu operatorju T e #(s#) pripada
v bazi {e,},~, zgornje trikotna matrika, potem je (I —P,) T P, = 0 za vsak n.

Operator T € #(#) imenujemo trikoten, ¢e obstaja tako proti I narasca-
joée zaporedje Py < P, <...< P, < ... ortogonalnih projektorjev konénega
ranga, da je

({—P)TP,=0, n=1,2,...

Pri tem lahko rangi projektorjev P, nara$¢ajo poljubno hitro. Ker pa so
koné¢ni, lahko z uporabo konvencionalne linearne algebre poiS¢emo novo,
finej$e, nara$cajoce zaporedje projektorjev {P,’} = {P,}, tako da je rang
P,’ = m za vsak m. Od tod vidimo, da je operator trikoten natanko tedaj,
ko ga je mogoce v kaki ortonormirani bazi predstaviti z zgornje trikotno
(neskon¢no) matriko.

Operator T € #(#) imenujemo kvazitrikoten, ¢e obstaja tako proti I na-
rascajoCe zaporedje ortogonalnih projektorjev kon¢nega ranga P,, da je

lim |(I —P,) TP, =0
n—>oo
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Ekvivalentna definicija je naslednja: operator T je kvazitrikoten natanko
tedaj, ko se da izraziti kot vsota trikotnega in kompaktnega operatorja [2].
Obstaja pa $e tretja, romunska karakterizacija kvazitrikotnih operatorjev, ki
zreducira problem invariantnih podprostorov. Preden jo povemo, moramo
vpeljati pojem indeksa.

Operator T e #(#) je semi-Fredholmov, ¢e je njegova zaloga vrednosti
zaprta in vsaj eden od podprostorov

N (D), A (T*)

kon¢no razsezen. (A" oznaéuje jedro.) V tem primeru definiramo indeks ope-
ratorja T' z enacbo
indeks T = dim N (T) — dim N (T*)

Kvazitrikotne operatorje je vpeljal Halmos leta 1968. R. Douglas in C.
Pearcy sta dokazala, da je za kvazitrikoten operator I vedno indeks
(T —211) =0 za vse 1e @, kjer je T — 21 semi-Fredholmov operator. Nekaj
let kasneje so trije Romuni: Apostol, Foias in Voiculescu dokazali $e obratno
trditev. Romunska karakterizacija pravi, da je I' kvazitrikoten operator na-
tanko tedaj, ko je indeks (I'— 2 I) > 0 za vse 1e ©, kjer je T — A I semi-Fred-
holmov operator.

Ce je pri kakem A e © indeks (T — ) I) >0, potem je A" (T’ — 2 I) nenicelni
invarianten podprostor za T. Podobno ima T netrivialen invarianten podpro-
stor, kakor hitro je indeks (T — 1 1) <0 za kak 1eC. Problem invariantnih
podprostorov ostane nereSen le za operatorje, pri katerih je indeks (I — A1) =
=0 za vse 1e®C, kjer je indeks definiran. Po romunski karakterizaciji sta
tedaj T in T* kvazitrikotna operatorja; takim operatorjem pravimo bi-kvazi-
trikotni. Po drugi strani pa Ze vemo, da je problem reSen tudi za dolocene
bi-kvazitrikotne operatorje (na primer kompaktne in normalne).

III. Zaprtje mnozice tranzitivnih operatorjev. Oznacimo z Nil(s#) mno-
Zico vseh nilpotentnih operatorjev na prostoru 4. (Operator I imenujemo
nilpotenten, ¢e je 77 = 0 za kako naravno Stevilo n.) Iz teorije aproksimacij
operatorjev na Hilbertovem prostoru je znana naslednja trditev [1, str. 136]:
Ce obstaja kak tranzitiven operator na prostoru s, potem je zaprtje mnozice

vseh tranzitivnih operatorjev enako mmnozici {1/ + N: 1 e ©, N eNil(#)}. Ce
torej obstaja kak tranzitiven operator, potem jih obstaja mnogo.
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NOVE KNIJIGE

LA SALLE, J. P., The stability and control of discrete processes, New York,
Springer Verlag 1986. 150 str. — (Applied mathematical science; 62)

Zadnje delo profesorja La Salla je postumno pripravil eden njegovih ucen-
cev Kenneth R. Meyer. Glavna tema tega dela so diskretni dinamicni sistemi,
to so sistemi diferen¢nih enacb, ki pa v splo$nem lahko vsebujejo Se proste
parametre, s katerimi sistem upravljamo oziroma vodimo. Poleg upravlji-
vosti takih sistemov se avtor $e najbolj posvefa problemom njihove stabil-
nosti. Delo je napisano na dokaj elementarnem nivoju, tako da je razumljivo
Sirokemu krogu matematikov, v njem pa bo tudi raziskovalno usmerjeni
uporabni matematik lahko na3el kaj novega.

MatjaZ Omladic

HIJAB, O., Stabilization of control systems, New York, Springer Verlag 1987.
129 str. — (Applications of mathematics; 20)

Problemi upravljanja ali stabiliziranja sistemov diferencialnih enacb so
ena glavnih tem teorije sistemov. Kadar pa dovoljujemo tudi stohasti¢ne
vplive na te sisteme, postanejo tovrstni problemi navadno Se tezji; v tem
primeru jih zdruZujemo pod nekoliko ohlapnim naslovom »stohasti¢no uprav-
ljanje«. Problemi pa se nekoliko poenostavijo, ¢e so sistemi linearni, zato
ni ¢udno, da ima linearna teorija sistemov ¢astno mesto v deterministicnem
in je celo $e bolj pomembna v stohasticnem primeru.

Pri¢ujole delo se loteva enega preprostejSih problemov linearnega stoha-
sti¢nega sistema diferencialnih enacb s predpisanim kriterijskim funkciona-
lom. Napisano je na podiplomskem nivoju in predpostavlja dokaj Siroko
znanje analize, pa tudi nekaj znanja iz teorije verjetnosti. Nekatera podrob-
nej$a orozja iz teorije sistemov in teorije slu€ajnih procesov izpelje avtor
sam, tako da je delo zakljucena celota.

MatjaZ Omladic

Obzornik mat. fiz. 34 (1987) 4/5 113



TODOROV, I. T., Conformal Description of Spinning Particles, Trieste Notes
in Physics, Springer Verlag, Berlin 1986, 74 str.

Knjiga obravnava tvistorski radun fizikalnih koli¢in za delce in polja
s spinom.

V teoriji tvistorjev tocke prostora ¢asa niso primarni geometrijski objekti,
temveC sekundarni, izpeljani. Primarni objekti so premice na plas¢ih svetlob-
nih stoZcev v prostoru Minkowskega M, t.i. svetlobni Zarki. S takimi nelo-
kalnimi objekti ni lahko racunati, zato je bil vpeljan projicirani tvistorski
prostor PPT (= CP3). Tocke v FPT ustrezajo svetlobnim Zarkom v kompakti-
ficiranem prostoru Minkowskega M' (= St X S3%), tokam v M' pa ustrezajo
kroznice v B*T. Ena od lastnosti prehoda iz M'v PT, presenetljiva zaradi nje-
gove nelokalnosti, je, da je reSitve fizikalno zanimivih, v M lokalnih diferen-
cialnih enacb za polja z nicelno mirovno maso mogoce izraziti v PPT s pre
prostimi krivuljnimi integrali.

Knjiga vpelje tvistorje s stali§¢a konformnih transformacij prostora Min-
kowskega. Ker ta prostor ni najbolj primeren za nosSenje konformnih trans-
formacij, saj so med njimi tudi singularne, vsaki konformni transformaciji
priredi linearno transformacijo O(4,2) v [Ré. Grupa ortohronih konformnih
transformacij C* (3,1) ima krovno grupo Ot (4,2), ki je unija dveh od Stirih
enostavno povezanih komponent grupe O(4,2). Tej krovni grupi prirejena
algebra so(4,2) je izomorfna algebri su(2,2). Tvistorji so ena od dveh vernih
nerazcepnih upodobitev najniZjega reda te algebre. Tvistorski prostor, ki nosi
to upodobitev, ima kot mnogoterost $tiri izomorfne razrede podmnogoterosti.
Te imajo glede na konformne transformacije lastnosti, kakrsne imajo fazni
prostori naslednjih fizikalnih sistemov: 1) klasi¢ni delec z maso ni¢ in spinom
s, 2) brezspinski konformni delec s pozitivnho energijo (konformni delec po-
meni, da vrednost masnega operatorja ni fiksna), 3) delec s spinom s in pozi-
tivno energijo, 4) konformni delec s spremenljivim spinom. Vsa razprava te-
melji na izreku, ki v knjigi ni dokazan, da eksistira enoli¢na korespondenca
med unitarnimi upodobitvami Liejeve grupe in njenimi orbitami v prostoru,
dualnem k Liejevi algebri, pridruzeni tej grupi. Na koncu knjiga obravnava
kvantizacijo brezmasnih polj v tvistorski sliki na primeru elektromagnetnega
in nevtrinskega polja.

Knjiga pokaze, da je mogocle spinsko naravo delcev in polj enostavno
kodirati v tvistorskem prostoru, vendar daje, po mojem mnenju, kljub celemu
razdelku vodi¢a po literaturi o drugih uspe$nih uporabah tvistorjev, dokaj
ozek, ¢e ne celo pristranski pogled na teorijo, ki je omogocila med drugim
dokazati pozitivnost Bondijeve mase v splo$ni teoriji relativnosti in konstru-
irati vse instantonske resitve klasi¢nih Yang-Millsovih enacb.
’ MatjaZ Poljsak
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GRAVITACIJSKI ZAKON JE STAR TRISTO LET —
ALI SE VELJA?

JANEZ STRNAD
PACS 04.90.+e

Ob tristoletnici Newtonovih Principov opiSe prispevek domnevo, da gravitacijski
zakon ne velja natancno.

THE GRAVITATIONAL LAW IS 300 YEARS OLD — IS IT STILL VALID?

On the occasion of the 300th anniversary of Newton’s Principia the hypothesis
is described that the gravitational law is not valid exactly.

Leta 1687 je izSla knjiga Isaaca Newtona Principia mathematica philo-
sophiae naturalis z osnovami klasi¢ne mehanike kot prve uspes$ne fizikalne
teorije. V uvodu je Newton navedel tri osnovne zakone mehanike in v tretjem
delu gravitacijski zakon. Slednji trdi, da drobni telesi delujeta drugo na drugo
s privlacno silo, ki je sorazmerna z maso prvega telesa in maso drugega in
obratno sorazmerna s kvadratom njune razdalje. Z njim je pojasnil Keplerjev
priblizek za gibanje planetov okoli Sonca, gibanje Lune okoli Zemlje, plimo
ter nutacijo in precesijo zemeljske osi, torej domala vse tedaj znane pojave
v Osoncju.

V gravitacijskem zakonu nastopa ista masa kot v drugem Newtonovem
zakonu. Prva, gravitacijska masa meri odziv telesa na drugo telo, a druga,
vztrajnostna masa to, kako se telo upira pospesevanju. Tej ugotovitvi pravimo
ekvivalentnost gravitacijske in vztrajnostne mase. Newton jo je utemeljil
z merjenjem frekvence enako dolgih nitnih nihal z uteZmi iz razlicnih snovi.
V izrazu za frekvenco nitnega nihala nastopa namre¢ kvocient gravitacijske
in vztrajnostne mase m,/m,. Kolikor je frekvenca nihala neodvisna od snovi,
je neodvisen od snovi kvocient obeh mas. Relativno natan¢nost, s katero mer-
jenja zagotavljajo, da sta obe masi ekvivalentni, izrazimo kot § = (myp/me —
— Mgy /M) /s (Mgg/Mayg + Mgy/my). Pri tem zadeva indeks 2 drugo telo in in-
deks 1 prvo.

...Enakost ¢asa lahko z veliko natan¢nostjo ugotovimo z nihaloma. Posku-
sil sem z zlatom, s srebrom, svincem, steklom, kuhinjsko soljo, z lesom, vodo
in s p3enico. Priskrbel sem si leseni $katli, okrogli in enaki. Eno sem napolnil
z lesom in dal enako teZzo zlata (tako natan¢no, kot sem mogel) v sredisce
druge. Skatli sta viseli na enakih nitih, dolgih 11 seznjev, in sta tvorili par nihal,
popolnoma enakih po teZi in obliki in enako podvrZenih uporu zraka. Dal sem
eno k drugemu in ju opazoval, kako sta se gibali skupaj sem in tja, dolgo,
z enakimi nihaji. In zato je koli¢ina snovi zlata bila proti koli¢ini snovi lesa
v enakem razmerju kot delovanje gibalne sile (ali vis motrix) na vse zlato proti
delovanju te sile na ves les, to je kot teZa enega proti tezi drugega. In enako
se je primerilo tudi z drugimi telesi.

Sir Isaac Newton, The Mathematical Principles of Natural
Philosophy, Translated into English by Andrew Motte 1729,
Proposition VI, Theorem VI, Dawsons of Pall Mall, London
1968, Vol. 2, str. 220.

Newton je dosegel relativno natanénost 10-3. F. W. Bessel jo je pri enakih
poskusih na zadetku prej$njega stoletja izbolj$al na 10-5. Na zacetku naSega
stoletja je R. E6tvos s sodelavcema dosegel 10-8. Izkoristili so dejstvo, da je
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na vrteci se Zemlji teZa sorazmerna z gravitacijsko, centrifugalna sila pa z
vztrajnostno maso. Na kraji$¢i enakoro¢nega vzvoda so pritrdili enako tezki
telesi iz razli¢nih snovi in obesili vzvod na torzijsko nitko, tako da je kazal
v smeri vzhod-zahod. Dolo¢ali so ravnovesno lego vzvoda glede na ogrodje.
Nato so ogrodje zasukali za 180° okoli navpi¢ne osi in znova doloéili ravno-
vesno lego. Ugotavljali so zasuk ene ravnovesne lege glede na ogrodje proti
drugi. Najmanj$i zasuk, ki bi ga pri merjenju $e lahko spregledali, je dal
zgornjo mejo za navor, ki bi izviral iz razli¢nega kvocienta gravitacijske in
vztrajnostne mase za obe telesi, in — v naslednjem koraku — natanénost §.

Leta 1964 so R. H. Dicke in sodelavca namesto gravitacijske sile Zemlje
izkoristili gravitacijsko silo Sonca. Druga je sicer precej manj$a kot prva,
a morebitni dodatni navor bi se pojavljal zaradi vrtenja Zemlje s periodo
24 ur. Zato trikotniSkega ogrodja na torzijski nitki z dvema aluminijevima
in eno zlato utezjo v ogli§¢ih ni bilo treba vrteti. Samo z obé&utljivo elektron-
sko napravo so zasledovali njegovo ravnovesno lego. Tako so dosegli natané-
nost okoli 10—, Naposled sta V. B. Braginskij in V. I. Panov leta 1971 izbolj-
Sala natanénost § na 10-12. Merila sta podobno kot Dicke in sodelavca, le da
nista zasledovala ravnovesne lege, ampak sta v nihanju torzijskega nihala
s Stirimi aluminijevimi in $tirimi platinovimi uteZzmi ugotavljala sinusno se-
stavino s periodo 24 ur.

Gravitacijske konstante G, splo$nega sorazmernostnega koeficienta v gra-
vitacijskem zakonu, I. Newton ni izmeril. S precej$njo mero srede pa bi bil
lahko v Principih dolocil njeno vrednost. Za povpre¢no gostoto Zemlje je
namre¢ uganil pet do Sestkrat ve¢ od gostote vode. Gravitacijsko konstanto
bi bil lahko izracunal iz enacbe G = gy r¢*/my = gy 14%/(0 . 4 73/3) = 3go/4m o 1o,
v kateri je gy tezni pospeSek na povr$ju Zemlje, 1, njena masa, r, radij in o
povpre¢na gostota. Srednja vrednost gravitacijske konstante za obe gostoti,
6,7 .10-11 Nm2/kg?, leZi presenetljivo blizu dana$nje vrednosti.

Prvi je izmeril gravitacijsko konstanto Henry Cavendish $ele leta 1798,
tako da je s torzijsko tehtnico dolo¢il gravitacijsko silo med laboratorijskima
telesoma. Pozneje so jo drugi merili natanéneje [1], a e dandanes je gravi-
tacijska konstanta ena izmed najmanj natanéno dologenih splo$nih konstant.
Nazadnje sta jo premerila G. G. Luther in W. R. Towler s prilagojenim Ca-
vendishovim nacinom. Drobno volframovo prefko z uteZema na krajiscih
s skupno maso 7 gramov sta v vakuumu obesila na tanko kremenovo nitko
in merila nihajni ¢as (okoli 6 minut) torzijskega nihala. Nato sta dala v bli-
Zino dve desetkilogramski volframovi krogli in ponovno izmerila nihajni ¢&as,
ki je bil za nekaj odstotkov spremenjen. Tako sta dobila naposled za gravi-
tacijsko konstanto (6,6726 + 0,0005) . 10-1* Nm2/kg? [2].

Na opisani nacin doloéijo gravitacijsko konstanto v laboratoriju pri raz
dalji teles z velikostno stopnjo deset centimetrov. Merijo pa jo tudi pri veéjih
razdaljah — pri tako imenovanih geofizikalnih poskusih. V notranjosti homo-
gene krogelne lupine na telo ne deluje gravitacijska sila. Iz tega izhaja, da je
teza telesa z maso m v razdalji r od sredi§éa Zemlje m g = G m m(r)/r2, &e je
m gy = G mmy/r® teZa tega telesa na zemeljskem povrsju. Pri tem je m(r)
masa v Zemlji v notranjosti krogle z radijem r. Prvo ena¢bo od$tejemo od
druge in izradunamo gravitacijsko konstanto

G = (r2go— 12 g)/4m ro2(ro— 1) o
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V imenovalcu nastopa masa krogelne plasti ny— m(r) z debelino r,—r. Ce
izmerimo teZni pospesek g v globini 7, — 7, lahko z znano povpreéno gostoto 0
na povrsju Zemlje dolo¢imo gravitacijsko konstanto. Pri natanénej$em mer-
jenju moramo upostevati $e vpliv centrifugalnega pospeska, ki je odvisen
od geografske Sirine in ki zmanjSa vrednost teZnega pospe$ka. Geofizikalna
merjenja v rudnikih ali pod vodo so manj natan¢na od laboratorijskih mer-
jenj, a precej nedvoumno dajo veljo gravitacijsko konstanto. F. D. Stacey
in sodelavci so na primer merili v globini od 0 do 950 metrov v navpi¢nem
jasku rudnika in dobili za gravitacijsko konstanto (6,71 + 0,13) . 10-11 Nm2/kg?
[3]. Kot povprecje ez ve¢ geofizikalnih merjenj pa navajajo (6,734 + 0,002) .
.10-1t Nm?/kg? [4], [5]. Pri tem se laboratorijsko in geofizikalno izmerjena
gravitacijska konstanta razlikujeta za ve¢ kot tri efektivne odmike. Mogode
se je postaviti na stalid¢e, da so pa¢ geofizikalna merjenja po naravi manj
natan¢na in obremenjena s sistemati¢no napako ter se ne ozirati nanje. Mo-
goce pa jih je sprejeti in posku$ati ugotoviti, kaj se za njimi skriva.

Ob nadrtovanju raziskovalnega dela fizik zavedno ali podzavestno razmislja
o njegovi pomembnosti. Delo, ki bo zelo verjetno uspelo, bo prineslo v fiziko
malo vznemirjenja in raziskovalcu malo slave. Delo, ki po splonem mmnenju
verjetno ne bo uspelo, pa uspe, prinese v fiziko veliko vznemirjenja in razisko-
valcu veliko slave. Nekateri priredijo verjetnosti za uspeh in vznemirljivosti
Stevilska koeficienta in trdijo, da njun produkt pove nekaj o tem, ali se kaze
dela lotiti ali ne. V obeh navedenih primerih je odgovor pritrdilen, le da v dru-
gem primeru raziskovalec veliko ved tvega. Slaven postane raziskovalec, ki
tvega, da bo delal zaman, pa uspe. Prav uspehi pri delih, za katera se spo&etka
zdi, da ne bodo uspela, poganjajo razvoj fizike. Seveda jih od velikega $tevila
takih raziskovanj le malo uspe. Za zglede nismo v zadregi: odkritje T. D. Leeja
in C. N. Yanga, da se parnost pri $ibki interakciji ne ohrani, odkritje R.
Mossbauerja o brezodrivnem sevanju fotonov itd.

Razmi$ljanje naj rabi kot izgovor, zakaj se zanimamo za domnevo, da
Newtonov gravitacijski zakon ne velja natanéno v znani obliki. Takih domnev
je bilo Ze veliko — tudi pri Coulombovem zakonu [6] — a nobena doslej ni
rodila uspeha. Morda bo tudi ta kmalu pozabljena. Ce pa bi jo potrdili, bi to
imelo daljnosezne posledice. Fizikalno javnost je Ze doslej precej vznemirila.

E. Fischbach, D. Sudarsky, A. Szafer, C. Talmadge in S. H. Aronson so
poskusili pojasniti geofizikalno izmerjeno gravitacijsko konstanto s »peto
silo« — poleg gravitacije, elektromagnetne, mo¢ne in $ibke sile [7]. Njen doseg
I naj bi meril okoli 200 metrov, tako da bi imel delec njenega polja — hiper-
foton — lastno energijo okoli m ¢ = f ¢/l = 10-? €V. Napoved izhaja iz Hei-
senbergove neenacbe. Vanjo vstavimo za nedolodenost koordinate doseg I in
za nedolocenost gibalne koli¢ine m c. Stati¢ni potencial je v tem primeru
sorazmeren z e"/r. Tako ustreza popravljenemu gravitacijskemu zakonu
potencial

V(r) = — Gy my mg/r — G’ By By e~"lfr = — (Gy my m/r) (1 + g e-rh)
V njem je G, gravitacijska konstanta pri razdaljah, ki so velike v primeru
z dosegom I. Geofizikalna merjenja dopuséajo oceni ¢ = — (7,2 + 3,6) . 10-3 in
I = (200 + 50) m in kaZejo da je »peta sila« odbojna. V nasprotju z gravita-

cijo, za katero je odlo¢ilna masa, naj bi bilo za »peto silo« odlo¢ilno barionsko
Stevilo B. Pri ¢udnih delcih moramo namesto njega upo$tevati hipernaboj.
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Popravljeni gravitacijski zakon naj bi prisel do veljave $e pri nevtralnih
kaonih K¢ in K° pri visoki energiji, pri katerih dobijo nekatere nenavadne
merske izide. Pokazal naj bi se pri primerjavi teZznega pospe$ka na Zemlji in
v viSini, v kateri se gibljejo umetni sateliti, in pri E6tvosovih poskusih. Na
merjenja Dickeja in sodelavcev ter Braginskega in Panova pa ne bi vplival,
ker je pri gravitacijski sili Sonca na Zemlji razdalja mnogo vecja od dosega
nove sile.

Pri teZznem pospeSku na povr$ju Zemlje bi bilo treba upoStevati manjso
gravitacijsko silo bliznjih plasti. Nekoliko dalj$i ratun da za homogeno Zem-
ljo relativno razliko teZnega pospeska za dve telesi

0g/go = % (I/ro) (G'/Go my?) (B1/uy — Bs/us)

Pri tem je mpy masa vodikovega atoma in y masa telesa, merjena z maso
vodikovega atoma.

E. Fischbach in sodelavci so obdelovali E6tvosova merjenja in — po last-
nem mnenju — nasli potrditve za svojo domnevo (Sl. 1). Znano je, da ta mer-
jenja niso tako natanc¢na, kakor so zagotavljali njihovi avtorji. Majhni odmiki,
ki jih kaZejo, naj bi potrjevali domnevo, da je vpleteno barionsko $tevilo. To
Stevilo se ujema s Stevilom nukleonov, to je protonov in nevtronov, v jedrih.
Vezavna energija jedra, preratunana na nuklen, je po absolutni vrednosti
najveéja pri Zelezu. Na zaletku in na koncu periodne preglednice pa je manj-
$a. Zato je razmerje B/u nekoliko vecje za Zelezo kot za elemente na zacetku
in na koncu preglednice.
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Sl. 1. Diagram E. Fischbacha in sodelav-
cev [7]1 z merjenji R.EoGtvésa in sode-
lavcev. Na navpicno os je nanesena z
108 pomnozena relativna razlika §g/go za
pare teles iz razli¢nih snovi na osnovi
Eo6tvosovih merjenj, na vodoravno os pa
z 10° pomnoZena razlika ustreznih raz-
merij B/u. Premica kaze teorijsko napo-
ved po navedeni enacbi. Merski podatki
dokaj preprié¢ljivo leZijo na premici
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S1.2. Diagram P.T. Keyserja in sode-
lavcev [16] z vsemi merskimi podatki
R. E6tvosa in sodelavcev in J. Rennerja.
Primerjaj s sl. 1, ki je narisana na enak
nacin. Merski podatki se znatno slabse
ujemajo s teorijsko napovedjo



Ze prej je kdaj pa kdaj kdo podvomil v gravitacijski zakon. Pred desetimi
leti je na primer D. R. Long izmeril gravitacijsko silo med 50-gramsko kroglico
in skoraj Sestkilogramskim bakrenim obrofem z notranjim radijem 21,6 cm
ter kroglico in kilogramskim tantalovim obro¢em z notranjim radijem 2,8 cm.
Gravitacijska konstanta naj bi se v obeh primerih razlikovala [8].

Vendar Longovih ugotovitev niso mogli potrditi. V.I. Panov in V. N. Fron-
tov sta merila spremembo frekvence su¢nega nihala, ko sta mu priblizala
60-kilogramsko telo v razdaljo 3 m in 600-kilogramsko telo v razdaljo 10 m [9].
R. Spero in sodelavci so preverili gravitacijski zakon na razdalji od 2 do 5 cm.
Merili so gravitacijsko silo votlega desetkilogramskega jeklenega valja na
20-gramski bakreni valj, ki so ga premikali po osi v notranjosti votlega valja.
Za ¢ so doloc¢ili na obmodju od 1cm do 1 m zgornjo mejo od 10-2 do 10-2
[10]. Y. Ogawa in sodelavca so merili na razdalji od 2,6 do 10,7 m. Kvazista-
ticno gravitacijsko polje jeklenega kvadra z maso 401 kg, ki se je vrtel s frek-
venco 30,4 s—1, so otipali z gravitacijsko anteno. Pri razdalji okoli 1 m so po-
stavili za ¢ mejo okoli 10-2 [11]. H.A. Chan in sodelavca sta z obcutljivim
superprevodnim merilnikom otipali gravitacijsko polje 1600-kilogramskega
svinéenega nihala v razdalji okoli 2,3 m in dolodila njegov gradient. Za ¢ so
dobili podobno mejo [12].

D.R. Mikkelsen in M.J. Newman sta zbrala podatke o morebitnem spre-
minjanju gravitacijske konstante na razdalji od 103 do 108 km. UpoS$tevala sta
gibanje planetov Merkurja in Marsa in asteroida Ikara, gibanje vesoljskih
sond mimo planetov in tezo na Luni. Pri razdalji okoli 10¢ km sta postavila
za o zgornjo mejo 10-3 [13]. C. Riveros in H. Vucetich sta obdelala podatke za
odklon elektromagnetnega valovanja pri prehodu mimo Sonca, ki ga napove
splo$na teorija relativnosti. Na razdaljah od 7.108 do 10! km sta tako dobila
za ¢ zgornjo mejo okoli 102 [14].

Clanek E.Fischbacha in sodelavcev je izzval veliko ugovorov. Voda ima
razmerje B/u manj$e kakor baker, zato jo Zemlja manj odbija. Po Fischbachu
ima tedaj voda veljo efektivno gravitacijsko maso kot baker. Toda iz E&6tvo-
sovih merjenj izhaja nasprotno, da pada voda za malenkost pocasneje kot
baker. Ce imajo prav E.Fischbach in sodelavci, obstaja dodatna Sibka pri-
vlaéna — ne odbojna — sila, sorazmerna z barionskim $tevilom. Vendar to
nasprotuje geofizikalnim merjenjem [15].

E. Fischbachu in sodelavcem ocitajo, da niso upoS$tevali niti vseh Eo6tvo-
sovih rezultatov niti merjenj J. Rennerja iz leta 1935. Vsa dosegljiva merjenja
pa nikakor ne potrjujejo domneve o »peti sili« tako jasno (Sl.2) [16]. E. Fisch-
bach in sodelavci se sicer branijo, a ne morejo prepricljivo zavrniti obeh
ocitkov [17].

Opozorili so tudi na Kreuzerjeva merjenja [18], ki komaj dopuséajo Fisch-
bachovo vrednost za ¢. Predlagajo, da bi ponovili E6tviosov poskus na sredi
navpi¢ne skalne stene. Tako bi lahko dokaj prepri¢ljivo potrdili ali zavrnili
domnevo [19] — [21], [22].

L. B. Kreuzer je meril nihajoci gravitacijski navor na precko z uteZema
na torzijski nitki. Navor je povzrocil tako, da je v valju s kapljevino vzpored-
no s pre¢ko pocasi nihal utez. Kot kapljevino je uporabil meSanico spojin
s 749/ broma po masi in za utez teflon s 769/ fluora. Kapljevina in utez
sta se po gostoti malo razlikovali. Ker sta imeli razli¢na temperaturna
koeficienta prostorninskega raztezka, je bilo mogoce s segrevanjem spremi-
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njati razliko gostot. Ugotovil je, da torzijska tehtnica ni zaznala gravitacij-
skega polja nihajofe utezi prav pri temperaturi, pri kateri sta se izenacili
gostoti kapljevine in uteZi. Po njegovem mmnenju je izid potrdil ekvivalent-
nost pasivne in aktivne gravitacijske mase z relativnho natan¢nostjo 5.10-5.
Dotlej so poskusi zagotavljali to s slabSo natancostjo 10-3.

Aktivna je gravitacijska masa, ki povzroca gravitacijsko polje, pasivna pa
tista, ki se nanj odzove. V zakonu za gravitacijsko silo drugega telesa na prvo
telo F = my g = G my mp/r? je my pasivna, ms pa aktivna gravitacijska masa.
Medtem so z opazovanjem Lune izboljsali natan¢nost, s katero je mogoce
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SI.3. Odvisnost z merjenji dolo¢ene zgornje meje za koeficient a v popravljenem
gravitacijskem zakonu od dosega ! [25]. Podatke za majhen doseg so dobili s tehta-
njem gravitacijske sile med laboratorijskima telesoma (C), za srednji doseg z geo-
fizikalnimi merjenji (G), za $e vedji doseg z merjenji z umetnim satelitom LAGEOS
glede na Zemljo (ZL) in glede na Luno (LL), z merjenjem vrtenja Merkurjevega
perihelija (M) in merjenjem Braginskega in Panova (B). S ¢rtkami so nakazani
v diagramu za negativni koeficient a (spodaj) izidi geofizikalnih merjenj in v dia-
gramu za pozitivni koeficient a popravljeni E6tvGsovi izidi (zgoraj)

120



trditi, da sta pasivna in aktivna gravitacijska masa ekvivalentni, na 4 .10-2
[23]. Kreuzerjevi poskusi opozarjajo, da bi isti merski izid pojasnili, ¢e ne bi
bili ekvivalentni vztrajnostna in pasivna gravitacijska masa ali aktivna in pa-
sivna gravitacijska masa. V gravitacijskem zakonu je namre¢ mogole majhne
odmike prirediti vsakemu od treh faktorjev G, my ali .

Na enajsti mednarodni konferenci o splo$ni relativnosti in gravitaciji julija
1986 v Stockholu sta porocala tudi E. Fischbach in F. Stacey. Fischbach je na-
vedel Se nekaj novih ugotovitev o E&tvosovih merjenjih, do katerih so se
dokopali, ko so upostevali sestavo uporabljenih teles in bliZino nekaterih
stavb. Nekateri udeleZenci so za dva dni podalj$ali konferenco, da bi se po-
drobneje pogovorili o poskusih, ki bi jih kazalo narediti [24].

NavduSenje zagovornikov pete sile je nekoliko ohladil A. de Rujula, ki je
preprican, da geofizikalnih merjenj in Eo6tvosovih merjenj ni mogode pojas-
niti na enaki osnovi [25]. Najprej je opozoril na to, da bi moral biti koeficient
« odvisen od snovi in da je neodvisen koeficient lahko le priblizek. Po njego-
vem mnenju bi bilo mogoce pojasniti geofizikalna merjenja z dodatno odbojno
silo s koeficientom ¢ okoli — 0,007 na obmo¢ju ! med 1 metrom in okoli 500
metri. Napaka pri merjenju pa je precej$nja in doloda koeficient ¢ le med
— 0,004 in — 0,011. Dodatna sila z dosegom, precej manj$im od radija Zemlje,
na idealnem ravnem ozemlju sploh ne bi prizadela izida E&tvosovih posku-
sov. Nanje pa bi vplivala sila z mnogo vecjim dosegom. Popravljene izide
R. E6tvosa in sodelavcev bi bilo mogoce pojasniti le s privla¢no silo s koefi-
cientom ¢ = 5,6 . 10~% na obmocju ! okoli 4 .10°m (SI. 3). Popravki so prepro-
sto odvisni od razlik barionskega $tevila (Sl 1), ne pa od razlik vrstnega $te-
vila. Ze R. H. Dicke je opozoril, da je kvocient B/u za nekatere od Edtvésovih
snovi pribliZzno sorazmeren z obratno vrednostjo gostote. Zaradi tega bi od-
mike utegnil povzroditi temperaturni gradient v telesih z razli¢no gostoto. Ker
je sila pivla¢na, delec njenega polja ne more imeti spina 1, tak delec polja
posreduje lahko le odbojno silo med enakima delcema. Tak delec z lastno
energijo 5.10-17eV bi lahko pojasnil, zakaj proton ne razpade z razpadnim
¢asom, ki ga napoveduje najpreprostej$a inalica velike enotne teorije. Toda
delec s spinom 0 ali 2, ki posreduje privla¢no silo, nima te lastnosti.

S.Y.Chu in R.H.Dicke sta podrobneje raziskala moznost, da je Eotvo-
sova merjenja motilo naras¢anje temperature v vodoravni smeri [26]. To naj
bi povzrodilo zelo rahel veter. Ker valjasti utezi nista imeli enakega osnega
preseka, je nanju deloval v toku zraka razli¢en upor. Tako naj bi nastal zelo
majhen dodatni navor, ki naj bi bil sorazmeren z razliko osnih pesekov. Pri
enakem premeru utezi bi bil dodatni navor sorazmeren z razliko obratnih
vrednosti gostote utezi. Tako so razmeroma dobro pojasnili EGtvosove merske
izide, na katerih so osnovali svojo zamisel Fischbah in sodelavci [7] (SI. 1).
V resnici so Ze oni pomislili na to moznost, a so jo zavrgli.

V odzivu na Chujevo in Dickejevo pripombo so priznali, da gre »za edini
resni ugovor« njihovi zamisli [27]. Vendar so ob tem omenili njegovo slabost.
Tezko je pojasniti, da je ves Cas zelo dolgotrajnih merjenj temperatura v sobi,
kjer so merili, narascala v isti smeri.

Tako vidimo, da tecejo ob tristoletnici Newtonovega grav1tacuskega za-
kona Zivahne razprave o veljavnosti zakona. Prav nenehno preverjanje osnov-
nih zakonov je znacilno za fiziko. Za zdaj so namigi o tem, da zakon v znani
obliki ne velja natancno, Se megleni. Vendar ne smemo pozabiti, da se razli-
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kujeta laboratorijsko in geofizikalno izmerjena gravitacijska konstanta, da je
ve¢ nejasnosti pri Eotvosovih poskusih in da so opazili nekaj nenavadnih
merskih izidov pri poskusih z nevtralnimi kaoni. Taka nere§ena vpra$anja so
Ze vec¢krat pognala fiziko za korak naprej, ¢eprav ne vedno v predvideni smeri.
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UTRINEK

KAKO DOSEZETE, DA POSTANE FIZIKA SAMOUNICEVALNA?

Pravila za univerzitetnega ucitelja fizike:

1. Dajte vedeti $tudentom, da je samo osnovno raziskovanje upoStevanja
vredna dejavnost.

2. Posmehujte se industrijskemu ali uporabnemu delu.
3. Posmehujte se izobraZevalnim tecajem.
4. Uporabljajte samo najbolj elegantno matematiko, ko razlagate karkoli.

5. Uporabljajte najzahtevnejSe strokovno izrazje in si za vsak poseben
primer izmislite novo besedo.

6. Izogibajte se onesnazenju s srednjesSolsko fiziko, a pritoZzujte se nad
nezmoznostjo srednjeSolskih uditeljev.

Pravila za srednjeSolskega uditelja:

1. Nehajte poudevati fiziko: ve¢ lahko zasluzite kot ravnatelj ali vodja
bifeja.

2. Bodite kar se da zahtevni, nazadnje ste tukaj zato, da izberete naj-
boljse.

3. Nikdar ne priznajte, da ¢esa v fiziki ne razumete.

4. Nikdar ne dovolite ucencem, da bi uporabili laboratorijsko opremo; le
polomili jo bodo.

5. Posmehujte se dekletom, ki se ukvarjajo s fiziko.

6. Izogibajte se tega, da bi pokazali, kako je mogoce fiziko uporabiti. Kar
ucenci potrebujejo, je teorija, da bodo naredili izpit na univerzi, ko bodo
prisli tja.

Iz GIREP Newsletter za junij 1986 prevedel Janez Strnad

VABILO

Na osnovi Pravil o podeljevanju priznanja uciteljem matematike, fi-
zike in astronomije za delo z mladimi (Obzornik mat. fiz. 21 (1974) 160),
vabimo podruznice DMFA in aktive matematikov in fizikov na $olah, da
do 15. septembra 1987 predlagajo kandidate. Kandidati morajo biti ¢lani
dru$tva. Predloge z utemeljitvami po§ljite na naslov: DMFA SRS, Komi-
sija za pedago$ko dejavnost, 61111 Ljubljana, Jadranska 19, p.p. 64.

Milena KoZar
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NOVE KNIJIGE

Oscillation theory, computation, and methods of compensated compactness.
Ed. C. Dafermos et all. The IMA volumes in mathematics and its applications,
vol. 2. Springer Verlag, New York 1986. 395 + X str.

Knjiga je zbirka predavanj z delovne konference o mehaniki kontinuov in
parcialnih diferencialnih ena¢bah. Predmet obravnave so nelinearni hiperbo-
li¢ni sistemi parcialnih diferencialnih enacb, ki izvirajo iz ohranitvenih zako-
nov fizike. Primeri takih sistemov so enacbe gibanja tekocin, enacbe elasto-
mehanike, nelinearna Schrodingerjeva enacba, ena¢be poteka kemi¢nih reakcij,
strjevanja snovi iz raztopin itd. Mnogi problemi s tega podrodja so v uporabi
zelo zanimivi, npr. §tudij turbulence v tekoclinah, potek detonacije v elasti¢ni
snovi itd. Opisano podrocje je matemati¢no zelo zahtevno in o vedenju resitev
takih parcialnih diferencialnih enacb vemo sila malo. Konferenca je obrav-
navala predvsem naslednje aspekte podrocja: 1. Ideje za dokaze eksistence
reSitve nelinearnih hiperboli¢nih sistemov, $tudij pojavov kot neenoli¢nost
resitve, pojav nezveznosti v re§itvi, nestabilnost resitve. 2. Razvijanje perturba-
cijskih metod za izra¢un analitiénih aproksimacij k resSitvam, teorija nelinear-
nih oscilacij. 3. Uporaba metode »kompenzirane kompaktnosti« pri Studiju
pogostega in pomembnega problema: naj bo f(u, u,, u;) = ey, nelinearna par-
cialna enacba, kjer je ¢ majhen parameter (npr. viskoznost tekoline). Pri
kak$nih pogojih in v kakS$nem smislu konvergirajo reSitve u,(x, f) te enacbe
k resitvi enacbe f(u, uy, uy) = 0 ? 4. Numeri¢no reSevanje zgornjih enacb. Raz-
vijanje diferen¢nih shem, s katerimi prevedemo reSevanje parcialne diferen-
cialne enalbe na reSevanje diferen¢nih enacb. Moznost uporabe teoreti¢nih
izsledkov pri $tudiju stabilnosti diferen¢nih shem in pri zelo teZkem problemu
konvergence izratunanih pribliZkov k re$itvi parcialne diferencialne enacbe.
Studij lastnosti re$itev na osnovi numeri¢nih poskusov.

Avtorji prispevkov so specialisti na tem podrocju, porocali so o svojih naj-
novej$ih odkritjih. Zato je razumljivo, da je branje knjige matemati¢no zah-
tevno. Anton Suhadolc

JAVOR P., Matemati¢ka Analiza. Zbirka zadataka, Skolska knjiga, Zagreb 1986.

Knjiga predstavlja $e en poseg na podroéje osnov klasi¢ne analize. Treba
je takoj priznati, da je v pri¢ujoéi knjigi najti izvirnosti, kar glede na mno-
Zico obstojefih ucbenikov s tega podrocdja ni trivialno. Kot zbirka nalog ne
preseneca z njihovo zanimivostjo ali teZavnostjo, tudi $tevilo je prej skromno
kot ne. Knjiga daje vtis premisljenega izbora nalog, ki so uglasene predvsem
na razumevanje definicij in izrekov, kar tudi ni pravilo na tem podrocju.
Poglavja dovolj natan¢no obravnavajo snov od osnovnih pojmov o $tevilih
pa tja do uporabe dolo¢enega integrala. Skoraj polovica vsakega poglavja
je namenjena ponovitvi osnovnih pojmov, definicij in izrekov (véasih tudi
primerom). Drugi del poglavja sestavljajo naloge. Vsaki nalogi sledi reSitev
z bolj ali manj sugestivnim namigom.

Splosni vtis: Knjiga je nekakSen (uspel) kompromis med uébenikom, zbirko
vaj in priro¢nikom. Kot taka je lahko koristna tako boljSim srednje$olcem
kot tudi vsem Studentom, ki se kakorkoli sre¢ajo z matematiko. Tezko pa bi
natancneje opredelil, za koga je bila zbirka pisana. Temu se je izognil tudi
avtor, ki niti z besedo ne omenja, komu knjigo namenja. Damjan Kobal
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O BREWSTROVEM ZAKONU

PETER GOSAR
PACS 42.10 Fa

Predstavljena je nenavadna izpeljava Brewstrovega zakona.

ON BREWSTER'S LAW
An unusual derivation of Brewster’s law is presented.

V Obzorniku za matematiko in fiziko 33 (1986) 175—181 je J. Strnad pri-
ob¢il zanimiv ¢lanek o nazornih razlagah Brewstrovega pojava. Clanek me je
vzpodbudil k iskanju $e drugaénih nazornih izpeljav Brewstrove enacbe.
Morda se bo nasel bralec, ki se mu bo zdela pou¢na in privla¢na naslednja
izpeljava.

Na ravno mejo med dvema dielektri¢nima obmocjema, ki ju bomo oznace-
vali z 1 in 2, pada iz obmocja 1 curek svetlobe z jakostjo I;. Curek je linearno
polariziran z jakostjo elektri¢nega polja v vpadni ravnini. Del curka z jakostjo
R I, se odbije, del T I; pa preide v obmocje 2. Koeficienta odboja R in pre-
pustnosti T sta povezana z enacbo R + T = 1, ki jo dobimo iz zakona o ohra-
nitvi energije. Vpadli curek oklepa z normalo na mejno ploskev kot ¢, pre-
puséeni pa kot B. Zanju velja lomni zakon sin g/sin § = n, kjer je n lomni
kvocient, ki je enak razmerju svetlobnih hitrosti ¢;/cs na obeh obmodjih. Naj-
prej nas bo zanimalo, kak$no je razmerje us/u; med gostotama elektromag-
netne energije v prepuscenem in vpadajo¢em curku. Gostoto energije u, presek
curka S, svetlobno hitrost ¢ in svetlobno jakost I povezuje enacba I = S cu.
Pri lomu curka se v splo$nem spremenijo vse te koli¢ine. Enostaven geome-
trijski razmislek pokaze, da je

S2/S1 = cos p/cos a 1)

Z upostevanjem tega dobimo naslednji izraz za razmerje gostot elektromag-
netne energije v obeh curkih

ug/uy = T n cos g/cos g = T sin 2¢/sin 28 )

Tu smo v zadnjem koraku upostevali lomni zakon.

Gostota energije elektromagnetnega valovanja v dielektriku je sorazmerna
kvadratu jakosti magnetnega polja. Pri tem je seveda misljen kvadrat ampli-
tude. Sorazmernostni koeficient je sorazmeren permeabilnosti u dielektrika
in zato v splo$nem razliten v obeh obmo¢jih. Vedina za uporabo zanimivih
dielektrikov ima permeabilnost prakti¢no natan¢no 1 in bi zato lahko privzeli
isti sorazmernostni koeficient za obe obmo¢ji. Vendar bomo za zdaj ostali
pri izpeljavah brez priblizkov. Enacba (2) nam torej omogoca, da izrazimo
jakost magnetnega polja Hy v prepus$enem curku z jakostjo magnetnega
polja H; v vpadajofem curku kot

Hg = (T w4 sin 2d/ug sin 2p)": Hy 3)

Zaradi korenjenja ostaja tu $e nere$eno vpra$anje predznaka na desni strani
enacbe.

Magnetno polje je pri svetlobi, ki je polarizirana v vpadni ravnini, pravo-
kotno na to ravnino in zato vzporedno z mejno ravnino, ki lo¢i dielektricni
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obmodji. Na meji zahtevamo, da jakost magnetnega polja zvezno preide iz
enega dielektrika v drugega. Iz zahteve

Hy; = H; + Hp C))
kjer je Hp jakost magnetnega polja odbitega valovanja, najprej ugotovimo,
da imata Hjy in H; isti predznak, ker je Hp po velikosti vedno manj$i od Hj.
Vpadno in prepusceno valovanje sta vedno v fazi. Do Brewstrovega pojava
pride pri vpadnem kotu ¢p, ki omogoca izenadenje jakosti magnetnega polja
H, v prepuscenem curku z magnetnim poljem H; v vpadajofem curku. Tedaj
se odbito valovanje ne pojavi in velja T = 1. Brewstrov pogoj se torej glasi

41 8in 2ap = ug sin 28p 5)
Ce sedaj privzamemo $e u; = up, je ta enakost izpolnjena pri ap + fz = 4,
kar je v skladu z znano Brewstrovo enacbo.

Ali je opisana razlaga Brewstrovega zakona nazorna in pouc¢na? Zdi se, da
je odgovor pritrdilen. Pri formalni izpeljavi Brewstrovega zakona v okviru
elektrodinamike pridemo najprej do Fresnelovih enacb, iz katerih razberemo,
da pri Brewstrovem kotu in polarizaciji v vpadni ravnini ni odbitega valo-
vanja. Fresnelove enacbe so izpeljane iz zahteve o zveznosti tangentne kom-
ponente jakosti elektri¢nega polja in zahteve o zveznosti tangentne kompo-
nente jakosti magnetnega polja na meji med dielektrikoma. Pri tem moramo
Se vedeti, kako se pri elektromagnetnem valovanju izraZa na primer jakost
magnetnega polja z jakostjo elektricnega polja. Kar dobro moramo torej
poznati kvantitativne lastnosti elektromagnetnega valovanja. Pri predlagani
razlagi se eni izmed navedenih zahtev na meji med dielektrikoma odpovemo
in jo nadomestimo s splo$no veljavnim zakonom o ohranitvi energije. Zato
smo tu govorili le o magnetnem polju, elektricnega sploh ni treba omenjati.
To je le deloma res. Zavedati se moramo, da je energija elektromagnetnega
valovanja sestavljena iz energije elektri¢nega in energije magnetnega polja.
Privzeli pa smo, da je celotna gostota elektromagnetne energije v svetlobnem
curku sorazmerna permeabilnosti in kvadratu jakosti magnetnega polja. To
je seveda res, ker sta gostoti energij elektri¢nega in magnetnega polja pri
elektromagnetnem valovaju enaki.

Povzemimo, kaj vse moramo privzeti pri razlagi Brewstrovega pojava:
lomni zakon, ohranitev energije, sorazmernost gostote energije svetlobnega
curka s permeabilnostjo in kvadratom jakosti magnetnega polja in zveznost
jakosti magnetnega polja na meji med dielektrikoma. Zaradi teh dokaj splos-
nih zahtev lahko uvidimo, da Brewstrov pojav ni specifi¢en le za elektro-
magnetno valovanje. Oglejmo si Brewstrov pojav pri lomu in odboju striZznega
elasticnega valovanja na meji med dvema elasti¢nima telesoma. Valovanje naj
bo polarizirano tako, da deli snovi nihajo pravokotno na vpadno ravnino. Tu
velja poleg lomnega zakona in ohranitve energije tudi pravilo o zveznosti
odmikov na meji. Nadalje je gostota energije valovanja v elasti¢ni snovi so-
razmerna kvadratu odmika in gostoti snovi p. Da je gostota energije soraz-
merna z gostoto snovi, je razvidno iz izraza za gostoto kineti¢ne energije
% 012, pri ¢emer podaja hitrost v ¢asovni odvod odmika. Tudi tu je energija
valovanja sestavljena iz dveh delov, kineti¢ne in deformacijske. Obe sta po
velikosti enaki. Brewstrov pogoj za brezodbojni lom elasti¢nih valov dobimo
neposredno iz enacbe (5) z zamenjavo permeabilnosti y z gostoto

o1 8in 2ap = ug sin 28y 6)
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Opozoriti pa je treba, da ta enacba nima resitve za poljuben par snovi. Zapi-
Simo enacbo (6) takole

(01 ¢1/02 ¢2) cos ap/cos fp =1 (7)

Ce je c¢; > cg, kvocient cos g/cos § z rastoéim ¢ na intervalu (0, % #) monotono
pada od 1 do 0. Enacba je tedaj resljiva le, ¢e je o1 ¢; > pg c2. Podoben kriterij
velja za primer c¢; <<cz. Sedaj cos g/cos g lahko zavzame le vrednosti med 1
in oo in enacba (7) je resljiva samo, ¢e je o5 ¢y < p2 Ca. -

Gornja razlaga Brewstrovega pojava je enostavna in pouéna. Obenem nas
navda z dvomom o utemeljenosti nazornega mikroskopskega tolmadenja, ki
ga pogosto uporabljajo u¢beniki in ki izvira iz predstave o sevanju induci-
ranih dipolov v dielektriku. Ugotovili smo namre¢, da je strogo vzeto vsota
ap + fp razlicna od %z V opti¢nem primeru je razlika zares zanemarljivo
majhna. Tega pa ne moremo trditi pri Brewstrovem pojavu v elasti¢nih tele-
sih. Pri odboju in lomu elasti¢nih valov si tudi ni mogole zamisliti mikro-
skopske razlage, ki bi bila analogna razlagi s sevajo¢imi dipoli v opti¢nem
primeru.

NOVE KNIJIGE

PATERSON A. R,, A first course in fluid dynamics, Cambridge University
Press, Cambridge, New York, Melbourne 1985, 528 str.

Ucbenik Prvi tecaj iz dinamike tekodin predstavlja prijetno osveZitev med
precej$njim Stevilom ucbenikov v hidrodinamiki. Odlikuje ga skrben izbor
snovi in vecji poudarek na fizikalnih predstavah kot na golem matemati¢nem
formalizmu. Obravnavana snov znatno presega to, kar se na$i $tudenti fizike
lahko naucijo v kratkem tecaju iz hidromehanike v okviru predmeta Mehanika
kontinuumov. Studij po tem uébeniku ne zahteva mnogo predznanja. Student
mora biti seznanjen z osnovnimi pojmi iz Newtonove mehanike, z naravo in
fiziko valovanj ter z osnovami atomske strukture snovi. Pri¢akuje se tudi
obvladanje osnovnih metod vi§je matematike. U¢benik je razdeljen na 17 po-
glavij. Navier-Stokesova gibalna enacba je izpeljana $ele v osmem poglavju.
Prejsnja poglavja so namenjena matemati¢nemu in fizikalnemu uvodu, kine-
matiki tekoCin in hidrostatiki. V devetem poglavju se seznanimo z nekaterimi
enostavnimi primeri tokov, pri katerih ima pomembno vlogo viskoznost. Tu
so obravnavane tudi zahtevnej$e teme, kot na primer duSenje in difuzija
vrtincev, tok v mejni plasti in tok pri velikih Reynoldsovih $tevilih. Sledijo
poglavja o neviskoznem toku tekod¢in, o teoriji hitrostnega potenciala, o zvoc-
nih valovanjih in o gravitacijskih valovanjih. Stirinajsto poglavje je edino
poglavje, ki se dotakne problema hidrodinamike stisljivih teko¢in. Govori
o podzvoc¢nem in nadzvoénem toku v plinih. Tu se prvi¢ sreamo z nelinear-
nimi pojavi v hidrodinamiki. Podobno matematiko uporablja naslednje po-
glavje, ki je namenjeno razlagi valovanj velikih amplitud in opisu hidravli¢-
nega skoka v kanalih. Zadnji dve poglavji o kompleksnem potencialu in kon-
formnih preslikavah rabita predvsem kot osnova za razlago in razumevanje
dinamike letalskega krila. Obilica skrbno izbranih nalog in komentirani se-
znami literature na koncu poglavij naredijo uébenik Se bolj uporaben. Stu-
dentom in uciteljem ga priporocam.

Peter Gosar

Obzornik mat. fiz. 34 (1987) 4/5 127



PERELOMOV A., Generalized Coherent States and Their Applications, Sprin-
ger Verlag Berlin, Heidelberg, New York 1986, XI + 320 str.

Leta 1926 je Schrodinger pokazal, da obstajajo re$itve valovne enacbe za
kvantni harmonski oscilator v obliki valovnih paketov, ki so ¢asovno stabilni
in se ne razlezejo. V Sestdesetih letih je Glauber uporabil tovrstne reSitve
Schrodingerjeve enafbe za kvantni opis oscilacij elektri¢nega polja v laser-
skem Zarku in jih poimenoval koherentna stanja. V zadnjih dveh desetletjih
so postala koherentna stanja pomembno orodje v rokah teorijskih fizikov
na raznih podrocjih od optike do kvantne elektrodinamike, nelinearnih teorij
polja, jedrske fizike in v najrazli¢nejS$ih vejah fizike trdnih snovi. Casovni
potek koherentnega stanja opisuje gibanje, ki je zelo podobno klasi¢nemu
gibanju. Odtod velika nazornost in uporabnost koherentnih stanj. Narava
in lastnosti koherentnih stanj so tesno povezane z dinami¢no simetrijo fizi-
kalnega sistema. MoZna je vpeljava generaliziranih koherentnih stanj za fi-
zikalne sisteme, katerih dinami¢no simetrijo opisuje poljubna Liejeva grupa.
Monografija profesorja Perelomova z Instituta za teorijsko in eksperimentalno
fiziko v Moskvi obravnava teorijo generaliziranih koherentnih stanj. Delo je
razdeljeno na tri dele. V prvem delu je predstavljen formalizem generalizacije
koherentnih stanj. Tu so obravnavana koherentna stanja za nekatere eno-
stavne tipske grupe, na primer za tridimenzionalno rotacijsko grupo ali
n-dimenzionalno Lorentzovo grupo. V drugem delu, ki je matemati¢no za-
htevnejsi, avtor raziskuje lastnosti generaliziranih koherentnih stanj za po-
Ijubno Liejeve grupo. V tretjem delu pa so predstavljeni $tevilni primeri za
uporabo metode koherentnih stanj v teorijski in matemati¢ni fiziki. Mono-
grafija je namenjena predvsem profesionalnim matematikom in teorijskim
fizikom.

Peter Gosar

JAVOR Petar, Uvod u matemati¢ku analizu. Skolska knjiga, Zagreb 1986,
274 str.

Knjiga vsebuje osnovni tedaj analize za $tudente prvega letnika, $e posebej
za nematematike. U¢benik je dostopen tudi srednjeSolcem, saj zahteva le nekaj
temeljnega predznanja, npr. poznavanje koordinatnega sistema na premici
in v ravnini.

Realna Stevila so vpeljana aksiomati¢no. Nato so obdelana zaporedja in vrste
ter funkcije ene spremenljivke (posebej limita, zveznost, pregled elementarnih
funkcij). Diferencialnemu ra¢unu, njegovim izrekom in uporabi sledijo $e ne-
doloceni in dolodeni integral ter njegova uporaba v geometriji.

Knjigo odlikuje posreceno ravnoteZzje med matemati¢no $irino in konkretno
uporabnostjo. — Nove pojme in izreke spremlja njihova motivacija, dokazi
so jedrnati in jasni. K razumljivosti prispevajo tudi §tevilne slike in pregledna
ureditev besedila. (Le tu in tam bi si zacetnik morda Zelel $e nekaj ve¢ komen-
tarja.) Poleg obic¢ajnih nalog je v knjigi veliko podrobno re$enih primerov; ob
njih se bralec uéi matemati¢nega misljenja, postavljanja in reSevanja proble-
mov. Nekateri primeri so bolj teoreti¢ni, npr. razvoj funkcije v Taylorjevo
vrsto, Stevilni pa so vzeti iz geometrije, fizike ali iz vsakdanjega Zzivljenja.

Janez Rakovec
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MERJENJE IN KRMILJENJE FIZIKALNIH PROCESOV
Z. MIKRORACUNALNIKOM

SLAVKO KOCIJANCIC
PACS 10.50.Ht

Clanek navaja funkcije in lastnosti mikrora¢unalni$kega vmesnika, ki je upora-
ben v merilni tehniki kot del eksperimentalne opreme in kot uéni pripomodek za
fiziko, ter navede nekaj zgledov za uporabo.

MEASUREMENT AND REGULATION OF PHYSICAL PROCESSES
WITH A MICROCOMPUTER

In the article the functions and characteristics of a microcomputer interface
aplicable in measurement technique as a part of experimental equipment and di-
dactic device are described and a few examples quoted.

Uvod

O uporabi mikrorac¢unalnika kot merilnega instrumenta je Obzornik Ze
porocal [1]. Ta sestavek pa opisuje mikroratunalni§ki vmesnik, ki smo ga
razvili za uporabo na razli¢nih ravneh merjenja, eksperimentiranja in pouce-
vanja fizike [2]. Sestavek razclenjuje delovanje vmesnika, njegove tehni¢ne
lastnosti in mozZnost programiranja. Potrjuje, da je mogole v $oli preprosto
in poceni izvesti poskuse in laboratorijske vaje, ki jih zaradi zapletenosti in
cene brez vmesnikov ne bi mogli. Na to temo smo letos junija v Kranju pri-
pravili seminar za ucitelje fizike in fizikalnih merjenj. Del sestavka izvira
s tega seminarja.

Tehni¢ne lastnosti in funkcije vmesnika

Vmesnik omogoca neposreden stik ra¢unalnika z zunanjim svetom na osno-
vi digitalnih in analognih napetostnih signalov tako pri zajemanju informacij
(INPUT) kot pri krmiljenju fizikalnih procesov (OUTPUT). Zato smo ga po-
imenovali merilno-krmilni vmesnik za ZX Spectrum ali krajSe MKV. Z zasnovo
vmesnika smo Zeleli nadomestiti ¢im ve¢ standardne laboratorijske opreme
in omogociti vkljucitev racunalnika tudi v zahtevnejSe delo.

Vzporedno z MKV smo razvili tudi precej obSiren strojni program, ki
poenostavi programiranje v basicu in omogoca vec¢jo hitrost delovanja, kjer
je to potrebno [3].

Tehnic¢ne lastnosti vmesnika:

— osembitni digitalni vhod,

— osembitni digitalni izhod,

— osem analognih osembitnih vhodov,

— dva analogna osembitna izhoda (2,55V in 5V).

Uporaba analognih vhodov na osnovi osembitnega analogno digitalnega
pretvornika je preprosta. Vmesnik ima namre¢ vgrajenih osem razli¢nih na-
petostnih ojacevalnikov, tako da za vsakega od osmih vhodov lahko izberemo
eno izmed osmih merilnih obmocij. Najnizje napetostno obmocje je med 0
in 10 mV in najvi§je med 0 in 5V. Poseben dodatek predstavljata vhod za
merjenje jakosti elektricnega toka (ampermeter) in diferencialni vhod. Sled-
nji omogoci, da spremljamo izmenicne signale ali odStejemo konstanti del,
kar je zlasti pomembno pri merilnih mosti¢ih, saj tako ojadujemo le spre-
menljivi del merjene koli¢ine.
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Preden preidemo na posamiéne aplikacije, opi§imo nekaj splo$nih funkcij,
ki jih zmore racunalnik s posredovanjem vmesnika in strojnega programa.

a) Digitalni vhod rabi kot stoparica na osmih neodvisnih mestih. S pri-
mernim proZenjem in ustavljanjem merimo celo milisekunde. Preizkusili smo
stoparico s svetlobnim prekinjalom, lahko pa uporabimo indukcijsko tipalo,
mehani¢no proZenje in podobno.

S strojnim programom smo nadomestili merilnik frekvenc. Na izbranem
bitu digitalnega vhoda S$tejemo prehode iz logi¢ne 1 v logi¢no 0 v naprej
dolocenem casu (okoli 0,8 sek). Izmerjeno frekvenco za sinusni in pravokotni
‘generator smo kontrolirali z Iskrinim generatorjem RC (MA 3605) in ugoto-
vili na obmoc¢ju od 1kHz do 25 kHz najveéje odstopanje 0,39/o. Za visje frek-
vence smo uporabili binarni Stevec (7493) kot delitelj frekvence, ne da bi rela-
tivno napako povecali.

b) Digitalni izhod omogoc¢a krmiljenje diskretnih regulacijskih sistemov.
S primernimi izvr$ilnimi ¢leni (rele, tiristor, triak) lahko usmerjamo tudi na-
prave z veCjo mocjo. Posamezni bit digitalnega izhoda uporabimo tudi kot
nastavljiv generator pravokotnih napetostnih sunkov, za pogon koraénih mo-
torjev (risalnik x —y, roboti)...

¢) Analogna izhoda sta uporabna v analognih regulacijskih procesih in za
oblikovanje poljubnih napetostnih signalov.

d) Analogne vhode rabimo pri voltmetru z avtomati¢no nastavljivim me-
rilnim obmodjem in kot (osemkanalni) osciloskop s spominom in moznostjo
enkratnega proZenja. Casovna os racunalni$kega osciloskopa je navzgor ne-
omejena, s strojnim programom pa lahko merimo najve¢ 22 000-krat na se-
kundo, kar pomeni, da lahko spremljamo sinusne signale s frekvenco do pri-
blizno 2 kHz.

Poleg vsega ne smemo pozabiti na to, da z ra¢unalnikom lahko obdelamo
merske podatke, grafi¢no in tabelariéno predstavimo meritve itd. Uporabno
stran vmesnika si oglejmo na naslednjih primerih.

Analiza premega gibanja

Pri analizi gibanja merimo dve osnovni koli¢ini: pot in ¢as. Merjenje Casa
imajo raCunalniki izvedeno Ze interno (CLOCK), za merjenje poloZaja telesa
pa smo uporabili kar potenciometer kot napetostni delilnik. Vlogo potencio-
metra prevzame dolga Zica (najbolje iz cekasa), ob kateri drsi kovinska pali-
¢ica vozicka. PoloZaj vozicka dobimo z merjenjem elektri¢ne napetosti med
pali¢ico in negativnim priklju¢kom Zice.

Trenutno hitrost dobimo z odvajanjem izhodnega signala. Drugo odvajanje
da Casovni potek pospeska. Odstopanje zaradi merilnih napak in $uma signala
smo izlo¢ili z numeri¢nim radunanjem povprecja petih zaporednih meritev
(SL. 1). Vso racunsko obdelavo osemdesetih meritev opravi Spectrum kljub
relativni pocasnosti v pic¢lih petnajstih sekundah. Rezultate lahko dobimo
tudi s tabelo.

Poleg premega gibanja lahko podobno obdelamo tudi nihanje nitnega ni-

bieds. Lastna indukcija

Pojav. lastne indukcije srednjesolci dokaj tezko obvladajo. Na preprostem
vezju (Sl. 2) spremljamo nara$anje in padanje elektriénega toka skozi upor
R:ob vklopu (1) in izklopu (2) stikala (S) in merimo ¢asovno spreminjanje
napetosti Uj.
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Se zanimivej$a je inducirana napetost na tuljavi: ob vklopu se inducira
negativna napetost, ob izklopu pa pozitivna zaradi Lenzovega pravila (SI. 3).
Pri vklopljenem stikalu napetost U; tudi po daljSem ¢asu ne pade na nié za-
radi ohmskega upora tuljave. S spreminjanjem napetosti U ob vklopljenem
stikalu pokaZemo, da velja indukcijski zakon. Uporabili smo tuljavo z visoko
induktivnostjo (UNILAB) in upor R = 40 kQ.

o

= Sl 3 & . - " .

l."l - ."-

o . o,

Tt = & =sekh =
Sl. 1. Racunalni$ko merjenje ¢asovnega spreminjanja poti in izradun hitrosti in
pospeska z odvajanjem

= U‘l
s Pl |
”’.—-, g
- 3
VasSy 2 § i
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i
Iy, t = 5 sek
S1.2. Elektriéno vezje za opazovanje Sl.3. Inducirana napetost na tuljavi ob
lastne indukcije izklopu in vklopu stikala

Kapacitetni pretvornik zasukov

Do kapacitetnega pretvornika zasukov smo pri$li, ko smo proucevali moz-
nosti te racunalni§$ko merjene kapacitete kondenzatorja. Zaradi zapletenosti
smo se odpovedali razlicnim mosti¢nim vezavam. Izkoristili smo odvisnost
frekvence oscilatorja RC [4] od kapacitete kondenzatorja. Frekvenca pravo-
kotnih sunkov je namre¢ obratno sorazmerna s kapaciteto kondenzatorja.
Meritev kapacitet razlicnih kondenzatorjev z Iskrinim mosti¢em RLC je po-
kazala, da iz izmerjene frekvence oscilatorja izratunane kapacitete odstopajo
najve¢ za 39/, kar je zadovoljivo glede na natanénost samega mosti¢a (2 do
39/p). Ker za kondenzatorje z manj$o kapaciteto dobimo frekvence, veéje od
25kHz, smo kot dodatek uporabili omenjene binarne S$tevce. Tako lahko
merimo kapacitete, veéje od nekaj pikofaradov, neelektrolitiénih kondenza-
torjev.
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Od tod do kapacitetnega pretvornika zaukov je le $e korak, saj smo upo-
rabili preprost vrtljiv kondenzator in ga vezali v oscilator. Z zasukom kapa-
citeta kondenzatorja pada, frekvenca generatorja RC pa raste (SL 4).

Merjenje zveznega spektra
Spekter bele svetlobe lahko ra¢unalni§ko izmerimo tako, da opti¢ni sen-
zor pomikamo Cez spekter, ki ga da uklonska mreZica. Gostoto svetlobnega

toka meri senzor, polozaj — in s tem valovno dolZino — pa dobimo enako
kot pri gibanju (SI. 5).

ML) g4
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s = S ' ",
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CRET-ToRs 3{—1;0 ?812: > Chm3
Sl. 4. Odvisnost frekvence oscilatorja RC  SL.5. Zvezni spekter bele svetlobe (kva-
od zasuka vrtljivega kondenzatorja litativno)

Kot senzor smo uporabili fotoupornik, ¢eprav naletimo pri njem na te-
Zave v zvezi z nelinearnostjo glede na gostoto svetlobnega toka in spektralno
obcutljivostjo, za umerjanje pa potrebujemo zahtevno merilno opremo. Te
tezave bomo zato poskusili odpraviti z uporabo svetlobnega senzorja, inte-
griranim vezjem — TFA 1001 W [5], pri katerem je elektronsko zagotovljena
linearnost in je spektralna obcutljivost natanéno dolodena s tabelo.

Poleg opisanih primerov uporabe merimo z raunalnikom S$e karakteri-
stiko diode in tranzistorja, opazujemo nihanje toka v elektri¢nem nihajnem
krogu, polnjenje in praznjenje kondenzatorja, spreminjanje temperature pri
kalorimetriji, krmilimo temperaturo sistema, umerjamo temperaturne sen-
zorje (diodni termometer, termistor) ...

Zakljucek

Navedeni primeri kaZejo, da je v srednjih Solah smotrno in zaZeleno upo-
rabljati mikrora¢unalnike za merjenje in krmiljenje. Sestavek e zdale¢ ne iz-
¢rpa moznosti, nasprotno, v njem bi morali videti $ele zaletek. Na$a naloga
ni namre¢ le v tem, da pouk popestrimo in izboljSamo, ampak tudi v tem,
da priblizamo ucencem sodobno tehniko, kakor pogosto sli§imo ugotavljati.
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VZTRAIJNOSTNI MOMENT
HOMOGENE TRIKOTNE PLOSCE

NADA RAZPET
PACS 03.20.+i

V prispevku izra¢unamo vztrajnostni moment homogene trikotne plosc¢e glede
na pravokotnico skozi tezisce.

MOMENT OF INERTIA OF A TRIANGULAR SLAB

In the contribution the moment of inertia of a homogeneous triangular slab
with respect to the perpendicular axis through the center of mass is calculated.

Pogovor z udeleZenci poletne $ole mladih fizikov na Bledu v juniju 1986
je nanesel med drugim tudi na vprasanje, kako izratunamo vztrajnostni mo-
ment homogene trikotne plo$¢e glede na pravokotnico skozi tezis¢e. Odgo-
vora nismo nasli v nobeni $olski knjigi niti v univerzitetni ne. Zato smo si
ga poiskali sami. Velina udeleZencev je vsaj za silo Ze poznala pojem dvoj-
nega integrala. Odgovor utegne biti zanimiv tudi za bralce Obzornika.

Naj bo dana homogena ravna tanka trikotna ploS$¢a s ploskovno gostoto
o = dm/dS. Zaznamujmo z A, B, C oglis¢a trikotnika, z a, b, ¢ pa dolZine
stranic. Postavimo koordinatni sistem tako, da je njegovo izhodis¢e O oglisce
C, os x pravokotno na stranico ¢ in s tem os y vzporedna s stranico c (Sl 1).
Oglis¢i A in B imata pozitivni abscisi. Uvedemo koordinate oglis¢: A(xy, y1),
B(xy, ¥5) in C (0,0). Pri tem je x; >0 in y3 > y;. Velja:

a = x2 + y2, bZ=2x2+ y?2 = (y2—y)? (¢))

Enac¢ba premice skozi to¢ki C in A je y = (y1/xq) x, skozi to¢ki C in B pa
y = (r/xy) x.

Izra¢unajmo najprej vztrajnostni mo- y?
ment plo$ce glede na os, ki je pravokotna
na plos¢o v oglis¢u C. Naj bo 4 trikotno
obmoéje, po katerem bomo integrirali

4={(x,),0<x< x4,
(yi/x) x < y < (y2/%1) x}
Za vztrajnostni moment J; dobimo _Oﬂ
Jo=f@+y)dm=[(x2+ y?)odS =
4
x; (Yolxy)
=g fdx[(x*+ y)dy
0 (yy/x)x

Po integriranju preostane

]C =
= o(Ye—y1) %13x:% + y12 + y1 y2 + y22)/12 Slika 1
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Masa plo3c¢e m je dana z izrazom
x; (Yolxy)x
m=f{dm= [¢dS = o [dx [dy = o(y2— y1) x1/2
4 0 (yd/xy)x
in zapiSemo lahko
Jo = mQ3x:2 + y12 + y1 y2 + ¥22)/6 =
= mQ3(x2 + y2?) + 3(x2 + y12) — (Yo — y1)?)/12

Konéno zaradi (1) izrazimo vztrajnostni moment J, s stranicami trikotnika
Jo = m(3a2 + 3b2— c2)/12 )

Tezis¢e T trikotnika ABC ima koordinati: T'(2x;/3, (y; + ¥2)/3). Razdalja d od
toc¢ke C do tocCke T je dana z izrazom

dz = (4x2 + (y1 + 3)2)/9 = @(x2 + y22) + 2(x2 + y12) — (y2— y1)?)/9

Iz (1) sledi

dz = (2az + 2b2 —c2?)/9 3)
Vztrajnostni moment glede na pravokotnico skozi tezis¢e T J; dobimo po
Steinerjevem izreku: Jo = Jp + m d2. Po kraj$em racunu iz (2) in (3) imamo
konéno

Jr = m(a® + b2 + c2)/36 ()

IzraCunajmo Se vztrajnostni moment homogene tanke ravne plo$ée, ki
ima obliko pravilnega n-kotnika z maso m in polmerom oértanega kroga 7,
in to glede na pravokotnico skozi teZi§¢e mnogokotnika. Pravilni n-kotnik
razdelimo na » skladnih enakokrakih trikotnikov s kraki dolZine r in osnov-
nico a = 2rsin (n/n). Masa takega trikotnika je m/n, vztrajnostni moment

glede na os, pravokotno skozi vrh, pa je po (2)

J1 = (m/n) (672 — 4r2 sin? (7/n))/12 = (m r2/n) (3 — 2 sin? (x/n))/6
Vztrajnostni moment J celega mnogokotnika je

J =nlJ; =mr33—2sin2 (z/n))/6 = (m r2/2) (1 — (2/3) sin2 (/n)) (5)

Ce $tevilo n raste preko vseh meja, dobimo vztrajnostni moment kroZne plo-
S¢e glede na pravokotnico skozi sredi$de

J=mrz2 (6)

Vztrajnostne momente pokon¢nih prizem, ki jih zgradimo nad trikotni-
kom, pravilnim »n-kotnikom ali krogom, dobimo s formulami (2), (4), (5), (6),
v katerih se koli¢ine a, b, ¢, r nana$ajo na osnovne ploskve, vi§ina prizme pa
se skrije v maso m. Pri tem mislimo na vztrajnostne momente glede na osi,
ki so vzporedne tvorilkam prizem, vsakokrat skozi ustrezne todke na osnovni
ploskvi: v (2) skozi ogli§¢e C osnovne ploskve, v (4) skozi teZi§¢e osnovne plo-
skve, v (5) in (6) skozi srediS¢e osnovne ploskve.
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POLETNA SOLA OPAZOVALNE ASTRONOMIJE
IN ASTROFIZIKE VATIKANSKEGA OBSERVATORIJA

TOMAZ ZWITTER
PACS A 95.55.Cs
A 98.60.Km

Po kratkem opisu poteka $ole govori ¢lanek o dveh obravnavanih temah. Prva
obravnava astronomski teleskop MMT, ki je zadletnik generacije veézrcalnih tele-
skopov. Druga govori o rezultatih merjenj porazdelitve galaksij, ki kaZejo na me-
hurcasto strukturo vesolja.

VATICAN OBSERVATORY SUMMER SCHOOL IN OBSERVATIONAL
ASTRONOMY AND ASTROPHYSICS

After a short description of the school two topics discussed there are mention-
ed. The first theme is the properties of the Multiple Mirror Telescope (MMT). The
second is the evidence for the bubble structure of the Universe, discovered by
recent measurements of the distribution of galaxies.

Uvod

Med 10. junijem in 10. julijem 1986 je bila v Castel Gandolfu blizu Rima
poletna 3ola astrofizike z udelezbo 25 $tudentov podiplomcev iz $estnajstih
drzav. Verjetno bo Vatikanski observatorij organiziral naslednjo podobno
Solo Cez dve leti. Glavne teme Sole so bile novi teleskopi in detektorji v astro-
nomiji, zvezdna spektralna Kklasifikacija in problematika galaksij. Predstavili
bomo pomembna prispevka k razvoju prvega in zadnjega podroéja v zadnjih
letih.

Veézrcalni teleskop MMT

Pomembnejsi severnoameri$ki teleskopi so postavljeni ob meji z Mehiko
blizu pacifiSke obale. Stevilo jasnih noci je tam najvecje, svetlobno onesnaze-
vanje pa je pod drzavnim nadzorom. Najbolj znan je teleskop s premerom
zrcala 5 metrov; stoji na gori Palomar. Od leta 1979 pa je na sosednjem, 2600
metrov visokem Mt. Hopkinsu veczrcalni teleskop (Multiple Mirror Telescope
— MMT), ki je zaradi mnogih izvirnih reSitev prvi predstavnik nove genera-
cije teleskopov, kakrs$ne sedaj gradijo tudi v Cilu in v Sovjetski zvezi.

Dober astronomski teleskop mora imeti predvsem tri lastnosti. Objekti, ki
jih opazujemo, so zelo temni, zato mora teleskop zbrati ¢imveé njihove svet-
lobe. Ker so astronomski objekti pogosto blizu skupaj, mora imeti teleskop
veliko kotno locljivost. Kon¢no mora biti slika astronomskega objekta nepo-
padena. Zato se oblika zrcal zaradi obremenitev ali temperaturnih sprememb
ne sme spreminjati.

Pri klasi¢nih teleskopih so resili prvi dve zahtevi s ¢imvedjim primarnim
zrcalom. Vendar je tako velikemu zrcalu tezko drzati pravilno paraboli¢no
obliko. Zato so v MMT vgradili $est manjsih vzporedno postavljenih zrcal.
Pravzaprav je MMT sestavljen iz Sestih teleskopov, ki stojijo na istem pod-
stavku, svetlobo pa po odboju na prizmi zbirajo v skupno sliko.

Zrcala so narejena po novi tehnologiji. Klasicno so masivni blok stekla
z dolgotrajnim bruSenjem oblikovali v Zeleno obliko. Sedaj steklo stalijo
v vrtedi se pecdi in ko se ohladi, ima paraboli¢no obliko. Plast stekla na ulitem
zrcalu je lahko mnogo tanj$a kot pri bruSenem zrcalu. Zato je tako zrcalo
okrog dvajsetkrat laZje od bruSenega z enakim premerom. Ce upo$tevamo,
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da je cena teleskopa vsaj sorazmerna s tezo zrcala, je prihranek oliten. Me-
hansko trdnost daje zrcalu votlo podporno satovje, skozi katero zrcalo tudi
temperaturno stabilizirajo. Steklo je prevleCeno z aluminijem, ki dobro od-
bija tudi bliznji UV del spektra.

-

Sl 1. Azimutalna postavitev vedzrcalnega teleskopa MMT [1]. Stavba, v kateri so
tudi spremljajoc¢i laboratoriji, se vrti skupaj z njim.

Zrak, ki je ujet v kupoli teleskopa, nima iste temperature kot okolica. Zato
se razvije konvekcija, migotanje slike pa mo¢no zmanjsa loé¢ljivost teleskopa.
Problem so resili tako, da so teleskop zaprli v zgradbo, ki se mu tesno pri-
lega in je zato v njej mnogo manj zraka kot v klasi¢ni kupoli. Teleskop je
montiran azimutalno, stavba pa se vrti skupaj z njim. Upravljanje teleskopa
je popolnoma avtomatizirano. V vedini primerov astronomom sploh ni po-
trebno biti na gori, ampak lahko opazujejo iz kontrolnega centra v dolini.
V zadnjih letih je bil MMT vkljuéen v veliko opazovalnih projektov. Izstopajo
raziskave kinematike galaksij in zvezdnih kopic ter odkritje gravitacijskih
lec.

Mehurcasta struktura vesolja

Na isti gori kot MMT stoji tudi manjsi 1,5-metrski teleskop. Ve& kot pol
brezmese¢nih noéi v zadnjih osmih letih so z njim merili rdece premike ga-
laksij. Rezultat je doslej najpopolnejsi pregled hitrosti oddaljevanja 1100 ga-
laksij v 117¢ dolgem in 6° $irokem pasu s sredi€em v smeri, pravokotni na
disk naSe galaksije [2]. Lege galaksij, ki se oddaljujejo s hitrostmi, manj$imi

136



od 15000 km s, in ki so svetlejSe od 15,5. magnitude* (Sl 2a), so vrisali
v polarni diagram. Koordinati sta hitrost oddaljevanja in rektascenzija. Po
Hubblovem zakonu** je oddaljenost galaksije sorazmerna s hitrostjo oddalje-
vanja. Zato predstavljata diagrama na sliki 2 tudi ravninski presek prostorske
porazdelitve galaksij.

8 Sl. 2. Hitrost oddaljevanja in rekta-
scenzija galaksij z deklinacijami
med 26,5 in 32,5°. a — 1061 objektov

zm=155in v=15000 kms—, b —

e g D kenfa 182 objektov z m=<145 in v=

1y < 10000 km s—1.

Na sliki 2a opazimo, da so galaksije razporejene na robovih ovalnih oblik.
Gledano prostorsko, so galaksije na robovih mehurckov. Mehuréasto struk-
turo opazimo tudi na sliki 2b, kjer so vrisane le svetlejSe galaksije (do 145.
magnitude). Tipi¢en mehuréek je okoli tisotkrat veji od povpre¢ne galaksije.

Mehuréasta struktura pomeni, da galaksije v vesolju niso porazdeljene
homogeno in izotropno. To so trdili Ze prej [5], vendar s precej manj opazo-
vanji. Teh rezultatov $e ne znamo teoreti¢no pojasniti.
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FIZIKALNA OLIMPIADA V VELIKI BRITANILJI

BOJAN GOLLI
PACS 0190

Zapis poroca o 17. mednarodni fizikalni olimpiadi leta 1986 v Harrowu. Omeni
neuradno razvrstitev drzav in posku$a poiskati vzroke za naSo slabo uvrstitev.
Nazadnje navede besedilo teoreti¢nih in eksperimentalnih nalog.

THE PHYSICS OLYMPIAD IN GREAT BRITAIN

In the contribution the 17th International Physics Olympiad 1986 in Harrow is
reported. The unofficial score is mentioned and possible causes for the failure
on the Yugoslav delegation are discussed. Finally, the translation of the text of
the theoretical and experimental exercises is reproduced.

17. mednarodna fizikalna olimpiada je bila od 13. 7. do 10. 7. 1986 v Har-
rowu, predmestju Londona. Harrow je med angle$kimi srednjimi S$olami
pojem elitne privatne Sole, podobno kot Oxford in Cambridge med univer-
zami. Tu so se Solali mnogi znameniti AngleZi in tujci, med njimi W. Churchill
in Jawaharlal Nehru. Tradicijo smo opazili na vsakem koraku; zal tudi v pro-
storih, kjer so bili nastanjeni tekmovalci, saj je bila oprema nekako iz srede
preteklega stoletja.

Udelezba na olimpiadi je bila rekordna. Prislo je 21 delegacij. Prvi¢ sta
se tekmovanja udelezili Kitajska in ZDA, od lanskih udeleZencev pa ni bilo
Vietnamcev. Opazovalci so prisli iz Avstralije in Kuvajta. Nago delegacijo so
sestavljali ucenci Grega Cigler (Ljubljana), Donko Donjerkovi¢ (Split), Petar
Maksimovi¢ (Beograd), Pavle Popovi¢ (Ljubljana) in Ivan Risti¢ (Beograd).
Spremljevalca sva bila Drasko Gruji¢ in Bojan Golli.

Za nas je bila letod$nja olimpiada Se posebej zanimiva zaradi primerjave
z lansko v Portorozu. Glede namestitve, izletov in aktivnosti v prostem ¢asu
smo bili seveda v veliki prednosti pred Anglezi. Vsi udeleZenci lanske olim-
piade so z navduSenjem obujali spomine na izjemno prijetno razpoloZenje
v Portorozu. Po organizacijski strani je angle$ka olimpiada potekala podobno
kot nasa, saj so Anglezi skoraj popolnoma prevzeli na$ urnik, pa tudi nekaj
naSih spodrsljajev. Strokovno je bila prireditev neopore¢na; teoreti¢ni in
prakti¢ni del tekmovanja sta tekla brez zastojev, naloge so bile na visoki
strokovni ravni, popravljalci in ocenjevalci so svoje delo opravili resno in
odgovorno. Pripombe so letele v glavnem na izbiro tem, saj je bila vedina
nalog iz optike ter nihanja in valovanja. Razprava o nalogah se je zavlekla
precej bolj kot pri nas; bilo je veliko pripomb zaradi pretirano zapletene
formulacije. To po svoje pri¢a, da so sestavljalci nasih nalog zares skrbno
opravili svoje delo in pomeni priznanje za ljubljansko in zagreb$ko univerzo.

Na tekmovanju so bili ponovno najuspe$nej$i ucenci iz Sovjetske zveze.
Zanimivo je, da so bili letos najbolj$i tudi pri eksperimentalnem delu, pri
katerem so bili lani le Cetrti, éeprav je bila ena naloga s podro¢ja ra¢unalni-
Ske simulacije. Zdi se, da so se ob lanski ra¢unalni$ki nalogi zavedeli svojega
relativnega zaostanka na tem podrodju in letos Ze nadomestili zamujeno, vsaj
pri pripravi najbolj$ih ucencev. Izjemno uspe$no so zaceli Kitajci. Dve leti,
ko so se olimpiad udelezevali kot opazovaici, so dodobra izkoristili za nabi-
ranje izkuSenj. Videlo se je tudi, da njihovo znanje ne izvira le iz priprav,
temve¢ da prihajajo iz dobrih $ol, saj so vsi trije dobro govorili angle$ko.
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Zal pa ne moremo govoriti o uspe$nem nastopu nasih ucencev. Pristali smo
skoraj na dnu preglednice. Prehitele so nas celo drzave, ki v fizikalnih tekmo-
vanjih nimajo $e nikakrSne tradicije: Avstrija, Kanada, Finska in Turdija.
Jugoslovanska delegacija je prejela le »priznanje« za najpocasnejSe prevajanje
nalog. Neuspeh lahko delno pripiSemo Ze omenjeni izbiri tem za naloge. Opti-
ka ter nihanje in valovanje so v nasih srednjeSolskih programih pa¢ skromno
zastopani. Vendar ta argument velja tudi za ve€ino drugih udeleZencev. Glavni
razlog za na$ neuspeh je slabo eksperimentalno znanje in pomanjkanje ekspe-
rimentalnih spretnosti nasih; to pa se ne da nadomestiti na nekajdnevnih
pripravah. Zvezno in republiSka tekmovanja v eksperimentalnem znanju bi
zagotovo povelala zanimanje za eksperimentalno delo med dobrimi udenci
in pripomogla k izboljSanju razmer. Izvedba takih tekmovanj je povezana
s precej$njimi stroSki in brez podpore S$irSe druzbene skupnosti ni uresnic-
ljiva.

Slovenski tekmovalci se pri eksperimentalnem delu na splo$no precej bolje
odrezejo kot tekmovalci iz drugih republik. To je najbrz posledica dejstva,
da v na8i republiki v zadnjih letih posveamo veéjo skrb eksperimentalni
izobrazbi. V drugih republikah pa je v vecini S0l stanje resni¢no porazno,
saj ufenci ne napravijo niti enega samega eksperimenta.

Vse tri teoreti¢ne naloge so tipi¢no angleSke. ReSevalca vodijo postopoma
skozi razmeroma zahtevno snov. Pri tezjih korakih ponudijo reSitev, ki jo je
treba dokazati ali le preveriti. Ponujeno formulo lahko uporabimo pri na-
slednjih korakih, tudi ¢e nam dokaza ni uspelo izpeljati. Prav tu so nasi
tekmovalci najve¢ izgubili, saj reSevanja niso nadaljevali, brZz ko dolodenega
koraka niso resili.

Neuradna razvrstitev drzav po uspehu

Teoreti¢ne Eksperimentalni
naloge nalogi

Drzava tocke (mesto) tocke (mesto) Tocke skupaj
1. ZSSR 106,82 (1) 56,60 (1) 163,42
2. Romunija 98,45 (2) 38,50 (6) 136,95
3. Kitajska (3 uc.) 5293 (3) 26,00 (3) 78,93
4. V. Britanija 84,81 (5) 40,50 (4) 125,31
5. MadZarska 84,32 (6) 39,60 (5) 123,92
6. ZR Nemcija 87,06 (4) 34,60 (10—11) 121,66
7. Nizozemska 81,20 (7) 37,20 (8) 118,40
8. Poljska 80,30 (8) 34,60 (10—11) 114,90
9. ZDA 71,87 (10) 37,710 (7) 109,57
10. Ceskoslovaska 72,24 (9) 37,10 9) 109,34
11. DR Nemcdija 62,58 (12) 44,00 (2) 106,58
12. Bolgarija 68,07 (11) 24,30 (17) 92,37
13. Svedska 4541 (14) 34,40 (12) 79,81
14. Turdija 47,00 (13) 31,00 (15) 78,00
15. Finska 41,74 (17) 32,90 (13) 74,64
16. Avstrija 43,52 (16) 26,39 (16) 69,82
17. Kanada 35,00 (18) 32,20 (14) 67,20
18. Jugoslavija 44,15 (15) 18,10 (19) 62,25
19. Norveska 32,69 (20) 22,00 (18) 54,69
20. Kuba 33,41 (19) 17,30 (20) 50,71
21. Islandija (4) 19,32 (21) 12,40 (21) 31,72
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Besedilo eksperimentalnih nalog je bistveno skraj$ano; v originalu obsega
prva naloga 4 tipkane strani, druga pa kar 9. Naloga z mavrico se je izkazala
za zahtevnej$o. Velik del tekmovalcev, med njimi zal tudi vsi na$i, spektra
sploh ni nasel. Druga naloga je med vodji delegacij vzbudila $tevilne komen-
tarje. Velika vecina je bila odlo¢no proti racunalniski simulaciji fizikalnih
eksperimentov in zahtevali so, da se take naloge v bodoce s statutom prepo-
vedo. Manj$ina, v kateri je bil tudi pisec tega zapisa, pa se s tako ostrim
staliS¢em ni strinjala. Racunalni$ka simulacija je v zadnjih letih paé postala
pomembno in koristno orodje v teoreti¢ni in eksperimentalni fiziki. Seveda
bi bilo zgreSeno, da bi odslej eksperimentalni del olimpiade potekal za racu-
nalnikom. Vendar, ¢e Zelimo, da olimpiada spremlja in odraZa sodobne to-
kove v fiziki, moramo biti pripravljeni sprejeti tudi tako nalogo, Se posebej,
¢e je dobra in od tekmovalca zahteva fizikalno znanje in razmisljanje. Angle-
S§ka naloga je brez dvoma bila take vrste, $koda le, da avtorji niso posvetili
dovolj pozornosti preprosti in razumljivi formulaciji navodil in vprasanj.
Na sestanku mednarodne komisije smo porabili ve¢ ur, da smo dali besedilu
sprejemljivo obliko. Na koncu se je izkazalo, da rac¢unalni$ke naloge uéencem
ne delajo veljih teZav, saj so vsi nalogo razmeroma uspe$no reSevali.

Teoreti¢ne naloge

1. Curek svetlobe z valovno dolZino A in frekvenco f pada pravokotno na
dve enaki ozki reZi v razmiku d (Sl 1). Valovanje, ki izhaja iz ene reZe, v raz-
dalji x (x > d) in pod kotom ¢, zapiSemo kot y = a cos [2a(f t — x/2)]. Ampli-
tuda a je enaka za obe rezi.

(i) PokaZi, da lahko skupno amplitudo A valovanj iz obeh reZ dobimo
tako, da seStejemo dva vektorja; dolzino vektorja pri tem doloca amplituda,
smer pa faza valovanja. Iz diagrama za se$tevanje vektorjev preveri, da velja
A = 2acos g, ¢e je B = (xd/1)sin 9.

(ii) Rezi nadomestimo z uklonsko mrezico z N enako razmaknjenimi re-
zami v medsebojni razdalji d. Z vektorsko metodo za seStevanje valovanj
pokazi, da amplitude posameznih valovanj tvorijo stranice pravilnega mno-
gokotnika, katerega ogli$a leZe na krogu z radijem R = [a/(2 sin )]. Dokazi,
da je rezultanta enaka a sin Np/sin 8, in izpelji izraz za fazo vsote valovanj,
merjeno glede na fazo valovanja iz reze na krajiS¢u mreZice.

(iii) Skiciraj sin Ng in 1/sin 8 kot funkciji kota . Pokazi, kako se jakost
vsote valovanj spreminja s kotom f.

(iv) Dolo¢i jakosti glavnih uklonskih vrhov.

(v) Pokazi, da Stevilo glavnih uklonskih vrhov ni vedje kot 2d/1 + 1.

(vi) Pokazi, da so glavni vrhovi za dve valovanji z valovnima dolzinama 2
in A + 44 razmaknjeni za kot A9 =n dif(dcos®), n=0, +1, + 2... Izra-
¢unaj ta kot za svetlobo iz natrijeve svetilke z 1 = 589,0 nm, 41 = 0,6 nm,
n=2ind=1,2.10-%m.

2. Na zacletku stoletja so predlagali model, po katerem je Zemlja sestav-
ljena iz kapljevinske sredice z radijem R, in homogenega plas¢a do povr$ja
Zemlje. V plascu se longitudinalni potresni valovi $irijo s hitrostjo v,, trans-
verzalni pa z v, V sredici imajo longitudinalni valovi hitrost v., (v¢, <<v,),
transverzalni pa se ne morejo Siriti.
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Potres v tocki E na zemeljskem povr$ju povzrodi potresni val, ki potuje
skozi Zemljo do opazovalca v tocki X na zemeljskem povr$ju. Vpeljimo kotno
razdaljo med tocko E in X: 29 = <X EOX, &e je O sredisée Zemlje.

(i) Pokazi, da val, ki potuje v ravni ¢rti, prispe do opazovalca po casu
t = 2R sin §/v, &e je v = v, za longitudinalne in v = v, za transverzalne valove,
R pa je radij Zemlje.

(ii) Pri kotnih razdaljah ¢ > arc cos (R,/R) prispe potresni val do opazo-
valca po dveh lomih na meji med sredico in plag¢em. Nari$i pot takega vala
in poid¢i zvezo med ¢ in vpadnim kotom na mejo.

(iii) Nari8i graf odvisnosti kota ¢ od vpadnega kota za naslednje podatke:
R = 6370 km, R, = 3470km, v, = 10,85 km/s, v, = 6,31 km/s, v,, = 9,02 km/s.
Razlozi, kako opazovalec na razlitnih mestih na zemeljskem povrsju zazna
potres. Skiciraj, kako se spreminja ¢as potovanja longitudinalnih in trans-
verzalnih valov v odvisnosti od ¢, za 0 < ¢ < 90°.

(iv) S podatki iz (iii) izra¢unaj kotno razdaljo, &e opazovalec zabeleZi &a-
sovno razliko 2 minuti in 11 sekund med prihodom longitudinalnega in pri-
hodom transverzalnega vala.

(v) Po dolocenem Casu zabeleZi opazovalec enak dogodek kot (iv), le da
je Casovna razlika sedaj enaka 6 minut in 37 sekund. Pojasni meritev in pre-
veri, da je rezultat povezan s kotno razdaljo, ki si jo doloéil pri (iv).

-—A

Slika 1 Slika 2

3. Trije delci z masami po m so v ravnovesju povezani z lahkimi neraz-
tegnjenimi vzmetmi s konstanto k (SI.2). Delci se lahko gibljejo le po krogu.

(i) Delce premaknemo iz ravnovesja. Zapisi enatbo gibanja za vsakega od
delcev.

(ii) Preveri, da je harmoni¢no nihanje u, = a,cosw? re$itev zgornjih
enacb, ¢e je u, odmik delca n, a, poljubna konstanta, frekvenca pa lahko
zavzame tri vrednosti wo[/?, wo]/fin 0, wg® = k/m.

(iif) Zapisi enacbe gibanja, ¢e verigo pove¢amo na N delcev in N vzmeti.
Preveri, da resitev lahko zapiSemo v obliki u,(f) = a, sin (27 s n/N + @) COS w; t,
Ce je @ poljubna faza, s,n = 1,2,..., N, frekvenca pa w; = 2w, sin (s nt/N). Do-
lo¢i interval mogocih frekvenc, ¢e N poveamo &ez vse meje.
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(iv) Dolo¢i koeficient u,/u, 1 za zelo velik N v dveh primerih:

a) pri majhnih frekvencah,

b) pri najvec¢ji mogoci frekvenci.

Skiciraj odmik delca v odvisnosti od njegove zaporedne $tevilke v verigi ob
izbranem ¢asu za primera a) in b).

(v) Kak$no spremembo v porazdelitvi frekvenc pric¢akuje$, ¢e enega od
delcev nadomestimo z delcem z maso m’, m’ < m. Na podlagi tega rezultata
kvalitativno opis$i obliko frekvenénega spektra v verigi dvoatomnih molekul,
Ce sta masi atomov m in .

Eksperimentalni nalogi
1. Mavrica
A Na voljo imas:
a) spektrometer s kolimatorjem in daljnogledom (Sl. 3),
b) tri plasti¢ne kapalke za tri razli¢cne kapljevine,
c) izvir bele svetlobe,
d) stojala z drZali, ¢rn zaslon, posodice za razli¢ne kapljevine.

B Pojasnilo:

Mavrica nastane po dveh lomih bele svetlobe na povr$ini kapljice in po
k (k=1,2,...) notranjih odbojih; k imenujemo red mavrice. Kot, pod kate-
rim bela svetloba vpade na kapljico, je
razli¢en za razli¢ne rede. Mavrico prve-
ga reda prepoznamo po najvecji jako-
sti, mavrico drugega reda najdemo na
drugi strani vpadnega curka (SI 3),
mavrico petega reda pa opazimo pri-
blizno na sredi med modrima deloma
Slika 3 spektra mavric prvega in drugega reda.

kolimator kapljica

bela svetloba ()|

C Naloge:

(i) Curek bele svetlobe preko kolimatorja usmeri na kapljico vode, ki visi
na kapalki. Najprej s prostim ofesom opazuj mavrici prvega in drugega reda.
Nato z daljnogledom izmeri kot, pod katerim dobimo rdefo svetlobo na skraj-
nem robu vidnega spektra za mavrice prvega, drugega in petega reda.

Za vse tri rede izmeri uklonski kot ¢, za katerega se zasuCe smer vpadne
svetlobe. Nari$i uklonski kot v odvisnosti od reda mavrice.

(ii) Doloédi uklonski kot za mavrico drugega reda za drugi dve kapljevini.

Narisi cos (¢/6) v odvisnosti od 1/n, ¢e je n lomni kvocient kapljevine.
Upostevaj $e teoritiéno vrednost za n = 1. Iz naklona premice doloc¢i uklonski
kot za kapljevino z n = 2. (Lomni kvocienti kapljevin so 1,333, 1,467 in 1,534.)

2. Racunalni$ka simulacija
A Na voljo ima$§ mikroratunalnik NIMBUS.
B Pojasnila:

Mikrora¢unalnik re$uje enaébe gibanja 25 delcev, ki so omejeni na rav-
nino. S pritiskom na ustrezno tipko dobi§ na zaslonu razli¢ne informacije
o legah in hitrostih delcev.
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Delci se nahajajo v kvadratni posodi in so na zaletku postavljeni v oglid¢a
kvadratne mreZe. Delci so enaki; barve ti le omogodajo spremljati njihovo
gibanje. Ce delec zapusti posodo, program generira nov delec, ki vstopi z ena-
ko hitrostjo na nasprotni strani posode; $tevilo delcev v posodi se tako
ohranja.

Med pari delcev deluje to¢no doloden potencial.*

V rafunu nastopajo naslednje brezdimenzijske koli¢ine: lega, hitrost in
masa delcev, kineti¢na in potencialna energija delcev ter &as.

C Naloge:

(i) Preveri za Sest izbranih Casov, da se ohranja skupna gibalna koli¢ina
delcev. Oceni natanc¢nost, s katero raduna racunalnik.

(ii) Nari8i, kako se s ¢asom spreminja kineti¢na energija.

(iii) Narisi ¢asovni potek potencialne energije za isto izbiro ¢asov kot pri
(ii).

(iv) Preveri, da se ohranja polna energija delcev. Oceni natanénost radu-
nanja.

(v) Oceni Cas, v katerem sistem doseZe termodinami¢no ravnovesje, in do-
lo¢i povpre¢no vrednost kineti¢ne energije.

(vi) Ko sistem doseze termodinamitno ravnovesje, pozeni program, ki ti
pokaze porazdelitev delcev po hitrostih. Preveri, da porazdelitev ustreza for-
muli AN = Aexp {—v?/a}, Ce je AN S§tevilo delcev s hitrostjo na dolo¢enem
intervalu okoli hitrosti v, A in ¢ pa sta konstanti. Dolo&i vrednost za q.

(vii) Za sistem v termodinaminem ravnovesju od¢itaj povpre¢ne vredno-
sti kvadrata odmika delcev in narisi, kako se to povpre¢je spreminja s ¢asom.
Izra¢unaj strmino grafa na linearnem podrodju in dolodi &asovni interval,
v katerem je odvisnost $e linearna. Je sistem v termodinami¢nem ravnovesju
kapljevina ali trdna snov? Odgovor utemelji.

RAYLEIGH-JEANSOV PRIBLIZEK

MARIJAN PROSEN
PACS 97.10.Ri

Clanek opiSe uporabo Rayleigh-Jeansovega priblizka Planckovega zakona za
zvezde z visoko temperaturo.

THE RAYLEIGH-JEANS APPROXIMATION

In the article the application of the Rayleigh-Jeans approximation of Planck’s
radiation law for stars of high temperature is described.

V astronomski fotometriji pogosto shajamo z Wienovim priblizkom Planc-
kovega zakona [1]. Pri visoki temperaturi nad 30000 K pa lahko uporabimo
Rayleigh-Jeansov priblizek. Tedaj postavimo priblizno e¢/4T =1+ ¢/A T in
spektralno gostoto zapiSemo z

dj*/di = (c1/ee) T 1~ 0]

J je valovna dolZzina svetlobe, T absolutna temperatura, c¢; = 27k cy® =
= 3,74 .10~ Wm? in ¢z = hco/k = 1,44 . 102 mK (SL 1).

* Oblika potenciala ustreza van der Waalsovi sili (op. prev.)
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S priblizkom (1) lahko zapiSemo enacébe za sij, barvni indeks B —V in bo-
lometri¢ni popravek BK za vrole zvezde.

Sij zvezde v dolo¢enem spektralnem pasu priblizno izrazimo s sijem #2(1)
pri valovni dolzini 1, pri kateri je sprejemnik (na primer oko) najobcutlji-
vejsi [1]

m(1) = —2,5log (dj/di) + C(2) )
dj/di = @2 .dj*/d) je spektralna gostota na vrhu zemeljskega ozradja pri va-
lovni dolZini 1, ¢ pa je polovica zornega kota zvezde [1]. Za dj*/dj uporabimo
(1) in dobimo #2(2) = 10log A —2,51log T'— 2,5 log (ci/cg) — 5log ¢ + C(2). Ce
za valovno dolzino ) vstavimo valovni dolzini iz = 440 nm in Ay = 550 nm,
dobimo za modri sij B = m(ig) = — 2,5 log (T/K) 4 Cp in za vizualni sij V =
= m(ly) = — 2,5log (T/K) 4 Cy. Pri tem sta

Cp =—2,51log (cy/cy) + 101log ip— 5log p — 20,43  in
Cy = —2,51og (¢1/cz) + 101log 2y — 5 log ¢ — 21,07.

Sledi, da je za vrole zvezde barvni indeks B—V = Cz— Cy = 10 log (1p/Ay) +
+ 0,64 ~— 0,3 neodvisen od temperature, kar se ujema z merjenimi vred-
nostmi barvnega indeksa (Sl. 3 v [1}).

djdi b

5]
3=

Sl.1. Rayleigh-Jeansov priblizek (a)
Planckove spektralne gostote (b) v vid-
nem delu spektra za zvezde, ki sevajo
' kot ¢rno telo pri temperaturi 307000 K.
: Zaznamovali smo spektralna pasova, na
_WL katerih merimo modri sij B in vizualni
400 500 600 700 nm sij V. Velja B—V <.

Kako se bolometri¢ni popravek izraza z Rayleigh-Jeansovim priblizkom?
Po definiciji je bolometriéni — ali polni — sij mpy = — 10 log (T/K) + Cpe,
Ce je Cpoy=—>5logp—2,5logs— 19,01 (¢ je Stefanova konstanta) [1]. Bolo-
metri¢ni popravek za vroCe zvezde je BK = V — my, = 71,5 log (T/K) — 45,67.
S to enacbo dobimo oceno za razliko konstant Cp— Cp,; = — 45,67. Natanc-
nejSo vrednost za to razliko pa ugotovimo iz definicije, da je BK = 0 za zvez-
de s temperaturo okoli 6500 K. Ce to upostevamo, sledi za vrole zvezde BK =~
=~ 5. Ocena se ujema z izmerjenimi povpre¢nimi vrednostmi BK za zvezde
zgodnjega spektralnega tipa glavne veje in vroce nadorjakinje [2] (Sl. 4 v [1]).

LITERATURA

[11 M. Prosen, Uporaba Planckovega zakona v astronomski fotometriji, Obzor-
nik mat. fiz. 28 (1981) 51.
[2]1 K.Y. Allen, Astrofizideskie veli¢iny, Moskva, Mir 1977, 156, 291.
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PRESERNOVE NAGRADE STUDENTOV MATEMATIKE IN FIZIKE

Od prihodnjega leta bomo v seznamu diplomantov prve, druge in tretje stopnje
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Maja Bleiweis, Ciril Velkovrh

Dvoparametri¢ne grupe matrik
Problem momentov s stali§¢a funkcionalne ana-
lize

Prispevek k zbirki osnovnih podprogramov za
elektronski racunalnik ZUSE Z-23

Uporaba splinov v numeric¢ni analizi
Fredholmove integralske enacbe prve vrste

Robni problemi za nelinearne diferencialne enaé-
be drugega reda

Poliedrski Schoenfliesov izrek v trirazseznem ev-
klidskem prostoru

Kvadraturne formule po povprecjih
Singularna homolo$ka teorija

Analiza nekaterih direktnih metod za reSevanje
sistemov linearnih enacb

Dvakrat stohasti¢ne matrike

Funkcijske enacbe na Banachovih algebrah
Skupni lastni vektorji matrik

Laminarni pretok tekocine skozi okroglo cev
Racunska analiza brezstenskega proporcionalne-
ga Stevca

Aproksimativno potencialno polje furanovega
obroca

Predelava nevtronskega generatorja in umeritev
pridelka nevtronov

Fotonuklearna absorpcija v fosforu

Meritev fotonuklearne absorpcije v kalciju. Lo¢-
ljivost comptonskega spektrometra

Kako pojema svetlost sten okroglega jaska z

“globino

Devterijeva resonanca in relaksacija v rochellski
soli

Gibljivost elektronov v kristalih z ozkimi ener-
gijskimi pasovi

Fredholmove enacbe prve vrste v fiziki
Laminarno gibanje viskozne tekocine ob polrav-
nini

Meritev spinskih temperatur toplotnih rezervo-
arjev H! in N** v monokristalu TGS
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NMR $tudij absorbirane vode na proteinih
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Vzorci priprav za pouk fizike

Poskusi in opazovanje iz astronomije
Hladilne naprave

Vzorci priprav za pouk fizike

Dodatni pouk iz matematike v 6. razredu O. 8.
Obravnava veéélenov v osnovni $oli
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Soncéni zbiralnik
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Grupe in ornamenti

O enacbah v zgodovini matematike
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Obravnava kroga v osnovni $oli

Dodatni pouk iz matematike v 8. razredu O. 8.
Linearno programiranje

Osnovni problemi pri sprehodu v vesolje
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Industrijski postopki Zaganja lesa
Transformacija v ravnini in posebni primeri
Oblikovanje u¢ne teme preizkusanje kovinskih gradiv
Obravnava kroga in okroglih teles v osnovni $oli
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Fizika — tehni¢na vzgoja

725. Kos, Marija Izdelava ulitkov v Litostrojski livarni
726. Balas, Polona Termoelektrarna — toplarna Ljubljana kot vir toplote
in elektri¢ne energije
727. Gregorc, Helena Opti¢na spektroskopija
728. Vojvoda, Helena Analiza proizvodnega postopka v DO LIP Bled
Fakulteta za naravoslovje in tehnologijo
1. stopnja

Matematika — pedagoska smer **
126. Solomun, Hilda —
127. Marzidovsek, Vanja Produkti in vrste za Stevilo n
128. Bogatic, Cirila Fibonaccijeva Stevila
129. Leskovec, Mateja Indukcija in barvanje kart

Matematika — uporabna smer**
190. Cas, Alenka Riemannov izrek o konformnih upodobitvah
191. Jevtié, Branko —
192. Luksié, Ivan Hitra diskretna Fourierova transformacija
193. Rogelj, Janez Program za prenos podatkov iz centralnega racunal-

nika na osebni rac¢unalnik
2. stopnja

Matematika — pedagoska smer
430. Rozman, Vesna Gibanje v ravnini
431. Kovad-Gregor¢ic, Irena  Razli¢ni nacini vpeljave realnih $tevil
432. Marek, Leila Zakon dvakratnega logaritma
433. Klopcic, Joze Racunanje Stevila =
434. Pavleti¢, Marino Neevklidicne geometrije in relativnost

435. Dolenc-Pintar, Milena Geometrija kroznice v Rz in njihova predstavitev v R3
Matematika — uporabna smer

335. Krzi¢, Jozica Casovne vrste in Marguardtova metoda za ocenjevanje
parametrov
336. Likon, Tomaz Aposteriorne ocene za napake pri Gaussovi eliminaciji
337. Fajfer, DuSan Simuliranje ¢asovnih vrst z intervencijskimi modeli in
modeli ARIMA
338. Fabic, Irena Mere podobnosti grafov
339, Teran, Barbara Kvalitativna teorija za sisteme diferencialnih enacb
340. Pustovrh, Nevenka Vsota kvadratov ostankov posplosenih ARMA modelov
kot funkcija parametrov modela
341. Spiller-Muys, Maja Predhodno ocenjevanje nelinearnih parametrov ARMA
modelov nesezonskih ¢asovnih vrst
342. Krek, Terezija Rezanje in celo$tevilski nahrbtnik
343, Ribanovié¢, Ozren Dinamika smus$kih poletov Planica 85
344, Zupanci¢, Marta Grafovski postopki razvrscanja v skupine
345. Dolenc, Tomi Uporaba zlepkov pri interpolaciji geodetskih meritev
346. Rojko, Cvetka Optimizacija transporta mineralne vode
347. Isteni¢, Mojca Normalizacija zbirk podatkov
348. Erzen, Mojca Prilagodljive interpolacijske metode
349. Kralj, Ester Analiza podobnostnih transformacij matrik
Matematika — teoreti¢na smer
13. Hvala, Bojan Konci grup in simplicitnih kompleksov
14. Saksida, Pavle ]”]I.‘opoloéka teorija homotopskih metod numeri¢ne ana-
ize
15. Kosir, Tomaz Skupni lastni vektorji matrik
16. Kukovica, Igor Pasovno simetri¢na jedra
17. Bakula, Robert Matriéni zakladi operatorjev

#* V teh dveh skupinah navajamo imena samo tistih $tudentov, ki so izpolnili pogoje in tudi prosili
za podelitev diplome.
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Arcon, Iztok

Megusar, Franc
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Pivec, Irena

Matematika

Boncdina, Robert
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Topi¢, Bogdan

Korbar, Darko

Dolinsek, Janez

Bonda, Janez

Ajlec, Bojan

RamsSak, Anton

Matematika
Mohar, Bojan

Batagelj, Vladimir

Fizika
Kranjc, Tomaz

Podgornik, Rudi
Lukac, Matjaz

Opazovanje ledenih kristalov v naravi
Vpliv elektrolita na stabilnost milni¢nih plasti
Prikaz pojavov v atmosferskem elektricnem polju

Racunalni$ka simulacija gostih plinov

Razpad vrzeli v podlupinah L pri ksenonu

Izboljsava lokalnega modela seizmi¢nih hitrosti
Toplotna prepustnost oken z dvojnimi stekli
Selektivna magnetizacija pri slikanju s spini
Maksimalne hiperploskve v Schwarzschildovem pro-
storcasu

Merjenje lastnosti plazme z emisijsko sondo

Meritev meje enorodnosti opti¢nega vlakna

Merjenje fluorescence 1-anilinonaftelen-8-sulfonata
Magnetoradiometer III. reda s SQUID

PodaljSana fina struktura absorpcijskih robov
(EXAFS) v Braggovem sipanju rentgenske svetlobe
Mali hladilni sistem trilingovega tipa z dodatno Joule-
Thomsonovo stopnjo

Izratun NMR spin-spin sklopitvenih konstant z upo-
rabo semiempiri¢ne MO metode SCPT-INDO
Dekonvolucija karbonilnega traku

Nastanek in znacilnosti slane v Sloveniji

3. stopnja

Funkcionalno-analiti¢ni problemi teorije sistemov
Gladke strukture na R4

Studij psevdo-enodimenzionalnega feroelektrika
RbD2PO,4

Simulacija procesov pri interakcijah pionov z nukle-
oni

Studij inkomenzurabilnih in komenzurabilnih faznih
prehodov v [N(CHj3)4]2ZnCly z metodo jedrske mag-
netne resonance dusika 14N

Inkomenzurabilne strukture v modelu nasprotujocih
se sklopov

Studij sipanja rentgenske svetlobe na uranu v blizini
pragov za fotoabsorpcijo v podlupinah Ls in L3: Ra-
man-Coster-Kronigov pojav

Studij reakcije (y, No) v semidirektnih modelih

Doktorske disertacije

Grafi v kombinatori¢ni topologiji
Induktivni razredi grafov

Kinetika tunelskih paraelasti¢nih in paraelektri¢nih
centrov

Prispevek strukture vode k interakcijam med biolo-
$kimi makromolekulami

Opti¢na detekcija resonancne dipolne interakcije med
redkimi spini in spinskim rezervoarjem v Pr+3:LaF;

Zbrala in uredila Maja Bleiweis in Ciril Velkovrh
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Drustvo matematikov, fizikov in
astronomov sta zadeli dve hudi izgubi:
25. 1. 1987 je umrl njegov Castni ¢lan
profesor dr. Alojzij Vadnal in 22. 2.
1987 njegov castni ¢lan profesor dr.
Franjo Dominko. V spomin na Castna
¢lana prina$a Obzornik nagovora pred-
sednika dru$tva profesorja dr. Fran-
ceta KriZani¢a ob slovesih na Zalah.

PROFESORJU ALOJZIJU VADNALU

Dru$tvo matematikov fizikov in astronomov SRS se poslavlja od
Vas, od svojega dolgoletnega predsednika in éastnega élana.

Zvezde so nam, ko ste stali ob nasem krmilu, razliéno sijale. Zdaj
smo se znadli v brezvetrju, zdaj spet smo mogli s polnimi jadri na-
prej. V poletu in v zastoju se je drustvo lahko oprlo na Vas neusah-
ljivi optimizem, na Vaso vedno trezno presojo. »Nobena dobro za-
snovana akcija ne more propasti« ste verjeli, in res nam ni. Bil je
v razvoju drudtva trenutek, ko smo Ze skoraj vsi dvignili roke. Ta-
krat ste rekli: »Bom pa jaz samc, vso pezo ste si naloZili in drustvo
varno spravili mimo notranjih Ceri.

Najvedjo pozornost ste v druStvu posvelali nastajanju in raz-
voju matematiénega tiska. Da je to naloga za slovenske matematike,
Vas je opozoril tudi Boris Kidrié. In v to naSe kolektivno delo ste
prispevali lep, pomemben deleZ.

Ni dobrega matemati¢nega pisanja brez lepega in skrbnega je-
zika. Z Vami izgublja sloven$éina goredega poznavalca. V drustvu
ste od vsega zadetka vodili terminolosko sekcijo. Skrbno ste zbirali,
urejali in sejali slovensko matematiéno besedisée. Zal Vam ni bilo
dano dodakati prenovljene izdaje Matematiéne terminologije in
osemjezi¢nega Matematiénega slovarja, ki ste ju pripravljali v zad-
njih letih.

Kjerkoli se je lahko matematika v nasi druzbi uveljavila, v raz-
iskovalnem delu, v stikih z gospodarstvom, v Solah vseh stopenj in
smeri, v spisih, namenjenih branju zunaj Solskih klopi, povsod ste
zapustili sled in z njo bo ostal spomin na éloveka, ki je imel mate-
matiko rad, jo zvesto spoznaval in se z njo vred nesebi¢no razdajal.

Za vse, kar ste prispevali matematiéni kulturi v Sloveniji, hvala.
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PROFESORJU FRANJU DOMINKU

Cas je priSel, ko Vam moram, dragemu ucitelju in prijatelju,
v imenu Dru$tva matematikov, fizikov in astronomov govoriti besede
slovesa. S &lovekom, ki odide od nas, neponovljiv in nenadomest-
ljiv, ugasne tudi njegovo — enkratno in samo njegovo — videnje
sveta. Va§ pogled je hotel objeti vse, vso naravo, vsega ¢loveka. Svoje
delo astronoma ste poskulali podrejati $irokemu, enotnemu naravo-
slovju, naravoslovje pa Vam je bilo le del sploSnocloveskega, huma-
nistiénega iskanja. Zato tudi najboljSa &lovekova prijateljica,
knjiga, med nami ni imela boljSega prijatelja, kot ste ji bili Vi. Zato
ste radi hodili med ljudi, jim pripovedovali in jim prisluhnili.
Zato so Vam bili vsi narodi bratje, zato ste bili povsod v svoji de-
Zeli, pa naj sta Vas Zivljenje in pot zanesla v Bologno ali v Beograd,
v Ljubljano ali v Moskvo.

Delo Vase pa je bilo vse posvedeno Sloveniji, v njej je naslo
pobude in cilje, njej ste na trdno skalo postavili astronomski in
geofizikalni observatorij, njej ste odpirali poglede v vsemirije.

Ziveli ste z odprtimi oémi in z odprtim srcem. Kljub temu ali
pa prav zato ste morali nemalokrat v boj. Bili ste prvi antifaist
v Italiji, v nas$, jugoslovanski, narodnoosvobodilni boj ste posegli
z duso in s pestjo, saj ste njegovo zmago docakali na fronti.

In — ali ni bilo tudi VaSe povojno bivanje med nami boj? Za zu-
nanjega opazovalca se je mediteranski temperament spoprijemal z
ljubljansko meglo, za nas pa je bilo veliko veé. Zvesto ste nam drZali
ogledalo, svarili ste nas in opozarjali, kadar smo podlegali potros-
nis$tvu, biznisu in birokratskim vabam, vzpodbujali ste nas, Se ved,
hujskali ste nas k samostojnemu razmisljanju in k drZavljanski kre-
posti. Bojevali ste se proti laZiznanosti in proti laZem o znanosti, pa
naj jih je predel ozki akademizem ali ozki pragmatizem. V tem boju
ste znali tudi potrpeti, mirno prenesti nasilje vsakr$nih meril.

Hvala vam za vse, kar ste naredili, za vse, kar ste nam z Zivlje-
njem, z delom in z besedo povedali.
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RAZISKOVALNE NALOGE ODDELKA ZA MATEMATIKO IMFM V L. 1986*

V letu 1986 je oddelek za matematiko InStituta za matematiko, fiziko in
mehaniko Univerze v Ljubljani prijavil pri Raziskovalni skupnosti Slovenije
22 raziskovalnih nalog z 23 nosilci in prav toliko sodelavci. V nadaljevanju
objavljamo kratke izvleCke vseh del.

Zbral in uredil Ciril Velkovrh

Matemati¢na analiza

156. Povsem realne vlozitve. Nosilec Franc Forstneri¢, sodelavca Emil Belo-
glavec in Mitja Lakner.

Delo obravnava povsem realne vlozitve realnih n-dimenzionalnih mnogo-
terosti v kompleksen prostor €©n. Glavni rezultat je: Ce je f: Mn — € po-
vsem realna imerzija, ki je regularno homotopna neki vlozitvi M» v €», potem
je f tudi regularno homotopna neki povsem realni vlozitvi M» v €n. Vsaka
orientabilna kompaktna tridimenzionalna mnogoterost se da povsem realno
vloziti v €8. Obstajajo povsem realne tridimenzionalne sfere v €3, ki vsebu-
jejo robove analiti¢nih diskov.

157. Konci diskov. Nosilec Josip Globevnik. Sodelavci: Edgar L. Stout, Ale§
Zaloznik in Anton Cedilnik.

V delu je obravnavano Obnasanje na robu holomorfnih preslikav f z enot-
nega diska U < € v ON. Pri nekaterih dodatnih predpostavkah dokaZemo na-
slednje: ¢e je f injektivna na U in e jo je mogoce zvezno razsiriti na U, tedaj
je f injektivna na b U. Dalje, Ce sta f, g pravi holomorfni preslikavi z U v By,
odprto enotno kroglo v €2, ki ju je mogoce zvezno razsiriti na U, tedaj pri
nekaterih dodatnih predpostavkah velja naslednje: ¢e ima f(b U) N g(b U)
pozitivno dolzino, tedaj je f(U) = g(U).

158. Projekcijske lastnosti Arhimedovih f-algeber. Nosilec Boris Lavri¢, so-
delavec Mirko Dobovisek.

Freudenthalov spektralni izrek je mo¢ v sploSnem Arhimedovem Rieszo-
vem prostoru formulirati na dva razli¢cna nacina. Karakterizirani so Rieszovi
prostori, v katerih velja ena ali druga oblika Feudenthalovega spektralnega
izreka. Podobno so pisani Rieszovi prostori, ki imajo dovolj projektorjev, prav
tako tudi U-algebre in urejenostno o-polne Arhimedove f-algebre z enoto. Kot
aplikacija je podana posploSitev Hahn-Banachovega izreka na module nad
U-algebro in nad kompleksifikacijo Dedekindovo polne f-algebre z enoto.
Omenjene projekcijske lastnosti so v prostorih tipa ¢(X) opisane tudi s topo-
loskimi lastnostmi prostora X.

159. Posplositve pojma ekstremne tocke. Nosilec Gorazd Lesnjak, sodelavec
Milan Hladnik.

Naloga definira posploSitve pojmov ekstremne tocke, tocke gladkosti in
$ibke diferenciabilnosti norme. Obravnava odnose z znanimi pojmi geome-
trije normiranih prostorov. Pokaze, da tudi za posplo$ene pojme veljajo re-
zultati, ki so analogni klasi¢nim. Podana je krepka oblika izreka o maksi-

* Jzvlecki raziskovalnih nalog iz leta 1985 so bili objavljeni v Obzornik mat. fiz.
33 (1986) 121.
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mumu norme za holomorfne preslikave z vrednostmi v normiranih prostorih.
Izpelje kriterij za kompleksno enakomerno konveksnost prostora kon¢no adi-
tivnih vektorskih mer. Karakterizira kompleksne ekstremne tocke nekaterih
prostorov operatorjev oziroma njihovih dualov.

160. Operatorji ohranjevalci. Nosilec Matjaz Omladi¢, sodelavec Janko Grav-

- ner.

Naj bo L(X) algebra omejenih operatorjev na netrivialnem kompleksnem
Banachovem prostoru X in F: L(X) —L(X) neka linearna preslikava. V delu
so obravnavane lastnosti takih preslikav F, ki ohranjajo nekatere lastnosti
operatorjev iz L(X). Kljucen je rezultat, da so preslikave F, ki ohranjajo rang
operatorjev, bodisi oblike F(A) = U A U-1 bodisi oblike F(A) = U A’ U1, kjer
je A’ adjungirani operator k operatorju A. Iz tega dejstva sledi najprej, da je
vsaka preslikava F, ki ohranja komutiranje poljubnih parov operatorjev, spe-
cifiéne oblike, nato pa $e, da je tudi vsaka preslikava, ki ohranja numeri¢ni
rang reda k, specifi¢ne oblike. Zadnji rezultat je izdelan le za primer Hilber-
tovega prostora.

161. Nekatere funkcionalne enacbe v Banachovih algebrah in sorodni pro-
blemi. Nosilec Edvard Kramar, sodelavec Bojan Magajna.

Raziskava obravnav nekatere funkcionalne enacbe v kompleksnih Bana-
chovih algebrah. Ena teh funkcionalnih enacb je v tesni zvezi z odvajanji na
Banachovih algebrah. Dokazana je posploSitev klasi¢éne Jordan-Neumannove
karakterizacije prehilbertovega prostora.

Topologija
162. Geometrijska topologija 3-mmnogoterosti. Nosilec Dusan Repovs, sodela-
vec Janez Rakovec.

V prvem delu naloge obravnavamo celicaste dekompozicije topoloskih
3-mnogoterosti, ki imajo vlozitveno dimenzijo najve¢ 1. Izpeljemo nov kriterij
skréljivosti za tak$ne dekompozicije in dokaZzemo nov izrek o prepoznavanju
topolo$kih 3-mnogoterosti v razredu posplosenih 3-mnogoterosti.

V drugem delu naloge obravnavamo regularne okolice homotopsko koso-
ma-linearno vloZenih kompaktnih poliedrov v topoloSkih 3-mnogoterostih.
Med drugim dokazemo, da obstajajo vozli, ki imajo skupno hrbtenico, ¢eprav
njihovi komplementi v 3-sferi niso homeomorfni prostori.

163. Topologija sploSne algebrai¢ne enacbe. Nosilec JoZze Vrabec, sodelavca
Matija Cencelj in Ziatan Magajna.

Naj bo polinom D,(t,...,t,) diskriminanta sploSne algebrai¢ne enacbe
stopnje n z realnimi ali kompleksnimi koeficienti 1, 7y, ..., ¢,. Glavni rezultati
tega dela podajajo opis globalne topoloSke strukture diskriminantne mnozice
D,1(0). Dokazano je, da obstajata taka kon¢na C W kompleksa X, (dimenzije
n—23) in Z, (dimenzije 2n —5), da je realna (oziroma kompleksna) diskrimi-
nantna mnozica homeomorfna produktu realne premice (oziroma kompleksne
ravnine) z neskonc¢nim stozcem nad kompleksom X, (oziroma Z,). Nizko di-
menzionalni kompleksi X3, Xy X5 in Z3 so doloCeni povsem eksplicitno, za
druge pa je podan principialni kombinatorni opis.
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Numeri¢na in rac¢unalniska matematika
164. Analiza podobnostnih transformacij matrik. Nosilec Zvonimir Bohte,
sodelavec Marko Petkovsek.

V prvem poglavju je najprej obdelana splo$na analiza zaporedja ortogo-
nalnih podobnostnih transformacij, nato pa analiza zaokroZitvenih napak pri
Givensovi metodi za redukcijo simetri¢ne matrike na tridiagonalno obliko in
nesimetri¢ne matrike na zgornjo Hessenbergovo obliko. V drugem poglavju
je obdelana splo$na analiza zaporedja neortogonalnih podobnostnih transfor-
macij, nato pa analiza zaokrozitvenih napak pri redukciji nesimetri¢ne matri-
ke na zgornjo Hessenbergovo obliko z eliminacijami. Tretje poglavje vsebuje
¢lanek, ki povzema rezultate iz drugega poglavija.

165. Racunalnisko orientirane matemati¢ne metode, 11. del. Nosilec Janez
Grad, sodelavec Janez Barle.

V raziskavi so opisani nekateri algoritmi za dolo¢anje zadetne resitve line-
arnega programa. Klasi¢ni postopki so prva faza dvofazne Dantzigove metode
in hevristi¢ni postopki vkljuceni v podprogram CRASH. Med sodobnej$e pri-
stope k reSevanju tega problema spadata Karmarkarjev algoritem in postopek
dualen Fourier-Motzkinovi metodi. Poudarjeni so tudi problemi radunalni$ke
realizacije opisanih algoritmov. Za Karmarkarjev algoritem je napisan in
testiran program na APL.

166. Numeri¢ne metode za stabilno reSevanje nekaterih navadnih in parcial-
nih diferencialnih enacb. Nosilec Andrej Kmet, sodelavec Bojan Orel.

V prvem delu je opisanih ve¢ metod za numeri¢no re$evanje robnega pro-
blema za navadne diferencialne enacbe drugega reda z majhnim parametrom.
Pokazana je eksistenca in ocenjena napaka numeri¢ne resitve. Podan je pri-
mer. V drugem delu sta analizirana stabilnost in red eksplicitnih in semi-
implicitnih diferené¢nih metod za reSevanje nekaterih parcialnih diferencial-
nih enacb. V tretjem delu je predstavljen postopek za konstrukcijo krozno-
-eksaktnih metod s pomocjo ustreznih »normalnih« metod za reSevanje zalet-
nih problemov. Na koncu so dobljene krozZno-eksaktne metode na konkretnih
numeriénih primerih primerjane z ustreznimi »normalnimi« metodami.

167. Interpolacija in Schoenberg-Whitneyevi pogoji v veé¢ dimenzijah. Nosilec
Jernej Kozak, sodelavec Matija Lokar.

V prvem delu raziskovalne naloge je podan podroben pregled lastnosti
kvadrati¢nih zvezno odvedljivih zlepkov v dveh dimenzijah. Studirani so
ucinkoviti postopki za njihovo uporabo in pogoji za korektnost interpolacij-
skih shem. Drugi del naloge vsebuje razpravo o interpolaciji v dveh dimen-
zijah, ki ohranja konveksnost podatkov v dveh smereh. Podan je algoritem,
ki dolodi iskano interpolacijsko funkcijo kot C2 odsekoma hiperboli¢no funk-
cijo.

168. Prve tri lastne vrednosti operatorja Laplacea na trikotniku. Nosilec Pe-
ter Petek.

Naloga obravnava problem lastnih vrednosti operatorja Laplacea z Dirich-
letovim robnim pogojem na obmodcju trikotne oblike. Navedeni so analiti¢ni
rezultati, ki so znani za enakostrani¢ni trikotnik, njegovo polovico in pravo-
kotni enakokraki trikotnik. Nadalje so predstavljene tri metode ocenjevanja
lastnih vrednosti za poljubno obmocje, uporabljene so za trikotnik, pri ¢emer
je upostevana posebna oblika obmocja.

154



169. Numeri¢no resevanje hiperboli¢nih sistemov parcialnih diferencialnih
enacb teorije linij. Nosilec TomaZ Slivnik, sodelavec Gabrijel Tomsic.

Prenasanje signalov vzdolZz elektri¢nih linij se lahko opiSe s hiperboli¢nim
sistemom parcialnih diferencialnih enac¢b. Glede na precejSnjo raznolikost
robnih pogojev pride v postev le numeri¢no reSevanje problema. V delu so
re$ene enacbe z metodo karakteristik. Ob upostevanju robnih in zacetnih po-
gojev je problem preveden na sistem navadnih diferencialnih enacb. Po tej
metodi so obravnavane brezizgubne linije in tudi linije z izgubami.

170. Studij operatorjev pri dusenem nihanju. Nosilec Anton Suhadolc.

Delo obravnava prosta nihanja duSenih sistemov. Za matri¢ni problem je
definirano, kaj pomeni delno predusen sistem, in izpeljanih je nekaj posledic
predusenja na podmnozici in na vsem prostoru. Za primer enacbe duSenega
nihanja, kjer sta duenje in proznost opisana s sebi adjungiranimi omejenimi
pozitivnimi operatorji, je izpeljana konstrukcija reSitve z uporabo krepko
zveznih operatorskih polgrup. Glavni rezultat naloge je dokaz eksistence Sibke
re$itve za primer, ko sta duenje in proznost opisani z neomejenimi realnimi
pozitivno definiranimi sesquilinearnimi formami.

Osnove. Algebra

171. Kompleksnost logi¢nih programov. Nosilec Izidor Hafner.

Obravnavan je problem kompleksnosti logi¢nih programov za algoritem
unifikacije in popolnostni izrek za ekvivalentnostni racun. Za unifikacijo sta
obravnavana dva algoritma, eden je realiziran kot program v prologu. Tudi
popolnostni izrek za ekvivalentnostni rac¢un je realiziran kot pogram.

172. Algoritmi v predikatnem ra¢unu. Nosilec Borut Jurci¢-Zlobec.

V tem delu smo opisali algoritem sistemati¢ne tabele za dolocevanje res-
ni¢nosti formul v predikatnem racunu in ga pripravili za programiranje.

173. Deformacije graduiranih algeber. Nosilec DuSan Pagon.

Nilpotentne Liejeve algebre nad dolocenim obsegom tvorijo vecparame-
terske druzine. Za proucevanje slednjih je bil vpeljan pojem deformacije
algebre, ki temelji na teoriji formalnih potencnih vrst. Zacetek vsake defor-
macije (lokalna deformacija) je podan z nekim elementom druge grupe ko-
homologij algebre s koeficienti v sami algebri. Omenjene grupe so najbolj
dostopne za proudevanje v primeru graduiranih Liejevih algeber: maksimalnih
nilpotentnih delov klasi¢nih algeber in skoraj svobodnih algeber.

174. Intenzionalna logika — izhodis¢e formalne semantike. Nosilka Andreja
Prijatelj.

V prvem poglavju je prikazan intenzionalni vidik naravnega jezika. Poda-
nih je nekaj zgledov iz slovenskega jezika, ki porajajo nejasen kontekst. Opre-
deljen je Montaguejev formalni sistem intenzionalne logike in predvsem po-
drobno predstavljena prirejena modelsko teoreti¢na indeksna semantika. V
drugem poglavju pa so dokazani meta izreki o veljavnih formulskih shemah
ter o pomensko invariantnih operacijah v IL.
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Teorija grafov

175. Kombinatori¢na optimizacija. Nosilec Vladimir Batagelj, sodelavca Sandi
Klavzar in Marko Petkovsek.

Naloga se ukvarja s tremi problemskimi sklopi: razvri¢anje v skupine,
algebrajski pristopi k optimizacijskim problemom in javnim sistemom za iz-
menjavo Sifriranih sporod¢il. Dan je pregled lastnosti hierarhi¢nih razvrstitev in
zveza le-teh z ultrametrikami; narejen je pregled grafovskih metod razvrica-
nja; podan in razdelan je nov kriterij za dodajanje enot v razvrstitve; vpeljan
je pojem konveksnosti razvrstitev za dano urejenost in prikazan pomen kon-
veksnosti za uporabo dinami¢nega programiranja pri problemih razvri¢anja.
Narejena sta pregleda teorije in postopkov za re$evanje problema poti in mini-
mizacije celo$tevilskih kvadratnih form. Razdelan je problem varnosti in reali-
zacije javnega sistema RSA za izmenjavo $ifriranih sporodil.

176. Lastnosti simetri¢nih grafov. Nosilec Dragan Marusié.

V tem delu se avtor ukvarja s simetri¢nimi in krepko regularnimi grafi
ter z lastnostmi enostavno primitivnih grup stopnje 2p, kjer je p prastevilo.
Na koncu se obravnavajo $e permutacijski grafi, ki naravno izhajajo iz si-
metri¢nih grafov.

177. Topoloska teorija grafov in invariante grafov, 4. del. Nosilca Bojan Mo-
har in TomaZ Pisanski, sodelavci: Zlatan Magajna, John Shawe-Taylor,
Aleksander Malni¢, T. D. Parsons, Rok Sosi¢, Janko Herga, Sandi Klav-
zar, Marko Petkovsek.

Delo obravnava razlicne probleme teorije grafov. Sestavljeno je iz osmih
prispevkov. Od tega sta dva posvecena topoloski teoriji grafov, vloZitvam gra-
fov in grup v neorientabilne ploskve. Trije prispevki obravnavajo razvejane
krove, eden prese¢ne grafe, zadnja dva pa sodita v algebrsko teorijo grafov.

NOVI CLANI DMFA SRS V LETU 1986

V letu 1986 se je na novo naroCilo na Obzornik za matematiko in fiziko
42 matematikov in fizikov. Poleg teh pa je oddalo prijavnico za ¢lanstvo v na-
Sem drustvu tudi 19 $tudentov matematike in fizike v visjih letnikih. V prihod-
njem letu bodo postali enakopravni ¢lani drustva. Med novimi naro¢niki Ob-
zornika je tudi 6 Studentov matematike v prvem letniku.

Iz seznama ¢lanov drus$tva, s tem pa tudi iz seznama naro¢nikov Obzornika
smo ob koncu lanskega leta Crtali 52 dosedanjih naro¢nikov, ki so revijo
odpovedali (7), umrli (2) ali kljub trem vabilom, da poravnajo svoje obvez-
nosti, ostali dolzniki za vse leto (17) ali celo za dve leti (26). Ob tem se kljub

vsemu veselimo, da je novih ¢lanov ve¢ kot ¢rtanih. Ciril Velkovrh
1422. Antolovié, Joze 1436. Kresol, Marija 1450. Radez, Milena
1423. Apat, Joze 1437. Krzi¢, Jozica 1451. Ravnik, Fredi

1424. Bakula, Robert 1438. Kuzma, JoZica 1452. Robnik, Alojz
1425. Bracié, Janko 1439. Lokar, Matija 1453. Rojko, Cvetka
1426. Dela¢, Darko 1440. Marinc, Darinka 1454. Sirk-Senica, Vida
1427. Draginc, Terezija 1441. Milenkovié¢, Nives 1455. Sirovatka, Goran
1428. Grabec, Igor 1442. Moc¢nik, Mojca 1456. Semrl, Peter

1429. Horzelenberg, Mirjam  1443. MozZina, Janez 1457. Ursi¢, Erika

1430. Jereb, Danica 1444. Mula, Tatjana 1458. Vercnik, Franciska
1431. Klavzar, Sandi 1445. Miiller, Vera 1459. Vranicar, Joze
1432. Kobal, Damjan 1446. Nerad, Joze 1460. Zgrabli¢, Boris
1433. Kocjan, Marko 1447. Noc, Gorazd 1461. Zupanci¢, Marta
1434. Kolman, Ludvik 1448. Novak, Marjeta 1462. Zupet, Katarina
1435. KoSak, Milena 1449. Podgornik, Rudi 1463. Zigon, Borut
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VISOKOSOLSKA MATEMATIKA V ZDA

V letih 1978—1986 sem bil Sestkrat v ZDA — vsega skupaj sem na ame-
riSkih univerzah prebil tri leta, sprva kot podiplomski $tudent in nato kot go-
stujoci predavatelj. V prispevku Zelim na kratko strniti svoje vtise o visoko-
Solski matematiki v ZDA.

Za povprecnega absolventa srednje Sole v ZDA je obi¢ajno poglavitna ovira
za nadaljevanje Studija na univerzi $olnina, ki znasa od nekaj tiso¢ pa vse do
dvajset tiso¢ dolarjev letno, odvisno od tega, ¢e je ustanova drZzavna ali pri-
vatna ter kak$en ugled ima. Formalni sprejemni pogoji niso pretirano zahtevni
— zados¢a spodobna ocena pri zakljuénem izpitu. Prav zato morajo vsi §tu-
dentje (vseh smeri) v prvem letu poslusati semestrski te¢aj iz uvoda v mate-
matiko (precalculus), razen ¢e so ga sposobni z diferencialnim izpitom pre-
skotiti. Sele potem se zacne vi§ja matematika, kot jo poznamo pri nas. Traja
dva semestra in je po obsegu precej skromnej$a kot nasa. Dokazi so pogosto
izpu$ceni, sprasujejo jih pa skoraj nikoli. Nasploh se zdi, da $tudentje v prvih
dveh letnikih porabijo ve¢ ¢asa za opravljanje splo$nega (skupnega) programa,
ki obsega marsikaj takega, ¢esar pri nas ne poslu$amo (ve&) na univerzi, ker
so v sploSnem naSe srednje 3ole zahtevnej$e in kvalitetnejSe od ameriskih.

V tretjem letniku se $tudent dokonéno opredeli za glavni predmet (major)
— matematiko in stranski predmet (minor) — ponavadi je to racunalni$tvo
ali fizika. V naslednjih dveh letih potem poslu$a program, ki je moc¢no po-
doben naSemu za 2. in 3. letnik. Odvisno od $ole mora $tudent napisati za-
klju¢no nalogo ali pa tudi ne. Diplomskega izpita, kot ga poznamo pri nas, ni.

Organizacija $tudija je v marsi¢em precej druga¢na kot pri nas. Ameriske
univerze so grajene kot samostojna naselja — campusi in imajo zato tudi
centralno upravo, ki jo krmili vsemogoéni ra¢unski center. Prav tako je cen-
tralizirana matematika — vsi uditelji matematike so zbrani v Oddelku za
matematiko, ki izvaja pouk za vse fakultete. Racunalni$ki program vsak se-
mester Ze ve¢ mesecev naprej Studentom ponudi pisano paleto tetajev; med
njimi izbirajo po svojih Zeljah celo ustrezne sekcije (glede na ure predavanj).
S tem si vsaj naceloma lahko vsakdo sestavi optimalen urnik, kar omogoca
velikemu S$tevilu Studentov, da se honorarno zaposlijo in tako laZe krijejo
visoke stroSke Studija. Vefina predmetov se predava ob ponedeljkih, sredah
in petkih, po eno Solsko uro vsakokrat, so pa tudi sekcije, ki se sestajajo le
vsak torek in Cetrtek. Neprijetno pri vsem tem je predvsem to, da morajo
Studentje pogosto med dvema predavanjema v 10 minutah priti iz ene pre-
davalnice v drugo — vdasih sta tudi po kilometer narazen. Ista nadloga seveda
pogosto zadene tudi uditelje.

Odnos med $tudenti in uditelji je mo¢no odvisen od $ole, vendar je zna-
¢ilno, da se Studentje izredno zavedajo svojih pravic in da jih neutrudno
uveljavljajo, brz ko jim kaj ne ustreza. Ulitelj mora vselej skrbno izbirati
besede, ko na zacetku semestra razredu pojasnjuje rezim dela in ocenjevanja
— ce bo kasneje med letom le za ped odstopil od deklariranih nadel, bo zelo
verjetno sliSal protest preko ustreznega urada za pritozbe na Oddelku za
matematiko. Na $tevilnih $olah mora vsak uditelj napraviti med $tudenti vsako
leto vsaj eno anketo, zato takSne pritozbe hitro naletijo na pozitiven odgovor.
Nasploh je seveda veliko teze uditi uvodne tedaje, ki jih poslusajo prav vsi,
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kot pa specialne tecaje za viSje letnike. Pri slednjih je ne le manj sitnosti
z nergavimi $tudenti, marve¢ je predvsem veliko ve¢ sodelovanja z razredom,
ve¢ vprasanj in celo zanimivih idej, lepih re$itev nalog ipd. Pravzaprav tako
kot pri nas.

Preverjanje znanja je precej togo. Med semestrom ucitelj pripravi dva ali
tri kolokvije, ki jih piSejo $tudentje kar med predavanji. Poleg tega se obi-
¢ajno pobira tudi domaca naloga, ki na koncu tudi prispeva k zaklju¢ni oceni.
Glavni delez pa pride od zaklju¢nega izpita, ki je za vse predmete na koncu
semestra. Kdor pade, nima popravnega izpita — ponovno se mora vpisati
v ta tefaj — in ponovno pladati ustrezno $olnino. Tak nadin sprotnega Studija
je pripomogel, da je npr. pri uvodnih teéajih osip med 20 in 30 odstotki,
kar je bistveno boljse kot pri nas.

Americani imajo seveda $e kup posebnosti, ki jih na tem mestu ne kaze
na$tevati. Morda za drobiZz povem le dve: kon¢ne ocene se $tudentom posljejo
domov. Ne le zato, ker se Ze naslednji dan po zaklju¢nih izpitih univerzitetno
naselje prakti¢no izprazni, marve¢ tudi zato, ker bi javno objavljene ocene
kratile $tudentom ustavno pravico do zasebnosti. In dalje — ¢e datum izpita
slu¢ajno pade na katerikoli religiozni praznik in ¢e $tudent prinese uradno
potrdilo, da ga bo praznoval, je ulitelj dolzan za tega Studenta pripraviti
poseben test na kak drug dan.

Sekcije so obiajno dveh razli¢nih velikosti: majhne S$tejejo od 30 do 40
slugateljev, velike pa od 140 dalje. Ug¢itelj v majhni sekciji nima pomoci asi-
stenta, morda dobi le pomo¢ $tudenta visjega letnika pri popravljanju domacih
nalog. V velikih sekcijah pa eden ali ved asistentov v skupinah vodi vaje, ki
dopolnjujejo predavanja. U¢na obveznost je obi¢ajno ena majhna in ena
velika sekcija. Na vodilnih univerzah vsak uditelj praviloma vsaj en semester
predava podiplomski tefaj iz svojega podrodja (to potem Steje kot majhna
sekcija). Tedensko je torej v razredu 6 ur.

Moj splo$ni vtis je, da se na$ dodiplomski program $tudija matematike
lahko kosa s katerimkoli programom v ZDA. Popolnoma druga¢na pa je
situacija na podiplomskem S§tudiju, ki je na vodilnih ameri$kih univerzah
izdelan do podrobnosti in bi mu tezko nasli primero pri nas.

Zaéne se ze pri sprejemu, ki je posebej za tujce zelo selektiven. Poleg
odli¢nih ocen in priporocil posebej skrbno preverijo znanje angleSkega jezika
— ne le zaradi zahtev samega $tudija, marve¢ tudi zato, ker si vecina podi-
plomcev pomaga skozi $olo s poulevanjem (teaching assistantship).

Podiplomski programi posameznih $ol se seveda razlikujejo med seboj,
a imajo vseeno nekaj osnovnih skupnih znacilnosti: prvo leto poslusajo uvod
v osnovne 4 predmete — algebro, realno in kompleksno analizo ter topologijo.
Po uspe$no opravljenem magistrskem izpitu potem v drugem letu nadaljujejo
$tudij omenjenih 4 podrocij, nato pa pride najtezji izpit od vseh — prelimi-
narni doktorski izpit (rigoroz). Kdor ga naredi, postane doktorski kandidat in
odslej dela disertacijo, poslu$a specialne tefaje in sodeluje na seminarjih.
Obi¢ajno mora kandidat v dolotenem roku doktorirati (od 4 do 5 let), sicer
mora bodisi ponoviti rigoroz bodisi zapustiti $olo. Disertacija mora biti ne le
originalen prispevek, marve¢ (pogosto) biti sprejeta v objavo v mednarodni
periodiki Ze pred obrambo naloge.
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ReZim dela je silno naporen. Poleg 12 ur predavanj tedensko mora po-
diplomski $tudent tudi sam predavati ali voditi vaje 4—6 ur, seveda pa ima
Se kup obicajnih administrativnih obveznosti. Pri vsakem predmetu so obi-
¢ajno vsak teden predpisane domace naloge, ki jih je treba izdelati ¢ez nedeljo.
Zato je na Oddelku tudi med vikendom pozno v nol vselej mogode najti
$tevilne zami$ljene obraze. Tudi uditelji, posebej mlajsi, pogosto prihajajo
ob velerih nazaj v pisarne in tako se na oddelku ustvari prijetna atmosfera
domacnosti in delavnosti. Ko sem se po opravljenem doktoratu vrnil iz ZDA,
sem najbolj pogresal prav to razpoloZenje — ko sem ob sobotah in nedeljah
sameval v ogromnem poslopju fakultete za strojni$tvo.

Moj zapis ne bo popoln, ¢e ne omenim nekaj podatkov o uciteljski proble-
matiki. Po doktoratu se tezko takoj najde stalna sluzba. Najboljsi dobijo za leto
ali dve research fellowship, drugi pa nastopijo tenure track poloZaj, kar po-
meni, da bodo v prihodnjih 6—7 letih bodisi za stalno nastavljeni bodisi odslov-
lIjeni. Redko se zgodi, da je prvo uliteljsko mesto tudi Ze zadnje, vendar je
preseljevanje Ameri¢anom Ze v krvi in to ne $tejejo za tak$no zlo kot mi, saj
so tudi druge razmere tam drugacne (stanovanje, itd.). Obifajno imajo na
vsaki Soli 3 ali 4 nazive: lecturer, assistant professor, associate professor in
professor. Napredovanje je povsem individualno — zelo obetajo¢i mladi kadri
lahko v zelo kratkem c¢asu napredujejo do najvi§jega naziva. Tudi osebni
dohodki so prikrojeni kvaliteti posami¢nega kandidata in niso togo vezani za
akademski naziv.

Ucitelje obicajno ocenjujejo sproti — vsako leto. Pri tem se zanimajo
predvsem za naslednje podatke: (1) znanstveno-raziskovalno delo, (2) pedagosko
delo, (3) administrativno delo na univerzi, (4) druzbeno-politi¢no delo zunaj
Sole, (5) priznanja. Na podlagi vsakoletne ocene lahko osebni dohodek zvi$ajo
ali pa tudi ne. Veliko bolj zahtevna pa je odloditev, ¢e naj kandidatu podelijo
tenure, tj. stalno delovno razmerje. V proces odlofanja pritegnejo vodilne
strokovnjake iz kandidatovega oZjega podro¢ja. Konéno besedo ima vselej
predsednik univerze.

Utitelji so placani le za 9 mesecev in od njih se pri¢akuje, da si bodo sami
priskrbeli sredstva za poletne 3 mesece. Najbolj$i si pridobijo raziskovalne
naloge (najveckrat je to National Science Foundation, v¢asih pa tudi ameri$ka
armada), drugi spet ucijo poletne tecaje. Na splo$no velja, da tisti, ki malo
raziskuje, ne dobi nobenih sredstev za potovanja in se tako polagoma cedalje
bolj izolira od kolegov. Zato se bije predvsem na vodilnih univerzah ognjevita
bitka za kvaliteto raziskovalnega dela (publish or perish).

Omenim naj tudi odnos do tega, kar mi imenujemo sodelovanje z zdruZze-
nim delom. Veliko univerz je odlo¢no prepovedalo svojim uciteljem, da se na
svojo roko povezujejo z industrijo (kot strokovni svetovalci), ampak morajo
za to dobiti dovoljenje. S tem hocejo prepreciti, da bi ucitelji zanemarjali
svoje lastno raziskovalno delo na racun zasluzkarstva.

Morda bi za konec omenil le Se to: v katerokoli knjiznico me je zanesla
pot, vedno znova sem se lahko preprical, kaksSno izvrstno delo opravljajo
sklenili, da ustanove Matemati¢no knjiznico in ne dopuste, da se matemati¢na
periodika in knjige izgubljajo v kaksni centralizirani ustanovi.

DuSan Repovs
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LOVASZ L., Plummer M. D. Matching Theory, Akademiai Kiado, Budapest
1986, xxxiii, 544 str.

Prirejanje in nekateri podobni postopki modelirajo precej$njo skupino
zanimivih problemov. Kot pravita avtorja te monografije, so problemi prire-
janja »ravno prav« tezki; vefina je re$ljivih, toda njihovo reSevanje zahteva
uporabo netrivialnih metod.

Monografija je razdeljena na dvanajst poglavij. Zacetni del je posvelen naj-
pomembnejSim rezultatom prirejanja v.dvodelnem grafu, kot so Konigov iz-
rek, Frobeniusov izrek o porokah in Hallov izrek o razli¢nih predstavnikih. Po-
kazano je, kako lahko te rezultate dobimo tudi iz teorije pretokov. Obravnavan
je tudi algoritem dvodelnega prirejanja, znan kot madzarska metoda. Tretje po-
glavje obravnava osnovne rezultate v nedvodelnih primerih, kot sta Tuttov izrek
in Bergejeva formula. Poleg tega je vpeljana Gallai-Edmondsova strukturna teo-
rija, s katero reSujemo problem maksimalnega prirejanja. V naslednjih poglav-
jih so obravnavani elementarni grafi s popolnim prirejanjem, podana je zveza
med nekaterimi problemi iz teorije grafov in prirejanjem ter prirejanjem in
linearnim programiranjem.

Prve raziskave popolnih prirejanj so vzpodbudili podobni problemi, ki so
nastopali v zvezi z determinantami. Tako je osmo poglavje posvedeno prav tem
problemom. Definiran je pojem polinoma prirejanja, katerega uporaba je pri-
kazana na dveh podrocjih iz teoreti¢ne kemije in fizike. Deveto poglavje pred-
stavi Edmondsov algoritem za prirejanje in $e tri druge algoritmicne pristope.

Klasi¢no vprasanje teorije grafov se glasi: kdaj lahko zaporedje nenega-
tivnih celih $tevil realiziramo kot zaporedje stopenj v grafu? To vpra$anje
lahko obravnavamo kot poseben primer problema f-faktorja, ki mu je posvede-
no deseto poglavje. V zadnjih dveh poglavjih pa sreamo dve posplo$itvi teo-
rije prirejanja; posplo$itev v teorijo matroidov in prirejanje v hipergrafu.

Knjiga bo dobrodo$lo ¢tivo vsakemu, ki se zanima za teorijo prirejanja.
Novincem na tem podroéju pa bodo v pomo& posebej oznaleni deli teksta z
dodatno informacijo o temi, ki jo obravnava poglavje; ti omogolajo laZje
razumevanje obravnavane snovi. Matija Lokar

Proceedings of the 4th Pannonian Symposium on Mathematical Statistics,
Volume A : Probability and Statistical Decision Theory, Edited by F. Ko-
necny, J. Magyorodi, W. Wertz; Volume B : Mathematical Statistics and appli-
cations, Edited by W. Grossmann, G. Ch. Pflug, I. Vincze, W. Wertz; Akadé-
miai Kiad6, Budapest 1985.

Cetrti Panonski simpozij iz matemati¢ne statistike je bil spet v Bad Tatz-
mannsdorfu v Avstriji, tako kot prva dva, le tretji je bil na MadZarskem. Tokrat
se je simpozija udelezilo kar 130 matematikov iz 17 drZav in pripravilo 92 re-
feratov. Recenzirane pismene prispevke udeleZencev so izdali v dveh zvezkih
zbornika. V prvem je 24 del; med njimi je veéina posvefena slu¢ajnim proce-
som, limitnim izrekom, teoriji odloditev in neparametri¢nemu ocenjevanju.
V drugem zvezku, ki je po vsebini bolj homogen, pa je zbranih 21 del, ki bi jih
v grobem lahko razdelili v tri skupine: neposredna uporaba teorije verjetnosti,
matemati¢na statistika na veliki koli¢ini podatkov in uporaba metod Monte
Carlo. Med avtorji prispevkov zasledimo mnoga znana imena iz Avstrije, Nem-
&ije, Madzarske in drugih evropskih dezel, od Jugoslovanov pa najdemo le pro-
fesorja Z. A. Ivkovida iz Beograda. Ta zbornik del bo brez dvoma zanimal
predvsem raziskovalce s tega podroc¢ja matematike. MatjaZ Omladic
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Oksendal B., Stochastic Differential Equations, Springer Verlag, Berlin 1985

Vecina obstojece literature iz stohasti¢nih diferencialnih enacb je izredno
zahtevna in ji uspe po$teno prestrasiti morebitnega zacetnika na tem pod-
roc¢ju, ki se v zadnjem casu Zivo razvija, ima mnogotero neposredno uporabo
in celo vrsto plodnih povezav z mnogimi drugimi matemati¢nimi disciplinami.
Oksendalov ucbenik se problema loteva z druge strani. Predpostavlja le os-
novno znanje iz teorije mere in poskusa priblizati zahtevno snov nepouce-
nemu bralcu kar se da razumljivo. Pri tem pogosto ne navaja dokazov v naj-
vecji splosnosti, tu in tam pa moramo katerega od bazi¢nih rezultatov vzeti
celo na vero. Tako avtorju uspe prodreti zelo globoko v to teorijo, preko- zna-
menite Itove formule in problema filtriranja vse do dokaj podrobne obrav-
nave difuzijskih procesov in nekaterih zanimivih aplikacij. Knjiga je nastala
po avtorjevih podiplomskih predavanjih na Univerzi v Edinburghu in je na-
menjena razmeroma Sirokemu krogu matematikov, ki jih zanima to pomemb-
no podrocje uporabne matematike.

Matjaz Omladic¢

PUBLIKACIJE KOMISIJE ZA TISK DMFA SRS V LETU 1986

Cena
v din
1.— 4. Obzornik za matematiko in fiziko 33 (1986) 12, 34, 5, 6 (783, 795,
817, 818) 3.000.—
5.—10. Presek — list za mlade matematike, fizike in astronome 13 (1985:86)
3,4, 6; 14 (1986.87) 1, 2, 3 (785, 790, 797, 800, 826, 831) 800.—

Presekova knjiznica

11. 8a. Ranzinger P., Presekova zvezdna karta (796) 400.—

12. 11a. Zajc P., Tekmujmo za Vegova priznanja — Zbirka resenih nalog
iz matematike za ucence petih in Sestih razredov osnovnih $ol
(836) 400.—

13. 25. Ranzinger P. in dr., Nase nebo in zemlja 1987 (836) 1.000.—

Ué¢beniki in priroé¢niki za osnovno in srednjo solo
14. Zabkar J., Tablice kvadratov, kubov, kvadratnih in kubi¢nih kore-

nov... (807) (20. natis) 55.—
15. Stalec I., Zbirka vaj iz aritmetike, algebre in analize za 4. razred

srednjih $ol (5. natis) (821) 1.200.—
16. Avsec F. in dr., Zbirka resenih vaj iz aritmetike, algebre in analize

za 3. razred srednjih Sol (5. natis) (827) 1.600.—

Knjiznica Sigma-
17. 8b. Bohte Z., Numeri¢no reSevanje enacb (822) 1.000.—
18. 20n. Ursi¢ S., Stirimestni logaritmi in druge tabele (787) 600.—
19. 27a. Struik D. K., Kratka zgodovina matematike (791) 1.600.—
20. 28a. Strnad J., Posebna teorija relativnosti (809) 1.600.—
21. 41. Mohar B., ZakrajSek E., Programski jezik pascal (793) 1.400.—
22. 42. Sevarli¢ B. M., Kratka zgodovina astronomije, 2. del Od New-

tona do danasnjih dni (837) 1.000.—
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Matemati¢ni rokopisi
23. la. Petkovsek M., Pisanski T., Izbrana poglavja iz racunalni$tva,

1. del, Izracunljivost in resljivost. Jeziki. NP-polnost. (784) 1.000.—
24. 2b. Kramar E., Nekaj nalog iz linearne algebre (798) 4.800.—
25. 8a. Omladi¢ M., Kon¢no razsezni vektorski prostori (789) 1.000.—
26. 14. Batagelj V., Lokar M., Mohar B., Uporaba racunalnika partner

(799) 500.—
27. 15. Izbrana poglavja iz racunalnistva, 2. del, Klavzar S. in dr., Di-

skretna optimizacija (823) 1.200.—

Izbrana poglavja iz matematike in ra¢unalnistva

28. 12d. Wirth N., Racunalni§ko programiranje, 1. del (801) 4.000.—
29. 20b. Dobovisek M., Magajna B., Naloge iz algebre I (840) 1.200.—
30. 21b. Wirth N., Racunalni$ko programiranje, 2. del (802) 4.000.—

Zbirka izbranih poglavij iz mehanike
31. 2. Mursi¢ M., Osnove tehni$ke mehanike, 2. del, Kinematika (815)) 4.000.—

Zbirka izbranih poglavij iz fizike

32. 9d. Naloge iz fizike (830) 1.600.—

33. 17c. Stepisnik J., Fizikalni praktikum I. (829) 2.000.—

34. 22. Strnad J., Na pot v kvantno elektrodinamiko (835) 1.600.—
Postdiplomski seminar iz matematike

35. 16. Usan J., Uvod v teorijo kvazigrup, 1. del (814) 1.600.—

Matematika-Fizika : Zbirka univerzitetnih u¢benikov in monografij

36. 17a. Strnad J., Fizika, 4. del, Molekule. Kristali. Jedra. Delci (786) 2.200.—
37. 23. Grasselli J., Linearna algebra

Vadnal A., Linearno programiranje (803) 2.800.—

38. 24. Jamnik R., Trigonometrijske vrste. Stieltjesov integral. Lebes-

guov integral (804) 2.000.—
39. 25. Krusi¢ B., Dvojni in mnogoterni integral

Vidav I., Diferencialna geometrija v prostoru

Vencelj M., Vektorska analiza (805) 2.000.—
40. 26. Jamnik R., Verjetnostni racun in statistika (806) 2.400.—
41. 27. Kozak J., Podatkovne strukture in algoritmi (816) 5.000.—
42. IMFM : Letno porocilo 1985 (794) —
43, 5. Seminar iz uporabne matematike. Program (824) —
44, 5. Conference on applied mathematics (825) 3.000.—

DMFA SRS:

44. 38. ob¢ni zbor, Novo mesto (828) ) —
45. Tekmovanja: 30. republi$ko iz matematike za srednje $ole, Maribor

(832)
46. 10. republisko iz racunalni$tva (834) —
47. 6. republisko iz fizike za osnovne 3ole (811) —
48. 27. zvezno iz matematike za srednje $ole: Bilten Po-

stojna (808) —
49. 27. zvezno iz matematike za srednje $ole z resitvami

nalog iz matemati¢nih olimpiad, Postojna (833) —
50. Podroc¢no iz fizike za osnovne $ole, Koper (810) —

51. 4. Poletna $ola iz racunalnistva, Ljubljana (819)
Ciril Velkovrh

Na desni strani seznama so navedene zniZzane cene, ki veljajo za ¢lane drus$tva,
Studente in naro¢nike Preseka.

Na koncu naslovov so v oklepajih vpisane zaporedne $tevilke izdaj DMFA SRS
od leta 1951 do danes.
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