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PRIJATELJSKA STEVILA
JOZE GRASSELLI
Math. Subj. Class. (1985) 10 A 40
Clanek opisuje nekaj vaznejsih ugotovitev o prijateljskih Stevilih.
AMICABLE NUMBERS
An exposition of some facts about amicable numbers is given.

1. Vsakemu naravnemu S§tevilu a, ki je velje od 1, pripadata vsota vseh
njegovih pravih deliteljev
s@=Xd ; da , 1<d<a
in vsota vseh njegovih pozitivnih deliteljev
oa)=Xd ; da , 1<d<a
Vrednosti s(a) in ¢(a) sta naravni $tevili in se razlikujeta za a
s(a) = o(a) —a 1

Zaradi te povezave je mogoce obravnavanje vsote s(a) prevesti na obravnavo
za o(a). To se veckrat naredi, ker se vsota ¢(a) pri znani kanonicni izrazitvi
Stevila a izraza enostavneje kot vsota s(a). Naj bo namrec

a=-pm...q”

kjer so p,..., g razli¢na prastevila, m, ..., n naravna Stevila. Vsak pozitivni
delitelj Stevila a je zajet ravno enkrat v vsoti, ki jo dobimo, ko v izrazu

A+p+p+...+p)...A+qg+g+...+gn

opravimo vsa mnoZenja. Ker so v oklepajih vsote geometri¢nih zaporedij,
imamo
pm+1_1 qn+1_1

p—1  g—1

2. Primerjajmo po velikosti a in s(a) in upo$tevajmo Se povezavo (1).
Naravno Stevilo a je

o(a) =

)]

deficientno, ce je s(a) < a oz. ¢(a) < 2a

abundantno, ¢e je s(a) > a oz. o(a) > 2a

popolno, ¢e je s(a) = a oz. o(a) = 2a

Deficientnih Stevil je neskon¢no. Med njimi so npr. Ze vsa prastevila p,
saj je s(p) =1<p.

Tudi abundantnih $tevil je neskonéno. Mednje sodijo npr. tudi vsa $tevila
3.27,n > 2. Po (2) je namred

0(3.2n) =42+l —1)=6.2n+2.20—4>2.(3.2n)

* Prvi $tirje prispevki so zapisi predavanj na 11. dru$tvenem seminarju iz mate-
matike, ki je bil januarja 1986 v Ljubljani.
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Najmanjse popolno $tevilo je 6. Res je s(6) =1+ 2 + 3 = 6.

Domnevajo, da je popolnih $tevil neskonéno. Dokaza, ki bi to domnevo
potrjeval, Se ni.

Pal pa je poznana zgradba sodih popolnih $tevil. Opisuje jo Evklid-Eulerje-
vo pravilo:

Sodo stevilo ¢ je popolno natanéno tedaj, kadar ima obliko

¢ =2n—1(2n—1) A3)
in je 27 —1 prastevilo.

Ze Evklid omenja, da je $tevilo ¢ iz (3) popolno, kadar je 27 — 1 prastevilo.
Seveda je c¢ tudi sodo $tevilo, saj mora biti # > 2, ¢e naj bo 27— 1 prastevilo.
Euler je pokazal, da sodo popolno $tevilo ne more imeti druga¢ne oblike,
kot je ta Evklidova. Oboje izhaja iz opredelitve popolnega $tevila in iz (2).

Ce je eksponent n sestavljeno S$tevilo, npr. n = st, kjer sta s, ¢ od 1 vecji
naravni Stevili, 22— 1 = 2st—1 gotovo ni prastevilo, saj ima pravi delitelj
2s—1>1. Ko i8¢emo soda popolna §tevila, je torej dovolj, da v (3) tee n
po prastevilih.

Vendar v splo$nem 27— 1 ni prastevilo, ko je eksponent n pra$tevilo.
Zgled: 211 — 1 = 2047 = 23.89. Zato je treba za vsak praStevilski eksponent
n posebej ugotoviti, ali je 27 — 1 prastevilo ali ne. Pri tem se je mogocle nasla-
njati na tale kriterij, ki ga je podal v prej$njem stoletju Lucas ([6], str. 225):

Naj bo n prastevilo, 7y =4, r;, 1 =r2—2 za j=1, 2, ..., n—1. Stevilo
2n—1 je prastevilo, ¢e je

7n—1 = 0 (mod 27 —1)
in sestavljeno, e je
tn— £ 0 (mod 27 —1)

Kriterij zahteva Ze pri majhnih » veliko radunanja. Pri vecjih n ga je bilo
mogoce uporabiti Sele, ko so se pojavili moderni racunalniki.

Prastevila oblike 27 — 1 imenujemo Mersennova. Do leta 1983 je bilo naj-
denih 28 Mersennovih prastevil in z njimi po (3) prav toliko sodih popolnih
$tevil. Najvedje tedaj znano Mersennovo pra$tevilo je bilo

286243 1

V deseti$kem zapisu ima prek 25 000 mest in je bilo takrat tudi najvecje znano
prastevilo.

Dosti manj kot o sodih se ve o lihih popolnih Stevilih. Nas$li niso doslej
Se nobenega. Niso pa mogli dokazati, da lihih popolnih Stevil ni. Dognali so le,
da so liha popolna $tevila, ¢e obstajajo, zelo velika. Tako po nekaterih ocenah
pod 10200 ni nobenega lihega popolnega Stevila ([5], str. 25).

3. Ce naravno $tevilo a ni popolno, je s(a) = a. Ali je pri kakSnem a morda
s(s(a)) =a? To vprasanje nas pripelje do prijateljskih $tevil.

Od 1 vedji in med sabo razliéni naravni $tevili a, b sestavljata prijateljski
par, Ce je

s(a) =b in s(b) = a “4)

Stevili a, b sami imenujemo tedaj prijateljski. Zaradi (4) je

s(s(a)) = s(b) = a in s(s(b)) = s(a) = b



Ce upostevamo (1), se pogoj (4) glasi
o(@) =ob) =a+b (5)
Zgled prijateljskega para dajeta Stevili 220 in 284. Iz prastevilske razcepitve

220 =22.5.11, 284 =122.71
po (2) izracunamo
0(220) =7.6.12 = 504 = 220 + 284
0(284) = 7.72 = 504 = 220 + 284

in pogoj (5) je izpolnjen.

Prijateljski par 220, 284 so poznali Ze davno. Nekateri menijo, da ga je
odkril Pitagora. Drugi spet navajajo razloge, po katerih naj bi za ta par vedeli
vsaj 500 let pred Pitagoro. Poimenovanje prijateljska S$tevila pripisujejo
Pitagori.

4. Dolgo je bil 220, 284 edini poznani prijateljski par. Seveda se je zastavlja-
lo vpraSanje, ali je Se kaj prijateljskih parov.

Delni odgovor vsebuje pravilo za iskanje prijateljskih S$tevil, ki ga je
v 9. stoletju postavil Thabit ibn Kurrah iz Bagdada ([4], str. 39). Pravilo se da
povedati takole:

Naj bo n naravno Stevilo veéje od 1. Ce so $tevila

P = 3.2n—1_1
qg=3.2n—1 )
r=9.22m—-1__1
prastevila, sestavijata Stevili
a = 21pq
b =2y @)
prijateljski par.

O veljavnosti pravila se lahko bralec prepri¢a sam, upoStevaje (2). Pri
uporabi Thabitovega pravila so tezave podobne kot pri Evklid-Eulerjevem
pravilu za popolna $tevila. Za velje n paé ni preprosta stvar dognati, ali so
p, q, r v (6) prastevila ali ne.

Thabit sam je uporabil svoje pravilo le za n = 2. Tedaj je

p=3.2_1 =5, q=3.22—‘1 = 11, r=9.28—1=171
Ker so to sama prastevila, sta $tevili, doloc¢eni po (7)
a=22.5.11=220, b =22.71 = 284

prijateljski. Dobljen je Ze znani Pitagorov par.

Ko so se v 17 stoletju v Evropi spet zaceli zanimati za prijateljska Ste-
vila, Thabitovega pravila niso poznali. Toda Fermat in malo pozneje Descartes
sta to pravilo vsak zase na novo odkrila.

Fermat je pri n =4 iz (6) in (7) prisel do prijateljskega para

24.23.47 = 17296, 24.1151 = 18416

Pred kratkim so opazili, da navaja ta par v nekem svojem spisu Maro¢an Ibn
al Banna Ze okrog leta 1300.



Descartes je vzel n = 7 in ugotovil, da so tedaj p, g, r iz (6) prastevila. To
mu je dalo prijateljski par

27.191.383 = 9363584, 27.73727 = 9437056

Tako se je po ve¢ kot 2000 letih $tevilo znanih prijateljskih parov povzpelo
na tri.

V zadnjem casu so Thabitovo pravilo preizkusili za vse n < 20 000. Izkazalo
se je, da se dobe prijateljski pari le za n = 2,4,7, ko imamo Pitagorov, Fer-
matov in Descartesov par. Seveda da se ne da od tod ni¢ sklepati, kaj je
pri n> 20 000.

5. Po Descartesu je preteklo priblizno sto let, da so spet nasli nova pri-
jateljska Stevila. Posretilo se je to Eulerju.

Najprej se je Euler vprasal po vseh prijateljskih parih

a=2"pq, b=2nw ®)

kjer so p, g, r razli¢na liha pra$tevila in n naravno $tevilo. Tak$ne pare smo
srecali Ze v Thabitovem pravilu, vendar imajo tam prastevila p, q, r pred-
pisano obliko (6). Eulerja je njegovo vpra$anje privedlo do neke diofantske
enacbe, ki je ni bilo teZko resiti. Poglejmo!

Da bosta Stevili (8) prijateljski, mora po (5) veljati

o(2npq) = o(2"r)

Vrednosti na obeh straneh se dasta izraziti po obrazcu (2), saj so 2, p, g, r
razli¢na prastevila. Dobimo

P+ @+D=r+1 ©)
in ko se vzame
pt+tl=x, g+1=y (10)
se (9) lahko zapise
xy=r-+1 11

Po zahtevi (5) mora $e biti
o(2"pq) = 2npq + 2nr
ali
@D pP+1)@+D)=2%pq+71)

Ce se tu upoSteva, da je po (10) in (11)

pq+r=2xy—x—y
se pride na enacbo
xy = 2n(x + y)
ki se da pisati tudi takole
(x—21) (y—2n) =22 (12)

Od tod se vidi, da je treba 227 jzraziti kot produkt dveh razli¢nih celih $tevil,
saj sta x, y po (10) razli¢na naravna. Hitro se $e pokaZe, da morata faktorja na
levi biti tudi veéja od 1. Ker se da 227 razcepiti v produkt dveh naravnih od 1
vedjih faktorjev le na nadin

22n _ In—k Intk



kjer je k naravno Stevilo, manj$e od #, je reSitev za (12)
X = 2n 4 2n—k, Yy = 2n 4 2ntk
Iz (10) in (11) pri m = n— k potem izhaja

p=2mQ2k 4+ 1) —1
q = 2m(2k + 226 — 1 (13)
r = 22m(2k 4 22k+1 4 23k) 1

Tako smo pri Eulerjevem pravilu:
Ce so pri naravnih m, k Stevila iz (13) prastevila, dajeta Stevili

a — 2m+kpq
b = 2mtky (14)
prijateljski par.

Za m =n—1, k = 1 preide Eulerjevo pravilo v Thabitovo pravilo. Je pa
seveda Eulerjevo pravilo splo$nej$e od Thabitovega.

Euler z zgornjim pravilom ni naSel nobenega novega prijateljskega para.
Pozneje je Legendre pokazal, da sta p, q iz (13) za m = 1, k = 7 prastevili. Ali
je Stevilo r tedaj prastevilo ali ne, ni mogel dognati. Cez nekaj let je Cebysev
ugotovil, da je pri tej izbiri tudi » prastevilo. Tako je bil za m = 1, k = 7 po
(13) in (14) najden prej Se neznani prijateljski par. V zadnjem ¢&asu so po
Eulerjevem pravilu s pomo¢jo racunalnikov pri§li $¢ do enega novega prija-
teljskega para.

Na podoben nacin kot zgornje pravilo je Euler izpeljal $e ve¢ drugih pravil
za iskanje prijateljskih parov ([4], str. 42 sl). Z njimi je odkril 59 novih pri-
jateljskh parov. Vecino Eulerjevih parov sestavljajo kar velika $tevila. Ni pa
med njimi majhnega para

1184 = 25.37, 1210 =2.5.112

ki so ga na$li Sele sredi prej$njega stoletja.

6. Do nedavnega so se pri iskanju prijateljskih $tevil naslanjali le na
Eulerjeva pravila. Pred nekaj leti pa je Borho odkril pravilo, po katerem je
mogoCe iz znanih prijateljskih parov prihajati do novih prijateljskih parov
([2]). Pravilo pravi:

Imejmo tak prijateljski par

a=cu, b=cs (15)
da je s prastevilo, c in u tuja, c in s tuja. Ce je
u+s+1=p (16)
prastevilo in sta pri naravnem n tudi

g=@+1hpr—1

r=W+1)(s+1)pr—1 17
prastevili, dajeta $tevili
a; = ap"q
by = cpnrr (18)

prijateljski par.



Da Borhovo pravilo drzi, se ni tezko prepricati. Tukaj tega ne bomo pre-
verjali. Tudi ne bomo opisovali, kako je bilo pravilo odkrito. Obrnimo se
kar k zgledu.

Vzemimo Pitagorov prijateljski par. Razcepitev, ki jo pravilo zahteva, se
glasi

a=220=4.55 b=284=4.71

tako da je glede na (15)
C = 4, u = 55, s =171 (19)
Ker sta Stevili
s=1linp=u+s+1=5+71+1=127 (20)

prastevili, je Pitagorov par ustrezen kot izhodisfe za Bohrovo pravilo.

Po (19) in (20) jeu +1=156,s + 1 =72, ¢ = 4, p = 127. Ko to upostevamo
v (17) in (18), lahko v naSem primeru zaradi a = 220 Borhovo pravilo takole
povemo:

Naj te¢e n po naravnih §tevilih. Vsaki¢, ko sta

q =56.127n—1
r=256.72.127n —1

prastevili, dajeta $tevili

a; = 220.127nq

by =4.127nr
prijateljski par.
Za n = 1 imamo
q=>56.127—1 = 17111 = 13 .547

Ker g ni pras$tevilo, pri n .= 1 ne pridemo do prijateljskega para.
Zan =2 je
g =56.1272—1 = 903 223
r=256.72.1272—1 = 65032 127

Da se pokazati, da sta ta g, r prastevili. Zato je par

ay = 220.1272.903 223
by =4.1272.65032 127
prijateljski.

Pitagorov prijateljski par pa ni edini, ki premore tako razcepitev (15), da
so faktorji c, 4, s paroma tuji, s in u + s + 1 pa prastevili. Takih parov je med
takrat znanimi prijateljskimi pari Borho nastel vsaj 22. Iz vsakega teh parov
je zato mogoce izhajati in po (17) in (18) iskati nove prijateljske pare, ko gre
n po naravnih $tevilih. Iz vsakega teh parov izhaja podobno pravilo kot zgoraj
iz Pitagorovega para.

7. Sedaj je znanih okrog 1100 prijateljskih parov ([2], [8]. Od tega so pribliz-
no 900 parov odkrili po letu 1945. V zadnjih dvajsetih letih si iskalci izdatne-
je pomagajo z racunalniki.

8. Prevladuje prepricanje, da je prijateljskih $tevil neskonéno mnogo.
Dokazali pa tega Se niso.
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Ve pa se, da postajajo prijateljska $tevila zmeraj redkej$a, ko se pomikamo
po nara$¢ajocih naravnih $tevilih. Naj bo A(x) $tevilo prijateljskih S$tevil, ki
ne presegajo x. Koli¢nik A(x)/x potem meri delez prijateljskih $tevil med $te-
vili do x. Za ta koli¢nik je Erdds dognal, da konvergira proti ni¢, ko raste x
proti neskonéno ([5], str. 31). Od tod se tudi vidi, da postajajo prijateljska
Stevila bolj in bolj redka. Pravimo $e, da ima mnoZica prijateljskih S$tevil
gostoto nic.

Tudi mnozica praStevil ima gostoto ni¢. Vendar so prijateljska S$tevila
dosti redkeje posejana med naravnimi $tevili kot prastevila. Znano je, da vr-
sta iz reciprofnih prastevil divergira. Za vrsto iz recipro¢nih prijateljskih
Stevil pa je pred kratkim Pomerance dognal, da konvergira ({9]).
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NOVE KNIJIGE

KOZAK Jernej, Podatkovne strukture in algoritmi, Ljubljana, DMFA SRS
1986, 392 str. — (Matematika-Fizika : Zbirka univerzitetnih u¢benikov in mo-
nografij ; 27). Cena 6250.— din (5000.— din).

Druga izdaja se po obliki mo¢no razlikuje od prve. Ko jo vzamemo v
roke, smo prijetno preseneceni nad li¢nostjo stavka, ki se po kvaliteti pri-
blizuje knjigotisku. Avtor je besedilo nadvse skrbno oblikoval na radunalni$ko
vodenem marjeti¢nem pisalnem stroju. Moti le znak za relacijo vsebovanosti
mnozic, ki ga na marjetkah ni in je nadomescen kar s ¢rko C. Vsebina je
dozivela nekaj manjsih sprememb in izbolj$av; med njimi naj omenim le to,
da so v novi izdaji vsi algoritmi izdelani do kraja in ne vsebujejo ved vstavkov
v naravnem jeziku. Algoritmi so zapisani v izpeljanki paskala, tako da jih je
mogoce z neznatnim trudom spremeniti v programe in pognati na ra¢unalniku.

Za knjigo velja vse, kar je o njej zapisal T. Pisanski v OMF 31 (1984) 3. Za-
radi njene pomembnosti za slovensko racunalni$tvo pa naj dodam $e nekaj
misli.
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Knjiga je — c¢e ne Stejemo uvoda in dodatka — razdeljena na dva dela.
Prvi govori o podatkovnih strukturah, drugi, obseznejsi, pa o algoritmih. Po-
datkovne strukture so podane s t.i. algebrajsko specifikacijo, v kateri so
lastnosti operacij nad strukturo definirane aksiomati¢no. Tak nadin podajanja
je zelo »Cist« in precizen. Pogre$amo morda le kratko opombo o polnosti, ki
naj bralca preprica, da na$teti aksiomi zado$¢ajo za doloditev rezultata po-
ljubnega konénega zaporedja operacij.

Pri obravnavi algoritmov postavi avtor v ospredje metode re$evanja proble-
mov oz. nacrtovanja algoritmov: »deli in vladaj«, poZre$no metodo, dinamié-
no programiranje, sestopanje ter »razveji in omeji«. Vsaki od metod je posve-
¢eno eno poglavje. Tako podatkovne strukture kot metode na¢rtovanja algorit-
mov so bogato ilustrirane s $tevilnimi zgledi, ki so zanimivi tudi sami po sebi
in v njih najdemo resitve $tevilnih pomembnih problemov. Nekateri problemi
so reSeni na ve¢ nacinov in zato naletimo nanje v razli¢nih poglavjih, npr. pro-
blem najkrajsih poti, problem nahrbtnika in problem trgovskega potnika. Po-
sebna odlika knjige so tabele z izmerjenimi povpre¢nimi ¢asi teka posameznih
algoritmov pri razli¢no velikih nalogah z naklju¢no izbranimi podatki. Na
podlagi teh meritev je ocenjen vodilni ¢len ¢asovne zahtevnosti, kar je zlasti
zanimivo pri razli¢nih re$itvah istega problema.

Tu in tam bi si pri razlagi in dokazih pravilnosti algoritmov Zeleli ved
jasnosti. Pri dokazovanju pravilnosti se v literaturi $e ni izoblikoval slog, ki
bi bil splo$no sprejet kot najprimernej$i. Osnovni alternativi sta formalni do-
kaz in neformalni dokaz. Avtor se tu nagiba bolj k drugi moZnosti. Slabost pr-
ve je v tem, da so formalni dokazi koli¢kaj bolj zapletenih algoritmov obupno
dolgi in nepregledni; slabost druge pa, da nas »dokaz« o pravilnosti algoritma
pogosto ne prepria ni¢ bolj kot algoritem sam. Morda je, kot obicajno, naj-
boljSa srednja pot — neformalni dokaz, ki pa je dosledno opremljen z vsemi
netrivialnimi sestavinami formalnega dokaza, kot so invariante zank ter pogo-
ji na klju¢nih mestih v algoritmu. Sicer pa bodimo optimisti in upajmo, da
bodo v nekaj letih sistemi za avtomati¢no dokazovanje izrekov ob navedbi pra-
vilnih invariant sposobni rutinsko preverjati pravilnost nekaj strani dolgih
algoritmov. '

Vsakemu poglavju so dodane $tevilne naloge, ki $irijo in dopolnjujejo ob-
ravnavano snov. V dodatku najdemo tudi reSitve nekaterih nalog.

Knjiga je bogata zakladnica algoritmov in podatkovnih struktur in ji ne
moremo oclitati nobenega spregleda. Avtorjev glavni cilj je privzgojiti bralcu
algoritmi¢no misljenje, ga nauditi sistemati¢nosti pri naértovanju algoritmov
in ga navaditi na kriti¢no vrednotenje in primerjanje algoritmov glede na nji-
hovo zahtevnost. Ta cilj je doseZen in avtorju lahko priznamo, da je opravil
veliko delo.

Omenim naj Se, da je imel avtor pri iskanju strokovnih izrazov sre¢no roko
in je obogatil slovensko izrazoslovje z nekaj dobro izbranimi izrazi.

Knjiga bo dobrodo$la vsakomur, ki se kakorkoli sre¢uje z raéunalnikom.
Prva izdaja je bila tako reko¢ razgrabljena in tudi drugi lahko napovemo po-
dobno usodo.

Marko PetkovSek



KUBICNE KRIVULJE
IVAN VIDAV

Math. Subj. Class. (1980) 10 B 10, 14 H, 14 K 07

Clanek vsebuje elementaren opis kubi¢nih krivulj. Opredeljene so elipti¢ne
krivulje in grupna struktura na teh krivuljah. Obravnava tece v obsegu R, deloma

v obsegu Q.
CUBIC CURVES

This article contains an elementary exposition of the theory of cubic curves.
Elliptic curves are defined. The group structure on these curves and on the set
of their rational points is described.

1. Pregled kubi¢nih krivulj. Elipti¢ne krivulje

Algebraic¢na krivulja je krivulja z enacbo
f(x,5) =0 €))

kjer je f(x, y) poljuben polinom spremenljivk x in y. Ce je npr. f druge stopnje,
je (1) enacba stoZernice. Kubi¢no krivuljo dobimo, ¢e vzamemo za f polinom
tretje stopnje, torej

Ax3 + Bx?y + Cxy2 + Dy3 + Ex> + Fxy + Gy* + Hx + Ky + L =0 )

Koeficientov A4, B, ..., L je kar deset. So poljubna dana S$tevila, vendar A, B,
C in D ne smejo biti vsi enaki 0.

Preprost primer kubi¢ne krivulje je kubi¢na parabola z enacbo y = x3.
Sre¢amo jo pri risanju elementarne funkcije f(x) = x3. Zanimiva je zato, ker
je njen odvod f'(x) = 3x2 v izhodi§¢u x = 0 enak 0, pa kljub temu funkcija tam
nima lokalnega ekstrema. Izhodi$¢e je za kubi¢no parabolo prevojna tocka
(obracaj). Tangenta je tu kar abscisna os, krivulja pa lezi na obeh straneh
tangente (Sl.1). V sploSnem imenujemo prevoj tako tocko na krivulji y = f(x),
kjer je drugi odvod f”(x) enak 0.

Nadaljnji primer kubi¢ne krivulje je Kartezijev list, ki ima enacbo

x84+ y3—3axy =0, a>0 @A)
Zanj je znacilno, da napravi zanko. Izhodi$¢e je dvojna tocka (SI. 2).
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V teoriji elipti¢nih funkcij in integralov pa srefamo krivulje z ena¢bo
y? = 4x3 — gox — g3 ®

kjer sta gz in g3 konstanti. Tudi to so kubicne krivulje.

Polinom f(x, y) na levi v (2) je lahko razcepen ali nerazcepen. Ce je raz-
cepen, razpade na produkt najmanj dveh faktorjev f(x,y) = g(x,y) h(x, y),
od katerih je eden, npr. g, linearen, # pa kvadraten. Iz enacbe f(x,y) =0
dobimo dve enacbi g(x,y) =0 in A(x,y) = 0. Prva pomeni premico, druga
stozernico. Tudi polinom # se da vcasih razstaviti v dva linearna faktorja,
polinom f pa tedaj razpade na tri linearne faktorje. Kubi¢na krivulja torej
lahko razpade na premico in stoZernico ali na tri premice.

Razcepnost polinoma je odvisna od obsega, v katerem obravnavamo enaé-
bo. Velja pa tole: Ce je polinom tretje stopnje z realnimi koeficienti razcepen
v-obsegu kompleksnih $tevil, razpade vsaj na dva faktorja tudi v obsegu R.

Odslej bomo privzeli, da je polinom f na levi v (2) nerazcepen. Enac¢ba
pomeni v tem primeru pravo kubi¢no krivuljo.

Po navadi vzamemo v ravnini pravokoten koordinatni sistem. Kubi&no
krivuljo sestavljajo vse tocke, katerih koordinate (x, y) zado$&ajo enacbi (2).
Koordinati x in y sta realni $tevili in prav tako so realni vsi koeficienti od
A do L. Delamo torej v obsegu R. V teoriji elipti¢nih funkcij pa obravnavamo
enacbo (4) v obsegu C. Zanimajo nas poljubni kompleksni pari (z, w), ki
ustrezajo enacbi

W2 = 475 — g7 — g3 (4%

Tudi koeficienta g in g3 sta lahko kompleksna. Se vedno imenujemo mnoZico
vseh resitev (z, w) krivulja, éeprav v dobesednem smislu ni krivulja. Pigimo
namre¢ z = x + iy, w = u + iv. Par (z, w) doloda realno &etverko (x,y,u,v),
to pa je toCka v StirirazseZznem evklidskem prostoru. Ker si lahko z = x + iy
poljubno izberemo in potem izraunamo w = u + iv iz enadbe (4*), je mnoZica
vseh reSitev (x, y, u, v) neka ploskev v §tirirazseZznem prostoru.

Vcasih pa so koeficienti v enaébi (1) racionalna $tevila in zanimajo nas
reSitve (x,y), kjer sta x in y racionalna. Tako tolko imenujemo racionalna
tocka na krivulji (1). Za zgled vzemimo enacbo

Bty =1 )

Naj bo (x,y) racionalna tocka na tej krivulji. Izrazimo $tevili x in y v obliki
ulomkov s skupnim imenovalcem x = a/c, y = b/c, kjer so a, b, ¢ cela §tevila
in seveda ¢ = 0. Ker velja (5), je med a, b, ¢ zveza

ad + b3 = ¢3 (6)

Fermatova domneva je za tretje potence pravilna: V vsaki celo$tevilski re$itvi
enacbe (6) je eno izmed Stevil g, b, ¢ enako 0. Ker ¢ s« 0, je zatoa = 0 ali b = 0.
V prvem primeru je x =0, y =1, v drugem pa x =1 in y = 0. Torej lezita
na krivulji (5) samo dve racionalni toc¢ki (0, 1) in (1, 0).

Vzemimo to¢ko (x,y) na algebrai¢ni krivulji (1) in postavimo v njej
tangento. Smerni. koeficient tangente y° dobimo z odvajanjem enacbe (1),
torej iz enacbe f, + y'f, = 0. Tu pomenita f, = 9f/0x in f, = 0f/0y parcialna
odvoda. Zaznamujmo z (X, Y) koordinati poljubne tocke na tangenti. Potem je

X —2)fs + ¥ —)fy, =0 @
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enacba tangente v tocki (x,y). Odvoda f, in f, vzamemo seveda v dotikalis¢u.
Tangenta je natanko doloCena v vsaki tocki krivulje, kjer nista oba odvoda
fz in f, enaka 0. Ce je npr. f, =0 in f, = 0, se enacba (7) glasi X —x = 0.
Tangenta je pravokotna na abscisno os.

Tako to¢ko algebrai¢ne krivulje, kjer sta oba odvoda f, = f, = 0, imenu-
jemo singularna tocka. Za Kartezijev list je npr. izhodis¢e (0,0) singularna
tocka. V tem primeru je f(x,y) = x3 + y3 — 3axy in od tod

folx, y) = 3(x2—ay), f,(x,y) = 3(y*?—ax)

Res je f(0,0) = £,(0,0) = 0. IzhodiSce je dvojna toCka, skoznjo gre Kartezijev
list dvakrat. Tangenti sta v dvojni to¢ki dve, ena je abscisna os, druga ordi-
natna os (SI. 2).

Kako se vede kubi¢na krivulja, ko se to¢ka na njej oddaljuje v neskon¢-
nost? Da to spoznamo, preselimo obravnavo v projektivno ravnino. Projek-
tivno ravnino dobimo tako, da dodamo evklidski ravnini to¢ke v neskonénosti
in premico v neskonc¢nosti. Tudi to¢kam v neskonc¢nosti priredimo koordinate.
V ta namen uvedemo homogene koordinate. Absciso x in ordinato y zapiSemo
v obliki kvocientov x = x;/x3 in y = xg/xs. Stevila x;, x5, x3 imenujemo homo-
gene koordinate toc¢ke, ki ima obi¢ajni koordinati x in y. Pri tem mora biti
x3 # 0. ToCka je seveda odvisna le od razmerja koordinat x;, x, x3. Ce pa je
x3 = 0, pomeni trojka (xy, %3, 0) homogene koordinate tolke v neskonénosti.
Vsaka trojka (xy, xe, x3) doloda torej neko tolko v projektivni ravnini. Edina
izjema je trojka (0, 0, 0), ki ne doloca nobene tocke. Ker imajo vse tolke v ne-
skonénosti koordinato x3 enako 0, je x3 = 0 ena¢ba premice v neskonénosti.

Enacbo kubi¢ne krivulje v homogenih koordinatah dobimo tako, da vsta-
vimo x = xy/x3 in y = x5/x3 v (2) in nato pomnoZimo enacébo z xs3. Torej

Ax13 + Bx12x2 + Cx1x22 + DX23 + EX12JC3 + Fx1x2x3 + Gxg2x3 +
+ Hxxg2 + Kxoxg? + Lagd = 0 (2%

Na levi stoji homogen polinom tretje stopnje spremenljivk xy, xo, x3, ki ga
bomo oznalili s @(xy, x3, x3). Ce nas zanimajo tocke v neskonénosti, ki leze
na kubiéni krivulji, vstavimo x3 = 0 v enacbo (2*). Dobimo

Ax3 + Bx2x5 + Cx1x02 + Dx33 = 0

Lega tocke v neskonénosti (xy, x5, 0) je odvisna samo od kvocienta x;/xg. Zgor-
nja enacba pa je enacba tretje stopnje za xi/xs. Vsaj en njen koren je realen,
lahko vsi trije. Zato ima kubi¢na krivulja vsaj eno realno tocko v neskoné-
nosti, najve¢ pa tri. Zgled: Enacba krivulje (5) je v homogenih koordinatah
X3 + %8 = x33. Ce vstavimo x3 = 0, dobimo enacbo x3 + x% = 0, ki nam da
za kvocient xi/x; eno samo realno vrednost — 1. Krivulja (5) ima torej eno
samo realno to¢ko v neskoncénosti. Ker je razmerje xi/x; = — 1 racionalno
Stevilo, Stejemo tocko v neskon¢nosti za racionalno.
V homogenih koordinatah se enacba tangente na krivuljo glasi

de)m + X2@22 o= X3@1'3 =0 (8)

Tu so (X, Xz, X3) homogene koordinate poljubne tocke na tangenti, &,, =
= 00/0x1, Dy, = OD/0%2, Dy = 0D/0x3 sO parcialni odvodi, ki jih je treba vzeti
v dotikali$¢u (xy, Xz, X3). Ce je x3 = 0, lezi dotikaliS¢e v neskonénosti. Pripa-
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dajoco tangento imenujemo asimptota krivulje. Za zgled vzemimo spet Kar-
tezijev list, pri katerem je @ = x;3 + x3% — 3ax;xyx3 in

Dyy = 3(x2—axaxsy), Dy = (X2 —axsxg), Dy = — 3axixg

Kartezijev list sete premico v neskonénosti v to¢ki s koordinatami x; = 1,
%3 =—1, x3 = 0. Enacba (8) se v tej tocki glasi 3X; + 3X5 + 3aX; = 0. Ce jo
prepiSemo v obifajne koordinate, tako da postavimo x = Xy/X3, y = Xo/Xs,
dobimo enacbo asimptote na Kartezijev list

x+y+a=0

Po enacbi (8) je tangenta dolofena v vsaki tocki, konéni ali neskonéni,
kjer niso vri trije parcialni odvodi &,,, ®,, @,, enaki ni¢. Taka tocka, kjer
je gy = By, = &,y = 0, pa je singularna za krivuljo. Singularna je seveda
lahko tudi to¢ka v neskonénosti.

Vsaka razcepna kubi¢na krivulja ima vsaj eno realno ali kompleksno sin-
gularno tocko. Ce razpade npr. na premico in stoZernico, je presedi$ée pre-
mice s stoZernico singularna toc¢ka.

Ni teZko videti, da ima nerazcepna kubi¢na krivulja kveéjemu eno singu-
larno toc¢ko in da je singularna toka realna, ¢e so koeficienti v enacbi realni.

Definicija. Kubi¢na krivulja, ki nima singularne toéke (niti v konénosti
niti v neskoncnosti), se imenuje eliptiéna krivulja.

Zgled za elipti¢no krivuljo je (5). Pripadajo¢i homogeni polinom je tu
@ = x® + %8 — x3%. Vsi parcialni odvodi &,, = 3x2, &, = 3x22, Py, = — 3232
so hkrati enaki ni¢ le pri x; = x3 = x3 = 0. Trojka (0,0, 0) pa ne doloda toc¢ke
v projektivni ravnini. Torej (5) nima singularne tocke in je elipti¢na krivulja.

Na kubi¢ni paraboli y — x% ni nobene singularne to¢ke v konénosti. Radun
pa pokaZe, da sele ta krvulja premico v neskonénosti v singularni to¢ki. Zato
kubi¢na parabola ni elipti¢na krivulja.

Imejmo poljubno premico z enadbo

ax+by+c=0 )

Poi$¢imo preseciSca te premice s krivuljo (2). Pri tem privzemimo, da je (2)
nerazcepna krivulja, ki ne razpade v premico in stoZernico ali v tri premice.
Koordinate presecis¢ poiS¢emo tako, da iz (9) izra¢unamo npr. y in to vsta-
vimo v (2). Dobimo za x enalbo tretje stopnje. Zato sele premica kubi¢no
krivuljo v sploSnem v treh tockah. Seveda je lahko realno eno samo pre-
seli8Ce, drugi dve sta konjugirano kompleksni. V&asih je enalba za x niZje
stopnje. V tem primeru moramo radun ponoviti v homogenih koordinatah.
PreseciS¢e premice (9) s kubi¢no krivuljo je namre¢ lahko tudi to¢ka v ne-
skonénosti.

Enacba tretje stopnje, ki jo dobimo za absciso presedi$¢a, more imeti ved-
kratne korene. Ce je npr. x; dvakratni koren in y; pripadajoa ordinata, je
premica (9) tangenta na kubi¢no krivuljo v to&ki (xq,y;). Dotikalid&e (xi, y1)
Steje za dve presecis¢i. Ce pa ima enacba tretje stopnje en sam trojni koren,
imenujemo to¢ko (x4,y;) prevoj. Prevoj S$teje za tri presedi$éa. Premica (9)
je tudi v tem primeru tangenta na krivuljo, vendar se v prevojni tocki tesneje
prilega krivulji kakor v obidajni to¢ki. Tangenta v obi¢ajni to¢ki seée kubi¢no
krivuljo Se v eni tocki. Tangenta v prevojni todki pa nima s kubi¢no krivuljo
nobene druge skupne tocke.
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Na stoZernici ni prevojnih tock. Ze v zaetku pa smo videli, da je izhodisCe
prevojna to€ka na kubi¢ni paraboli y = x3. Kako je s prevojnimi to¢kami na
poljubni kubi¢ni krivulji? Ce i§¢emo absciso (ali ordinato) prevojne tocke na
krivulji (2), nas racun privede na enacbo devete stopnje (glej [4], str. 80).
Torej je lahko na kubi¢ni krivulji devet prevojnih toc¢k. Vendar pa niso vse
realne. Toda enacba devete stopnje z realnimi koeficienti ima vselej vsaj en
realen koren. Zato je na vsaki kubi¢ni krivulji najmanj ena realna prevojna
tocka. Ce leZi na krivulji singularna tocka, je ne $tejemo med prevojne tocke.

Vemo, da lahko preslikamo s primerno izbrano projektivno transforma-
cijo katerokoli tofko projektivne ravnine v katerokoli drugo tolko. Isto
velja za premice (glej [3], str. 126—130). Pa naj bo P realna prevojna tolka
na krivulji (2) in premica p tangenta v P. S projektivno transformacijo pre-
slikajmo tangento p v premico x3 = 0, tj. premico v neskonénosti, to¢ko P
pa v to¢ko s homogenimi koordinatami (0, 1,0). V tej toki ordinatna os sede
premico v neskonénosti. Preslikana krivulja ima ena¢bo

Ax® + Ex* + Fxy +Gy* +Hx+ Ky + L =0 *

Ker prevoj (0, 1, 0) ni singularna toc¢ka, je koeficient G s 0;.to pokaZe kra-
tek racun. Z afino transformacijo zdaj brez teZave prevedemo krivuljo (*) v
krivuljo s preprosto enac¢bo (glej 4], str. 81)

Y2 = x3— Ax— B (10)

ki je podobna enacbi (4). Ker sodijo afine transformacije med projektivne,
dobimo torej vse kubic¢ne krivulje tako, da preslikamo krivulje (10) s projek-
tivnimi transformacijami. Zato je dovolj, ¢e prouc¢imo krivulje (10).

Polinom x3 — Ax — B na desni enacbe (10) ima lahko same med seboj raz-
li¢ne nicle ali tudi veckratne ni¢le. To je odvisno od njegove diskriminante, tj.
od izraza D = 4A3—27B2. Ce je D = 0, so vse tri ni¢le med seboj razli¢ne, ¢e
je D =0, sta vsaj dve enaki. Oglejmo si najprej primer D = 0. Dve moZnosti
sta: Vse nicle x;, x3, x3, so realne ali je le ena realna, npr. x;, drugi dve pa
konjugirano kompleksni: x5 = Xo.

V prvem primeru uredimo nicle po velikosti, tako da je x1 << x2 <<xs.
Enacba (10) se glasi

¥ = (x—xp) (x —x2) (x — x3) (Ta)

Izraz na desni je pozitiven, ¢e leZi x med x; in x» ali pa, &e je x > x3. Krivulja
sestoji zato iz dveh delov. Tisti del, ki lezi med x; in xs, je sklenjen, drugi del,
kjer je x> x3, se razteza v neskonénost (SI. 3). Abscisna os je simetrala kri-
vulje. Povsod obstaja tangenta. V tofkah A;, As, As, kjer krivulja sece os (x),
je tangenta pravokotna na to os.

Pri konjugirano kompleksnih ni¢lah imamo enacbo

¥2 = (x — x1) (x — %2) (X — Xz) (Ib)

Produkt zadnjih dveh faktorjev na desni je pozitiven za vsak realen x. Zato
je desna stran pozitivna, ¢e je x > x;. Krivulja sestoji iz enega samega dela
(SL. 4).
Krivulji (Ia) in (Ib) nimata singularnih to¢k in sta zato elipti¢ni krivulji.
Pripomba. Prepricati se moramo, da tudi v neskon¢nosti ni singularnosti.
Edina toc¢ka v neskonénosti, ki lezi na krivulji (10), je (0, 1, 0,) in je prevoj.
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Tangenta v tej tocki pa je premica v neskonénosti x3 = 0. Zato ta tocka za kri-
vuljo (10) ni singularna.

Ce ima polinom na desni v (10) veCkratne niéle, so vse realne. Oglejmo si
najprej primer, ko je ena nicla dvojna. Tudi zdaj sta dve moZnosti: Dvojna je
manjsa ni¢la ali dvojna je veéja. V prvem primeru imamo enacbo

V=@—x)2x—x), x<x (IIa)
V drugem pa
PVi=(x—x) (x—x2)2, x < (IIb)
(x4 (y)4
i
1
P
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Mislimo si lahko, da (IIa) nastane iz (Ia) tako, da zlezeta skupaj nicli x; in xa,
(IIb) pa tako, da zlezeta skupaj xz in x3. V prvem primeru se sklenjeni del kri-
vulje stisne v eno samo tocko. Graf funkcije (IIa) sestoji iz tolke x = x; na
abscisni osi in iz dela, ki se razteza v neskonénost in kjer je x >> x,. Izolirana
toCka (x4, 0) ni regularna, zato je (IIa) kubi¢na krivulja s singularnostjo (SI. 5).
V drugem primeru pa se oba dela krivulje zdruZita v tocki x, na abscisni
osi. Krivulja napravi zanko (Sl. 6). To¢ka (xz, 0) je dvojna. Skoznjo gresta dve
veji krivulje, ki sta grafa funkcij

) = x—x) Yx—2x;  in folx) = — (x—2xp) Jx— x4

Obakrat vzamemo na desni pozitivni koren. Odvoda teh funkcij sta v to&ki
x =2xy konCna in med seboj razlitna: fi'(x) = Vx@——xl in fo'(x) =
— |/x2 — x4. Kubi¢na krivulja ima v dvojni toc¢ki dve tangenti, na vsako vejo
po eno. Dvojna toc¢ka je seveda singularna. Torej (IIa) in (IIb) nista elipti¢ni
krivulji.

Zadnja moZnost je ta, da so vse nicle (r)4
Xy, X2, X3 med seboj enake. Ker je njihova
vsota enaka 0, saj v polinomu x3 — Ax —
— B ni ¢lena z x2, so vse tri enake 0.
V tem primeru se enacba glasi

y2 — x3 (III)

Krivulja (S1.7) ima v izhodi$¢u ost. Izho-
diSce je seveda singularna tocka.

Tako smo pregledali vse mozne kubic-
ne krivulje. Ugotovili smo, da pomeni
enacba (10) elipticno krivuljo, &e je di-
skriminanta D = 0.

V Cem se razlikujejo elipti¢ne krivulje
od kubi¢nih krivulj s singularnostjo? Po-
stavimo x = x3 4 #2 v enacbo (IIa). Dobi-
mo y% = f2(f2 + x,— x1)? in od tod

x=0+%x y=tE+r—x) (11) Slika 7

To sta parametri¢ni enacbi krivulje (IIa). Ko zavzame parameter ¢ vse realne
vrednosti, opiSe tocka (x, ), ki jo dobimo iz (11), natanko enkrat vso krivuljo
(ITa), razen izolirane tocke. Enak parametri¢ni enacbi ima tudi krivulja
(ITb), saj smemo v njej zamenjati x; in xy. Parametri¢ni enaébi krivulje (III)
pa sta x = #2, y = #3. Znacilno za kubi¢ne krivulje s singularno to¢ko je to, da
ima vsaka taka krivulja parametriéni enacbi, kjer sta x in y racionalni funkci-
ji parametra ¢. Pri enacbah (IIa), (IIb) in (III) sta x in y celo polinoma. Elip-
ti¢ne krivulje pa nimajo parametri¢ne enacbe, kjer bi bila x in y racionalni
funkciji parametra. Premorejo pa tudi te krivulje parametri¢ne enatbe. Ko-
ordinati x in y se izraZata z elipti¢nimi funkcijami parametra. Elipti¢ne funk-
cije so, podobno kakor racionalne, povsod enoli¢éne funkcije.
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2. Grupna struktura na elipti¢ni krivulji

Naj bo dana nerazcepna kubéna krivulja z ena¢bo (2). Oznadimo z E
mnoZico vseh njenih to¢k. K E $tejemo tudi tolke v neskonénosti. V mno-
Zico E lahko uvedemo binarno operacijo takole: Naj bosta P in Q poljubna
elementa iz E, tedaj toc¢ki na krivulji (2). Zveznica PQ sele krivuljo v treh
toCkah, poleg P in Q $e v tretji toCki R (Sl. 3). Kadar je premica PQ tangenta
na krivuljo v toc¢ki P, Steje dotikali§¢e P za dve preseliséi in je R = P.
Podobno je R = Q, ¢e je sekanta PQ tangenta v toc¢ki Q. Kadar pa tolki
P in Q sovpadata, je treba vzeti za sekanto PQ tangento v to&ki P. V vseh pri-
merih je tretje prese¢i§€e R natanko dologeno s P in Q. Zato imenujemo R
kompozitum to¢k P in Q in piSemo R = PoQ.

Pripomba. 1z mnoZice toc¢k na kubic¢ni krivulji, ki ni elipti¢na, je treba iz-
lo¢iti singularno tocko S. Singularna tocka S $teje za dve tocki na krivulji. Ce
je npr. P =Q = S, zveznica PQ ni dolofena, saj v singularni to¢ki S tudi
tangenta ni dolo¢ena. Vzemimo zdaj poljubni od S razli¢ni to¢ki P, Q e E.
Sekanta PQ ne gre skozi S. V nasprotnem primeru bi imela premica PQ $tiri
presecid¢a s krivuljo, namre¢ poleg P in Q $e S, ki $teje za dve toCki na kri-
vulji. To pa ni mogoce. Torej je nasa binarna operacija dolo¢ena na mnoZici
E—{S} = E,s.

Nastane vpradanje, ali je mnozica to¢k E na elipti¢ni krivulji oz, mnoZica
E,; na krivulji s singularnostjo, grupa za to operacijo. Odgovor je nikalen.
Za to operacijo ni nevtralnega elementa. Nevtralni element bi bila namred
taka tocka N e E, da bi veljalo PoN = P za vsako to¢ko P e E. Pa denimo,
da bi taka tocka N obstajala. Potegnimo skozi N premico, ki sele krivuljo
v treh toCkah, tedaj poleg N $e v P in Q. Po na$i definiciji je kompozitum
PoN = Q. Ker Q # P, totka N ni nevtralni element za operacijo.

Do grupne operacije pridemo takole: Izberimo si na krivulji poljubno
toc¢ko O. (Ce je na krivulji singularna to¢ka S, naj bo S ¢ 0.) To¢ko R = PoQ
zvezimo z O, zveznica OR naj sede krivuljo tretji¢ v to¢ki R. Torej R = RoO.
Tot¢ko R proglasimo za vsoto totk P in Q in pi§imo R=P + Q (sl. 3).
Tako smo dobili v mnoZici E oz. v E,; novo binarno operacijo, se$tevanje.
Neposredno iz definicije je razvidno, da sta obe operaciji komutativni: PoQ =
= QoP in prav tako P + Q = Q + P. Med seboj sta povezani takole: P + Q =
= (PoQ) 0O.

Mnozica E oz. E,; je za seStevanje grupa, &e velja asociativnostni zakon,
obstaja nevtralni element in &e ima vsak element P nasprotni element P.
Nevtralni element je to¢ka O. ZveZimo namreé poljubno to¢ko P z O. Zvez-
nica OP seCe krivuljo tretji¢ v tolki R = PoO. Da dobimo vsoto P + O, mo-
ramo R zvezati z O in poiskati tretje presei§e zveznice z E. To pa je ravno
toCka P. Torej P+ O = P in O je nevtralni element za se$tevanje, ki ga po
navadi imenujemo element nic.

Ugodno je vzeti za O eno od prevojnih to¢k na krivulji. To bomo odslej
tudi storili. Spet naj bo P poljubna tocka na E oz. E,,. Tretje preseisée
zveznice OP s krivuljo imenujmo P, tedaj P = PoO. Poi$¢imo vsoto P + P.
Premica PP seveda seée krivuljo tretji¢ v toéki O, torej PoP — O. Po definiciji
vsote je P + P = (PoP)o0 = 000. Za zveznico OO je treba vzeti tangento v O.
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Ker je O prevojna tocka, $teje dotikalid€e O za tri presediséa. Zato je 000 = O
in od tod P+ P = O. Torej je P nasprotni element od P. Dokazati bi bilo

treba Se zakon asociativnosti za se$tevanje. Dokaz pa je precej zapleten in
ga zato opustimo.

Za zgled vzemimo kubi¢no parabolo y — x3. Naj bosta P = (x4, y;) in Q =
= (%2, y2) poljubni toCki na njej. Potem je y; = x;3 in y, — x33. Smerni koe-
ficient sekante PQ je enak (yz— y1)/(%e— x1) = %2 + X1 X2 + %22, enacba se-
kante pa

Y =%+ (%2 + x1 % + %) (x — xy)

Vv v

Abscise presei§¢ s krivuljo y = x% dobimo iz enacbe
X3 — (%2 + X1 X3 + 2%2) X + x1 %2(xy + x2) = 0

Dva korena te enacbe sta x; in xp. Ker v njej ni ¢lena z 2, je vsota vseh treh
korenov enaka 0. Zato je tretji koren x3 = — (x; + x3). Totka R — PoQ ima
potemtakem koordinati x3 = — (x; + x3), ¥3 = — (x; + x2)%. Izhodis¢e je pre-
vojna tocka na kubi¢ni paraboli. Vzemimo izhodiéte za totko 0. Ce poljubno
to¢ko T = (x, ¥) na krivulji zveZemo z izhodi§éem, sede zveznica krivuljo tret-
ji¢ v simetri¢no leZedi tocki glede na izhodis&e, tedaj v tocki T = (—x, —y).
Od tod sledi, da ima to¢ka R — P + Q absciso X1 + x2. Na kubiéni paraboli
¥y = x3 je lega vsake toCke doloena z absciso. Absciso vsote P + Q = R do-
bimo preprosto tako, da se$tejemo abscisi x; in x; tock P in Q, ki sta su-
manda. To pa pomeni, da je grupa to¢k na kubiéni paraboli izomorfna adi-
tivni grupi realnih $tevil. (To¢ka v neskonénosti je za kubi¢no parabolo sin-
gularna in jo zato izlo¢imo iz mnoZice to¢k.)

Vec dela je pri racunanju koordinat to¢ke R = P + Q na poljubni kubiéni
krivulji. Radun se precej poenostavi, ¢e vzamemo ena&bo v obliki (10). Naj
bo to eliptiéna krivulja. Njena to¢ka v neskonénosti (0, 1, 0) je prevoj, ki naj
bo toc¢ka O. Ker je O presediée ordinatne osi s premico v neskoncénosti, so
premice skozi O vzporednice z ordinatno osjo. Izjema je seveda premica v ne-
skon¢nosti, ki pa ne sodi v evklidsko ravnino. To¢ki R — PoQ in R — P + Q
leZita simetri¢no glede na abscisno os (sl. 4). Zveznica RR gre namre¢ skozi O
in je zato vzporedna z ordinatno osjo, abscisna os pa je simetrala krivulje
(10). Ce je P = (x,y) poljubna kon¢na to¢ka na E, je simetri¢na to&ka
P — (x, —y) nasprotni element od P. Res je zveznica PP vzporedna z osjo (y)
in gre zato skozi O (sl. 4). Od tod sledi P + P —O.

Naj imata P,Q e E koordinate P = (x4, y1) in Q = (xg, y9). Absciso x5 tocke
R = P + Q izradunamo po formuli

Xy = (Yo — y1)2/(xg — x1)2 — Xy — %o (12)
Ordinato y3 pa dobimo iz ena¢be premice PQ. Formula (12) velja tedaj, ko
sta P in Q kon¢ni toCki in x; = x5. Ce je x; = xp in P Q, leZita P in Q
simetri¢no glede na os (x). V tem primeru je Q = P nasprotni element od P

in P+ Q=P + P = 0, kakor smo videli. Ce pa P in Q sovpadata, nadome-
stimo v formuli (12) smerni koeficient sekante (ys— y;)/(x2 — %;) s smernim
koeficientom tangente v to¢ki P.
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Doslej smo obravnavali krivulje nad obsegom [R. Ni¢ drugace ni nad ob-
segom C. Mnozica vseh kompleksnih parov (z, w), ki zadoSc¢ajo enacbi (4*) —
tej mnozici je treba dodati tocko (0,1,0) v neskon¢nosti — je grupa za se-
Stevanje. Absciso in ordinato to¢ke P 4 Q izracunamo po istih formulah ka-
kor v realnem primeru.

Kako pa je, ¢e se omejimo na obseg racionalnih Stevil? Tedaj po navadi
privzamemo, da so koeficienti v enacbi (2) cela Stevila. MnozZico vseh racio-
nalnih toc¢k na krivulji (2) ozna¢imo z E(Q). Ce sta P in Q racionalni tocki,
ima premica PQ enacbo z racionalnimi koeficienti. Ker so tudi v enacbi (2)
racionalni koeficienti, dobimo za absciso prese¢is¢ enacbo tretje stopnje z ra-
cionalnimi koeficienti. Ta enacba ima dva racionalna korena, namre¢ abscisi
to¢k P in Q. Zato je tudi tretji koren racionalen. To pomeni, da je tocka
R = PoQ racionalna. Za nevtralni element O vzamemo racionalno tocko.
Potem je vsota P + Q = (PoQ) 0O racionalnih to¢k P in Q racionalna tocka.
Isto velja za toc¢ko P, ki je nasprotni element od P. Zato tudi mnoZica E(Q)
oz. E,5(Q) racionalnih tock na kubiéni krivulji sestavlja za seStevanje grupo.

Kak$na je lahko mnozica racionalnih tock, ki leze na algebrai¢ni krivulji
z racionalnimi koeficienti? Imejmo najprej stoZernico. Ce je na njej vsaj ena
racionalna toc¢ka, je takih to¢k neskon¢no. Res, naj bo Ty = (xy, ) racionalna
to¢ka na stoZernici. Vsaka premica skozi Ty z racionalnim smernim koeficien-
tom seCe stoZernico drugi¢ v racionalni tocki. Za absciso (oz. ordinato) pre-
seti$¢a dobimo namred kvadratno enadbo z racionalnimi koeficienti, ki ima
racionalen koren x; (0z. yg). Potem je tudi drugi koren racionalen. Seveda se
lahko zgodi, da na stoZernici ni nobene racionalne tocke, ¢eprav so vsi koe-
ficienti v njeni enacbi racionalni. Zgled za to je kroZnica x2 + y2 = 3.

Pri kubi¢nih krivuljah je stvar z racionalnimi tockami bolj zapletena.
Videli smo npr., da so na krivulji 2% 4+ y3 = 1 natanko tri racionalne tocke,
¢e $tejemo zraven tudi tolko v neskoncnosti. Podobno kot stoZernice pa se
vedejo kubiéne krivulje s singularnostjo. Na vsaki taki kubic¢ni krivulji, ki
ima enacbo z racionalnimi koeficienti, leZi ne$teto racionalnih tock. Pokazati
se da najprej, da je singularna to¢ka S racionalna. Ker $teje S za dve tocki
krivulje, se¢e vsaka premica, ki gre skozi S, kubi¢no krivuljo samo $e v eni
tocki. In ¢e ima ta premica racionalen smerni koeficient, sta koordinati dru-
gega presecis€a racionalni. Torej je res racionalnih tock neskonéno.

Pri eliptiénih krivuljah pa imamo tele moZnosti:

a) racionalnih toCk ni. Zgled za to je krivulja x3 + 2y% = 7;

b) racionalnih tock je konéno mnogo, kakor na krivulji x3 + y3 = 1;

¢) racionalnih tock je neskoncno.

Naj ima elipti¢na krivulja (10) cele koeficiente. Na njej lezi toCka v ne-
skoné¢nosti (0,1, 0), ki ima celo$tevilske homogene koordinate in jo zato Ste-
jemo med racionalne toc¢ke. MnoZica racionalnih to¢k E(Q) na krivulji (10)
ni prazna, za se$tevanje pa je Abelova grupa. V primeru (b) je E(Q) kon¢na
grupa. Koliko elementov ima lahko ta grupa na posameznih elipti¢nih kri-
vuljah? IzkaZe se, da ni veliko moZnosti. B. Mazur je namre¢ 1. 1976 dokazal,
da je v grupi E(Q), ¢e je kon&na, vselej manj kot 17 elementov. Ce smo torej
na$li na kak$ni elipti¢ni krivulji 17 racionalnih tock, lezi na njej neskoncno
racionalnih tock.
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V vsaki Abelovi grupi lahko definiramo produkt nP celega $tevila n s po-
ljubnim elementom P. Ce je n naravno $tevilo, je nP kraj$a pisava za vsoto
P+ P...+ P, kjer je sumandov n. Ce pa je n = —m negativen, pomeni
(—m)P nasprotni element od mP. Element P ima konden red, ¢e obstaja tako
naravno Stevilo n > 1, da je nP = 0. V konéni grupi imajo vsi elementi kon-
¢en red. V vsaki Abelovi grupi pa sestavljajo vsi elementi s konénim redom
Ze zase grupo, ki jo imenujemo torzijska podgrupa dane grupe. Torzijska
podgrupa je gotovo prava podgrupa, ¢e obstajajo elementi, ki nimajo kong-
nega reda.

Ni tezko videti, da za vsako prevojno tocko P na elipti¢ni krivulji velja
3P = 0. Zato ima vsaka prevojna tocka P # O red 3. TocCke A4;, A, As, kjer
elipticna krivulja (Ia) sece os (x) (sl. 3), pa imajo red 2. Mazur je dokazal, da
ima tudi torzijska podgrupa grupe E(Q) vselej manj kot 17 elementov.

Grupa E(Q) je kon¢no generirana, ¢e obstaja v njej konéno $tevilo tock
Py,..., P z lastnostjo, da se da vsaka tocka P e E(Q) zapisati v obliki vsote
P =my Py + ...+ m P, kjer so koeficienti m; cela Stevila. Ni vsaka Abelova
grupa konc¢no generirana, npr. aditivna grupa racionalnih $tevil ni. Ze H. Po-
incaré je postavil domnevo, da je grupa E(Q) na vsaki elipti¢ni krivulji kon¢-
no generirana. Domnevo se je posrecilo dokazati 1. 1922 angle$kemu mate-
matiku L. J. Mordellu in se zdaj imenuje Mordellov izrek.

Racionalne tocke Pj,..., P, na eliptiéni krivulji so linearno neodvisne, ¢e
je enacba my Py + ...+ m, P, = 0 izpolnjena le tedaj, ko so vsi koeficienti #;
enaki ni€. Maksimalno $tevilo linearno neodvisnih to¢k se imenuje rang grupe
E(Q). Mordellov izrek pove, da je rang vedno koncen. Pri konénih grupah je
seveda enak ni¢. NereSeno je vprasanje, ali obstajajo elipti¢ne krivulje s po-
ljubno velikim rangom. Vsekakor pa je lahko rang precej velik, saj je naSel
J. F. Mestre leta 1982 elipti¢no enacbo, pri kateri je rang najmanj enak 12.

Pri nekaterih elipti¢nih krivuljah je grupa E(Q) neskonéna cikli¢na. To
pomeni, da obstaja na krivulji racionalna tocka P s tole lastnostjo: Tolke
nP so pri razlicnih n med seboj razline in vse to¢ke v E(Q) dobimo, ko
preteCe n vsa cela Stevila. Zgled za tako krivuljo je [1]

V+y=x—x

Na njej leZi racionalna toc¢ka P = (0, 0) in vse racionalne tocke so oblike nP,
ne Z. Dokaz te trditve pa nikakor ni preprost.

Denimo, da poznamo na elipti¢ni krivulji racionalno tocko Py = (xg, yo)-
Potem je tudi P; = PpP, racionalna toCka. Prav tako je racionalna tocka
Py = PioP; itd. Ce postavimo P, 1 = P;oP;, dobimo zaporedje racionalnih tock
Py, k=0,1,2,... To zaporedje konstruiramo seveda tako, da postavimo v tod
ki P; tangento na elipti¢no krivuljo. To¢ka P;,  je preseli$le te tangente s kri-
vuljo. Ni receno, da so vse to¢ke P, med seboj razli¢ne. Vendar se v nekaterih
primerih da dokazati, da so razli¢ne. Na takih elipti¢nih krivuljah smo nadli
neskonéno racionalnih to¢k. Grupa E(Q) pa ima rang najmanj 1. Za zgled vze-
mimo krivuljo

x4+ 93 =aqa (13)
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Naj bo $tevilo a na desni celo, ve¢je od 2 in brez kubi¢nega delitelja. Tedaj
velja tole: Ce je na (13) kak3na racionalna tocka Py, je racionalnih tock ne-
skon¢no, ker so vsi Cleni zgornjega zaporedja P;, med seboj razlicne tocke
[2]. Npr. na krivulji 23 4+ 93 = 9 lezi racionalna tocka Py = (2, 1). Zato je na
njej neskonéno racionalnih to¢k. Vsaka racionalna reSitev x = u/w, y = v/w te
enacbe pa da re$itev enacbe

ud + 13 = 9ws 14

v celih Stevilih u, v, w. Torej ima (14) neskonc¢no celostevilskih resitev, ki niso
med seboj proporcionalne. Po opisani metodi dobimo na krivulji x3 4 y3 =9
to¢ko P; = (20/7, — 17/7). Ta nam da tole reSitev enacbe (14): u =20, v =
— 17, w=1.

Kako pa je z reSitvami (x,y) algebrai¢ne enalbe (1), kjer sta x in y celi
Stevili? Seveda vzamemo, da so koeficienti cela $tevila. Najprej si poglejmo
krivulje druge stopnje. Na elipsi je mnozica celo$tevilskih tock gotovo koncna.
Na nekaterih hiperbolah pa leZi neskonéno celo$tevilskih tock. Zgled je hi-
perbola x2 —2y2 — 1. Na njej je toka s koordinatama x = 3, y = 2. Nadaljnje

celostevilske reSitve dobimo tako, da izraz (3 + 2‘/7)", kjer je eksponent n

naravno Stevilo, razvijemo. Racionalni del je abscisa in koeficient pri VZ ordi-
nata celostevilske toc¢ke na krivulji x2—2y2 = 1. Pri » = 2 imamo npr. (3 +
+2Y2)2 = 17 + 12)/2. Torej x = 17, y = 12.

Na elipti¢nih krivuljah je mnoZica celo$tevilskih toc¢k vselej konéna, lahko
tudi prazna. To je posledica globokega izreka o diofantskih aproksimacijah,
ki so ga dokazali A. Thue, C. Siegel in K. Roth. Ceprav je mnozica celostevil-
skih resitev konéna, pa nikakor ni lahka naloga poiskati vse take tocke pri
dani elipti¢ni enacbi. Za zgled si oglejmo krivuljo [1]

y2 = x3—Tx + 10 (15)

Takoj ugotovimo, da leZe na njej tocke A = (1,2), B =(2,2), C=(1,—2) in
D = (2,—2). (Zadnji dve sta simetri¢ni k prvima dvema glede na abscisno os.)
Zveznica dveh izmed teh toCk sele krivuljo tretji¢ v racionalni tocki, ki pa
nima vselej celostevilskih koordinat. Vendar ugotovimo brez teZave tole: Ce
zvezemo dve taki celo$tevilski toc¢ki, da je smerni koeficient sekante celo Ste-
vilo, ima tretje preseci§¢e spet cele koordinate. Npr. sekanta BC ima smerni
koeficient 4. Krivuljo sece tretji¢ v tocki G = (13, 46). Ce tako ravnamo, dobi-
mo brez posebne teZave s poskuSanjem 26 tock s celimi koordinatami na
krivulji (15). To so tocke

(—3,2), (—2,4), (—1,4), (1,2), 2,2), 3,4, (5,10), (9,26), (13,46), (31,172),
(41, 262), (67, 548), (302, 5248)

Poleg teh so na krivulji Se vse simetri¢ne tocke z isto absciso in nasprotno
ordinato. Ali so to vse celostevilske reSitve enacbe (15), ne vem. Vsekakor pa
lezi na krivulji(15) neskon¢no racionalnih tock, ker je Ze celostevilskih tock 26,
tedaj ve¢ kakor 16.

Teorija eliptiénih krivulj je izredno zanimiva, toda tezka in zelo obseZna.
Povezana je na eni strani s teorijo elipti¢nih funkcij, na drugi strani pa s
teorijo Stevil. V ¢lanku smo spoznali le najpreprostejSe lastnosti. Pogled na
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posamezne tipe kubi¢nih krivulj (slike od 3 do 7) nam ne odkrije na njih
ni¢ posebnega. Saj ne vidimo grupne strukture, ¢ manj pa, ali leZe na taki
krivulji racionalne in celoStevilske tocke. Kaj Sele, da bi s slike razbrali
veljavnost Mordellovega izreka! Zato je teorija elipti¢nih krivulj lep primer
za trditev, da je matematika abstraktna umetnost: Slike nam ne povedo, kako
bogato strukturo imajo te krivulje.
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V prvem, najdalj$em poglavju podaja pisec zgodovinski razvoj reSevanja
algebrajskih enacb vi§jih stopenj od prvih zaletkov pri Arabcih do dokoncne
resitve celotne problematike z Galoisovo teorijo. Med arabskimi matematiki so
posebno skrbno obdelani al-Khaarizmi, Tabit ben Qurra in Omar Khayyam.
Tem slede italijanski matematiki: Leonardo da Pisa (Fibonacci), Benedetto
Biaggio, Mazzinghi, Pacioli, Dardi da Pisa, Scipione del Ferro, Cardano,
Tartaglia, Ferrari in Bombelli; pri teh se zanimivo bere, kako so se pre-
tolkli do reSevanja kubi¢nih in bikvadratnih enacb.

Nato slede opisi doseZkov pomembnih matematikov, ki jih pravzaprav
poznamo iz ulbenikov: Viete, Fermat, Descartes, Waring, Vandermonde,
Abel in zlasti Gauss s svojo popolno res$itvijo kroZnodelitvenih enacb in s svo-
jim fundamentalnim teoremom algebre. Krona poglavja je Galois s svojo ge-
nialno teorijo, ki pa hkrati Ze odpira pot v drugo, razmeroma kratko poglavje
o razvoju teorije grup.

V poglavju o grupah je prikazan razvoj poznavanja substitucijskih grup,
transformacijskih grup, abstraktnih grup in struktur konc¢nih grup; ob tem
so bolj izérpno obdelani matematiki: Klein, Lie, Kronecker, Cayley, Hoélder,
Jordan, Cartan in Weyl.

V tretjem poglavju je prikazan najprej razvoj specialnih algeber oziroma
hiperkompleksnih sistemov: Hamiltonovih kvaternionov, Gravesovih oktoni-
onov itd. Temu sledi prikaz o razvoju splosnih algebrajskih struktur in nato
prikaz razvoja karakterjev Abelovih in konc¢nih grup.

Z zgodovinskega vidika je delo odli¢no, ker izérpno navaja in dostikrat tudi
citira uporabljene originalne vire in v zadostni meri napotuje bralca na do-
polnilno literaturo.

Alojzij Vadnal
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NOVE KNIJIGE

BOGOYAVLENSKY O. I.,, Methods of the qualitative theory of dynamical
systems in astrophysics and gas dynamics, Berlin, Springer Verlag, 1985, 301
str.

Pred desetimi ali petnajstimi leti smo bili navajeni misliti na analiti¢no
mehaniko kot na dovrSeno umetnino, ki ji ni ve¢ kaj posebnega dodati. V zad-
njem desetletju pa se je dramati¢no pokazalo, da je mehanika $e kako Ziva
in lahko nudi orodje za reSevanje problemov, ki jih do sedaj sploh nismo
pristevali vanjo. Zdi se mi, da je ta napredek vsaj posredno stimulirala Tho-
mova teorija katastrof za tiste ¢ase dokaj neortodoksnim pogledom: ni vazno,
kako se posamezna trajektorija zasule, ampak je bolj pomembno, na kakSen
nacin trajektorije sistema povezujejo fazni prostor. Od razmeroma nejasnih
predstav o tem, kako naj opiSemo povezave v faznem prostoru, smo danes
prisli do povsem ostre klasifikacije kriti¢nih tock in njihovih lastnosti.

Knjiga Metode kvalitativne teorije dinamiénih sistemov v astrofiziki in di-
namiki plinov je monografija, v kateri ugledni avtor predstavlja uporabnost
novih metod mehanike na podroc¢ju kozmologije in dinamike plinov.

Kozmoloski modeli, ki jih avtor obravnava, so t.i. Bianchijevi prostori. To
so prostori, ki jih dobimo kot resitve Einsteinovih enacéb, ¢e predpostavlja-
mo, da je vesolje prostorsko homogeno, vendar ne nujno izotropno. Po taki
predpostavki obstaja Lijeva grupa transformacij, katere orbite leZijo v tri-
razseznem podprostoru. Na ta nalin je zamrznjena vecina dinami¢nih spre-
menljivk prostor-Casa; vse, kar se zgodi v eni tolki prostora, se mora na
enak nacin zgoditi povsod. Edine dinami¢ne spremenljivke, ki potem $e osta-
nejo, so tiste, ki niso zamrznjene s simetrijsko grupo in jih lahko opisemo z
najve¢ tremi generaliziranimi koordinatami, ki opisujejo lokalno anizotrop-
nost prostora.

Podobno avtor zamrzne tudi ve¢ino dinamiénih spremenljivk gravitacijsko
vezanega plina in tako $tudira dinamiko sferno simetri¢nega kolapsa z metoda-
mi hamiltonove mehanike. V knjigi je na novo obravnavan problem gravitacij-
sko vezanega rotirajoega plina, katerega dinamiéne prostostne stopnje so
vezane z zahtevo, naj bo gibanje »sebi podobno« to je, vse koli¢ine, ki opisuje-
jo lokalno stanje plina, so funkcije enega samega parametra, ki je funkcija
lege in casa.

Knjiga Metode kvalitativne teorije dinamic¢nih sistemov ni lahko branje.
Vsebuje sicer dovolj informacij, da bralec lahko ponovi vedino izpeljav,
vendar pa bomo v njej na$li le malo komentarja o fizikalni naravi obravnava-
nega problema ali o sklepih, ki bi sledili iz navedenih rezultatov. Knjiga,
ki bi govorila o tej plati problemov, do zdaj $e ni bila napisana in to daje
pri¢ujoéi monografiji njen éar in izziv.

Andrej Cade?
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NOVA POT DO LEBESGUA

NIKO PRIJATELJY
Math. Subj. Class. (1980) 26 A 42

Clanek obravnava Mc Shanovo definicijo tako imenovanega gauge-integrala,
ki je ekvivalenten Lebesguovemu integralu.

LEBESGUE IN A NEW WAY

In this article Mc Shane’s definition of his gauge-integral, which is equivalent
to the Lebesgue integral, is exposed.

V klasi¢ni teoriji realnih funkcij je temeljni pojem integrala prvi¢ na-
tanko opredelil $ele Riemann leta 1854. Buren razvoj te teorije prav na preho-
du v naSe stoletje pa je brz pokazal, da je Riemannov integral vendarle pre-
skromno sredstvo za potrebe, ki so se pojavile v novih okolis¢inah. To
pomanjkljivost je razmeroma zgodaj, namre¢ Ze leta 1902, odpravil Lebesgue.
Ceravno je Lebesguovo odkritje sprozilo plaz novih spekulacij, ki so naposled
vodile celo do nove samostojne matematic¢ne discipline, tako imenovane teo-
rije mere, pa je tudi res, da je Lebesguov integral postal in ostal vogelni
kamen sodobne matemati¢ne analize.

Zato je kajpada razumljivo prizadevanje, ki je zmeraj bolj ocitno, da bi se
ta premik od Riemanna k Lebesgu, ki je bil v matematiki izveden Ze na za-
Cetku naSega stoletja, vsaj ob njegovem sklepu uresnicil tudi v matematic-
nem pouku. Da se dobro razumemo: Lebesguov integral je Ze nekaj desetletij
obvezna postavka v visokoSolskih uc¢nih programih Studija matematike po
vsem civiliziranem svetu. Toda v ogromni velini primerov so ti programi
tako zasnovani, da vsebujejo prvo leto tudi nadrobno obravnavo Riemannove-
ga integrala in njegovo uporabo. Ta del programa se navadno pokriva s pro-
gramom S$tudija matematike za naravoslovce in tehnike, katerim je poznanje
Lebesgua vecidel sploh »prihranjeno«. No, in omenjeno prizadevanje po po-
sodobitvi pouka matematike je preprosto v tem, da bi se v visokoSolskih
programih za matematike in naravoslovce Riemannov integral Ze na samem
zaCetku nadomestil z Lebesguovim.

Naravni nasledek te Zelje so sevé vse pogostnejSi poskusi nekaterih
matematikov, da bi odkrili ¢e Ze ne »kraljevske« pa vsaj kolikor mogocde
»zlozno« pot do Lebesguovega integrala. Ce se namrel obravnavanje Rie-
mannovega integrala odlikuje po naravnost elegantni preprostosti, pa je Ze
sam pristop do Lebesguovega dosti bolj zapleten. To je kajpak povsem
razumljivo in do neke mere tudi neogibno, saj tudi gre za dosti bolj pre-
tanjen in premeten pojem. Avtor enega zadnjih takih poskusov je znani
ameri$ki matematik E.J. McShane, ki si je zadal tole konkretno nalogo:
Najti tdko pot do Lebesguovega integrala, ki bi bila kar se le da podobna
klasi¢ni poti do Riemannovega in ki bi se tudi po teZavnosti »vzpona« razlo-
Cevala od le-te samo toliko, kolikor je to nujna posledica dejstva, da gre pac
za mnogo bolj zahtevno wmatematicno konstrukcijo. Njegova dokoncéna resi-
tev te naloge je nadrobno izdelana in obrazloZena v zajetni knjigi Unified
Integration, Academic Press, Inc. 1983, 607 str.
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V tej knjigi konstruira McShane na Zeleni nadin integral, ki ga imenuje
gauge-integral in za katerega dokaZe, da je ekvivalenten Lebesguovemu in-
tegralu. Najprej opredeli seveda integral na realni osi in izpelje v vseh
podrobnostih njegove temeljne lastnosti, potem pa ga razSiri tudi na n-raz-
sezne prostore [R”. Mimo tega pokaZe uporabo integralov pri diferencialnih
enacbah in verjetnostnem racunu, govori o krivuljnem integralu in povr$ini
ploskev, o vektorskih prostorih, Fourierovih vrstah in Fourierovi transforma-
ciji, v zadnjem poglavju pa opise $e klasi¢no pot do Lebesguovega integrala,
ki izhaja iz teorije mere. Skratka, vsebina knjige povsem odgovorja njenemu
obsegu.

V temle kratkem zapisu Zelimo samo nakazati pot, po kateri je avtor
knjige priSel do definicije »novega« integrala, ki je torej ekvivalenten Lebes-
guovemu.

1

Da bi napravili podobnosti predvsem pa tudi bistvene razlo¢ke med de-
finicijama Riemannovega in »novega, alias Lebesguovega, integrala dobro raz-
vidne, izberimo tole definicijo Riemannovega integrala:

Naj bo realna funkcija f definirana na kompaktnem intervalu [a, b]. Ce je
D kak$na delitev a =x<x<...<%3<%;...<x,=>b intervala [q,b],
oznacimo z Ax; dolzino i-tega podintervala [x; 4, x;] te delitve, torej Ax; = x; —
— X;—4, in z dj dolZino najdaljSega podintervala delitve D. Izberimo poljubno
toCko ¢; na vsakem podintervalu [x; 4, x;] delitve D in napravimo vsoto

R(, D) = 3.1(6) 4

Potem recemo: Ce obstaja tdko realno $tevilo I, da moremo najti k vsakemu
realnemu > 0 tak realen ¢ > 0, da velja ocena

|R(f,D) —I| <e

za vsako delitev D intervala [a, b], za katero je dp <4, in pri poljubni izbiri
to€k ¢&; na podintervalih [x; 4, x;], potem je funkcija f na intervalu [, b] Rie-
mannovo integrabilna in $tevilo I je njen Riemannov integral na tem inter-
valu.

Ce naj se zdaj po McShanu dokopljemo do podobne definicije Lebesguove-
ga integrala, je potrebno opraviti $e nekaj priprav.

Predvsem moramo opozoriti, da se bomo od vsega zaletka gibali vzdolz
dopolnjene realne osi R*, ki jo dobimo, ¢e mnoZici realnih $tevil R dodamo
Se elementa — oo in + oco- ki seveda nista realni $tevili. Mnozico R* = R U
{— o0, + oo} lahko brZ linearno uredimo, e linearno urejenost »<<« realnih
Stevil R raz$irimo $e na nova elementa, in sicer z zahtevama, da bodi

— oo <<+ o0 in —oo<x<<+ o za vsak x e R

Znamenito dejstvo, da ima vsaka neprazna mnozica v R, ki je navzdol (na-
vzgor) omejena, infimum (supremum) v R, se poenostavi v resnico, da ima
sploh vsaka neprazna mnoZica v R* infimum in supremum v [R*. Nasprotno
pa moremo le delno razsiriti na [R* obe operaciji vsoto in produkt, ki sta de-
finirani na vsem R in ki napravljata R za komutativen obseg. Ti operaciji v R
sta namre¢ dopolnjeni v [R* le s temi dogovori:
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(—®)+ (=) =—0o0 , (+00)+ (+ o) =+ 00
X+ (—)=(—x)+x=—0c0 , x4+ (+ ©) = (+ ) +x = + oo
zavsak xeR .
(—®).(—®) =(+).(+ )=+ ,
(—00).(+ o) = (+ ) . (—00) = —o0
X.(—00)=(—x).x=—00 , x.(+ ) =(+0).x=+ oo
za vsak x>0 iz R
X.(—0) =(—o0).x=+00 , x.(+0)=(+00).x=—cx
za vsak x <<0 iz R

V teoriji integracije, in o tej tukaj govorimo, dodamo tem »standardnim« do-
govorom vedno $e enega, nekolikanj nenavadnega, da bodi namre¢

0.(—o00) =(—00).0=0.(+00) =(+00).0=0

Na dlani je, da R* ni veC obseg.

Razume se, da imamo v R* opraviti tudi z intervali, katerih eno ali celo obe
kraji$¢i sta lahko — oo ali 4 oco. Ako sta torej a, b e R*, imamo, podobno kot
v R, na izbiro tele 4 tipe intervalov: zaprt interval [a, b] = {xe R*,a < x < b},
na desno odprt interval {a, b[ = {x eR*,a < x < b}, na levo odprt interval
la, b] = {x e R*, a<<x < b} in seveda Se odprt interval ]a, b[ = {xc R*, x <
< x < b}. Brz ko je a > b, so vsi intervali z levim krajiS¢em a in desnim kra-
jiS¢em b prazna mnoZica 0, kar je sevé neposredno razvidno iz zgornjih opre-
delitev intervalov. Ce sta a, b € R, potem pravimo, da je ustrezni interval ome-
jen. Brz ko je a <<b, ima vsak od teh Stirih tipov intervalov I z levim kraji-
$¢em a in desnim krajiS¢em b dolZino ali mero m(l) = b—a. Ce je levo
kraji§¢e — oo ali desno -+ oo, postavimo m(I) = + oo, in ¢e premore interval
eno samo tocko ali pa je prazna mnozica, je m(l) = 0. O¢itno imamo lahko
prazno mnozico za odprt interval, saj je ]a, a[ = 0 za vsak a € R*. Podobno je
tudi Ja, a] = [a, a = 0, toda [a, a] = {a}.

Mimo intervalov, ki so prazna mnozica, sodijo med odprte mnoZice obi-
¢ajne topologije v R $e vsi neprazni odprti intervali v R. No, v R* pa spadajo
k odprtim mnozicam obicajne topologije poleg intervalov, ki so prazna mno-
Zica, in vseh odprtih intervalov $e tile neprazni intervali: [— o0, a[ z a e R ali
a= +o00,]a, + o] zaelR ali a = — o in pa seveda R* = [— oo, + o0]. Ce naj
torej velja tudi v R*, da sodijo med odprte mnozice obi¢ajne topologije na-
tanko tisti neprazni intervali, ki so odprti, potem moramo pac proglasiti tudi
pravkar navedene intervale za odprte. Ker zoper to ni nobenega logi¢nega po-
misleka, tako tudi napravimo.

Naj bosta spet a, b e[R*,a<<b in I interval kateregakoli tipa z levim kra-
jis¢em a in desnim kraji§¢em b. Potem oznadimo z I zaprtje intervala I v R*,
ki je v vsakem primeru zaprti interval [a, b]. Ce pa je a = b, potem je zaprtje
intervala kar enako intervalu. Se pravi, da je [a, a] = [a, a] = {a}, v vsakem
drugem primeru pa sta interval I in njegovo zaprtje I prazna mnozica.

Ce je x poljubna to¢ka v R*, imenujemo vsak odprt interval I, ki vsebuje
to¢ko x, okolica tocke x. Tako je na primer za vsak a e R interval [— oo, a[
okolica tocke — oo, interval ]a, + oo] okolica tocke + oo in interval [— oo,
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+ o], se pravi [R*, okolica sploh vsake toke x e[R*. V nadaljnjem bomo
torej z besedo okolica vedno oznadlevali le neprazne, odprte intervale, ki so
potemtakem okolice vsake tocke, ki jo vsebujejo.

Tudi sicer bomo imeli $e in $e opravka z intervali, pri katerih pa nas bo
zanimala v glavnem le njihova dolZina ali mera. Da bi se izognili dolgoveznemu
pojasnjevanju in ponavljanju, se odlo¢imo takole: Ce ne gre za okolice in &e ne
bomo posebej zahtevali drugade, naj bodo naprej vsi intervali na levo odprti,
se pravi, da ne vsebujejo levega krajis¢a, pa¢ pa desno, v kolikor to krajiSde
ni + oo. Ce pa je desno krajisée + oo, bodi ustrezni interval tudi na desno
odprt. S tem dogovorom dosezemo, da so vsi intervali, ki nas poleg okolic $e
zanimajo, pa naj bodo Ze omejeni ali ne, podmnoZice realne osi R.

Do McShanove definicije integrala nam je zdaj treba napraviti le e 5 ko-
rakov, s katerimi bomo po vrsti opredelili tiste temeljne pojme, na katerih
sloni definicija.

1. korak: Naj bodo Iy,1Is,...I, dani paroma disjunktni intervali v R, xy,
X3,...%, pa poljubno izbrane to¢ke v R*. Potem imenujemo kon¢no mnoZico
urejenih parov

P— {(x, I), (1, I9), . . . (%, I)} M

n
obeleZeno delitev unije U I;. Za intervale I; ki so po dogovoru na levo odprti,
i=1
recemo, da so intervali, za toCke x; pa, da so evaluacijske toéke obeleZene de-
litve P.
2. korak: Bodi dana kak$na obeleZena delitev (1) in naj bo f funkcija iz R*
v R*. Potem imenujemo vsoto

S¢, P) = 3 fx) .t @

Ce seveda obstaja, delitvena vsota funkcije f glede na obeleZeno delitev P.

3. korak: Naj bo A podmnozica v R*. Potem imenujemo druzino okolic na
A vsako funkcijo q, ki priredi vsaki to¢ki x € A neko okolico a(x) te todke.

Druzina okolic na A je potemtakem vsaka funkcija ¢, ki ima za domeno
mnozico A, za kodomeno vse okolice toc¢k x € A, in ki priredi vsaki toki x € A
dolo¢no njeno okolico.

4. korak: Naj bo ¢ kak$na druZina okolic na [R* in (1) obelezena delitev

n
unije U I;, ki je vsebovana v [R. Potem refemo, da je obeleZena delitev P
i=1 —
a-gosta, Ce je za vsak i = 1,2,...n zaprtje I; intervala I; vsebovano v okolici
a(x;), Ce je torej
Lcalx) za i=12...n (3)

5. korak: Naj bo B podmnozica realne osi R in f realna funkcija, defini-
rana na kak$ni domeni C < [R* tako, da je B < C. Napravimo realno funkcijo
fz: R* - [R s predpisom

fB(x):{f(x), éeje =xeB

. ) 4)
0, teje xeR*—B

in vzemimo v pretres vse obeleZene delitve realne osi R, se pravi vse obele-
Zene delitve (1),pri katerih je unija delitvenih intervalov I; vsa realna os R.
In zdaj se dogovorimo:
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Ce obstaja tdko realno Stevilo L, da moremo najti k vsakemu realnemu
¢ > 0 tako druzino okolic ¢ na [R*, da velja ocena

IS(fp, P) — Ll <e 5)

za vsako delitveno vsoto funkcije fz glede na obelezeno delitev P realne osi,
ki je o-gosta, potem je funkcija f na mnozici B Lebesguovo integrabilna in $te-
vilo L je njen Lebesguov integral na B.

Preden dopolnimo to definicijo $e z neogibno potrebnimi pojasnili in pri-
pombami, moramo najprej premisliti, ¢e nam sploh kaj pove. Ta definicija
ima namre¢ smisel samo, ¢e je res, da obstaja k vsaki druZini okolic ¢ na R*
vsaj ena a-gosta obeleZena delitev P realne osi [R. Brz ko bi namre¢ za kaks$no
druzino okolic ¢* na [R* ne obstajala nobena o*-gosta obeleZena delitev realne
osi R, bi bil seveda za to druzino okolic ¢* pogoj (5) na prazno izpolnjen, in
to za vsak realen >0, za vsako realno funkcijo f, za vsako podmnoZico
B < R, ki je v domeni funkcije f, in za vsako realno S$tevilo L. To pa pomeni,
da bi bila vsaka realna funkcija f integrabilna na vsaki podmnoZzici B, ki je
v njeni domeni, in da bi bil njen integral vsako realno $tevilo L. Na dlani je,
da je tak pojem integrala povsem neraben in zato nesmiseln. V zadnjem raz-
delku bomo pokazali, da Mc Shanova definicija nima te usodne hibe.

Zdaj pa dodajmo Se nekaj pojasnil in pripomb.

(A) Ce naj se sploh lotimo verifikacije ocene (5), potem moramo biti se-
veda gotovi, da delitvene vsote S(fp, P) obstajajo in so konc¢ne, brz ko se na-
nasajo na q-goste obelezene delitve P realne osi R, za primerno izbrane dru-
Zine okolic ¢ na [R*. Ne smemo namre¢ pozabiti, da nastopajo pri obeleZzenih
delitvah realne osi tudi neomejeni intervali, katerih dolZina ali mera je sevé
+ oo. Vendar pa nam to ne more povzrociti nobenih nevSec¢nosti, ¢e se ome-
jimo le na take druzine okolic ¢ na R*, pri katerih je okolica a(x) omejena za
vsak x e R*, za katerega je fg(x) % 0. V tem primeru so namre¢ vsi sumandi
koncne vsote S(fp, P) tudi koncéni. Kajti, ¢e je v produktu fp(x;) . m(l;) prvi fak-
tor od nic razli¢no realno Stevilo, je tudi drugi faktor koncen, saj je obelezena
delitev P g-gosta, in zato je zaprtje I; intervala I; vsebovano v omejeni okolici
alx;). Ce pa je prvi faktor fz(x;) = 0, potem je po nasih dogovorih tudi produkt
fe(x;) .m(I;) = 0, ne glede na to, kolikSen je m(I;). Potemtakem je delitvena
vsota S(fp, P) res koncna.

Da opisane druzine okolic ¢ na [R* res obstajajo, je brz razvidno, ¢e upo-
Stevamo tole: funkcija fp je po definiciji na mnozici [R* — B identi¢no enaka
ni¢; ker je B podmnozZica realne osi [R, to pomeni, da je fp(— o0) = fz(+ o)
= 0.

(B) Seveda je mogocle pokazati: Ce je funkcija f integrabilna na mnozici B,
je njen integral L na B enoli¢no dolo¢en. Razume se, da veljajo tudi vse »stan-
dardne« lastnosti integralov, ki jih poznamo iz elementarne teorije. Bodi pre-
pusceno bravcu, da ugotovi, v koliki meri je McShanova definicija Lebesguo-
vega integrala res podobna definiciji Riemannovega integrala, ki smo jo po-
novili na zaCetku razdelka. Tukaj opozorimo raje le na bistvene razlocke, iz
katerih je neposredno razvidno, na kako skromnih predpostavkah sloni Mc
Shanova definicija.

Za mnozico B < R, po kateri integriramo, ne zahtevamo, da je omejena in
seveda tudi ni potrebno, da je interval. Ce B je interval z levim kraji§¢em a in
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desnim krajiséem b > a, ki je lahko tudi neomejen, potem je integral kaksne
funkcije na tem intervalu, v kolikor seveda obstaja, neodvisen od tega, za
kateri tip intervala se odlo¢imo.

Tudi realna funkcija f ni treba, da je omejena na integracijski mnoZici
B c R, kakor je to pri Riemannovem integralu, pa se vseeno lahko zgodi, da
Lebesguov integral obstaja.

Iz obeh zgornjih odstavkov je potemtakem razvidno, da so z novo defi-
nicijo integrala zajeti tudi tako imenovani izlimitirani integrali, ki so znana
elementarna posploSitev Riemannovega integrala. Vendar je treba povedati,
da velja to le za izlimitirane integrale, ki so absolutno konvergentni.

Intervale I;, ki nastopajo v obelezenih delitvah P realne osi R, lahko sevé
indeksiramo v poljubnem vrstnem redu in ne nujno od leve proti desni. Niti
ni potrebno, da so vsi ti intervali neprazni. Zato govorimo nasploh o delitvah
in ne o porazdelitvah. Prazni delitveni intervali kajpak niesar ne prispevajo
k prirejeni delitveni vsoti in jih potemtakem lahko tudi zavrZemo. Vendar je
vCasih vseeno ugodno, ¢e jih pri delitvah dopusc¢amo.

Evaluacijske tocke x;, ki nastopajo pri obeleZenih delitvah P v urejenih
parih z delitvenimi intervali I;, nikakor ni treba, da bi bile vsebovane v ustrez-
nih intervalih I; niti ne v njihovih zaprtjih T, Prav tako tudi ni neogibno, da
bi bile evaluacijske tocke, ki so prirejene razli¢tnim delitvenim intervalom,
med seboj razlicne. Vcasih je celo zaZeleno, da ima ve¢ razli¢nih urejenih
parov dane obeleZene delitve iste evaluacijske tocke.

Vsaka druzina okolic ¢ na R* priredi vsakemu x € [R* dolo¢no okolico a(x)
tocke x. Ker smo vzeli, da je a(x) neprazen, odprt interval, ki vsebuje to¢ko x,
je na dlani, da je m(a(x)) > 0. Vendar pa pri tem ne zahtevamo, da obstaja tak
realen ¢ >0, da bi veljalo m(a(x)) = 6 za vsak x e [R*. Drugade povedano, do-
puscamo tudi moznost, da je inf {m(a(x)), x = R*} = 0.

(C) Pokazimo $e na preprostem zgledu, kako ta teorija deluje. V ta namen
si izberimo enostavno funkcijo, ki zmore na [R le dve vrednosti in je defi-
nirana takole:

1, &e je x racionalno S$tevilo

1) = {

0, Cce je x iracionalno Stevilo
za mnozico B pa vzemimo interval
B =10,1]

Ker je potemtakem funkcija f nezvezna v vsaki tocki intervala [0, 1], vemo, da
ni Riemannovo integrabilna na tem intervalu. Poskusimo torej sreco z Le-
besguom.

Pa napravimo funkcijo fp: R* — R, kakor nam veleva 5. korak, s pred-
pisom:
f(x), cejexeB

X) =
Tk {o, tejexcR*—B

Se pravi, da ima fp vrednost 1 v vseh racionalnih tockah intervala [0, 1] in
vrednost 0 povsod drugjé na [R*. Naj bo zdaj dan poljubno izbrani realni ¢ > 0
in dolo¢imo druzino okolic ¢ na R* takole:
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Ce je x racionalno $tevilo na intervalu:[0, 1], ga zapi$§imo v obliki reducira-
nega ulomka p/q, za x = 0 bodi to 0/1, in definirajmo

a(x) = Jx —¢g/20Ta+2, x 4 g/20+a+2[ 6)

Za vsak drug x e R* pa Sirokosréno postavimo kar

a(x) = R* ()
saj je v tem primeru seveda fz(x) = 0.
Naj bo
P = {(xlr Il); (x2’ 12)) LR (xn: In)} (8)

poljubna g-gosta obeleZena delitev realne osi R in ocenimo prirejeno delit-
veno vsoto S(fp, P). Kakor smo Ze omenili, lahko indeksiramo intervale I; v po-
ljubnem vrstnem redu. Pa za¢nimo s tistimi, e jih sploh kaj je, katerih eva-
luacijske to¢ke so racionalna $tevila na intervalu [0, 1]. Recimo, da so to pari

(%1, Iy), (%2, I3) , . . . (x3, I})). Potem pa pridejo na vrsto $e drugi pari Crrto Iny)
.. (xy,1,). Ker ima fp v tockah x4, %5, . ..x; vrednost 1 in v todkah L, 3 5 55
vrednost 0, je potemtakem delitvena vsota S(fz, P) po (2) enaka
h
S(fs, P) = ZIM(L-) )
=

Ce je h = 0, se pravi, ¢e nobena evaluacijska to¢ka ni racionalno $tevilo na in-
tervalu [0, 1], potem je oditno

S(fg, P) = 0 (@

V nasprotnem primeru pa razmis$ljamo takole:

Ker je obelezena delitev P po hipotezi g-gosta, so zaradi (3) seveda mere
intervalov I; manjse, kve¢jemu enake meram ustreznih okolic a(x;). Ce je torej
x; racionalno $tevilo na intervalu [0, 1], zapisano v obliki reduciranega ulomka
p/q, potem takoj razberemo iz (6), da je

m(l;) < gf2pta+l (10)

No, ker pa nastopajo v konéni vsoti (9) samo intervali, ki so prirejeni racional-
nim evaluacijskim toCkam iz intervala [0, 1], je ta kon¢na vsota zanesljivo
manjsa od vsote neskonéne dvojne vrste, katere splogni &len je

Apg = ¢/2PFaH]

Ker gre za vrsto s pozitivnimi ¢leni, je izid tega se$tevanja neodvisen od
vrstnega reda sumandov. Zato lahko najprej seStevamo pri negibnem p po
qg=1,2,3,... in dobimo vsoto

(o)
Sl apg = ¢/2P1
g=1

potem pa seStejemo Se tako dobljene delne vsote po p =0,1,2, ..., kar nam
da
2 Xap=¢
p=0 g=1
Tako dobimo torej oceno
0<S(fs, P) <e (b)
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Iz (a) in (b) smemo potemtakem skleniti, da je v vsakem primeru
IS(fB: P) "_O| = S(fB.' P) <e

brz ko je obelezena delitev P o-gosta. To pa se pravi, da je funkcija f na inter-
valu [0, 1] Lebesguovo integrabilna in da je njen integral L = 0.

2

Pokazimo naposled $e temeljno resnico, ki sploh napravi McShanovo de-

finicijo integrala smiselno, da obstaja namre¢ k vsaki druZini okolic ¢ na [R*
vsaj ena o-gosta obeleZena delitev P realne osi [R. Zvesto posnemaje McShana,
bomo dokazali celo $e nekaj veé, in sicer tole:
(T) Naj bo o poljubna dana druZina okolic na [R*, B pa na levo odprt nepra-
zen interval v [R. Potem obstaja taka g-gosta obeleZena delitev P intervala B,
da je za vsak urejen par (x;, I;) e P evaluacijska tocka x; v zaprtju ustreznega
intervala I;, da je torej x;e1;.

Preden se lotimo dokazovanja tega izreka, pokaZimo $e naslednjo lemo,
ki jo bomo uporabili pri dokazu:

(L) Naj bodo Py,Ps,...P, obelezene delitve podmnoZic Cy,Cz,...C, ki so

p
paroma disjunktne. Potem je unija P = U P; obeleZena delitev unije C =
p i=1

j=1
Ce zapiSemo za vsak j = 1,2,...p eksplicitno

Py = {(xu, 11]'), (xzj: 127')» cee (xn,»j, In,-j)}
potem so seveda tocke xyj, Xgj, . . . X, iz [R*, intervali Iy;, Iy;, ... 1,,;; SO paroma
disjunktni in na levo odprti v R in C; je kajpada unija C; = U I; (glejte 1.
i=1

korak). Ker pa so po hipotezi mnozice Cy,Cy,...C, paroma disjunktne, sta
disjunktna tudi poljubna intervala IjeP; in I,,cP,, brz ko je j == n. Potem-
takem so res v uniji

»
P=UP;j={(x;1y),j=12,...pini=1,2,...n; pri negibnem j}
j=1
vse tocke x; iz R*, intervali I;; pa paroma disjunktni in na levo odprti v [R.
To pa se pravi (glejte 1. korak), da je P obeleZena delitev unije

e p
U (UIU)z Uuc;=cC
j=1\i=1 j=1

S tem je lema (L) dokazana.

Dokaz izreka (T), ki je nekoliko zapleten, pa je takle:

Najprej priredimo vsakemu naravnemu Stevilu # > 1 doloéeno porazdelitev
realne osi R, in sicer takole: poleg intervalov ]— co,—27] in ]2%, 4+ oco[ naj
tvorijo to porazdelitev Se na levo odprti intervali, ki jih dobimo tako, da in-
terval | —27, 27] razdrobimo na 22#+1 intervalov enake dolZine ali mere 2—n. Ce
ozna¢imo s K(n) mnozZico intervalov te porazdelitve, potem so torej elementi
te mnozice natanko tile intervali:
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I(n,0) = ]— o0, — 27]
Im,i) =1—2n + (i—1).2=n,—2n 4+ i.2—n zai=1,2,... 22+
I(n,22n+1 4 1) = ] 20, + oof

Preprost premislek nam brZz pove, da dobimo intervale mnoZice K(n + 1)z
nadaljnjo drobitvijo intervalov mnozice K(n). Odtod pa seveda takoj sledi:
Ce pripadata interval I’ mnozici K(n'), interval I” mnozici K(n”) in je n” = n/,
potem sta intervala I’ in I” bodisi disjunktna ali pa je I” = I'.

Glede na te porazdelitve realne osi [R, ki so dolofene z mnoZicami inter-
valov K(1), K2),...K(n), ..., bomo zdaj pokazali tole trditev:
(T*) Ce je « poljubna dana druzina okolic na R*, B pa na levo odprt neprazen
interval v [R, potem obstaja taka g-gosta obelezena delitev P* intervala B, da
velja za vsak element (x;, I;) e P*, da je I; bodisi prazen ali pa je enak preseku
intervala B s kak$nim intervalom, ki pripada kateri od mnozic K(1), K(2),

., K(m),...,in je x; el;. Take a-goste obelezene delitve bomo v nadaljevanju
imenovali na kratko izbrane.

Ce se nam posreci dokazati trditev (T*), potem smo s tem dokazali Ze tudi
izrek (T). Iz izbrane o-goste obelezene delitve P* intervala B dobimo namrec
takoj tudi g-gosto obelezeno delitev P tega intervala, kakr$no zahteva izrek (T),
brz ko briSemo v delitvi P* vse morebitne elemente (x;, [;) s praznimi intervali
I;.

Dokazimo trditev (T*) tako, da pokaZemo, da nas njena negacija vodi do
protislovja. Izhajajmo torej iz domneve, da ne obstaja nobena izbrana a-gosta
obelezena delitev intervala B. Pa napravimo preseke B N I(1,i) za vse i =0, 1,
2,...23 41, ki so seveda spet na levo odprti disjunktni intervali, nekateri
morda tudi prazni. Za hip privzemimo, da bi obstajala k vsakemu nepraznemu
intervalu B N I(1, i) kak$na izbrana a-gosta obelezena delitev P;* tega intervala.
Ker je unija teh disjunktnih nepraznih intervalov kajpada natanko interval
B, je po lemi (L) unija prirejenih delitev P obeleZena delitev P intervala B.
Oglejmo si to delitev natanéneje. Vsak par (xz, [;) e P z nepraznim intervalom
I}, spada potemtakem v natanko eno izbrano q-gosto obeleZeno delitev P;* do-
lo¢enega nepraznega intervala B N I(1,i). Zato je seveda

I calxg) , xpely @)
in I je enak preseku intervala B N I(1,7) s kak$nim intervalom I(p, j), ki pri-
pada eni od mnozic K(1), K(2), ... K(n), ..., se pravi, da je

Iy = (B N I(1,9) N I(p,)) (11)

Ker pa je I, 5 0, mora biti, kakor Ze vemo, I(p,j) < I(1,i) in tako dobimo iz
(11), da je tudi
Iy =B N I(p,j) (b)

Iz (a) in (b) pa lahko neposredno sklenemo, da je konstruirana obeleZena de-
litev P intervala B ¢-gosta in izbrana. No, ker pa po na$i domnevi ne obstaja
nobena izbrana a-gosta obelezena delitev intervala B, je olitno mogo¢ en sam
zakljuéek: privzetje, ki nas je vodilo do konstrukcije obelezene delitve P inter-
vala B, je nezdruzljivo z naso dommnevo. To pa se pravi:
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Brz ko ne obstaja nobena izbrana q-gosta obeleZena delitev intervala B, je
tudi med intervali B N I(1,0), B N I(1,1), ... BN I(1,23 + 1) vsaj en nepra-
zen interval, za katerega prav tako ni nobene izbrane g-goste obelezene de-
litve. Pa vzemimo, da je B N I(1,4) tak interval in ga naprej oznadimo z B;.
Bodi torej

0B =BNII,i)) =B

In zdaj ponovimo to igro na intervalu By. Napravimo preseke B; N (2, 1)
zavsei=0,1,2,...25+ 1, ki so spet na levo odprti disjunktni intervali, ne-
kateri tudi prazni. Ker ne obstaja nobena izbrana ¢-gosta obeleZena delitev
intervala B;, vemo iz pravkar opravljenega premisleka, da mora biti tudi
med intervali By N I(2,0), By N I(2,1), ... By N I(2,25 + 1) vsaj en neprazen
interval, za katerega prav tako ni nobene izbrane q-goste obelezene delitve.
Recimo, da je By N I(2,i) tak interval, in ga naprej oznat¢imo z B,. Bodi
torej

0 % By = By N I(2,15) < By

To igro ocitno lahko ponovimo neomejenokrat. Ce oznadimo $e zadetni
interval B zdaj raje z By, dobimo potemtakem neko zaporedje vloZenih na levo
odprtih in nepraznih intervalov v R

By BiDBsD w2 By, (12)
pri katerem je za vsak n = 0,1,2,...
Bﬂ*+1 = Bn N I(T’l+1, in+1)

za primerno izbran i,,,€{0,1,2,... 2223 41}, In seveda ne smemo pozabiti,
da za noben ¢len tega zaporedja ne obstaja nobena izbrana g-gosta obeleZena

delitev. Zaporedju (12) priredimo zdaj $e zaporedje zaprtij B,, ki je zaporedje
vloZenih nepraznih in zaprtih intervalov v [R*

E02512§22---23n2... (13)

Tukaj se sevé spomnimo znanega izreka iz realne analize, da je pri vsa-
kem zaporedju vloZenih nepraznih intervalov v R, ki so omejeni in zaprti,
vsaj ena toc¢ka y e R vsem tem intervalom skupna. No, bravec pa se brz lahko
sam preprica, da je analogno pri vsakem zaporedju vloZenih nepraznih inter-
valov v [R*, ki so zaprti, vsaj ena to¢ka y e R* vsem tem intervalom skupna.
Potemtakem obstaja to¢ka y e[R*, ki je vsebovana v vseh &lenih B, zaporedja
(13). Ce pisemo bolj doloéno B, — [@n, b,] z ay, b, e R* in a, < b,, obstaja torej
taka tocka y e R*, da je y e[ay, b,] za vsak n e N.

Zdaj pa razloujmo 3 mozZnosti:

1. moZnost: y = — oo
V tem primeru mora biti seveda a, = — o za vsak nelN. Iz B, { = ]— oo,
byp]l = Bu N I(n + 1,iyy1) < I(n + 1,1,,4) pa razberemo, da je I(n + 1,7,,1 =
= ]—oco, — 2nt1], Potemtakem je B,,, S [— o0, —2n+1]. Ker gre — 2n+1 z na-
ra¢ajodim n proti — oo, je torej zagotovo B, 11 € a(— ) = a(y) za vse do-
volj velike n e N.
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2. moZnost: y = + o
Zdaj mora biti kajpak b, = + oo za vsak neN. No, iz B, ;1 = ]Gy 1, + o [ =
=B, NIn+1,i,1) <I(n+1,i,,4) pa vidimo, da je I(n + 1,i,,.1) = ]2nt],
+ oo [. Potemtakem je B,,, < [2’14rl + oo] in ker gre seveda 27+1 z nara$céajo-
¢im n proti 4 oo, je zanesljivo Bn+1 < a(+ o) = a(y) za vse dovolj velike
nelN.

3. mozZnost: yeR.

Ker je za dovolj velike neIN gotovo res, da je — 27+l <y <2+l lahko iz
Bpi1=1]10u41,bp1]l =B, N I(n + 1,ip,¢) < I(n + 1,i,,4) in pa y e B, , zaklju-
¢imo, da I(n + 1,1,,1) ni niti ] — oo, — 2n+1] niti ] 27+1, + oo[. Torej jelI(n+1,
i,41) V tem primeru ocitno neki interval dolZzine 2—(r+1), Zato je dolZina inter-
vala Bn+1, se pravi razlika b, 1—a,. 1 < 2=+, Ker pa je yeBn+1, tore]
1 XY < by za vsak nelN, vidimo, da gresta a,,; in b,,; z naras¢ajo¢im
n proti y. Odtod pa spet sledi, da je gotovo B, 11 = [Any1, Dny1] S a(y) za vse
dovolj velike ne IN.

Kakor smo pokazali v vseh treh primerih, ki lahko nastopijo, je vedno mo-
gole najti dovolj pozen &len B,,; v zaporedju (13), za katerega velja B, +1 S
< a(y). Zdaj pa istoleznemu c¢lenu B, ; v zaporedju (12), ki je na levo odprt
neprazen interval v R, priredimo obeleZeno delitev P, ki ima en sam par, nam-
reC (y, By, 1), se pravi, da je P = {(y, B,,1)}. Oglejmo si to delitev P malo po-
blize. No, ker je B,,; < a(y), je P olitno a-gosta obeleZena delitev intervala

By,.1. Toda res je tudi y € B, in iz B,,1=B,NIn+1,i,,q) takoj spoznamo,
da velja tudi B, 1 = B,,; N I(n +1,i,,4). To dvoje pa nam pove, da je P iz
brana o-gosta obelezena delitev intervala B,,;. In tako smo prisli do proti-
slovja, saj vemo, da za noben ¢len zaporedja (12) ne obstaja nobena izbrana
a-gosta obeleZena delitev. Ker pa je vir tega protislovja dommneva, da ne ob-
staja nobena izbrana o-gosta obeleZena delitev zadetnega intervala B, moramo
pal to domnevo zavrniti. To pa sevé ne pomeni ni¢ drugega, kot da je trditev
(T*) resni¢na. S tem pa je nazadnje dokazan tudi izrek (T).
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algebra za¢ne z vektorskimi prostori, slede linearne preslikave ter obravnava
realnih in kompleksnih prostorov s skalarnim produktom. Poudimo se lahko
o grupi obrnljivih matrik, o spektralni razélenitvi normalnih operatorjev na
konc¢no razseZnih prostorih ter o bilinearnih in kvadratnih formah. Na koncu
so na kratko povzete $e osnovne lastnosti metri¢nih in Hilbertovih prosto-
rov. Ve¢ kot sto nalog z reSitvami zaokroZa to poglavje.

Linearno programiranje za¢ne z lastnostmi konveksnih mnozic. Po for-
mulaciji problema sledi reSevanje z metodo simpleksov. Na koncu imamo $e
povezavo z dualnim problemom.

Drugo knjigo je napisal Rajko Jamnik. Vsebuje tri dele: Trigonometrijske
vrste, Stieltjesov in Lebesguov integral. Zvemo, kako in kdaj lahko funkcijo
na nekem intervalu razvijemo v Fourierovo vrsto po kotnih funkcijah. Sledi
obravnava Fourierovega integrala. V drugem delu se seznanimo s funkcijami
z omejenim totalnim razmahom, nato pa s Stieltjesovim integralom in primeri
uporabe.

Lebesguov integral je najprej definiran za stopnicaste realne funkcije
realne spremenljivke, nato pa za t.im. sumabilne funkcije (ki pravzaprav se-
stavljajo prostor L;). Za take funkcije so dokazani izreki o zamenjavi limite
in integrala in Fubinijev izrek. Merljiva funkcija je definirana kot funkcija,
ki je skoraj povsod limita zaporedja stopnicastih funkcij. MnoZica na realni
osi je merljiva, ¢e je njena karakteristicna funkcija merljiva. Vse to je
uporabljeno pri obravnavi prostora Ly(E), ker je E podmnoZica realne osi.
Dokazano je, da je L, Hilbertov prostor in (z Bernsteinovimi polinomi), da je
trigonometrijski sistem ortonormirana baza prostora Ly(— 7, 7).

Tretjo knjigo so napisali trije avtorji. Bogdan Krusi¢ na klasien nacin
obravnava dvojni, trojni in mnogoterni integral in njegovo uporabo pri ra-
¢unanju tezi$¢, vztrajnostnih momentov ter povrs$in ploskev.

Diferencialno geometrijo v prostoru je napisal Ivan Vidav. Obravnavane so
vektorske funkcije skalarnega argumenta, krivulje v prostoru, fleksija in torzi-
ja ter Frenetove formule.

Pri ploskvah se seznanimo z obema fundamentalnima formama, ukrivlje-
nostjo, glavnimi smermi ter Gaussovo ukrivljenostjo. Obdelane so $e druzine
ploskev in njihove ogrinjalke ter krivo¢rtne koordinate v prostoru.

Marija Vencelj je avtorica poglavja o vektorski analizi. V njem pridemo
do Gaussovega in Stokesovega izreka. Obdelane so $e sestavljene vektorske
operacije ter Laplaceov operator v ortogonalnih krivoértnih koordinatah.

Zadnja knjiga je Verjetnostni racun in statistika izpod peresa pokojnega
profesorja Rajka Jamnika. Na lahko razumljiv nacin so tu obdelani osnovni
pojmi verjetnostnega racuna, zaporedja neodvisnih poskusov, sluajne spre-
menljivke in sluajni vektorji ter njihove $tevilske karakteristike, na koncu
pa Se limitni izreki. Matemati¢na statistika obravnava statisti¢ne hipoteze,
preskuse znacilnosti, korelacijo in regresijo.

Na koncu te kratke predstavitve povejmo $e, da vsa poglavja vsebujejo
naloge z reSitvami in seznam literature, vsaka od knjig pa tudi stvarno ka-
zalo.

Peter LegiSa
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GEOMETRIJSKA PODOBA ODVODA g
FRANCE KRIZANIC
Math. Subj. Class (1985) 26 B 12, 99 A 20

Matematika za fizike v enem svojih ljubljanskih teCajev Ze v prvem semestru
pogleda na odvod s treh strani.

DIFFERENTIATION FROM THE GEOMETRIC POINT OF VIEW

In the first course of calculus differentiation can be looked at from three
different points of view.
Predgovor

Ta Clanek je napisan kot berila, lahko se zgrazate nad njim, ne da bi ga prebrali.

Snov je iz sredine matematicne analize, zato ne zacenja z aksiomi. Seveda
pa, kakor vsaka analiza, temelji na aksiomih za realna Stevila (ponovimo: R je
poln urejen obseg). Aksiome zamol¢i, ne more pa brez definicij, tudi takih —
aksiomatskih. Za prostor veéteric [R”, na primer ve, da je n-razseZzni vektor-
ski prostor.

Ko smo Se mi hodili v $olo, smo $teli

1, 2 in ved (¢))

Enica je pomenila Matematiko I in funkcije ene spremenljivke, 2 in ved
pa Matematiko II in funkcije dveh ali ve¢ spremenljivk. Steli smo tudi v levo,
toda vmes je bil visok zid z globokima jarkoma ob strani

1,2 in veé

@

Nicla tostran zidu je pomenila gimnazijo in ni¢ spremenljivk. Vse je obsta-
lo, ni¢ se ni spreminjalo, povsod so bile same konstante. In koliko jih je bilo,
na vsaki strani logaritemskih tablic po tristo! Zato smo jih tudi ogovarjali
spostljivo: logaritmi. Edninsko rabo logaritem smo spoznali $ele na univerzi.
Kdor je preplaval oba jarka, preplezal zid in prisel suh iz vode, je zvedel, da
je logaritem funkcija.

Danes — od tod dalje ne berite — $tejemo drugade

1,n, 00 3)

Mislimo pa: enorazseZni, veCrazsezni, neskonénorazsezni prostor. Spremen-
ljivka (ta je ena sama) teCe paé enkrat po R, drugi¢ po R#, tretji¢ po kakem
neskon¢norazseznem prostoru. Vse to bruc-uporabnik, v moji S$oli fizik,
srea v prvem letu. Meje v (3) so zabrisane, 1 je posebni (pa ¢eprav prav po-
sebni) primer #, n je lahko (zgodi se pa¢) tudi co. In §e — zame najlepse, za
druge gvis$na smrt — zidu ni ve¢ in jarkov ne. Enica v (3) se je razlezla daled
v srednjo Solo, tu in tam je za seboj potegnila 2 in 3. Visoka $ola se lahko
krepkeje opre na srednjo in seZe dalj. Osnovni te¢aj matematike za uporabni-
ke (od fizikov do vsakrs$nih tehnikov) skriva velike notranje rezerve. Odvod
ni zadnja med njimi.
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Kaj je, kar odvajamo, in kako si to predstavljamo

Ko bruca pripeljemo do odvoda, Ze dobro pozna preslikave med vecraz-
seznimi prostori. Seznanimo se z njimi e mi. Vzemimo preslikavo s startnim
prostorom [R™ in s ciljnim prostorom R?»

f:Rm - Rn f:x 1= f(x) 4)

Na Siroko, v koordinatah, je to n funkcij m spremenljivk

X1 fi(x1, %2, « « o, Xm)
X2 f2(x1’ X2y e« oy xm) (5)
Xy Tl iy X5 o+ 5 %m)

Nazorne pripomocke, s katerimi pricaramo preslikavo (4), iS¢emo v prosto-
rih, med katerima slika, in v njunem premem produktu. Nazorni pripomocek
je Ze spet — mmnozZica. MnozZica paé, ki jo znamo v kakem preprostem primeru
videti.

V ciljnem prostoru R lezi slika (image) preslikave f, mnozica njenih vred-
nosti

imf={y;y=fx} 6

Slika 1 Preslikavi iz R v R3 in njéni sliki v [R3 pravimo krivulja v prostoru

3
R

Slika 2 Preslikavi iz R2 v R2 in njéﬁi sliki v [R3 pravimo ploskev v prostoru
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V preprostih zgledih lahko sliko nariSemo. Taki zgledi so pa¢ preslikave
med prostori nizkih razseznosti. Najprej sprejmimo tradicionalne oznake:
enorazsezno spremenljivko oznacimo s ¢, dvorazsezno z urejenim parom (u, v)
ali z ustreznim koordinatnim stolpcem, trorazsezni spremenljivki pa izberimo
vektorski znak, krajevni vektor r v [R3. V kanonski bazi je to pa¢ koordinatni
stolpec, s koordinatami x, y, z, ¢e bo treba.

Zalnimo s preslikavama

k:R >IR3 k:t}—>r(t) )
p:R2 > R3 p: W) |—>r, v) ®)

Slika prve je krivulja, slika druge pa ploskev v prostoru. Tako se paé do-
govorimo. V¢asih je raba Se bolj ohlapna: kar preslikavi (7) pravimo krivulja
in preslikavi (8) ploskev.*

Fizikalni pogled na preslikavo (7) je ostrej$i, v njej vidi gibanje, krivulja —
slika je tir gibanja, iz (7) pa preberemo $e vozni red, v vsakem trenutku ¢ lahko
zvemo, kje na tiru je gibajoca se toc¢ka.

Svinénik kdaj laZe seZe v startni prostor. V njem riSemo inverzne slike
mnoZic. Inverzna slika mnoZice .# = R je mnozica f~! .# < R™, ki jo f pre-
slika v

il = {x; f(x) e M} ©)

Najbolj zgovorne so inverzne slike enotolkastih mnoZic — nivojnice ali
tockovnice preslikave f

fHb} = {x; f(x) = b} (10

Z drugimi besedami: Tockovnica f~1{b} je (najobseinej$a) mnozica, na ka-
teri zavzame f vrednost b. In Se: Na toc¢kovnici f—1{b} je f konstanta, enaka b.
Po obicajni definiciji preslikave so tokovnice disjunktne mnoZice. Ce so
vse toCkovnice enotoCkaste, je f obrnljiva; definiramo lahko inverzno presli-
kavo f—1. Unija vseh to¢kovnic je obratna (inverzna) slika preslikave,** {—1 Rx,
Kak zgled prav gotovo poznamo, ¢e ne drugega, nivojnice norme

R3 - R r |- |r| (11)

Nivojnica f~1{b} je obla s polmerom b, e je b > 0; je enoto&kasta mnoZica
{0}, ¢e je b = 0; in je prazna, ¢e je b <O.
Nivojnice so lahko bolj muhaste, na sliki 3 vidimo Cayleyev ali Whitneyev
deznik, {0} za
f:R*—=R f:x92) 1—>x2—yxz 12)

* Seveda, oZje teorije zahtevajo od obeh preslikav kaj ve&. Topologija prizna
le tisto krivuljo ali ploskev, ki ustreza zvezni preslikavi (zvezni paé v vsaki to&ki,
kjer je definirana). Diferencialna geometrija in analiza obravnavata le (ve&krat)
odvedljive preslikave, svoje prve korake pa usmerjata le med gladke — odvedljive
in v vsaki to¢ki regularne (glej (48)) — preslikave.

** 7, drugo besedo: definicijsko obmoc¢je ali domena. Preslikavo bomo vselej
zapisali, kakor da je definirana na vsem zaletnem prostoru, za vse pojme in radune,
kar jih bomo srecali, pa bo dovolj, da definicijsko obmo¢&je obsega okolico izbrane
tocke. (Izbrani tocki bo najveckrat ime a.)
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Oba zgleda, (11) in (12), slikata v R. Spomnimo se, da pravimo takim pre-
slikavam v geometriji in v fiziki skalarna polja, v linearni algebri in v funkcio-
nalni analizi pa funkcionali. Za klasi¢no analizo je funkcional ali skalarno
polje funkcija ve¢ spremenljivk iz (1). Zanjo ima stolpec na desni strani (5)
eno samo vrstico.

Slika 3 Whitneyev ali Cayleyev deznik,

mnozica z enacbo x2—y2z = 0. Presek z

ravnino z = ¢ je: par premic, ¢e je ¢ >0,

dvakrat $teta ordinatna os, e je ¢ =0,

in to¢ka (0,0, ¢), ¢e je ¢ <0. Presek z rav-

nino y =¢, ¢ # 0, je parabola, tem oZja,
¢im bliZze osi (z) setemo deZnik

Preslikavo (4) lahko upodobimo $e na tretji nacdin, z njenim grafom, z mno-
Zico graf f « Rm X Rn

graf f = {(x,9) ; ¥y =f(®)} = {(x,f(x)) ; x € Rm} (13)

Tisto re&, ki ji v nazorni geometriji pravimo ploskev v prostoru, pri¢aramo
v analizi na tri nacine. Izbirajmo:

Ploskev je slika preslikave [R2 — [R3.

Ploskev je to¢kovnica preslikave R3 — R

Ploskev je graf preslikave R2 — R.

Katera od teh trditev je najsplo$nej$a, najbolj res? Nobena. Pravi odgo-
vor zvemo Vv teoriji mnogoterosti, kar pa spet zahteva aksiome, pa saj ga ne
bomo potrebovali. PokaZimo le, da je graf najmanj sploSen, predelamo ga
lahko bodisi v sliko (druge preslikave) bodisi v to¢kovnico (tretje preslikave).

Vzemimo (4). Priredimo ji dve novi preslikavi, F in @. Prva naj startni pro-
stor dvigne v premi produkt obeh prostorov, druga naj premi produkt spusti
v ciljni prostor

F:Rm _Rm X Rn F:x— (x, f(x)) (14)
®:Rm X Rn—Rn D:(x,2) > f(x) —z (15)
Oc¢itno je
graf f =im F graf f = ¢—1{0} (16)
PomoZni preslikavi nari§imo skupaj
Rm X Rn
F/ \qb (17)
Rm Rn»
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Kaj neki je njuna superpozicija?

Predavanja iz matematike so v prvem letniku fizike zasnovana tako, da
teCe linearna algebra vzporedno z analizo. Zato lahko bruc kar sam od sebe
navrze $e linearne zglede (¢e jih ne pozna Ze iz srednje Sole). Vzemimo presli-
kavo

A:Rm—>Rn (18)

(Kaj je to, povedo aksiomi, dale¢ naokrog se jim izognimo!) Bruc ve, da
to¢kovnico A—1{0} za linearno preslikavo odlikujemo s posebnim imenom,
jedro (kernel) ji pravimo, in oznacimo

A—1{0} — ker A (19)

Slika im A je podprostor v ciljnem prostoru [R#, jedro ker A je podprostor
v startnem prostoru, graf A pa je podprostor v njunem premem produktu.

Kaj pa je tockovnica A—1{b}, ¢e je b == 0? Tocka v njej, x e A—Yb}, za-
dosca enacbi (sistemu enacb) Ax = b. Tocke iz jedra re$ijo homogeno enacbo
Ax = 0. Brz ko poznamo jedro, potrebujemo pri izbranem b == 0 le $e eno
reSitev nehomogene enacbe. Naj bo a taka reSitev, Aa = b. Tedaj

A-Yb} =a+ kerA

Z besedami: Tockovnica A—1{b} je afini prostor nad jedrom preslikave A.
(Afini prostor nad vektorskim prostorom definiramo tako, kakor smo defini-
rali ravnino in trorazsezni evklidski prostor v berilih.)***

Za zgled vzemimo v [R3 skalarno mnoZenje s konstantnim vektorjem

R: - R r—a.r (20)

To je pac linearni funkcional ali linearno skalarno polje. Njegovo jedro
sestavijajo vektorji, ki so pravokotni na a. Brz ko je a 0, je jedro funkcio-
nala (20) ravnina, ki gre skozi 0 in ima vektor a na normali. V §tevilo b ¢ R
pa (20) preslika vse vektorje, ki zadoS¢ajo enacbi a.r = b. Naj bo ry eden med
njimi, a.ry=>b. V b se tedaj preslika z (20) vsak r, ki zado$¢a enaclbi
a. (l' Kl l'o) = 0.

Nivojnica linearnega skalarnega polja (20) je torej ravnina (skozi rg), ki
je vzporedna jedru. Nivojnice polja (20) sestavljajo Sop vzporednih ravnin.

Namesto linearne preslikave (18) opazujmo afino

f:Rm »Rn fixi—~Ax+a (21)

*% Ponovimo z drugimi besedami: Afini prostor nad vektorskim prostorom %~

je mnoZica (tock) £, opremljena s surjektivnima preslikavama
PXP -, (a b) =>a—b>b P XY - P, (a,Vv)I=a+v
ki zado$cata aksiomom:
a—a=0 (a—Db)+ (b—a)=0 (a—b) + (b—c) +(c—a)=0
(a+v)—a=v

Afinemu prostoru & pripiSemo obseg skalarjev in razseznost vektorskega pro-
StorleIajVi)o a€EP in M/ <¥.Z a+ # oznaCimo tedaj mnoZzZico vseh tock a + v,
kjer v preteCe ./#. Ce je .# podprostor v ¢¥~, imenujemo a + ./ podprostor v afinem

prostoru & ali kar afini podprostor skozi to¢ko a. Razseznost podprostora a + .#
je spet razseznost vektorskega podprostora ./ .
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Slika afine preslikave (21) je afini podprostor v R#, vzporeden sliki linear-
ne preslikave A. Prav tako je s to¢kovnicami in z grafom afine preslikave.

Preslikave sestavljamo. Imejmo dve preslikavi, druga naj zac¢ne, kjer prva
konca

g: Rl Rm f: Rm > Rn (22)
Z njima sestavimo superpozicijo fo g, ki gre naravnost iz R? v R~
fog:Rl—Rn (23)

Racdunsko plat sestavljanja dobro poznamo, oglejmo si ga Se na sliki. Vse,

kar moramo opaziti, je
imfogc imf (24)

Dokaz je preprost: Elementu z € imfog najdemo x, da je z = (fog) (x),
tedaj je y = g(x) tak element, da je z = f(y). Vsak z iz imfo g leZi v im f. Res
je (24).

Za zgled, kar na sliki, sestavimo ravninsko krivuljo in ploskev v prostoru.
Njuna superpozicija je prostorska krivulja

k:R —R2 p:Rz—Rs3 pok:R —Rs

Zanju preberemo (24) takole: krivulja po k lezi na ploskvi im p. Ali: su-
perpozicija po k je krivulja na ploskvi p.

; R R’ - R’

Sl.4 Prva preslikava, k, preslika premico R v krivuljo na ravnini [R2, druga pre-

slikava, p, preslika ravnino [R2 na ploskev v prostoru R3. Superpozicija obeh
preslika premico R v prostorsko krivuljo im po k, ki lezi na ploskvi im p

Superpozicijo linearnih preslikav oznadimo kar s praznim znakom in ji
reCemo produkt. Naj bosta A in B linearni preslikavi
B:R! - Rm A:Rm - Rn»
Njun produkt AB slika iz R! v R~ linearno, (24) preberemo z besedami:

Podprostor im AB lezi v podprostoru im A. Za zgled naj bo kar slika. Ali je
vselej tako, kot je narisano?

S1.5 Linearna preslikava B preslika R v premico na ravnini [R2, linearna preslikava
A pa [R2 na ravnino v R3. Slika zgovorno pove, kaj napravi z R produkt AB
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Preprosto nazorno spoznanje (24) bo eden temeljnih kamnov naSe raz-
misljave. Pripravimo si Se drugega, ki govori o sliki in o inverzni sliki.

Vzemimo spet preslikavi (22) in inverzno sliko njune superpozicije. Iz
(fog) (x) = b+ f(g(x)) = b = g(x) c f~{b} povzamemo

img < f~1{b} < imfog — {b) (25)

Kdaj pravimo, da je preslikava v tocki odvedljiva, in kaj je njen odvod

Imejmo
f:Rm R~ f:x|—f(x) (26)

Leps$a, bolj ubrana bi bila teorija, ¢e bi stopili za korak v splo$nejSe, vzeli bi
preslikavo med dvema afinima prostoroma, startni bi bil nad Rm, ciljni nad R~.
Vseeno ostanimo pri (26).

Pribijmo a € R™, dodajmo mu vse mogole % ¢ R™ in opazujmo, kako se
s h premika slika. V prirastku vrednosti f(a + #) — f(a) spreminjajmo le #.
Brz ko se dé4 prirastek razdeliti v dva dela tako, da se prvi spreminja s %
linearno, drugi pa gre proti 0 hitreje kot %, pravimo, da je f v a odvedljiva.
Ponovimo: (26) je odvedljiva v a e R™, brz ko je

Rm —Rn h|— f(a + h) —f(a) = Ah + o(h) 27)
Preslikava A je linearna, ostanek pa gre proti 0 hitreje kot %
A e Lin (Rm, Rn) limy,_,o o(h)/h| = 0
fI(.,i)nearni preslikavi A pravimo odvod preslikave f v tocki a in jo oznadimo
z f'(a).

Ne prezrimo: Preslikavo (26), ki je odvedljiva v toCki a, spremlja linearna
preslikava f'(a)

f:Rm -~ Rn f(a) : Rm —~Rn (28)
Z novo oznako Se enkrat prepis§imo (27)
fla + h) —f(a) = f'(@h + o(h) (29)

Prvi ¢len na desni moramo znati prav prebrati, f'(a)2 € R" je vektor,
v katerega preslika linearna transformacija f'(a) vektor % iz Rm,

Prostora R™ in [R*” napnimo na kanonski bazi. V izbranih bazah ustreza
linearni preslikavi f'(a) matrika, ki jo imenujemo po Jacobiju in jo ozna-
¢imo z Jacf(a). Bolj pikolovsko bi morali zapisati (Jacf) (@) in prebrati:
Jacobijeva matrika preslikave f v tocki a. Toda, kjer bi bilo pisanja prevec
(na primer Ze v (30)), bomo §li v nasprotno smer in oznako oklestili do Jac f.
Toclko a bomo zamoléali, pozabili pa ne. V vsem ¢lanku nas bo zanimal le
odvod v posamezni tocki.

Preslikavo (26) zapi$imo na Siroko s (5), pa je njena Jacobijeva matrika

of1/0xy, 0ffoxs, ..., Of1/0xn ‘
Yacf = || /0% Off0%, - OO G0)
Ofn/ dxlr ofn/ O‘x2, & @ ey Ofn/ dxm
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Elementom Jacobijeve matrike pravimo parcialni odvodi. V posebnih pri-
merih — na primer v (32) in v (35) — bomo uporabljali zanje kraj$e oznake.

Kadar sta bazi pribiti, radi poistovetimo linearno preslikavo in ustrezno
matriko. Tako ravnamo tudi z odvodom in z Jacobijevo matriko za (26)

f'(@) = Jac f(a) (31)

Vendar pazimo: Tudi ko sta bazi izbrani, moramo (31) prebrati drugade,
kot je zapisano. Linearna preslikava f'(a) ni matrika, ampak mnoZenje (stolp-
cev iz R™) z matriko Jac f(a).

Preletimo nekaj zgledov. Za¢nimo s krivuljo v prostoru. Namesto s (7) jo
zapi$imo v koordinatah
x(?)
y(6)
z(1)

Ustrezna Jacobijeva matrika ima en sam stolpec. Ker je neodvisna spre-
menljivka ¢ enorazseZna, ozna¢imo parcialne odvode na navaden nadin, s piko

k:R - [Rs k:t|—

x(a)
Jac k(a) = || y(a) (32)

2(a)
V vektorski pisavi (7) zapiSemo tudi Jacobijevo matriko (32) kot vektor
Jac k(a) = i(a) (33)

Toda pazimo: odvod — linearna preslikava k’(a) je mnoZenje (Stevila %)
z vektorjem i(a)

k'(a) : h|— hi(?) (34)
Drugi zgled naj bo skalarno polje
x
f:R3 =R follylli—fxvy 2
Z
Jacobijeva matrika zanj ima eno samo vrstico
Jacf(a) = [f.(a), f,(a), f.(d)| (35)

Tudi vrstico obravnavamo kot vektor, imenujemo jo gradient skalarnega
polja v to¢ki a in jo oznacimo z grad f(a). Spet samo zato, ker sta bazi pribiti,
identificiramo

f'(a) = grad f(a) = Jac f(a) (36)

In pazimo: odvod f'(a) — linearna preslikava iz R3 v R — je skalarno
mnozenje (vektorja h) z vektorjem grad f(a)

f'(@) :h |— h.grad f(a) 37)

Za tretji zgled naj bo ploskev v prostoru. Tudi to zapiSimo najprej v ko-
ordinatah
x(u, v)
y(u,v)
2(u,v)

p: Rz -[R3 p:

[—>
v
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Ustrezna Jacobijeva matrika ima dva stolpca in tri vrstice

Xy » Xy

Yus Yo
Zu» Ly

Jacp =

V vektorskem zapisu (8) bomo Jacobijevo matriko videli kot par vektor-
jev — parcialnih odvodov krajevnega vektorja

Jacp = |y, 1y (38)

Odvod p’(a) kot linearna preslikava je pa¢ mnoZenje (stolpca %, k) z ma-
triko

h %X 5% h hx, + kx,
p@): “ k ” =] Yusr Yo H % “ = || hy, + ky,
Zus 2w hz, + kz,

V stolpcu na desni razpoznamo linearno kombinacijo vektorjev (38). Po-
novimo

p'(a:

" “ > hr, + K, (39)

Pripravimo si $e izrek o odvajanju superpozicije. Imejmo preslikavi
g: Rl Rm f:Rm—>Rn

BrZ ko je preslikava g odvedljiva v tocki a e R, preslikava f pa v tocki
gla) = b e Rm, je superpozicija fo g odvedljiva v toéki a in

(fog)(a) =f(b)g (@ : (40)

Dokaz ni dosti drugaden od tistega za enorazsezni primer, prinese kvec-
jemu kako tehni¢no teZavo.**** Pomembneje je, da znamo (40) prebrati. Na
desni je produkt linearnih preslikav, ta pa ni komutativen, zato moramo pa-
ziti na vrstni red faktorjev. Pisava in branje (40) pa tudi nekaj prikrijeta.
Pozabimo na dogovor, da pravimo superpoziciji linearnih preslikav produkt.
Tedaj povemo lepSe:

Odvod superpozicije je superpozicija odvodov

(fog)(a) = f(b)og(a)

Najraje bomo odvajanje superpozicije opisali z dvema komutativnima
trikotnikoma preslikav. V prvega zapiSimo definicijo superpozicije, v druge-
ga — v trikotnik linearnih preslikav — pa izrek o odvajanju superpozicije

#% Imenujmo g'(a) = A in f(b) = B. Razllenimo g(a + k) = b + k, ocenimo
k = Ah 4+ o(h), ra¢unajmo
(fog) (a+ h)— (fog) (a) = f(g(a + n))) —f(b) = f(b + k) —f(b) = Bk + o(k)
Povzemimo
(fog) (a + h) — (fog) (@) = BAh + Bo(h) + o(k)

Pokazati moramo le Se, da je Bo(h) + o(k) = o(h). To delo bo opravil bralec
sam (ali pa bo odprl [4] na strani 341) in tako do konca dokazal (40).
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Rm

/ \f b = gla) g(cy' \‘<b) (41)

I-—»[R" Rl ———3 R=n

(fog)(a)

Izrek ponovimo Se v koordinatah: Jacobijeva matrika superpozicije je
produkt Jacobijevih matrik

Jac (f o g) (@) = Jac f(b) Jac g(a)

Najpomembnejsi posebni primer bo I = 1, ko je prva preslikava g krivu-
Ija v m-razseznem prostoru

k:R—Rm k:t—k(@)

Superpozicija fo k je krivulja v n-razseznem prostoru. Odvod krivulje je
mnoZenje z vektorjem; bodimo povr$ni, pa nam bo odvod krivulje kar vek-
tor, odvod krivulje k vektor k’(a), odvod krivulje fo k pa vektor (f° k)'(a).
Iz (40) preberemo: Vektor (f° k)'(a) dobimo tako, da vektor k’(a) preslikamo
z linearno transformacijo f'(b)

(fok)(a) = f(b)k'(a) (42)

Za prvi zgled vzemimo krivuljo na ploskvi, m = 2, n =3. Vektor k(¢) na
ravnini zapi$imo s koordinatnim stolpcem u, v, tolko v trorazseZnem pro-
storu pa s krajevnim vektorjem r. Stolpec u(a), v(a) oznatimo z b. Tedaj po

(38) in tako kot v (32)
P®) = [r®),r®)] K@ = | 4D

Od tod pa po (42) in po prav takem racunu, kot nas je pripeljal do (39)
p'(b) &'(a) = u(a) ry(b) + v(a) r,(b) (43)

V klasi¢nem zapisu
ditr(u(t), V(1) = a(®) r,(u(t), v(2)) + ¥(2) r,(u(t), v(1)) 49

Za zadnji zgled naj bo m = 3 in n = 1. Preslikava f je skalarno polje, su-
perpozicija f © k pa meri vrednost polja vzdolz krivulje. Odvod (Jacobijeva ma-
trika) krivulje je stolpec (32), odvod skalarnega polja je vrstica (35), njun
produkt pac

f'(b) k'(a) = #(a) f2(b) + y(a) f,(b) + 2(a) f.(b) (45)

Na desni je skalarni produkt vrstice grad f(b) in stolpca #(a) ali kar ska-
larni produkt dveh vektorjev

f'(b) k'(a) = #(a) . grad f(b) (46)
V klasi¢nem zapisu

% F(8) = £(0) . grad £(e(1)) 47)
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Slika in nivojnice odvoda

Vemo, kaj odvajamo; kar odvajamo, si znamo predstavljati, ponazorimo
si $e odvod.

Ali naj Se enkrat ponovimo, da govorimo o preslikavi f, ki je odvedljiva
v toc¢ki a?

Preslikava f slika iz R™ v [R®, med istima postoroma deluje tudi linearna
preslikava f'(a). Za¢nimo z nazorno predstavo v ciljnem prostoru, tam leZi
slika im f, tam bomo na$li tudi sliko im f'(a). Slika linearne preslikave je pod-
prostor v [R#, razseznosti slike pravimo rang linearne preslikave, rang ne
more preseCi dimenzij prostorov, med katerima slika

rang f'(a) < min {m, n}

Tocka a je pravilna (regularna) za preslikavo f, ¢e ima odvod v njej mak-
simalni moZni rang

a pravilna za f < rang f'(a) = min {m, n} (48)

Tocka, v kateri je rang niZji, je kriti¢na ali singularna za f.

v

Singularne to¢ke so zanimivej$e od regularnih, toda v na$ spis ne sodijo. Ustavi-
mo se le ob posebnih zgledih m =1 ali n = 1. Tedaj je najvedji mo?ni rang odvoda
enak 1, niZji od 1 je le rang 0. Linearna preslikava z rangom 0 je sama 0. Brz ko
je m=1 ali n=1, je odvod v singularni to¢ki enak 0, f(a) =0. To velja za
krivulje v prostoru (m =1), za skalarna polja nad njim (n=1) in seveda za
realne funkcije realne spremenljivke (m =n = 1).

Odslej nas bodo zanimale le regularne tocke, ko bomo rekli ¢, bomo mis-
lili (48). Imenujmo
r = rang f'(a)

Linearna preslikava f(a) preslika prostor Rm™ v r-razsezni podprostor
prostora R%. Vsi podprostori pa gredo skozi totko 0. Ko a pretete vse regu-
larne tocke, pretee imf'(a) $op r-razseznih podprostorov v [R» (ni redeno,
da je to Sop vseh takih podprostorov).

Radi bi kar se da hitro kaj narisali, zato se spustimo k enostavnemu
zgledu, k ploskvi v prostoru

p: Rz > Rs p: W) I=>r(,v) 49)
Njeno Jacobijevo matriko — odvod — zapi$emo s parom vektorjev
P@) = |r@), r,()|

V regularni toCki je rang Jacobijeve matrike enak 2, vektorja r, in r, sta
linearno neodvisna, slika odvoda, im f'(a), je ravnina skozi izhodis&e, napeta
na vektorja ry(a) in r,(a).

Mnozici regularnih tock preslikave (49) ustreza v R? $op ravnin skozi izhodig&e.
Na vsako ravnino postavimo normiran normalni vektor y, da bo trirob r,, r,, »

pozitivno orientiran. Namesto ravnin ri§imo njihove normale », tako dobimo
Gaussovo upodobitev ploskve (49) na oblo.

45



Ponovimo kar s splo$nimi besedami, do kod smo prisli. Slike odvodov
f'(a) gredo skozi tocko 0. Razzenimo jih, tisto, ki ustreza tocki a, premaknimo
vzporedno za f(a). Od linearne preslikave f'(a) se zatecimo k afini

Rm — Rn

hi—f@ +f@h (50)

Slika afine preslikave (50) je r-razsezni afini podprostor, ki gre skozi tocko
f(a) in je vzporeden podprostoru im f’(a). Sliki preslikave (50) pravimo tan-

gentni prostor na im f v toc€ki f(a).

V zgledu (49) torej vsako ravnino iz $opa slik im p’(a) vzporedno premak-
nemo tako, da gre skozi to¢ko r(a) na ploskvi. Tako dobimo paé tangentno

ravnino na ploskev.

S1.6 S p preslikamo [R2 na ploskev
v prostoru, s p’(a) pa na ravnino skozi
izhodiS¢e. Ravnino vzporedno premak-
nimo za p(a), pa dobimo tangentno
ravnino na ploskev im p v toc¢ki p(a).
Tangentna ravnina je slika afine pre-
slikave (glej I. str. ovitka)

S1.7 S k preslikamo R v prostorsko

krivuljo, s k’(a) pa v premico skozi iz-

hodisce. Premico vzporedno premakni-

mo za r(a), tako dobimo tangento, ki

se krivulje dotika v r(a). Odvod ji(a)
je vektor na tangenti

Ni¢ drugade ni s krivuljo. Tangenta, ki se je dotika v toc¢ki r(a), je slika afi-

ne preslikave
R — RS

h|—r(a) + hi(a)

Vektor i(a) leZi torej na tangenti skozi tocko r(a).
Prav tako je s krivuljo v m-razseZznem prostoru, v tocki k(a) se je dotika

slika afine transformacije
R — Rm

h\— k(a) + k'(a)h

Najzanimivej$e spoznanje pa nas ¢aka ob sestavljenem zgledu, ob krivulji
f o k v n-razseznem prostoru. Ponovimo v mislih, kar smo zapisali s trikotniko-
ma (41), in zapiSimo, kako je tedaj po (24) s slikami

imfok cimf

im (fo k)'(a) = im f'(b)

Sliki odvodov sta podprostora, premaknimo ju vzporedno, da dobimo afina

podprostora skozi toc¢ko f(b) = (f o k) (a)

(fok) (@) +im (fo k)'(a) = f(b) + im f'(b)

Z besedami: Tangenta na krivuljo imfok leZi v tangentnem prostoru na

im f.
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Po oprijemljiv zgled stopimo navzdol k m = 2 in n = 3. Tedaj je po k kri-
vulja na ploskvi im p, njena tangenta lezi na tangentni ravnini ploskve. Na to
smo Ze pripravljeni, vektor na tangenti, ki se krivulje im p o k dotika v tocki
p(b) — vektor (po k) (a) = p'(b) k’'(a) — smo v (43) razélenili po baznih vektor-
jih ravnine, ki se ploskve im p dotika v isti tocki.

SI1.8 Krivulja na ploskvi, tangenta na krivuljo — na tangentni ravnini ploskve

Ozrimo se $e nazaj, v startni prostor [R™. Kaj o odvodu lahko tam zagleda-
mo? V Rm lezi jedro linearne preslikave f'(a). Razseznost jedra je m1—r, to
si sposodimo pri linearni algebri. Nivojnice linearne preslikave f'(a) so afini
podprostori, vzporedni ker f'(a). Skozi to¢ko a e R™ poteka nivojnica presli-
kave f'(a)

a + ker f'(a) (51

Naloga za vajo: V kaj preslika f'(a) mnozico (51)?
Skozi toc¢ko a nari§imo $e nivojnico preslikave f

H{f@)} (52)

Afini podprostor (51) se v toCki a dotika nivojnice (52).

Tako se pac¢ dogovorimo, dogovor pa podprimo z izrekom:

Tangente vseh krivulj, ki potekajo skozi a po tockovnici (52), leZe v afinem
podprostoru (51).

Imenujmo f(a) = b in vzemimo krivuljo %, ki gre skozi to¢ko a in leZi na
f—1{b}. Brez $kode denimo k(0) = a, iz (25) pa preberimo: krivulja im k leZi
na f—1{b} natanko takrat, ko je superpozicija f o k konstantna

imk c f~1{b} <imfok = {b} (53)
Odvod konstantne preslikave je enak 0, odvod superpozicije je superpozici-
ja odvodov
(fok)y =0 (fo k) (0) = f(a) £'(0)
PrepisSimo (53) za odvode
im f'(a) ok’(0) = {0} < im k'(0) < kerf'(a) (54)

Inverzna slika tocke {0} je pal jedro linearne preslikave f'(a). Premakni-
mo podprostora v to¢ko k(0) = a

k() + im k’(0) = a + ker f'(a)

Izrek je dokazan. Z njim smo dobili nazorno oporo za odvod preslikave Ze
v startnem prostoru. Ponovimo:
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Tangentni prostor na nivojnico preslikave f v tocki a je afini prostor nad
jedrom odvoda f'(a).
Najzanimivej$i utegne biti odvod skalarnega polja

f:R3—R

Videli smo, da je to¢ka a regularna zanj, ¢e je rang f'(a) enak 1, razseZnost
jedra je m—r = 3—1 = 2. Preslikava f'(a) je to pot kar mnoZenje z vektor-
jem grad f(a)

f'(@) : h |— h.grad f(a)

Jedro preslikave f’(a) je pravokotno na vektor grad f(a). Zato:
Gradient grad f(a) je pravokoten na nivojnico polja f, ki gre skozi to&ko a.

Graf odvoda

f:Rm R naj bo odvedljiva v to¢ki a. Videli smo, da je tangentni pro-
stor na sliko im f v tocki a vzporeden sliki odvoda, im f'(a), tangentni prostor
na tockovnico f—1{f(a)} pa jedru odvoda, ker f'(a). Ali se bomo kaj zadudili, da
je tangentni prostor na graf preslikave f v to¢ki (a, f(a)) vzporeden grafu line-
arne preslikave f'(a)?
Graf preslikave je podmnoZica, graf odvoda pa podprostor v Rm X Rn,
Ponovimo
graf f'(a) = {(h, f'(@h) ; h € Rm} (55)

Dokazimo: Grafa preslikave f se v toéki (a,f(a)) dotika afini podprostor
nad grafom odvoda f'(a)

(a, f(a)) + graf f'(a) = {(a +h,f(a) + f(@h); h ¢ Rm} (56)

Po dokaz pojdimo k Ze znanim refem. V grafu preslikave f smo zagledali
sliko, ¢e smo le prav pogledali iz R™ v R™ X [R7, ali pa to¢kovnico, ¢e smo se
ozrli na R™ X R# iz R~ Pripravili smo preslikavi

F D
Rm .»[Rm X Rn — R~

Elementu iz startnega prostora smo rekli x, elementu iz ciljnega z (érko
y smo preskocili prihodnjemu zgledu na ljubo). Elemente premega produkta
piS§imo kot urejene pare, kdaj pa kdaj pa kot stolpce ali bloéne matrike. Pre-
slikavi F in @ smo definirali z

F:x|—~

x X

Videli smo, da je graf f = im F = ¢—1{0}. ‘

Ali znamo preslikavi (57) odvajati? $lo bo, ko pripravimo prirastka njunih
vrednosti. Prvo odvajamo v tocki a, drugo v (a,c). Spremembo argumenta
ozna¢imo prvi¢ s k, drugi¢ s k, 1

a |l l h
f@ || = ||fla + h) —f(a)

Fla+ W —F@=|,2T" “_
da+hc+l)—dac)=fla+h)—(C+1)—fa +c=fla+ h—fla—I

fla + h)
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Upostevajmo, da je f odvedljiva v a

F(a + h) —F(a) =

h
d(a+ h,c+1)—d(a,c) =f@h—1+ o(h,1)

Res je F odvedljiva v a in @ v (a, c). Hkrati opazimo, da je odvod &’(a, c¢)
neodvisen od ¢, zato ga na kratko oznac¢imo kar s &’(a)

h h
F’(a) ch |—= ‘ f;(a)h 1 {D'(a) s ” 1 H = f,(a)h—'l (58)
Poglejmo z ene, poglejmo z druge, pa vidimo
im F’(a) = graf f’(a) = ker &'(a) (59)

Res je, kar smo trdili v zadetku: Tangentni prostor na graf f v to¢ki a je
pal afini prostor nad im F’(a) ali nad ker ¢’(a), nazadnje tudi nad graf f'(a).
Tangentni prostor na graf f v tocki a je (56).

(58) berimo $e naprej. Odvoda F’(a) in ¢’(a) oznadimo z blo¢nima matrika-
ma, prvega s stolpcem, drugega z vrstico linearnih operatorjev

Id,,
f'(a)

Z 1d; smo oznadili identiteto v [R% (ali k-vrstno kvadratno matriko, ki ima
po glavni diagonali enice, drugod pa nicle).

Ocitno je @’(a) F'(a) = 0. To nas ne sme presenetiti, saj je #oF = 0, zato
@'(a, f(a)) F'(a) = 0, odvod &’(a, ¢) pa neodvisen od c.

Poglejmo (59), poglejmo (60), pa se nam bo odprlo, kako se vidi tangentni
prostor na graf od znotraj, kako od zunaj:

Tangentni prostor, ki se dotika grafa preslikave f v toéki (a, f(a)), je napet
na stolpce matrike F'(a) in je pravokoten na vrstice matrike &’(a).

Za zgled vzemimo skalarno polje na ravnini

f:R2>R f:lx9)1->1(x9)

Polje naj bo odvedljivo v tolki (a,b) e R2. S tem zgledom v mislih smo
preskakovali ¢rke v abecedi. Kjer je bil v splo§nem element a, bo v zgledu
urejen par $tevil (g, b), element ¢ pa bo postal $tevilo c. Po stari navadi ozna-

F'(a) = Pd'(a) =

|[f'(@), —1d,| (60)

¢imo
fla, b) =c fz(a,b) = p f,(a,b) =q
Gradient polja v to¢ki (g, b) je torej vrstica
grad f(a, b) = ||p, q| (61)
Matrika Id,, Steje dve vrstici, Id, eno samo, odvoda (60) sta
1,0
F'(@) = ||0,1 ?'(a) = |p, q,—1] (62)
b, q

Graf polja je ploskev v prostoru R3 = [R2 X R, na njej leZi tofka (a, b, ¢).
Tangentno ravnino na graf v (g, b, ¢) opiS§imo na tri nacine, naprej kot . graf
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afine preslikave, (56). Tam, kjer je v splo$nem a, zapiSemo par a, b, kjer je
bila vrednost f(a), je f(a, b) = ¢. Prav tako je namesto %k par (%, k), odvod
f'(a, b) je skalarno mnoZenje z vrstico (61)

f'(a, b) : (h, k) |- ph +qk

Nazadnje: Tangentna ravnina na graf f v to¢ki (a, b,c) je graf afine pre-
slikave
(h, k)|~ (a+ h, b+ k,c+ ph + gk) (63)

Dodajmo Se: Tangentna ravnina na graf f gre skozi to¢ko (a, b, ¢) in je na-
peta na stolpca matrike F’(a), na

1 0
0 in 1 (64
p q

In: Tangentna ravnina na graf f gre skozi tocko (g, b, c) in je pravokotna
na vrstico @’(a), na

Vsi trije opisi nas pripeljejo do istega spoznanja: Toc¢ka (x, y, z) na tangent-
ni ravnini (na graf f skozi (a, b, ¢)) zado$¢a enacbi

z—c=px—a) + q(y—>b) (66)

Da je to res, bo — trikrat! — videl bralec sam.

S1.9 Graf skalarnega polja in tangent-
na ravnina naj. Koordinatna ravnina
(x, y) je startni prostor, na njej rise-
L mo nivojnice (to¢kovnice) polja

G i Dotikalis¢e je (a, b, c). Presek grafa
- P z ravnino z = ¢ je krivulja, vzporedna
to¢kovnici f—1{c}. Na normali grafa
lezi vektor, ki ima projekcijo na os
(z) enako —1, projekcijo ma ravnino
(x, ¥) pa grad f(a, b). Gradient je pra-

vokoten na toc¢kovnico

Zglede, ponovimo, smo izbirali tako, da je bila predstava kar se da Ziva.
Ce je f slikala iz manj razseZnega v veC razseZni prostor (m <n), smo narisali
sliko v ciljnem prostoru. Preslikavo iz ve¢ razseZnega v manj razseZni pro-
stor (m > n) smo si ponazorili s to¢kovnicami. Seveda smo lahko kaj narisali
le, &e sta bili obe razseZnosti ‘dovolj majhni, 1, 2 ali 3. Kadar vsota obeh raz-
seznosti ni presegala 3, smo si pomagali Se z grafom.
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Prav na konec smo odrinili najpreprostejsi zgled, m = n = 1. Enorazsezne
mnozice niso tako zgovorne, zato le kdaj pa kdaj nariSemo kako sliko ali
toc¢kovnico. Pomislimo na primer na linearno funkcijo (afino preslikavo)

f:R—-R fix—>kx+n 67)

Dvoje je mogoce: ali je k s« 0 ali pa k = 0. Prvi¢ je im f = [R, vse nivojnice
pa so enotoCkaste (zakaj Ze?). Drugi¢ je slika enotockasta, imf = {n}, ves
R pa je ena sama tockovnica, f—!{n} = [R. Nari8i Se sliko in tockovnice za
X |— sin x.

Slika in tockovnice so nas razocarale, vseeno pa bi si radi predstavili real-
no funkcijo

f:R—-R f:x1— f(x) (68)

En sam re$nji pripomocek nam lahko pomaga, graf. Ob njem si tudi po-
nazorimo odvod f'(a). Denimo pac, da je f v a odvedljiva. Pomislimo $e, da je
identiteta v R kar mnoZenje s Stevilom 1, potem pa iz splo$nega potegnimo
posebno:

Tangento, ki se dotika grafa ( v a odvedljive) funkcije (68) opiSemo na tri
nacdine:
Tangenta je graf afine preslikave

x| (x—a) f(a) + fa

Na tangenti lezi vektor — stolpec, na normali pa vektor — vrstica

1 ’
f(a) i @.—1|

Vsi trije pojejo isto staro pesem: Stevilo f'(a) je smerni koeficient tangente.

S1.10 Graf funkcije. Funkcija je od-

vedljiva v tocki a. To¢ka (a, f(a)) lezi

na grafu. Vektor, ki ima projekcijo na

abscisno os enako f’(a), projekcijo na

ordinatno os pa —1, leZi na normali
grafa skozi (a, f(a))

Sklepne pripombe

1. Obravnavali smo odvod v pribiti toc¢ki, f'(a). Spreminjanje tocke x v f(x)
bi nas zaneslo na prag globalne analize, v teorijo mnogoterosti.

2. Spis sem sestavil na svojo roko, nedelegatsko. Oddelek zanj ne odgo-
varja.

3. Seminar smo zaleli po francosko sentimentalno, pa ga tako $e koncaj-
mo, s trpkim opozorilom Laurenta Schwartza [6]
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Comme on I'a souvent dit, il n’est pas de
«Mathématiques sans larmes»
4 l'usage des physiciens et des ingénieurs.

Pri nas so tudi matematiki inZenirji.

LITERATURA
[1] J. Grasselli, O odvodu v linearnih topoloskih prostorih, Obzornik mat. fiz. 16
(1969) 56—58.

[2] H. C. Kennedy, Karl Marx and the Foundations of Differential Calculus,
Historia Mathematica 4 (1977) 303—318.

[31 T. Klinc, Zapiski predavanj iz matematike, Fakulteta za strojni$tvo 1. 1986.
Ljubljana

[4] F. Krizani¢, Vektorska in tenzorska analiza, MK, Ljubljana 1966.

[5]1 S. Lang, Undergraduate Analysis, Springer Verlag, New York—Heidelberg—
Berlin 1983.

[6] L. Schwartz, Analyse Mathématique 1, II, Hermann, Paris 1967.

[7]1 J. A. Thorpe, Elementary Topics in Differential Geometry, Springer Verlag,
New York—Heidelberg—Paris 1979.

NOVE KNJIGE

FINN R., Equilibrium Capillary Surfaces. Berlin, Springer Verlag 1986.

Vsebina: Uvod. Simetri¢na kapilarna cev. Simetri¢na leze¢a kaplja. Viseda
kaplja. Asimetri¢ni primer. Primerjalna nadela in njihova uporaba. Breztezne
kapilarne ploskve. Eksisten¢ni izreki. Kapilarni kot ob dotiku. Identitete in
izoperimetriéne zveze. Bibliografija (226 enot). Kazalo.

Delo obravnava teorijo o ravnovesnih pojavih povr$inske napetosti in je
prva sodobna tovrstna knjiga. Obdelava je preteZno matematiéna, éeprav se
knjiga loteva tudi specifi¢no fizikalnih vpraSanj ter prina$a izrecne ocene
o poteku pojavov ter o mejah, med katerimi se gibljejo napake. Vsebuje tudi
eksperimentalne potrditve.

Poudarek knjige je na pojavih, ki bi si jih ne nadejali (npr. neenakomerna
ali nezvezna odvisnost od parametrov) in na izsledkih, ki ne izvirajo brez
nadaljnjega iz perturbacijskih postopkov ali razvojev. Klju¢no vlogo ima tu
nacelo maksimuma, prilagojeno nelinearnim enatbam. Knjiga bi morala pri-
vlaciti ne samo matematike, ki se zanimajo za povpre¢no ukrivljenost, ampak
tudi fizike in tehnike, ki bi radi posodobili svoje znanje o kapilarnih pojavih.

Drago Bajc
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FIZIKALNE RAZMERE V ZVEZDAH

TOMAZ ZWITTER
A 97.10.Cv

S preprostim sklepanjem bomo ugotovili, kak$ne so razmere v notranjosti
zvezd. To je osnova za numeri¢ne modele, s katerimi pojasnimo opazovane lastnosti
zvezd. Za primer bomo predstavili rezultate modela masivne homogene zvezde,
ki je namenjen pedagoski rabi.

PHYSICAL CONDITIONS IN STARS

Conditions in stellar interiors will be simply inferred. This is the basis
for numerical models by which the observed properties of stars are explained.
As an example the results of a model of a massive homogeneous star made for
pedagogical purpose are presented.

V¢asih so ljudje zvezde le opazovali, njihovih lastnosti pa niso poskusali
fizikalno razlagati. Vzrok je bil preprost. Po ni¢emer niso mogli sklepati, da
na zvezdah veljajo enaki fizikalni zakoni kot na Zemlji. Prvi korak je naredil
William Huggins, ki je v Sestdesetih letih prej$njega stoletja opazoval zvezdne
spektre. Opazil je, da imajo spektri vro¢ih plinov v.laboratoriju enake ¢&rte,
kot jih najdemo v zvezdnih spektrih. Naredil je odlodilen sklep, da so na
zvezdah enaki elementi kot na Zemlji. To je pripeljalo do poskusov opisovanja
lastnosti zvezdne snovi z znanimi fizikalnimi zakoni.

Sonce je (nam) najbliZja zvezda, zato si bomo pomagali z njegovimi last-
nostmi. Geolo$ka merjenja na Zemlji so pokazala, da se lastnosti Sonca
v zadnji milijardi let niso bistveno spremenile. Torej je Sonce v stacionarnem
stanju. Na ekvatorju se zavrti okoli svoje osi v 25 dneh. Centrifugalni pospe-
Sek je mnogo manjsi od gravitacijskega. Zato lahko upamo, da vrtenje ni
bistvenega pomena za ravnovesje na Soncu, in ga obravnavamo kot krogelno
simetriéno nerotirajoo zvezdo.

Ocenimo velikosti nekaterih fizikalnih koli¢in v zvezdah, ki nam bodo
pomagale spoznati lastnosti snovi. Povpre¢na gostota Sonca je

{o) = M/(4n R3/3) = 1 g/cm3
Tlak v zvezdi mora uravnove$ati teZo zunanjih plasti, saj bi se sicer veli-
kost zvezde spreminjala, tega pa pri Soncu ne opazimo. Zato je
dp/dr = — o(r) G M(r)/r?
M(r) je masa znotraj lupine s polmerom r. Sredi$¢ni tlak je priblizno enak
Py/R =2 (o) G M/R?
P, >3 G M?/(4z R%) = 3.10° bar
Vstavili smo izmerjeno maso in polmer Sonca.

Analiza zvezdnih spektrov pokaZe, da sestavlja zvezde predvsem vodik, ki
je na povrsini delno ioniziran. Temperatura v notranjosti je vi$ja kot na po-
vr$ini, zato privzamemo, da sestavlja zvezde popolnoma ioniziran plin. To&-
nejSe ocene pokaZejo, da so trki med delci dovolj redki, da lahko obravna-
vamo plin kot idealen. Stevilska gostota delcev je enaka vsoti gostot vodi-

kovih jeder in elektronov, to je dvakratni gostoti protonov. Z ena&bo ideal-
nega plina lahko ocenimo sredi§¢no temperaturo Sonca

T, — P./(n ky) = G M mp/2 R k) — 10" K
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temperaturad(r) gostota(r) tlak(r)

o) i (0] | 4] 1

S1. 1. Rezultati modela za zvezdo s petimi masami Sonca in homogenim sestavom

90 masnih odstotkov vodika, 9 odstotkov helija in 1 odstotkom teZjih elementov.

Polmer zvezde je 2,34 polmera Sonca, izsev pa 257 izsevov Sonca. Sredis$¢ne vred-

nosti temperature, gostote in tlaka so: 2,35.107K, 18,5 g/cm3? in 6,77 .10* bar. Efek-
tivna temperatura povr$ja je 15000 K
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SL.2. Glavna veja H-R diagrama masivnih zvezd. Osenéeno podrocje je opazovana

glavna veja. KriZci so izradunane lege homogenih zvezd z enako sestavo kot na

sl. 1. Stevilke pomenijo mase zvezd. Slab$e ujemanje je posledica razvoja in vrtenja
zvezd, ki ju model ne uposteva
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Temperature v sredi§¢ih zvezd so torej okoli deset milijonov stopinj.

Sonce seva mo¢ 4.102 W. Geolo$ka merjenja pokazejo, da se ta izsev
v zadnji milijardi let ni bistveno spremenil. Zanima nas, od kod Soncu toliko
energije. Se pred 50 leti so poskusali izsev Sonca razlagati s kréenjem Sonca
ali z zajemanjem snovi iz okoliSkega medzvezdnega prostora. Pokazalo se je,
da bi kréenje lahko zagotovilo tolik$en izsev le za nekaj deset milijonov let.
Ce bi Sonce poziralo medzvezdno snov, bi moralo biti te toliko, da bi prah
opazili tudi v okolici Zemlje. To pa ni res.

Edini moZni energijski vir so torej jedrske reakcije. Pri zlivanju vodika
v helij se spremeni 8 odstotkov mase v energijo. Masa zgorelega vodika v
zadnji milijardi let je torej enaka

AMyotic = Loneo - €a5/(0.08 ¢2) = 1.8 . 1027 kg o 108 Msopee

Ker je Sonce pretezno iz vodika, lahko z jedrskimi reakcijami pojasnimo
njegov izsev. Sonce je v stacionarnem stanju, zato je izsev Sonca enak proiz-
vodnji energije pri jedrskih reakcijah v njegovi notranjosti.

Zvezde gorijo le blizu srediS¢a, saj je hitrost jedrskih reakcij moéno od-
visna od temperature. Kontaktno prevajanje v notranjosti proizvedene ener-
gije proti povrsini zaradi premajhne gostote snovi ni pomembno. Energija se
prenasSa s sevanjem, ¢e pa temperatura pada dovolj strmo, se razvije kon-
vekcija.

S temi ugotovitvami lahko naredimo model zvezde in izradunane rezul-
tate primerjamo z izmerjenimi. Sistem enacb, ki opisuje hidrostati¢no ravno-
vesje, stanje snovi ter prenasanje in proizvodnjo energije, je resljiv le nume-
ri€no. Primer rezultatov takega radunalni$kega programa kazeta sl. 1 in 2.

V vedini zvezd gori vodik, vrtijo se pocasi in so prakti¢no v stacionarnem
stanju. Za take zvezde znamo narediti racunske modele, katerih rezultati se
zelo dobro ujemajo z izmerjenimi. Zato lahko refemo, da fiziko takih zvezd
dobro razumemo. To pa ne velja za zvezde spremenljivke, pulzarje in rdece
orjakinje. Tu ¢aka astrofizike Se veliko dela.
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NOVE KNIJIGE

GROSSMAN I., Magnus W., Grupe i njihovi grafovi, Skolska knjiga, Zagreb,
1975. (Moderna matematika)

Knjiga predstavlja osnovni uvod v teorijo grup. Njena posebnost je pri-
stop k obravnavi grup — avtorja jih preucujeta s pomocjo prirejenih Cayle-
yevih grafov, ki mnogo nazorneje kot abstrakten opis prikazujejo grupe in
njihovo zgradbo. Zato knjiga ne bo pretezka niti mlaj$im bralcem. Vsekakor
pa bo predstavljala prijetno in koristno branje vsem, ki jih zanima geomet-
rija, topologija, teorija grafov ali (kombinatorna) teorija grup.

Bojan Mohar
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VISINA VESOLJSKIH TELES

MARIJAN PROSEN
9540 + s

Prispevek opiSe merjenje viSine vesoljskih teles, kot ga lahko obravnavamo
v srednji $oli.

THE ALTITUDE OF HEAVENLY BODIES

In the article the measurement of the altitude of heavenly bodies suitable for
treatment in secondary school is described.

Merjenje viSine vesoljskih teles spada med osnovne naloge opazovalne
astronomije. Z izmerjeno vi§ino zvezd npr. lahko natanéno dolodimo zemlje-
pisno dolZino in Sirino kraja. Vzemimo, da je Zemlja idealna krogla in da
z idealnim sekstantom merimo vi§ino zvezde iz opazovali¢a 0 na nadmorski
vi$ini v (sl. 1). Kot med vodoravno ravnino skozi opazovali§¢e in smerjo 0
proti vesoljskemu telesu X je vi§ina % tega telesa. Ce je opazovali$é¢e na mor-
ski gladini, je merjenje viSine % preprosto. Ce pa je opazovali$ée nad morsko
gladino (npr. da merimo s palube ali stolpa veéje ladje, z vrha svetilnika, le-
tala), izmerimo viSino %’. Pravo vi$ino % dobimo tako, da od izmerjene odite-
jemo kot ¢, torej & = h'— ¢. Kot ¢ je kot med vodoravno ravnino in obzor-
jem opazovali$¢a, imenovan tudi depresijski kot. Ce je r radij Zemlje, je & =
= (Qv/r)+ (sl.1). Pri opazovanju s palube 10m visoke ladje je @ =
=(2.10m/6,4.108m)": = 1,8.10-3 = 6’. Pri opazovanju z letala na visini
3,2km nad Zemljo pa je kot vedji: ¢ = 1,8° in ustreza Ze dobrim trem zornim
kotom Lune.

zenit

-

vodoravna ravning z_a_Q‘H

vodoravna ravnina_za A_
fobzorje)

24,

%

ISA| = 1SB| = r (=radij Zemlje) /
9= 4$HOB= 4 0SB d /r
v<r /

/ Sl. 1. Razdaljo obzorja a =
= |0B| dobimo iz enacbe
r+ve=a+r za v<r:
a = (2r v)"= [1]. Depresijski
kot 9 = a/r = (2v/r)Y=. Pri

3 konstantnem r je torej &

sorazmeren z v'2; h — pra-
va viSina vesoljskega tele-

S (srediiée Zemlje) sa, W — izmerjena viSina
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Lom svetlobe v zemeljskem ozradju smo zanemarili. Zaradi loma opazu-
jemo vesoljsko telo viSe, kot je v resnici [2]. Z upo$tevanjem loma je prava
viSina vesoljskega telesa i = h'— 9 — o. Pri tem je o = oy ctg i’ astronomska
refrakcija; oo = 1’ [3].

Ce z 10m visokega stolpa nad morsko gladino izmerimo viSino zvezde
W = 369, je prava viS§ina h = 36— 6’— 1. ctg 360 = 360 — 6 — 1’ = 350 53’. Ta
racun velja le za zvezde in pribliZzno za planete.

Pri Soncu ali Luni navadno merimo vi§ino spodnjega roba [3]. Viino
sredi§¢a Lune ali Sonca dobimo tako, da pri$tejemo polovico Luninega ali
Soncevega zornega kota (navidezni polmer) ¢. Vrednost zornega kota za da-
tum opazovanja preberemo iz astronomskih efemerid (npr. Nautical Almanac).

Ce je vesoljsko telo dale¢, lahko vzamemo Zemljo za tocko, saj bi pri opa-
zovanju zvezde iz sredi$¢a Zemlje izmerili enako viSino kot pri opazovanju
s povr$ja. Drugace je, Ce je telo blizu, kot npr. Luna (sl. 2). Vse meritve na-
vadno prera¢unamo na zemeljsko srediSce [3].

Sl.2. Zemlja in najbliZje “. L(sredisée
vesoljsko telo — Luna. Ve- Lune)
lja r €d. P=r/d je ekva-

torska horizontska para-
laksa Lune, A4, pa viSina
Luninega sredi$¢a, poprav-
ljena za refrakcijo in de-
presijski kot. Iz trikotnika
OSL sledi sinp = (v/d).
.cos hy. Ker so koti majh-
ni, je p = Pcoshy. Zaradi
blizine je viSina Luninega
sredi$¢a glede na sredisce
Zemlje (geocentri¢na visi-
na) za P cos hy velja kakor
za opazovalca na Zemlji.
Pri zvezdah te razlike ni.
Pri veliki natan¢nosti pa bi
morali upostevati paralak-
so in zorni kot tudi pri
merjenju vi$in planetov [3] Zemlja

Pri Luni, ki je najbliZzje vesoljsko telo, moramo torej upoStevati $e para-
lakso. Kako jo upostevamo, kaZe sl.2. Zaradi paralakse izmerimo manjso
viSino Lune, kot bi jo izmerili pri opazovanju iz sredi$¢a Zemlje. Da dobimo
pravo visSino % sredi§¢a Lune glede na zemeljsko sredi$de, moramo visini, ki
jo izmerimo z idealnim sekstantom, dodati p = P cos k. Pri tem je P ekvator-
ska horizontska paralaksa Lune v ¢asu opazovanja, ki, pa viS§ina Luninega sre-
diS¢a, popravljena za refrakcijo in depresijski kot [3]. P preberemo iz efeme-
rid. Torej velja h =W —9—p + ¢ + p.

Vzemimo, da zveler doloenega dne z idealnim sekstantom Zelimo izme-
riti pravo vi$§ino Luninega sredi§¢a. Merimo z 10 m visokega stebra tik ob
morski obali. Za vi§ino spodnjega roba Lune smo izmerili 46° 20’. Iz efemerid
odberemo P = 55’ in ¢ = 15’. Ra¢unamo takole:
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Izmerjena viSina spodnjega roba Lune: 460 20

depresijski kot: — 6

refrakcija (1’.ctg 46°20’): — I

navidezni polmer: + 15
hy: 460 28

paralaksa (55".cos 46°28’): + 38

prava viSina sredi§¢a Lune glede na

zemeljsko sredisée: 470 ¢
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NOVE KNIJIGE

STANTON D., WHITE D., Constructive Combinatorics, Undergraduate Texts
in Mathematics, Springer Verlag, New York 1986, 158 -+ 26 str.

Knjiga vsebuje izbrana poglavja iz kombinatorike. Avtorja obravnavata
kombinatoriko z algoritmi¢nega vidika, saj smatrata, da tako lahko na ra-
zumljiv nalin razloZimo naravo kombinatoriénih principov, po drugi strani
pa je algoritmi¢no razmi$ljanje tudi mo¢no orodje za dokazovanje v diskret-
ni matematiki.

V uvodnem poglavju predstavita nekatere osnovne kombinatori¢ne objekte:
permutacije, podmnoZice, razbitje naravnega $tevila, razbitje mnozice. Vse ob-
jekte tudi algoritmi¢no konstruirata, v skladu z vrstnim redom generiranja
v algoritmih mednje uvedeta linearno urejenost in izpeljeta algoritme, ki
bijektivno priredijo danim objektom ustrezni indeks njihove urejenosti. Algo-
ritmi so med tekstom pisani v simboliénem jeziku, tako da za njihovo razu-
menje ne potrebujemo programerskega znanja, medtem ko so v dodatku podani
v programskem jeziku Pascal. Zatem vpeljeta na naraven nacin med vse pred-
stavljene objekte iz prvega poglavja delno urejenost.

V tretjem poglavju prestevata kombinatori¢ne objekte predvsem z metodo
bijekcije, tj. dano druZino objektov, ki jo hofemo presteti, bijektivno presli-
kamo na mmoZico, katero smo Ze presteli. V zadnjem poglavju pa s tehniko
involucij (permutacija, katere kvadrat je identiteta), oz. fiksnih to¢k involucij,
avtorja dokaZeta ve¢ pomembnih kombinatori¢nih in tudi drugih izrekov. Naj
omenim le princip vkljucitve-izkljucitve in Cayley-Hamiltonov izrek.

Kje iskati podrobnej$e znanje o obravnavanih problemih izvemo na koncu
vsakega poglavja. Predvsem v zadnjih dveh poglavjih sretamo nekatere proble-
me, ki se intenzivno proucujejo v zadnjem ¢asu in je tako knjiga dobrodosel
pregled narejenega na omenjenih podrodjih. Ker zahteva nekaj predznanja
osnov kombinatorike (osnovni principi, rodovne funkcije) in diskretnih struk-
tur, je primerna predvsem za Studente vi§jih letnikov ter podiplomcev ra-
¢unalni$ko-matemati¢ne usmeritve.

Sandi KlavZar
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NOVE KNJIGE

PATERSON A. R,, A first Course in Fluid Dynamics, Cambridge University
Press 1983.

Vsebina: Predgovor. Matemati¢ni uvod. Fizikalni uvod. Opazovaléev uvod.
Ohranitev mase in tokovne funkcije. Vrtinéenje. Hidrostatika. Termodinami-
ka. Enacba gibanja. ReSitve Navier-Stokesovih enacb. Neviskozni tok. Poten-
cialna teorija. Zvo¢ni valovi v tekodinah. Vodni valovi. Nadzvoéni tok. Sta-
cionarni povrsinski valovi v kanalih. Kompleksni potencial. Konformno upo-
dabljanje in letalska krila.

Pri vsej nasicenosti angle$ko govorefega knjiZnega trga na prenekaterem
podrocju, tako da je bralec nemalokrat zbegan, kaj naj izbere, je Patersonova
knjiga zapolnila zevajoco vrzel. Ce se namreé nad $tevilom in tudi kakovostjo
ucbenikov in traktatov o hidrodinamiki od Lamba do Batchelorja ne moremo
pritoZevati, je od vedno manjkala na trgu zaletnica. In za tdko bi lahko
z eno besedo oznacili Patersonovo knjigo, ki neprisiljeno in v pogovornem
slogu uvede bralca v problematiko in matemati¢na sredstva panoge; ki —
namesto da bi ga poSiljala drugam ali vsaj k dodatkom lastne knjige —
sproti izoblikuje matemati¢na sredstva takrat, ko postanejo potrebna; ki na-
vaja bralca tako med tekstom kot v nalogah na to, kako zgraditi in uporab-
ljati modele, predvsem pa na to, kako nanje gledati (do kam so koristni, kje
nas zavajajo in katere so njihove omejitve). Kako potrebno je slednje pri
hidrodinamiki, nas lepo svarijo ble$¢efe matemati¢ne re$itve s pi¢lo uporab-
nostjo, od katerih kar mrgoli starej$a literatura.

In pomanjkljivosti? Recenzent v (1) se spotika nad dejstvom, da knjiga
ne vsebuje uporabe racunalni$tva pri hidrodinamiki. Jaz bi dodal, da ne
vsebuje $e marsi¢esa. Na primer: ni¢ ali skoro ni¢ ni v njej t.i. geofizikalne
hidrodinamike, pa tudi linearna teorija vodnih valov je precej nepopolna,
nelinearne pa sploh ne vsebuje. Toda Ze tako ima knjiga ez 500 strani. In
pri pisanju zacetnice je vsaj tako vazno, da ve$, kaj sme$ izpustiti iz nje, kot
to, kaj mora$ vnesti vanjo.

Se nekaj besed o nalogah. Teh je kar precej in na splo$no niso ne pre-
lahke ne pretezke. Razporejene pa so tako, da vsaka nastopi trikrat: prvi¢
je ob koncu poglavja besedilo, drugi¢, na koncu vseh poglavij, je dalj$i namig
in Sele na koncu vseh koncev reitev. Med vzorcem nalog, ki sem jih resil,
sem zal naletel, da ima, recimo vsaka deseta, ¢e ne celo vsaka peta, napaden
rezultat. Dobro bi bilo, da bi se avtor pri morebitni novi izdaji tega zavedel
in popravil.

(1) STAM Review 27 (1985) 2 Drago Bajc

STRNAD Janez, Na pot v kvantno elekirodinamiko. — DMFA SRS 1986. —
Str. 176 — (Zbirka izbranih poglavij iz fizike; 22)

V najnovejSem delu Janez Strnad nadaljuje prizadevanja za bolj$i pouk
in razumevanje kvantne fizike. Bralca Zeli po kolikor mogode elementarni
poti uvesti v nerelativisti¢cno kvantno elektrodinamiko. S tem se knjiga omeji
predvsem na kvantno teorijo svetlobe, da bi »razlistili vpraanje: Kaj je fo-
ton«? Namenjena je predvsem uciteljem fizike in Studentom izobraZevalne
smeri, a zagotovo bo zanimivo in vzpodbudno branje tudi za druge fizike.
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Knjiga je razdeljena na $tiri dele. Nekaj prvih strani osveZi spomin na
osnovne pojme klasi¢ne mehanike in na klasi¢no obravnavo harmoni¢nega
oscilatorja. Nato ponovi osnove kvantne mehanike v koordinatni reprezen-
taciji in z njo nekoliko podrobneje obdela harmoni¢ni oscilator kot pripravo
na poznejSo kvantizacijo elektromagnetnega polja. Uvede tudi unidevalne in
ustvarjalne operatorje in potem koherentna stanja, s katerimi je mogo&e po-
vezati klasi¢no in kvantno mehaniko. Na zgledu harmoni¢nega oscilatorja
pojasni $e Heisenbergovo sliko in Diracov zapis vektorjev stanj in matri¢nih
elementov. Tretji del ponovi osnove klasi¢ne elektrodinamike in obravnava
razvoj elektromagnetnega polja v votlini po lastnih nihanjih. Trije priprav-
ljalni deli uvedejo vse osnovne pojme, vendar pa so preveé zgo$éeni, da bi
lahko koristili bralcu, ki se s kvantno mehaniko $e ni sredal.

Cetrti del, ki obsega skoraj tri ¢etrtine knjige, se loti kvantizacije elektro-
magnetnega polja. Kot je v navadi, izkoristi formalno podobnost med Hamil-
tonovo funkcijo harmoni¢nega oscilatorja in energijo elektromagnetnega va-
lovanja. Tu zapi$e tudi valovno funkcijo s koli¢ino polja, kar je nekoliko ne-
navadno. Foton uvede kot kvant energije enega elektromagnetnega lastnega
nihanja in poudari, da ga ni mogoce pojmovati kot enostavno razsiritev pojma
delca. Foton je last vsega prostora, v katerem je elektromagnetno polje, in
mu lahko pripiSemo le energijo in gibalno koli¢ino, nikakor pa ne lege. Nato
avtor preko koherentnega stanja pokaZe zvezo s klasiéno elektrodinamiko.
Obravnavo razsiri e na vel valov, uvede statisti¢ni operator in obravnava
kaoti¢no svetlobo in sevanje ¢rnega telesa. Izrauna verjetnost za prehod ato-
ma s sevanjem in pokaZe pomanjkljivosti polklasiénega priblizka, ki ne more
pojasniti spontanega sevanja. V nekoliko dalj§em radunu oceni verjetnost za
ionizacijo vodikovega atoma s svetlobo. Sledita dokaj zahtevni obravnavi
Casimirjeve sile in Lambovega premika. Oba pojava je mogoce pojasniti z ni-
Celnimi fluktuacijami elektromagnetnega polja in imata tako povsem kvantno
naravo. Tri poglavja so nato posvecena fotonskim korelacijam in $tetju fo-
tonov. V zakljuénem poglavju avtor bralcu pojasni, da se prava elektrodina-
mika pri¢ne Sele, ko kvantiziramo Se polja delcev in upos$tevamo zahteve re-
lativisti¢cne mehanike.

Knjiga vsebuje veliko starej$ih in novej$ih citatov, ki napravijo branje
posebej zanimivo. Kateri od citatov utegne sicer novinca zmesti, ker oporeka
drugim, avtor pa jih ne komentira. Knjiga ni lahko branje, saj uvaja vrsto
novih tezavnih pojmov in se ne izogne nekaterim zapletenim raunom. Zelo
dobro je, da je nekaj primerov uporabe formalizma kvantne elektrodinamike
izracunanih od zafetka do konca. Avtor se je trudil, da bi izvajanja kolikor
mogoce tesno naslonil na kvantno mehaniko iz nasih uvodnih tedajev, to je
predvsem na Schroedingerjevo koordinantno reprezentacijo. Zdi se mi, da je
s tem celo nekoliko pretiraval, saj na primer valovna funkcija s koli¢ino polja
nima kak$nega pametnega fizikalnega pomena, a je matemati¢no dosti bolj
zapletena od Stevilske reprezentacije.

Delo bo zagotovo dragocen prispevek k slovenski fizikalni literaturi. Vpra-
Sanje valovne in del¢ne narave svetlobe je Ze desetletja eno od najteZavnej$ih
vpraSanj pri poucevanju kvantne fizike v uvodnih visoko$olskih tecajih in
v srednji Soli. Upam, da bo po njej seglo ¢im vec uciteljev in drugih fizikov.
Za vloZeni trud bodo morda nagrajeni s tem, da bodo le zvedeli, kje je foton.

Martin Copic
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ONICESCU 0., Principes de logique et de philosophie mathématique, Editions
de I’ Académie de la République socialiste de Roumanie, Bucarest 1971, 229 str.

Avtor razpravlja o matemati¢ni logiki in filozofiji matematike, z vidika
teh dveh pa tudi o raznih podro¢jih matematike. Obravnava oblike matema-
tine misli, aksiomati¢no zasnovo matemati¢ne logike, logiko verjetnostnega
ractuna, vlogo neskon¢nosti in antinomije teorije mnozic, slu¢aj in verjet-
nost ter statisti¢cno obravnavo skupin, krize objektov v naravoslovju ter fi-
lozofijo informacije.

Avtor razlaga tako intuitivno kot tudi aksiomati¢no zgradbo matemati¢nih
teorij; v teh ga $e posebej zanima snovanje matemati¢nih objektov in njih
realizacija v modelih. Med drugim je pokazan logi¢ni in matematiéni pri-
stop h geometriji, k neskonénosti, slucajnosti..., pa tudi k problemom
mehanike in naravoslovja sploh. UpoStevaje zgodovino matematike, nam
pisec prinasa Se svoje osebne poglede na matematiko in na odnos med &lo-
vekom in svetom. Tako je knjiga zanimiva za vsakogar, ki se Zeli poglobiti v
osnove matematike, da bi potem bolj celovito dojemal njena posamezna
podrocja.

Janez Rakovec

MURSIC Milan, Osnove tehniske mehanike, 2. del, Kinematike, Ljubljana,
DMFA SRS, 1986. Cena 5000.— din (4000.— din)

Ucbenik Kinematike je drugi del v zbirki u¢benikov iz osnov tehniske
mehanike in je namenjen predvsem $tudentom tehni$kih in tehnolo$kih fa-
kultet, ki imajo na uénem programu tudi poglavja iz kinematike in kine-
tike.

Snov ucbenika je razdeljena na $tiri ob$irnej$a poglavja. V uvodnem po-
glavju so podane osnovne veli¢ine mehanike, definirani so pojmi prostora,
mase in ¢asa z omejitvami, ki so obi¢ajne in dopustne v tehniskih aplikacijah.
Nakazan je postopek reSevanja realnega problema od izbire ustreznega mo-
dela, njegovega matemati¢nega zapisa z upo$tevanjem principov mehanike do
koncnega, pravilnega razlaganja rezultatov. Zaradi potrebe v kasnejsih poglav-
jih je avtor posvetil precej pozornosti nekaterim osnovam vektorske analize.
Detajlno je prikazan ¢asovni odvod vektorja konstantne in spremenljive dol-
Zine, med zgledi pa so podane $e Frenetove enalbe, s katerimi se §tudent
tehnike danes pri matemati¢nih kurzih ne seznani.

Drugo poglavje je posveceno kinematiki tocke. Izpeljana sta vektorja
hitrosti in pospeska v najbolj uporabljanih koordinatnih sistemih. Ze prej
nakazana formulacija kinemati¢nih problemov v prostoru, je detaljno pri-
kazana na zgledih premocrtnega gibanja, pri katerem je pospe$ek funkcija
Casa, hitrosti ali poti. Poglavje zakljucuje 18 raznolikih in dobro izbranih
zgledov.

Tretje, najobSirnejSe poglavje je namenjeno kinematiki togega telesa. Po
definiciji togega telesa in njegovih prostostnih stopenj so prikazani najprej
kon¢ni premiki, njihova delitev in operacije z njimi, nato pa je po infinitezi-
malnih premikih dolo¢eno trenutno gibalno stanje telesa. Ta pot je obi¢ajno
v ucbenikih iz kinematike povrino podana. Zelo izérpno je obdelano ravninsko
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gibanje, ki je osnova za analizo mehanizmov. Prikazan je pomen pomiéne in
nepomice poloide ter pola pospe$kov. Avtor podaja vzporedno analiti¢ne in
grafi¢ne resitve. Razlago dopolnjujejo $tevilne izvirne, precej bogate slike. Po-
glavje se zaklju€i z gibanjem togega telesa okoli stalne todke. Izpeljane so
Eulerjeve kinemati¢ne enacbe v gibljivem in fiksnem koordinatnem sistemu.
Zal, poglavja ne zakljutujejo konkretni primeri, ki bi ilustrirali analizo
zahtevnej$ih gibanj v tehniki.

Poslednje poglavje je uvod v analiti¢no kinematiko in je posve&eno kinema-
tiki sistemov ter njihovim prostostnim stopnjama. Vpeljane so generalizirane
koordinate in z njimi izraZena vektorja hitrosti in pospeska. Na koncu so
podani Se virtualni pomiki sistema.

Slovenci imamo v svojem jeziku natisnjene precej literature iz statike in
elastomehanike. Zaman pa i$¢e $tudent tehnike ali strokovnjak v praksi
obdirnejSe razlage iz poglavij kinematike in kinetike. To praznino za-
polnjuje predstavljeni u¢benik Milana Mursi¢a in zato nedvomno predstavlja
na tem podro¢ju najbolj kompletno delo. Zelimo si, da bi ga ¢imprej dopolnil
Se napovedani u¢benik iz kinetike .

Mladen HouSka

VARADARAIJAN V. S., Geometry of Quantum Theory. Second Edition. Sprin-
ger Verlag, New York, Berlin, Heidelberg, Tokyo 1985. Str. XVIII + 412.
Knjiga govori o osnovah kvantne teorije, kakor so jih postavili P. A. M.
Dirac, J. von Neumann, H. Weyl, E. P. Wigner indr. Preden se podrobneje se-
znanimo z njeno vsebino, se spomnimo, v ¢em se razloéuje kvantna mehanika
od klasi¢ne. Imejmo mehanski sistem in si oglejmo mnozico vseh izjav, ki so
smiselne za ta sistem in se dajo vsaj v nalelu s poskusi potrditi ali ovreéi.
Primer take izjave je, da ima energija sistema doloeno vrednost ali da leZi
na predpisanem intervalu. Vse izjave sestavljajo logiko mehanskega sistema.
Implikacija dolo¢a v tej logiki delno urejenost, negacija pa komplementira-
nost. Znacilno za klasi¢no mehaniko je to, da je logika sistema komplementi-
rana distributivna mreZa, tj. Booleova algebra. V kvantni mehniki pa velja
nacelo nedoloCenosti: nekaterih koli¢in, kot so npr. koordinata delca in pripa-
dajoca komponenta gibalne koli¢ine, ni mogode hkrati ostro meriti. Zato lo-
gika L kvantnomehanskega sistema ni Booleova algebra. Kljub temu pa je
mreZa in sicer ortokomplementirana, ker vsaki izjavi a e L pripada negacija
a’ e L. KakSna mreZa pa je logika kvantnomehanskega sistema? Posplo$itve
distributivnih mrez so modulske mreZe, v katerih velja le poseben primer
distributivnostnega zakona. Zgledi za modulske mreZe so projektivni prostori.
Projektivni prostor najlaze opredelimo z mnoZico vseh podprostorov danega
vektorskega prostora. Delno urejenost doloa v mreZi podprostorov inkluzija.
Vendar kon¢norazsezni projektivni prostori ne pridejo v postev za logiko
kvantnomehanskega sistema. V neskon¢norazseznem projektivnem prostoru
pa ni mogoce definirati ortokomplementiranosti. Zato vzamemo Banachov
prostor, logiko L pa naj sestavljajo vsi njegovi zaprti podprostori. (Zal ta
mreZza ni modulska.) Toda mreza zaprtih podprostorov Banachovega prostora
je ortokomplementirana samo v primeru, ko je Banachov prostor v bistvu
Hilbertov. To pove izrek, ki sta ga 1. 1946 dokazala Kakutani in Mackey. Mre-
Zzo vseh zaprtih podprostorov neskoncéno razseZnega separabilnega Hilberto-
vega prostora imenujemo standardna logika. Vsak zaprt podprostor lahko
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nadomestimo s pripadajo¢im projektorjem E. Ortogonalnemu komplementu
pa pripada projektor I — E, kjer je I identi¢ni operator.

Imejmo kvantnomehanski sistem z logiko L. Kaj so observable (opazljivke)
tega sistema, kaj so njegova stanja in simetrije? Observabla je funkcija, ki
priredi vsaki Borelovi mnozici to¢k na $tevilski premici natanko doloden ele-
ment logike L, disjunktnim mnoZicam pa priredi ortogonalne elemente. Sta-
nja sistema pa so mere definirane na mrezi L. Torej je stanje funkcija p, ki
priredi vsakemu elementu a e L nenegativno Stevilo p(a). Simetrije sistema so
avtomorfizmi mnoZice stanj. Vsak avtomorfizem mreZe L pa dolo¢a tudi avto-
morfizem mnozice stanj.

Knjiga Varadarajana pripoveduje o tem, kako pri dani logiki izpeljemo
osnovne zakone kvantne mehanike. Razdeljena je na devet poglavij: I. Boo-
leove algebre na klasi¢nem faznem prostoru; II. Projektivne geometrije; III.
Logika kvantnomehanskega sistema; IV. Logike pridruZene Hilbertovim pro-
storom; V. Teorija mere in G-prostori; VI. Sistemi imprimitivnosti; VII. Mno-
zitelji; VIII. Kinematike in dinamike; IX. Relativisti¢ni prosti delci.

V prvih $tirih poglavjih obravnava avtor osnovne lastnosti projektivnih
geometrij, $tudira ortokomplementirane mreZe in observable, stanja in sime-
trije na takih mrezah, nacelo superpozicije itd. Najbolj zanimiva je seveda
standardna logika. Brez teZave ugotovimo, da lahko pri standardni logiki tol-
macimo observable kot sebiadjungirane operatorje pripadajocega Hilberto-
vega prostora. Tudi stanja se tu izraZajo na obitajni nadin; posebej so &ista
stanja dolofena z enorazseznimi podprostori. To pove izrek Gleasona: V stan-
dardni logiki je stanje preslikava p, ki priredi vsakemu projektorju E Hilber-
tovega prostora nenegativno Stevilo p(E) in je p(E + F) = p(E) + p(F), &e
sta E in F ortogonalna projektorja. Gleasonov izrek trdi, da obstaja tak pozi-
tiven operator C s sledjo, da velja p(E) = Tr(CE) za vsak projektor E. Tu po-
meni Tr(A) sled operatorja A. Avtomofizmi mreZe L pa se v standardnem mo-
delu izrazajo z unitarnimi in in antiunitarnimi operatorji. Grupam simetrij
kvantnomehanskega sistema ustrezajo grupe unitarnih operatorjev. Tako pri-
demo do problema upodabljanja grup. O tem govore peto, $esto in sedmo po-
glavje, ki so povsem matemati¢ne narave. Obravnavajo tiste dele teorije lo-
kalno kompaktnih grup, njihovih upodobitev in harmoni¢ne analize na gru-
pah, ki pridejo v pos$tev pri $tudiju kvantne mehanike. V predzadnjem po-
glavju izpelje avtor najprej abstrakino Schrédingerjevo ena¢bo. Dinamika si-
stema se namreC izraZa z enoparametricno grupo unitarnih operatorjev. Ge-
nerator te grupe se imenuje Hamiltonov operator H. Ce je konfiguracijski
prostor sistema evklidski prostor, so simetrije sistema unitarne upodobitve
grupe togih premikov. Upodobitve podgrupe vzporednih premikov nam dajo
gibalno koli¢ino, upodobitve rotacijske grupe pa vrtilno koli¢ino. Observable,
ki dolo¢ajo lego, gibalno in vrtilno koli¢ino delca, se izrazajo z operatorji
mnoZenja in odvajanja na obi¢ajen nalin, ¢e je Hilbertov prostor L2(R?). Gi-
balna in vrtilna koli¢ina sta konstanti gibanja, tako da pripadajoci operatorji
komutirajo s Hamiltonovim operatorjem H. Od tod se da izpeljati oblika za
H: V Schrodingerjevi reprezentaciji je H pri prostem delcu sorazmeren La-
placeovemu operatorju. Upodobitve grupe togih premikov nam dajo tudi spin
delca. Zadnje poglavje govori o relativistiénem prostem delcu. Tu igrajo po-
membno vlogo upodobitve homogene in nehomogene Lorentzove grupe. Med
drugim dobimo Diracovo valovno enac¢bo za elektron.
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Iz knjige zvemo, kako se dajo matemati¢no izpeljati osnovni fizikalni za-
koni kvantne mehanike, ¢e privzamemo, da je logika sistema standardna. Od-
prto pa ostane vpraSanje, zakaj je logika standardna. Pomisliti je treba, da je
mreZa zaprtih podprostorov neskonc¢no razseZznega Hilbertovega prostora iz-
redno abstrakina matematiéna konstrukcija.

Knjiga se zelo lepo bere. Vendar zahteva od bravca dololeno znanje iz
funkcionalne analize, teorije grup, predvsem Liejevih grup in njihovih upo-
dobitev.

Ivan Vidav

DOMACE VESTI

MEDNARODNI KONGRES MATEMATIKOV, BERKELEY 1986

Prvi mednarodni kongres matematikov je bil leta 1893 v Chicagu. Doslej
se jih je zvrstilo Ze 21, od tega 10 po drugi svetovni vojni. Obicajno je bil
razmik med dvema zaporednima kongresoma 4 leta, so pa tudi izjeme: pred-
zadnji v VarSavi je bil npr. prestavljen za eno leto naprej zaradi izrednih
dogodkov na Poljskem v letu 1982.

The National Academy of Sciences U.S.A. je preko U. S. National Committee
for Mathematics ponudila Mednarodni matemati¢ni uniji (IMU), da leta 1986
organizira naslednji mednarodni kongres matematikov. University of Cali-
fornia je predlagala, da naj poteka kongres v Berkeleyu. Organizacijo in
izvedbo so poverili the American Mathematical Society, najve¢jemu mate-
mati¢nemu zdruZenju v Severni Ameriki.

Kongres se je pricel 3. avgusta s sveCano otvoritvijo v Greek Theatre
v Berkeleyu, na kateri so podelili Fieldsove medalje. Priznanje se imenuje
po kanadskemu matematiku Johnu C. Fieldsu, ki je pred veé kot 40 leti pred-
lagal, da naj bi tudi v matematiki podeljevali priznanja, podobna Nobelovim
nagradam na drugih podroc¢jih. (Uradno $e danes ni znano, ¢emu Alfred No-
bel tudi za matematike ni predvidel nagrad, ¢eprav obstajajo $tevilne nedo-
kumentirane govorice o njegovih razlogih za tako ravnanje.) Fields je tudi da-
roval zacetna sredstva za taka priznanja in dolocil, da naj bodo nagrajenci
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praviloma mlajs$i od 40 let. Prvi Fieldsovi medalji so podelili na kongresu
v Oslu leta 1936 — dobila sta ju Finec Lars Ahlfors in Ameri¢an Jessie Douglas.
Ahlfors je bil predsednik kongresa v Berkeleyu in imel je ¢ast podeliti najno-
vejSe 3 medalje. Dobili so jih 29-letni Simon K. Donaldson iz Oxforda, 32-letni
Gerhard Faltings iz Wuppertala (sedaj v Princetonu) in 35-letni Michael H.
Freedman iz San Diega.

Imena nagrajencev so dobro znana vsakomur, ki je zadnja 4 leta sledil
najzanimivejSim rezultatom v sodobni teoreti¢ni matematiki. Faltings je bil
nagrajen za svoje vrhunske rezultate v teoriji $tevil in algebrai¢ni geometriji
— najbolj je v svetu odmeval njegov dokaz Mordellove domneve, ki je bila
postavljena pred 60 leti in so jo neuspe$no naskakovali $tevilni znani matema-
tiki. Freedman je nasel izredno elegantno klasifikacijo enostavno povezanih to-
poloskih 4-mnogoterosti in kot rezultat dokazal slovito Poincaréjevo domnevo
(za dimenzijo 4). Kako nenavaden je svet gladkih 4-mnogoterosti, pa je po-
kazal Donaldson. Za $tudij 4-razseznih mnogoterosti je izna$el popolnoma
nove metode — osnovo zanje je nasel v matematic¢ni fiziki, v teoriji Yang-Mil-
Isovih enacb. Najodmevnejsa posledica njegovega briljantnega dela je rezul-
tat, ki se ga ni nihc¢e nadejal: evklidski prostor R4 ima vec¢ gladkih struktur,
ki med seboj niso ekvivalentne (t.j. difeomorfne). Ta pojav ni mogo¢ v nobeni
drugi dimenziji in ni $e razvidno, kak$ne posledice bo imelo Donaldsovo
delo denimo v teoreti¢ni fiziki.

Letos so ze drugi¢ podelili tudi posebno priznanje za matemati¢ne raziska-
ve v informacijskih znanostih in racunalni§tvu — Nevanlinnovo nagrado.
Prejel jo je Leslie Valient iz Cambridgea, ZDA za raziskave resljivosti mate-
mati¢nih problemov s pomoc¢jo racunalnika.

Kongres je trajal 9 dni, potekal pa je po naslednjem programu: vsako
dopoldne sta bili dve enourni plenarni predavanji, popoldne pa se je okoli
3 tiso¢ udelezencev iz 70 drzav razdelilo po sekcijah, kjer so poslugali 45-mi-
nutna povabljena predavanja in 10-minutne referate. Skupno je bilo predstav-
ljenih 16 plenarnih predavanj, 145 povabljenih predavanj in okoli 500 refe-
ratov.

Vzporedno s kongresom so potekale tudi $tevilne druge prireditve. Vodilne
zalozniSke hiSe iz Evrope in Amerike so pripravile razstavo matemati¢ne lite-
rature in ponujale izreden popust pri nakupu. Svojo opremo so razstavili iz-
delovalci racunalniskih paketov, posebej $e programov za sestavljanje besedil.
Predvajali so ve¢ matemati¢nih filmov in video posnetkov. Udelezenci so or-
ganizirali ve¢je Stevilo neformalnih seminarjev. Prisli so celo specialisti za
posebne efekte iz Holywooda in predavali o ra¢unalni$ki animaciji na filmu —
kot ilustracijo so predvajali znano trilogijo Star Wars — The Empire Strikes
Back — Return of the Jedi.

Tudi druzabnih prireditev je bilo. veliko: od rodea v sloviti Cow Palace v
San Franciscu do koncertov klasi¢ne in jazz glasbe. Za druzinske &lane ude-
leZzencev kongresa so pripravili ve¢ izletov v San Francisco in okolico, med
drugim denimo na snemanje popularnc TV oddaje na eni izmed lokalnih
TV postayj.

Kongres je bil lepa priloznost, da se seznanimo z najnovej$imi dogajanji v
matematiki in da srecamo nekatere vodilne raziskovalce na svetu.

DuSan Repovs



Drustvo matematikov, fizikov in astronomov SR Slovenije pri-
reja ob sodelovanju Oddelka za fiziko Fakultete za naravoslovje in
tehnologijo, Instituta J. Stefan, In$tituta za matematiko, fiziko in
mehaniko in Zavoda SR za Solstvo 29. in 30. januarja 1987, 12. semi-
nar iz fizike

MEDICINA IN FIZIKA

njih in osnovnih Solah za strokovno izpopolnjevanje. Vabljeni so
tudi drugi ¢lani drustva.

Cetrtek, 29. 1. 1987

9.00 Zacetek seminarja

Marjan Erjavec, Onkoloski institut:

Radioaktivni izotopi v medicini
11.30 Janez Stepis$nik, Oddelek za fiziko:

Slikanje z jedrsko magnetno resonanco v medicini
13.30 Joze Zakelj, Iskra Elektrooptika:

Laserji v medicini

Petek, 30. 1. 1987

8.00 Sasa Svetina, InStitut za biofiziko:
Biofizika rdec¢e krvne celice

10.00 Sergej Pahor, Oddelek za fiziko:
Clovesko telo in fizika v srednji Soli

12.30 Marjan Pajntar, Bolni$nica za ginekologijo in porodnis$tvo,
Kranj:
Ultrazvok v medicini.

Vodstva $ol prosimo, da prispevek za seminar 2000.— dinarjev
nakazejo na ziro racun DMFA SRS, Ljubljana 50101-678-49168, lah-
ko pa ga udelezenci plac¢ajo na seminarju.

Vodja seminarja:
Janez Strnad

Seminar je namenjen uditeljem matematike in fizike na sred- -
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