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'V ¢lanku obravnavamo nekatere funkcionalne enacbe v obsegu realnih Stevil.
Glavna pozornost je posvecena funkcionalni enacbi f(x + y) = f(x) + f(¥).

In this article some functional equations in the real field are considered. The
main attention is devoted to the functional equation f(x + y) = f(x) + ().

7, R 1 0 ih stevil.
Vse ﬁm kcije, ki jib . no obravnavali, *"- odo definirane na vse] mnozici R
in tudi zalogo vrednosti bodo imele v tej mnozici. V Clanku Obmvnavamo-
Ee n@kafmr@ nagprepmstqse funkcmname enacbe, ve¢ o funkcionalnih enacbah
hko bralec izve iz monografije J. Aczéla [1].

unkcionalno enacbo

flx +y) = fx) + 1) (1)

. Cauchy leta 1821 (glej [1]).
enacbe (1) — enako bomo razumeli tudi pojem resnm pri Vseh -
clonalnih enacbah — je vsaka funkcija f: R — R, ki za vsak
dos¢a pogoju (1). ZapiSimo naslednjo trditev, ki jo bomog - je zelo
znana, zaradi popolnosti vseeno dokazali.

ZREK 1. Naj bo f resitev funkcionalne enacbe (1).
poljubnem r e Q 1zpolnjeno

funkdoname
1 funk-

1 jo je obravnaval ze A.

f(rx) = rf(x)

DOKAZ. 1z (D dobmm ﬂO) = 0, potem pa se f(—=x) = f(x) za vsak xR
72 m bo dovohp Ce dokazemo H‘dmv za primer, ko je r > 0. Iz (1) -- Z
indukcijo |

f(n x) = n f(x) (2)

pa poljubno naravno Stevilo. Ce v (2) x nadome-

kjer je x pohubno realno, n

z — x, dobimo

stimo

Izrek 1 nam da skupaj z dejstvom, da moremo vsako realno stevilo zapi-
sati kot limito zaporedja z racionalnimi Cleni, naslednji rezultat.
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IZREK 2. Naj bo f reSitev funkcionalne enacbe (1). Ce je funkcija f zvez-
na, potem je f(x) = f(1)x za vsak x e R.

W. Sierpinski je leta 1920 v Clanku [6] izrek 2 izostril, in sicer tako, da je
zveznost nadomestil z merljivostjo funkcije.

Izrek 2 pove, da je funkcija f(x) = a x edina zvezna resitev funkcionalne
enacbe (1). Ali obstajajo nezvezne resitve funkcionalne enacbe (1)? Na to vpra-
Sanje je pritrdilno odgovoril G. Hamel leta 1905 v ¢lanku [2]. Pri konstrukeciji
nezveznih reSitev funkcionalne enacbe (1) si je G. Hamel pomagal s posebno
podmnozico mnoZice realnih Stevil (Hamelova baza), katere eksistenco je
ravno za ta primer dokazal z uporabo aksioma o izboru. Spomnimo se, za
kaksno mnozico gre. MnoZica BcR je Hamelova baza, ¢e moremo vsako re-
alno stevilo x na enoliCen nacin zapisati v obliki

xmr1b1+r2‘b2+ “l“rnbn

kjer so Stevila by, b, ..., b, iz mnoZzice B, koeficienti ry, 75, ..., ¥, pa so racio-
nalna Stevila. Pri tem so seveda koeficienti, izbor elementov iz baze in stevilo
Clenov v vsoti odvisni od stevila x. Sedaj je vse pripravljeno za naslednji izrek.

IZREK 3. Splosna resitev funkcionalne enacbe (1) je funkcija f, defini-
rana z

f(x) = rlf(bl) +7’2f(b2) + ... +rn f(bn)
.Xm?’lbl’}‘?’gbg"l" +Tﬁbn

Pri tem so Stevila by, bs, ..., b, elementi Hamelove baze B, koeficienti ry,
9, ..., Iy SO racionalna Stevila, vrednosti f(by), f(bs), ..., f(b,), ki jih funkcija
zavzame, na elementih iz B, pa so poljubne. Resitev f je zvezna natanko takrat,
ko obstaja c eR, tako da je f(b;) = ¢ by, za vsak b € B.

V podrobno dokazovanje izreka, ki smo ga pravkar zapisali, se ne bomo
spuscali, saj je dokaz skoraj na dlani, Ce seveda privzamemo, da imamo dokaz
eksistence Hamelove baze Ze za seboj. Izrek 3 nam med drugim pove, kako
dobimo nezvezne resitve funkcionalne enacbe (1).

V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj rezultatov, ki govorijo o reS$itvi
funkcionalne enacbe (1), pri ¢emer bomo zveznost funkcije nadomestili z
ustreznim algebrai¢nim pogojem.

IZREK 4. Naj bo f resitev funkcionalne enacbe (1). Ce je za vsak par

X,y e R izpolnjeno
f(xy) = fx) f(y) (3)
potem je za vsak xeR f(x) = 0 ali pa f(x) = x.
DOKAZ. Ker je f(0) = 0 in f(— x) = — f(x) za vsak xe R, se smemo omejiti
na pozitivne vrednosti argumenta. Iz (3) dobimo
) = F((/ %)) = f(/ 02 =0 (4)

za vsak pozitiven xe
nosti argumenta nara

. 1z (1) in (4) sledi, da je funkcija f za pozitivne vred-
cajoca, saj je

f(x + ) =fx) + f(y) = (%)

Iz izreka 1 sledi, da za vsak re Q velja

f)=7r (5)

S
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Naj bo {r,} =@ narascajocCe, {R,} «Q pa padajocCe zaporedje, pri cemer obe

zapored]i konvergirata k x, kjer je x poljubno pozitivno realno Stevilo. Za vsa-

ko naravno stevilo n» 1mamo torej

rp <% <R

hy %

upostevamo (5), (6) in pa dejstvo, da je funkcija f narasSCajoca, dobimo

f() v = fry) < flx) < f(Ry) = f(1) Ry

Dobili smo torej f(1) r, < f(x) < f(1) R, za vsako naravno Stevilo n, iz tega
pa takoj sledi
flx) = f(1) x (7)

Ce (7) upoStevam dobimo f(1) xy = f(1)?xy, kar nam pove, da je
f(1) = 0 ali pa f(1) = 1. Dokaz izreka je s tem koncan.

Iz izreka 4 razberemo, da v obsegu realnih Stevil ni nezveznih avtomor-
fizmov. V tem pogledu se obseg realnih stevil bistveno razlikuje od obsega
kompleksnih stevil. Z uporabo aksioma o izboru moremo namre¢ dokazati,
da obstajajo v obsegu kompleksnih Stevil tudi nezvezni aﬂomorﬁzmﬁ (glej

[7]).

7

Nadal] e*vah bomo z rezultatom, ki sta ga leta 1965 objavila neodvisno dru
5. Kurepa v clanku [5] in W. B. Jurkat v Clanku [3].
' bo f resitev funkcionalne enacbe (1). Ce je za vsak od nic

f3) = 2 =) (8)

p@i‘em ;e f{x} — fU&l} x za vsak x el
OK A" d okazah da iz

f1) = 0 * ©

je f(—x) = — ﬂx} Siedﬁ m { ) f 1)
iem (1), (8) in (9) dobimo

fx) =701 +x) =00+ 22010 + x)1) =
=1+ x)2f(1l —x(1 + x)1) = — (1 4+ x)2f(x(1 + x)1) =
=-— 1+ 2221 +20)2f(x1 (1 + %)) = —x2f(x1 4+ 1) =
= — 22 f(x 1) = — f(x)

Oblh smo torej f(X) = — f(x) in s tem je dokazano, da je f(x) = 0 za vsak

Ker je funkcija f reSitev funkcionalne enacbe (1), velja to tudi za funkcijo
g, ki je definirana z relacijo g(x) = f(1) x — f(x). Z upostevanjem (8) dobimo

g(x) = f(1) x — f(x) = x*(f(1) x* — f(x~1)) = x* g(x™)

7a ﬁm kd jO g SO

Xe V@H& mrej g(x} = x2 g(x—i}

dokazaega g(x} — 0 za Vsak xeR oziroma f(x) = f(1) x za “vsak xeR, kar je

bilo treba dokazati.
Izrek 5 karakterizira funkcijo f(x) = a x med vsemi funkcijami, ki so defi-
nirane na R in imajo v tej mnozici tudi zalogo vrednosti.




Preden nadaljujemo z naslednjim rezultatom, si oglejmo nov pojem. Naj
bo f reSitev funkcionalne enacbe (1). Rekli bomo, da je f derivacija, Ce je za
vsak par x, yeR izpolnjeno

f(x,9) = f(x) y + x f(y) (10)

Hitro se vidi, da derivacija preslika v ni¢ vsa racionalna Stevila. Se vec,
preprost raCun pokaZze, da derivacija preslika v ni¢ vsa algebraicna Stevila
(glej [5]). Od ni¢ razlicne vrednosti zavzame torej kvecjemu na transcendent-
nih Stevilih. Iz (10) dobimo brez tezav, da derivacija f za vsak od nic razlicen
x e R zadosCa pogoju

f(x) = —x% f(x1) (11)

Naslednji izrek, ki smo ga vzeli iz ¢lanka [5] S. Kurepe, zatrjuje, da pogoj
(11) karakterizira derivacije med vsemi reistvami funkcionalne enacbe (1).

IZREK 6. Naj bo f reSitev funkcionalne enacbe (1). Ce je za vsak od nic
razlicen x eR izpolnjeno

f(x) = — 22 f(x~1)
potem je f derivacija.
DOKAZ. Dokazali bomo, da je za vsak x e R izpolnjeno
f(x?) = 2x f(x) (12)

Ocitno je, da iz (11) sledi f(1) = 0. Privzemimo, da je x 0, x =% 1,in
x #% —1, saj je za te tri vrednosti veljavnost enakosti (12) oCitna. Z upoSteva-
njem (1), (11) in f(1) = 0 dobimo

f(x) + 22 f(x) = fx —x1) = f(x2—1) 1) =
= —(x—12x2f(x(x>2—1)1) =—(x2—1)2x2f((x — 1)1 — (x2— 1)) =
= (2—12x2(x—1)2fx—1)—(2—1)2x2(x2—1)2f(x2— 1) =
= (x + D2 a2 f(x) — 22 f(x2)

Dobili smo torej
f(x) + x72f(x) = (x + 1)2 x2 f(x) — 272 f(x2)

kar nam da (12). Ce v (12) nadomestimo x z x + y, dobimo f(xy) = f(x) y +
+ x f(y) za vsak par x,y eR, kar je bilo treba dokazati.

Tudi naslednji izrek smo vzeli iz ¢lanka [5]. Pravzaprav gre za nekoliko
dopolnjen izrek 4 iz [5]. ' '

IZREK 7. Naj bosta f = 0 in g = 0 resitvi funkcionalne enacbe (1). De-
nimo, da je za vsak od nic¢ razlicen x e R izpolnjeno

g(x) = p(x) f(x~1) (13)

kjer je p zvezna funkcija z lastnostjo p(1) = 1. V tem primeru velja naslednje
10 p(x) = x2 za vsak x eR;
2% funkciji F in G, definirani z F(x) = f(x) — f(1) x,

G(x) = g(x) — g(1) x sta derivaciji;
30 za vsak xeR velja f(x) = f(1) x + h(x), g(x) = g(1) x — h(x),

kjer je h derivacija.

DOKAZ. Dokazimo najprej 1°. Vzemimo od ni¢ razli¢ni Stevili xeR in
reQ. Iz g(r x) = p(r x) f((r x)-1), g(rx) = r g(x) in f((r x)~1) = r-1 f(x—1) dobimo

(r=2 p(r x) — p(x)) f(x=*) = 0 (14)
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Naj

. y .oo od ni¢ razlicno realno Stevilo in {r,} cQ mpore je, ki
mo privzeli, da je funkcija p zvezna, dobimo iz (14)

(2 p(y x) — px)) f(x~1) = 0 (15)

da je f =% 0, zato 1z (15) sledi

p(y x) = y2 p(x)

R in pn poljubnem od nicC razlicnem yeR. C
v (16) nadomestim = p(l) x2 in dalje p(x} = X%, Sa} SIMOo
privzeli, da je p(1) = 1. E y/ ﬂ 6} dobimo p = (y x)2. Ce v tej rdam ji nado-
mestimo y z y x~t, dobimo k SE“ je y polj J ub no od nic¢ raz-
licno realno Ste‘vﬂ p(0) = 0 in trdi-
tev 1¢ je s tem

za vsaj en od ni¢ razlicen xe

za vsak od ni¢ razlicen xeR
Dokazimo trditev 20, Iz u?) dobimo b

F(x(l + 2)-1) =
> G(x-1) = — F(x)

Imamo torej

za vsak x e R, kar nam da skupaj z (18
F(x) = — x2 F(x1)

za poljuben od ni¢ razli¢en x € R. Za funkcijo F so torej izpolnj eni VSi pogo J
izreka 6, zato je F derivacija. Isto velja seveda za funkcijo G. Trditev 2
s tem v celoti dokazana.

Dokazimo trditev 3.

2 h(x) = f(x) —g(x), 2k(x) = f(x) + glx) 0)

Preprost racun nas preprica, da iz (17) sledi

h(x) = —x2 h(x), k(x) = x2 k(x1)

in k funkciji, definirani z

Naj bosta /&

za vsak od nic razlicen x e R. Ocitno je torej, da so izpolnjeni vsi pogoji izre-
""""""" in 6, zato je funkcija % derivacija, za funkcijo k pa velja

kov 5
k(x) = k(1) x o

za vsak x eR. Ce v (20) upoStevamo poleg (21) se f(1) = g(1), dobimo f(x) =
= (1) x + A(x), g(x) = g(1) x — h(x) za vsak xe R. Ker vemo, da je funkcija 2
derivacija, je trditev 3¢ dokazana. Dokaz je s tem koncan.




Nadaljevali bomo s funkcionalno enacbo

fx +y) + fx—y) = 2f(x) + 2 f(y) (22)

Na dlani je, da je funkcija f(x) = a x? reSitev pravkar zapisane funkcio-
nalne enacbe. Vendar to ni edina reSitev, saj se hitro vidi, da je resitev tudi
vsaka funkcija f, definirana z f(x) = (g(x))?, kjer je g reSitev funkcionalne
enacbe (1). Se vel, naslednji raCun nas bo preprical, da resi funkcionalno
enacbo (22) tudi vsaka funkcija f, ki jo moremo zapisati v obliki f(x) =
= H(x, x), kjer je H(,,.): R X R - R funkcija, za katero je

Hx+y,z2) =H(x,2)+ H(y,z), xyzeR

Hx,y+2)=H(x,y) + Hx,2), x,9,2eR
Imamo

fx+9y) +fx—y)=HEx+y,x+y +

+ Hx—y,x—y) = H(x,x + y) + H(y,x + y) +

+ H(x,x—y)—H(y,x—y) = H(x,x) + H(x,y) + H(y, x) +
+ H(y,y) + H(x,x) — H(x,y) — H(y,x) + H(y, y) =

= 2H(x,x) +2H(y,y) = 2 f(x) + 2 f(y)

S problemom, kako poiskati splosSno reSitev funkcionalne enacbe (22), se
bomo ukvarjali pozneje, sedaj si bomo ogledali rezultat, ki smo ga vzeli iz
Clanka [4].

IZREK 8. Naj bo f resitev funkcionalne enacbe (22). Ce je funkcija f zvez-
na, potem je f(x) = f(1) x2 za vsak x = R.

DOKAZ. Dokazimo, da velja za vsak x e R pri poljubnem re@Q

f(r x) = r2 f(x) (23)

Iz (22) dobimo za x =y =0 f(0) =0, za x = 0 pa imamo f(— y) = f(y) pri
poljubnem ye R — funkcija f je torej soda. Ce v (22) pisSemo x = ¥, dobimo
f(2 x) = 22 f{(x) in z indukcijo

f(nx) = n?f(x) (24)
za vsako naravno S$tevilo # in vsako realno Stevilo x. Ce v (24) nadomestimo x
X . |
Z — , dobimo
n
X
f(x) = n2 f (__..) (25)
| n

Iz (24) in (25) sledi

()12 (2

kar dokazuje (23) za primer, ko je » > 0. Ker vemo, da je funkcija f soda in
ker je f(0) = 0, je (23) dokazano za vsak re Q. Iz (23), zveznosti funkcije f in
1z dejstva, da moremo vsako realno Stevilo zapisati kot limito zaporedja z ra-
cionalnimi cleni, dobimo

f(x) = f(1) x*

za vsak x eR, kar je bilo treba dokazati.
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Samo po sebi se vsiljuje vpraSanje, ali moremo tudi v izreku 8 zveznost
nadomestiti z merljivostjo funkcije. Odgovor je pritrdilen. Dokaz si lahko
ogledamo v clanku [4]. |
Nadaljevali bomo z rezultatom, ki pove, kaksSna je sploSna reSitev funk-
maname - (22). Dokaz smo vzeli iz Clanka [8]

[ZREK 9. Naj bo f reszz‘w fzmkcwnafne enacbe {22)
dolodena f unkcija H(.,.) : R X R - R, da je

Eﬁ ﬂx} H(x, x) za vsak xeR
@ ; ,ﬂ za vsak par x, ye R '
(5,2) + H, 2, Hx,y+2) = H
7a ne demem@ X, ¥, Z€l

Obstaja taka enolicno

. Omenili smo ze,

fl—x) = f(x) (27)

Definirajmo funkcijo H(.,.) z relacijo

H(x,y) = % (f(x + y) — f(x — )

""" noli¢nosti funkcije H(.,.) ni potrebno dokazovati, ker je oCitna. Iz f(Z x}
- 4f(x) in iz {26) sledi f(x) H(x,x) za vsak xeR. Iz (27) dobimo, da je za

vsak par x, y e R izpolnjeno

za vsak xe R,

H(x,y) = H(y, x) (28)

S tem smo dokazali trditvi 1° in 29, Preostane nam Se dokaz trditve 30,

okazafu moramo fmmL da je a H(.,.) adiﬁvna v obeh argumentih.

Zaradi (28) bo dovolj, e dokazemo aditivnost v enem n argumentu. Za poljubne
clemente x, yﬁ ueR Imamo

dH(x + v, 2u) = f(x + y + 2u) — f(x + y—2u) =
=f((x +u) + @ +w)+f(x+u)—Q+u)—
—f(x—u) + (y—u)) — f((x — ) — (y —u))

Ce sedaj upostevamo (22), dobimo

(x + vy, 2u)

H(x + y,2u) = 2H(x, u) + 2H(y, u) (29)
semo ¥y = 0, x = 7 in uosfsevamo (27), dobimo

H(z,2u) = 2H(z, u) (30)
Imo z z x + y in upoétevamo (29), dobimo koncno

2H(x + v, 1) =

je s tem koncan.




V nadaljevanju bomo obravnavali nekatere funkcionalne enacbe, ki jih
moremo brez posebnih tezav prevesti na funkcionalno enacbo (1). Za¢nimo
s funkcionalno enacbo

31)

fx-i-y)____f(x)-l-f(y)
( 2 ) 2

Hitro se prepri¢amo, da je funkcija f(x) = ax + b reSitev pravkar zapi-
sane funkcionalne enacbe, seveda pa s tem nismo zapisali vseh reSitev. Na-
slednji rezultat smo vzeli iz [1].

IZREK 10. Naj bo f resitev funkcionalne enacbe (31). Ce je funkcija f zvez-
na, potem je

f(x) = (f(1) —£(0)) x + £(0)

za vsak x R.
DOKAZ. Ce v (31) piSemo y = 0, dobimo

f(_ff_) _ f(x) + 1(0)

2 2
zato je

[®) +10) _ (2t 5\ _ 1+ 5) + O
2 B ( 2 ) 2
oziroma

fx +y) = fx) + f(y) —1(0) (32)

Ker smo privzeli, da je funkcija f zvezna, velja isto za funkcijo g, ki je
definirana z relacijo g(x) = f(x) — f(0). Iz (32) dobimo g(x 4+ y) = g(x) + g(y).
Za funkcijo g so torej izpolnjeni vsi pogoji izreka 2, zato imamo g(x) = g(1) x
za vsak xeR in s tem je izrek dokazan.

Enacba (31) spominja na znano neenacbo

¢ (x T _ f(x) + ()

k1 jo srecujemo pri obravnavanju konveksnih funkcij. S tega stalisca gledanc
moremo 1izrek 10 strniti v: zvezna funkcija, ki je konveksna in hkrati kon-
kavna, je linearna.

Na osnovi rezultata W. Sierpinskega [6] smemo v izreku 10 zveznost na-
domestiti z merljivostjo funkcije. Iz dokaza izreka 10 je tudi razvidno, da
ima splosna reSitev funkcionalne enacbe (31) obliko f(x) = g(x) + f(0), kjer
je g splosna reSitev funkcionalne enacbe (1).

Naslednji rezultat karakterizira linearno funkcijo med vsemi funkcijami,
ki so definirane na R in imajo v tej mnozici tudi zalogo vrednosti.

IZREK 11. Naj bo f resitev funkcionalne enacbe (31). Ce je za vsak od wnic
razlicen x e R izpolnjeno

x2 f(x=1) = f(x) + (x*— 1) £(0) (33)
potem je f(x) = (f(1) — £(0)) x + 1(0) za vsak xeR.
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DOKAZ. Ker je funkcija f resSitev funkcionalne enacCbe (31), je funkcija
g, Eﬂ je « @mzmna z g(x) = f(x) — f(0), resitev funkcionalne enacbe (1) (glej
dokaz prejsSnjega izreka). Iz (33) dobimo

g(x) = f(x) — f(0) = x2 f(x1) — (x2 — 1) £(0) — f(0) =
= x2(f(x1) — (0)) = 22 g(x~)

Dobili smo, da je za vsak od nic¢ razlicen xe R
Za funkcijo g so torej izpolnjeni vsi pogoji izreka 5, zato nmam
za vsak xe R in s tem je dokaz koncan.

ionalna enacba

fx + ) = 10) f7) w (34)

ki jo n amkug@ eksponentna funkcija.

REK 12. ' bo f Wgzi‘w funkcionalne enacbe (34). Ce je funkcija f zvez-
tem je za vsak xeR izpolnjeno f(x) =0 ali pa f(x) = f(1)*, kjer je

izpolnjenoc g(x) = x2 g(x—1).
0 g(x) = g(l) x

f(x) = f((x — xo) + %) = F(x— xp) (x0)

pomeni: c¢e esﬁca} tak x;eR, d = 0, potem je f(x) = 0 za vsak
R. Del gzmka je s tem dokazan. i mo, da je funkcija f povsod
razlicna od nié. Iz (34) dobim@

1w = £

Funkcija f je torej povsod pozitivna, zato moremo vpdg?aﬁ funkdjo g z re-
lacijo g(x) = In f(x). Iz (34) dobimo g(x + y} = g{x} - g{}?} Gy }@ funkcija f
zvezna, velja isto za funkcijo g. Funkcija g torej zadosSCa vsem pogojem 1Zr @ka

2, zato je g(x) = g(1) x oziroma f(x) = f(1)* za vsak xeR. Dokaz izmka je
s tem koncan.

[11 J. Aczél, Lectures on Functional Equations and Their Applications, Academic
Press, New York and London 1966.
[2} G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Losungen der Funk-
z‘zonaigiezchung ﬂx + v} = f(x) + f(y), Math. Ann. 60 (1905) 459—462
(3] W. B. Jurkat, On Cauchys functional equation, Proc. Amer. Math. Soc. 16
(1965) 683--»--6 6.
[4] S. Kurepa,
58—72.
[5] S. T he Cauchy functional equation and scalar product in vector
spaces, Gﬁasmk Fiz. Astr. 19 (1964) 23—36.
Sw* Z’equaz"zon fouctionelle f(x -+ y) = f(x) + f(y), Fund. Math.
1 (1920) 116—122.
11 W. Sierpinski, Cardinal and ordinal numbers. (Monografie Mat. ; 34), War-

szawa 58
[81 J. Vukman, O bilinearnih in kvadrainih funkcionalih, Obzornik mat. fiz.

30 (1983) 80—=85.

On the quadratic functional, Publ. Inst. Acad. Serbe Sci. 13 (1959)
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LUDWIG G, Foundations of Quantum M
York Heidelberg Berlin 193, XII | 426 str.

Obsezna monografija o osnovah kvantne mehanike v dveh delih je razsir-
jena in izpopolnjena izdaja avtorjeve knjige Die Grundlagen der Quanten-
mechanik iz leta 1954. Delo sistemati¢no matematiCno in pojmovno formulira
interpretacijo kvantne mehanike Nielsa Bohra na osnovi klasicnega opisa
procesov merjenja. Prvi zvezek obravnava osnovne koncepte kvantne meha-
nike, izhajajoc¢ iz nekaterih principov, ki omogocajo aksiomaticno formulacijo
le-te. Osrednjo vlogo ima pri tem teorija merjenja. Avtor vpelje koncept
»efekta« oziroma »da-ne« merjenja, ki se izkaze za pomembno vez med ekspe-
rimentom in teorijo. Prvi zvezek je razdeljen na osem poglavij z naslovi:
I. Problem: aksiomatska baza kvantne mehanike, I1I. Mikrosistemi, postopki
preparacije in registracije, 1II. Ensembli in efekti, IV. KoeksistirajocCi efekti
in koeksistirajoCe razstavitve, V. Transformacije proesov in preparacije. Trans-
formacije efektov in ensemblov, VI. Reprezentacija grup s pomocjo efektov.
Avtomorfizmi in avtomorfizmi mesanic, VII. Galilejeva grupa, VIII. Sestavljeni
sistemi.

Avtor knjige je v Casu vecl kot treh desetletij objavil vrsto tehtnih razprav
o osnovah kvantne mehanike. Pricujoca knjiga je prvi ucCbenik, v katerem je
predstavljen njegov pojmovni in teorijski pogled nanjo. Delo je primerno
za poglobljen $tudij osnov kvantne mehanike in bo gotovo naslo bralce med
studenti in raziskovalci.

LUDWIG G., Foundations of Quantum Mechanics II, Springer Verlag, New
York Berlin Heidelberg Tokyo 1985, XVI I 416 str.

V tem drugem delu obseZne monografije o osnovah kvantne mehanike
avtor pokaze, kako izpeljemo kvantnomehanske zakone iz teorije o preparacij-
skih in registracijskih postopkov, ki jih opisuje na makroskopski klasicni na-
¢in (zvezek I). Tu se seznanimo s temeljito obravnavo atomskih in molekul-
skih spektrov in s teorijo sipanja. Poseben poudarek je dan teoriji sipanja
kot pripomocCku pri interpretiranju in reSevanju konkretnih primerov mer-
jenja v kvantni mehaniki. Delo je namenjeno obravnavi strukture mikrosi-
stemov In ne tehniCnim podrobnostim naprav za preparacijo in registracijo.
V desetih poglavjih (IX.—XVIII.) so obravnavane naslednje teme: IX. Re-
prezentacija Hilbertovih prostorov s funkcijskimi prostori, X. Enacbe gibanja,
X1. Spektri encelektronskih sistemov, XII. Spektri dvoelektronskih sistemov,
XII. Izbirna pravila in intenziteta spektralnih Crt, XIV. Spektri vecelektron-
skih sistemov, XV. Molekulski spektri in kemijska vez, XVI. Teorija sipanja,
XVIIL. Proces merjenja in proces preparacije, XVIII. Kvantna mehanika, ma-
krofizika in fizikalni pogled na svet.

Ta del knjige o osnovah kvantne mehanike je za fizika dosti lazje berljiv
v primerjavi s prvim, ker se v pristopu ne razlikuje bistveno od mnozice
tovrsinih ucbenikov. Vendar so tu poglavja o eno- in vecCelektronskih spektrih
temeljiteje obdelana, kot je obicaj v fizikalnih ucbenikih. V dodatku tudi naj-
demo obsezno poglavje o grupah in njihovih reprezentacijah. Delo bo naslo
hvalezne bralce med Studenti in raziskovalci.

eﬂag; New

Peter Gosar
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Danih je veC ocen za kromaticno Sievilo grafa in opisan je Welsh-Powellov po-
stopek za barvanje grafa. Sledi karakterizacija dvodelnih grafov in krajsa disku-

sija o izreku stirih barv.

ienujemo robmni tocki
pra-

ki ju in
mm mdﬂ kake pmr@mvg
Sft S@S@dm in ce }@ ta powzaw, e, to zapisemo kot 0@ = {a,b}. C
{a,a} = {a}, ] Omzaw e pravimo tudi zanka v wdcz a. Lahko se zgodi,
grafu povezaw Ki imata isti robni tocki. Pravimo, da imamo vpow
imali le t.1. @nogzavm grafi, m je taki grafi, ki
mnk in nimajo vzporednih povezav. V nadaljevanju bomo z -
af vedno mislili na enostavni graf.
Formalno je gmf urejena trojka G {V E, 0), kjer je V mnozica tock, E
mnozica povezav in ¢: E — Ha b}, a, beV} mbna presh&ava grafa G. Ce
za dani graf G mnoZic V in E ne bomo posebej imenovali, ju bomo oznacili
} in E (G ).

ueku‘m@ ZVez0 - V(G) — U9
0 med m@kama Qo(a}

# Cianek je nastal po predavanju na Seminarju sekcije za uporabno matema-
DMFA v Ljubljani, 20. in 21 sepmmbm 1984.
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Ker sta glavno matematikovo oroZje svincnik in papir, nam geometrijska
realizacija v prostoru ne pomaga mnogo. UgodnejSa je ravninska realizacija,
ki je »slika grafa na papirju«. To¢ke predstavimo s krozci, povezave pa z da-
ljicami (ali tudi z loki) med ustreznimi krozci. Pri tem se povezave lahko
sekajo, ne smejo pa potekati Cez kroZce. Za primer so na sliki 1 prikazane tri
razlicne realizacije istega grafa.

Zaporedje toCk xq, %3, ..., x, v grafu G imenujemo sprehod od x; do x,, Ce
stazai1=1,2,..., n—1 tocki x; in x;,1 sosedni. Ce pa je zaCetna tocCka spre-
hoda enaka koncni, je to obhod. V grafu sta dve tocCki, recimo x in y, pove-
zani s potjo, Ce obstaja sprehod od x do y. Graf G je povezan, Ce sta vsaki
dve tocki v G povezani s potjo. Vsak graf je »sestavljen« iz povezanih »ko-
sov«, ki jim pravimo komponente tega grafa. Graf je povezan natanko tedaj,
ko ima eno samo komponento.

Za konec tega kratkega uvoda v izrazoslovje omenimo Se dve druzini gra-
fov. Za vsako naravno Stevilo n# > 1 ozna¢imo s K, enostavni graf na »n tockah
in z vsemi moznimi povezavami. To so polni grafi. Drugo druzino pa sestav-
ljajo cikli C, dolzine n, n >> 3. To so grafi, ki jih lahko geometrijsko realizi-
ramo kot m-kotnike (prvi graf na sliki 3 je na primer Cj).

2. Barvanje grafa

Naj bo G graf in k naravno Stevilo. Barvanje s k barvami ali k-barvanje
grafa G je tako razbitje mnozZice tock V(G) na k razredov, V(G) =V, U Vo U
U ... UV, (nekateri razredi so lahko tudi prazni), da nobeni toCki v istem
razredu nista sosedni. Ime »barvanje« poteka od tod, ker si lahko mislimo,
da vse toCke istega razreda obarvamo z neko barvo. ToCke grafa torej obar-
vamo s k barvami tako, da nobeni sosedni tocki nista iste barve. Dano k-bar-
vanje grafa predod¢imo na njegovi realizaciji na primer tako, da vse tocke iz
i-tega razreda (I < i< k) oznac¢imo s Stevilom i, ki pomeni i-to barvo. Dva
primera najdemo na sliki 2.

Shika 2

Ce ima graf k-barvanje, pravimo, da je k-obarvijiv. NajmanjsSe Stevilo k,
za katerega je graf G k-obarvljiv, imenujemo krowmaticno Stevilo ali barvnost
grafa G in ga oznac¢imo s y(G). Kromaticno stevilo grafa s slike 2a je enako 2,
grafa s slhike 2b pa 4.
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m barvanja grafov sodi med najp
bleme Saj nanj lahko prevedemo mm vrsto {na md@z OpOmO na raz
Habgf ki jih sreCamo v vsakdanjem zivljenju. O I,
h povzem amo iz [3, 9
3.1. Radijska oddamﬂm; ki oddajata na isti frekvenci, motita drug dru
gega, Ce sta si preblizu. Kako razdeliti valovne dolzine u ajnikom, tako da
se medsebojno ne bodo motili? Ce je Stevilo valovnih dolzin, ki so na razpo-
lago, enako k, je problem ekvivalenten k-barvanju sgrafa motecCih se postaj«.
Ta graf ima za tocke oddajnike in dve tocCki sta sosedni, ¢e sta si oddajnika
preblizu (ne smeta imeti iste frekvence, ker bi se motila). Barve ustrezajo
fr@kwngam
). Naj bodo x4, xs, ..., x, spremenljivke, ki nastopajo v istem racunal-
niskem programu. Zaradi enostavnosti predpostavimo, da so vse istega tipa
(vsaka zavzame isto koli¢ino pomnilnika). Vcasih je nujno optimizirati porabo
pomnilnika tako, da na isto mesto shranimo vs@ Spmmenhwk Le-te S@v@da
v programu nikoli ne smejo nastopati hkrati, da n

S

hk@ najmam prostora potirebujemo za Spr@m@nhwk@ ;&,1? X3y, ooy Xp? K
je ekvivalenten iskanju minimalnega barvanja grafa istoCasno nastopajocih
spremenljivk. Ta ima tocke V = {x{, %3, ..., x,} s povezavami med vsakim
dvema toCkama (spremenljivkama), ki ne smeta v programu istocasno nasto-
pati in morata biti zato razli¢no obarvani. Tocke iste barve ustrezajo spre-
menljivkam, ki so lahko Shmnjen@ v 1stem delu pomnilnika.
3.3. Urnik: Studentje opravljajo izpite. Radi bi sestavili dnevni razpored
mpimv tako da nobenemu studentu ne b@ treba v istem dnevu iti k dvema
izpitoma. Tudi za ta problem lahko uporabimo algoritme za barvanje grafov.
Sestavimo graf, katerega tocCke ustrezajo posamezmm izpitom, in dve tocki
povezemo, Ce obstaja Student, ki mora opravljati oba izpita. Izpiti, ki ustre-
zajo enako obarvanim toCkam, so lahko istega dne
3.4 Oddelek za snago nekega mesta je postavil nasiedmx problem.

ski voz (kamion za deoz smeti) lahko v enem dnevu obide nekaj mest. Z
or@dj@ mest, ki jih kamion obide v enem dnevu, imenujemo dnevna nafoga

"mzﬂa " @smvm je treba dnevne naloge za tedenski odvoz smeti. P
moramo upo$tevati naslednje:

. Mesto i je v enem tednu obiskano ki-krat, k; < 6.

. Vsako mesto je obiskano najveC enkrat dnevno.
. Vsak dan imamo najveC m dnevnih nalog (m je Stevilo vseh vozil).
. Skupni stroski prevoza naj bodo Cim manjsi.
" milijonskem mestu je prakticno nemogoée preiskaﬁ VSe I
1alno reSitev. Problem

oznos t1, da bi tako
j@ tezak 1n treba je poseci po 1skanm pnw
Kot ena boljsih metod se izkaze lokalna optmnzauja
nevnih nalog, ki jo z manjsimi medsebojnim
h mest zelmo Cimbolj izboljsati. Na vsakem koraku moramo wsmf“ Lt
ce lahko dnevne naloge razporedimo na 6 delovnih dni v tednu tako, da bosta
upohuem zahtevi (2) in (3). Ta test je ekvivalenten barvanju grafov Sesmm
Vimo nammc takie graf mgke grafa so dnevne naloge in dve naiogz povezemo

naéﬁ Op ﬁ
bhzmh resitev.




m tocCk. Ceprav je problem barvanja grafov NP-tezak, se dajo v tem primeru
tezave nekako obiti. Pri manj$i zamenjavi dnevnih nalog si lahko pomagamo
Z barvanjem grafa, ki smo ga imeli pred tem. Ve¢ podrobnosti najdemo v [9].

4. Osnovni izreki o barvanju grafov

V praksi sreCamo v zvezi z barvanjem grafov predvsem probleme, kako
obarvati dani graf s ¢im manj barvami. Pri tem je navadno zelo koristno, ce
znamo dolociti kromati¢no Stevilo grafa. Nacelno to lahko storimo tako, da
pregledamo vsa moZzna barvanja, vendar je taka metoda v praksi neuporabna
zaradi velikega Stevila moznosti — problem je NP-tezak [7]. Navadno sku-
Samo s pomocjo lokalnih lastnosti grafa oceniti njegovo kromaticno Stevilo.
Omenimo, da nobena od znanih ocen v splosnem primeru ni posebno dobra,
Ceprav navadno dobimo kar dobre rezultate (primerjaj izrek 2). Oglejmo si
nekaj enostavnih ocen kromaticnega Stevila grafa. |

Naj bo K podmnozica toCk grafa G, ki v G dolocCa poln podgraf, tj., vsaka
toCka iz K je sosedna z vsako drugo tocko iz K. Pravimo, da tocCke iz K dolo-
cajo kliko v G. Ce oznacimo z w(G) velikost maksimalne klike v G, velja:

Izrek 1. ¥(G) = w(G).

Dokaz. Naj bodo x4, xs, ..., x, toCke, ki sestavljajo maksimalno kliko v G.
Pri poljubnem barvanju so te toCke obarvane razlicno, zato je jasno, da po-
trebujemo vsaj w(G) barv.

Za mnoge pomembne druzine grafov je znano, da zanje velja enakost v iz-
reku 1. Pri prakticnem dolocanju y(G) nam to ne pomaga mnogo, saj je tudi
problem dolocitve w(G) NP-tezak [7]. Presenetljivo pa je, da je ocena izreka 1
v sploSnem lahko poljubno slaba. To nam kaze na primer Ze naslednji izrek:

Izrek 2. Za poljubno naravno Stevilo n obstaja graf G,, ki nima trikot-

Dokaz. Uporabili bomo induktivno konstrukcijo Mycielskega. Naj bo G; =
= K in Gy = Ks. Za vsak n > 2 pa dobimo G, 1z G, takole: ¢e je V(G,) =
= {v1, Va, ..., Vi}, potem grafu G, dodamo k + 1 toCk x4, %3, ..., X541 in za
i =1, 2, ..., k povezemo x; Z X1 1n z vsemi toCkami v G,, ki so sosedne z v,
(glej sliko 3 za n = 2, 3). O¢itno je, da tako dobljeni graf G,.; nima trikotni-

Slika 3
kov. Ce njegove toCke vy, va, ..., Vv Obarvamo z n barvami (uporabimo kako
n-barvanje grafa G,), zatem za i =1, 2, ..., k obarvamo x; z isto barvo kot

v; in x4 z barvo n + 1, dobimo (n + 1)-barvanje. Torej je »(G,,1) < n + 1.
Bralcu pa prepus¢amo dokaz, da grafa G,,; ne moremo obarvati le z n ali
manj barvami,
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> w = 2, bi lahko napravili pO-

n in velikostjo

@E‘EOSM“VE@}SQ Zgornjo mejo pa nam daje ﬁaﬂ@dﬁﬁ izrek:
). Naj bo A(G) : . grafa G.

7(G) <

povezan In ni nitl poln graf niti cikel lihe dolZzine, je celo 4(G) < A4(G)

Dokaz. Dokazali bomo le prvo, slabso oceno, ker drugi del zahteva vec dda@
Na j bo G > poljuben graf in k = A(G) + 1. Kako bi obarvali tocke grafa G
k barvami? Naﬂazw ‘m bﬂ@ kar s pozresno metodo [6]. Naj bodo vy, vs,
.., Vp toCke gmfa (. Obarvajmo vy z barvo 1, zatem v; z barvo 1, Ce v, ni
sosedna z vy, sicer pa z barvo 2. Tocke vs, vy nd@ barvamo po vrstli na podo-
ben nacin: uporabimo najmanjso barvo, ki jo lahko ima glede na to, da so
nekateri njeni sosedje Ze obarvani. Ker je stopnja vsake toCke manjsa od k,
lahko njeni sosedje porabijo najveC k-1 barv, zato z opisano pozresno metodo
ogotovo pridemo do konca.
hbo}j%mf@ ocene in postopka iz izreka 3 predstavija Welshi-Powellow po-
stopek, m je v svoge n bistvu le dopolnjena poéména metoda. Najpre] ure-
dimo tocke grafa G po padajocCih stopnjah, tako da je: d@g (vi} > deg (vo) >
: deg (v,). (Ce imata kaksSni dve tocki isto stopnjo, seveda ta raz-
yrstitev ni enolicna.) Za‘iem pa barvamo: toCko vy z barvo 1, tocke vs, V3, - -
vV, pa po vrsti Z najmanjsc prosto barvo. Na enak na@m kot v dokazu izrek
3 vidimo, da pri tem za bawame ceiega orafa porabimo kveCjemu toliko barv,
kot je stevilo

wp(G) = max {i; 1 < deg (vy) + 1}

Oceno si oglejmo Se na prmeru. Ce ima graf G stopnje tock 8, 6, 5, 5, 4, 3, 3, 3
1, potem je y(G) < wp(G) = 5. Oceno torej dobimo ze iz stopenj tock in grafa
samega ni treba poznati.

Brez dokaza omenimo sSe dve oceni kromatiCnega Stevila. Ce je

ki ima »n toCk in m povezav, potem je:

oraf,

nz/(nz —2m) < y(G) < 1+ Cm(n— 1)/n)':

razlicnih

najdaljse poti (pot je sprehod iz samih tock) v grafu

Ce je e dolZina

WGy e+ 1

Problem barvanja oratov je NP-tezak. NatanCneje povedano: za vsako na-
ravno stevilo k = 3 je odlocitveni problem, ali je za dani gral G 4(G) < k
NP-poln. Primer k = 2 je izjema. Omeniti moramo, da grafom, ki imajo kro-
maticno Stevilo manjse ali enako 2, pravimo dvodelni (ali bipartitni). T
jih imenujemo zato, ker lahko nariSemo tocke prve barve na levi, tocke d
barve na desni strani, povezave pa potekajo le med levim in desnim delom
grafa (glej npr. tretjo skico na sliki 1). Naslednji izrek, ki karakterizira dvo-
delne grafe, nam pove, da vsak povezan dvodelni graf lahko obarvamo s po-
Zre$Sno metodo tako, da poljubno tolko obarvamo s prvo barvo, vse njene so-
sede z drugo, vse njihove sosede zopet z barvo 1 itd.




Izrek 4. (Konig). Graf je dvodelen natanko tedaj, ko v njem ni nobenega
obhoda lihe dolZine.

Dokaz. (=) Ce je G obarvan z dvema barvama, gotovo ne more vsebovati
cbhoda lihe dolZine, ker bi Ze na tem obhodu morali porabiti vsaj tri barve.

(<) Ce v G nimamo nobenega obhoda lihe dolZine, potem vsako kompo-
nento grafa G obarvamo po opisanem postopku. Ce bi pri tem prisli do »pro-
tislovja«, je jasno, da bi imeli v G obhod lihe dolzine.

Za konec si oglejmo Se enega najbolj znanih in najtezjih matematic¢nih
problemov, ki ima zvezo z barvanjem grafov — problem stirih barv (ved
o tem problemu lahko najdemo v [8]). Problem je leta 1852 pokazal Francis
Guthrie svojemu bratu, ta pa ga je povedal svojemu profesorju Augustu De
Morganu. Sprasuje naslednje: ali se dajo drzave na poljubnem zemljevidu
obarvati s Stirimi barvami? Natancneje: recimo, da imamo zemljevid in da
zelimo pobarvati ozemlja, ki pripadajo posameznim drzavam tako, da bosta
vsaki dve dezeli s skupno mejo pobarvani razlicno. Pri tem predpostavljamo,
da je ozemlje vsake drzave povezanc. Ali nam za to zadostujejo ze Stiri barve,
ne glede na to, koliko dezel je in kako soc razmeScCene? Zemlievidu lahko pri-
redimo (dualni) graf: za tocCke izberemo »glavna mesta« drzav in dve tocki sta
sosedni, Ce imata dezeli skupen kos meje. Tako dobljeni graf je planaren, kar
pomeni, da ima tako ravninsko realizacijo, da se sliki nobenih dveh povezav
ne sekata. Problem stirith barv lahko formuliramo tudi takole: ali je vsak
planaren graf 4-obarvljiv?

Problem S$tirih barv je bil neresen do pred nekaj leti. Leta 1976 pa sta
Appel in Haken objavila njegovo resitev [1, 2].

Izrek 5. Vsak planarni graf se da obarvati s Stirimi barvami.

Dokaz je izredno zapleten in se v koncni fazi reducira na skoraj 2000 po-
sebnih primerov. Ti primeri so bili obdelani z raCunalnikom, zato nekateri
matematiki Se vedno mislijo, da izrek Stirih barv le ni popolnoma dokazan.
Tu ne gre toliko za dvom, ampak za filozofsko vprasanje: kaj je dokaz? Ne-
kateri so mnenja, da je to razmislek, ki smo ga sposobni doumeti in ki nas
prepriCa, da neka stvar velja. ObstojeCi dokaz je predolg in delo racunalnika
je prevec loCeno od nas, da bi bili z njim popolnoma zadovoljni.
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podana informacija o resevanju vecCparametricnih problemov

. Subj.

V sestavku je

v zadnjem gasu.

In the article the information about recent results for m
1S givern.

Zadnjih nekaj let se je podrocje, ki se ukvarja z veCparametri¢nimi p
blemi, obogatilo s sStevilnimi novimi rezultati (gl. [ p Napredek je dﬂsezsn
pri obravnavanju veCparametric¢nih pmbie mov v zvezl z diferencialnim C
bami, z integralskimi enacbami, v splosni monj}; v spel Hai 11
teoriji itd. Tudi ndm@arm veCparametri¢ni problemi so bili delezni prvih
obravnav, nekaj pa je bilo Smr}@nega tudi na podrocju numericnega rese-
vama vecpammetmcmh problemov. Brez izpeljav bomo navedh nekaj osnov-
h problemov in rezultatov s tega podrocja matematike

O « @ﬁmcm veCparametricnega pmbie na, o kiamﬁkacm in

pojmih smo bmh v Clanku [16]. \ ) problem
na kratko opisimo oblcajen Vecpammetmcm pmkm ki je v zvezi z -
maﬁmmi @naabanh Vzemimo sistem navadmh diferencialnih enacb z nezna-

y?,.{x,w} Xy € Wn bdﬁ ¥ =

— Q. ( x 7” Yy (x?} — 0 { 1 }

parametri in koeficienti a,,(x,), q,(x,) zvezne

funkcije na intervalih [a,, b,].

Ce cih posameznih intervalov Se robne

pogoje tele oblike

postavim
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y,(b,) cos B, — v,/ (b,) sin S,

?ﬂzi‘,2y

, vsaka enacCba ima »n parame-

enachb

-Liouvillov sistem

, 81 oglejmo le dvopara-

. zapisani sistem

- [A1 (1) + Ag aze(xy) — q1(x)] y1(x1) = 0
- [Ay Az (Xa) + g aga(Xz) — gal(Xa)] y2(xa) = 0 (1%)

Naj bo gy = a; = 0 in b; = by = 1, koeficienti a,s(x,), g,(x,;), v, s =1, 2 pa naj
bodo r@am@ m zvezne funkcije na intervalu [0 17. Spektralna parametra sta

Simo Se za ta dvoparametri¢nl primer robne pogoje
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y1(0) cos g —y/(0)sing; =0 0Z ay, i@

yi(1) cos py—y'1(1) sin gy = 0

¥2(0) cos az— 2" (0) sinae =0 0=, fe <@

y2(1) cos fg — yo'(1) sin By = 0 (2%)

To je Sturm-Liouvillov sistem dveh enacCb, vsaka pa vsebuje dva parametra.
Za ta sistem formuliramo dvoparametri¢ni problem takole: isCemo tak par
J = (11, 42), da sta obe enaclbi netrivialno resljivi. Ce sta torej yl(xl,z) in
ya(X2, 1) ustrezni netrivialni resitvi sistema (1*), ki 1zpoln3u;;eta pogoje (2%),
potem imenujemo produkt

yl(xl: /1) . yB(.XZ, &)

lastna funkcija sistema, ki pripada lastni vrednosti 1 = (i1, A9).

Postavljeni problem zapisimo Se v splosni (abstrakini) obliki. Naj bodo
H, H,, ..., H, Hilbertovi prostori. V vsakem prostoru H,, r =1, 2, ..., n, naj
delujejo operatorji A4,, B,;,, r,s=1, 2, ..., n, in sicer naj bodo operatorji

A: D) < H, - H,

sebi adjungirani in operatorji
Bm‘.‘ H,. —> H,.

sebi adjungirani in zvezni. SploSen linearen n-parametriCen problem lahko
zapisemo v obliki |
MAWHu, =0, r=12,...,n (3)
kjer je
n
M?'u) — Ar T 2 /18 BTS (4)

s=1

Take naloge resujemo v tenzorskem produktu prostorov (gl. npr. [12] pogl. II)
HzHi ®H2®e..® Hﬂ»

in pravimo, da je 1 = (14, 13, ..., 4,) lastna vrednost, ¢e ima sistem (3) netri-
vialno reSitev u = 3 Q uz ® ... Qu,, u,#0, r=1,2, ..., n, ki jo imenu-
jemo lastni vektor.

/Zveza med prvotno postavljenim problemom in temle sploSnim je ocitna,
vzemimo le Hr = L2'(ar: br): -B'rs yr(xr> — ars(xr) yr(xr) in Ar yr(x:r) — yr”(xr) T
— q,(x,) y.(x,). Definicijsko obmocje operatorja A, sestavljajo tiste funkcije
v.(x,) iz Cs(a,, b,), ki zadoSc€ajo Se pogojem (2).

Eno od tezjih in pomembnih vprasanj pri resevanju veCparametricnih pro-
blemov je tole: kakSne dodatne pogoje moramo zahtevati, da obstaja resitev
postavljenih nalog?

Pri obiCajnem Sturm-Liouvillovem problemu

y' +qx)y +r(x)y =0

predpostavljamo, da je r(x) > 0. Ustrezen pogoj pri dvoparametri¢nem pro-
blemu (1*) se glasi
ai1(x1)  aqe(xq)
+ o — | AulXy 12{X1 0
det [@rs(%r )]s — 12 = aa1(X2)  dga(xy) =

za vsak x = (x1, x3) [0, 1] X [0, 1].
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Take vrste pogoji se n’n@nu}ew defmzz‘m pogo;z moﬂﬁ obstajajo raz-

licne variante teh definitnih pogojev. Oglejmo si n@kaj primerov teh pogojev

pm abstraktnem vecCparametricnem problemu (3), (4). Problem izpolnjuje po-
imenovane stroge desne skalarne definitnosti, Ce je

r,s=1,2, ..., n

i

det [(B,s u,, u,)] >0

da je izpolnjen pogoj
Podobno sta defini-

za vsak u, e H,, |u,| = 1, je pogoj milejsi in pravimo,
desne skalarne definitnosti. No, ta pogoj se da $e omiliti.
rana leva definitna pogoja.

Kadar resujemo problem (3), (4) v tenzorskem produktu prostorov, ima-

mo opravitl z induciranimi operatorji. Vsak operator B, namrec inducira

Oper ator B,, v tenzorskem produktu prostorov H, ki ga definiramo s pred-

Ao = det [B,s], 7,

S
dimo operator 4y za 1 = 2

mzsmvhwa d@ﬁmmma mkle ska-

= det [(B,s %, y)], t,s=1,2, ..., n

ahko prej omenjeni strogi desni definitni pogoj zapiSemo takole
(A:@XPX) 2y>0

H, |x| = 1. Definitni pogoj torej pomeni, da je skalarni produkt
pozitivno definiten. S temi definitnimi pogoji se mnogo ukvarjajo ([1]). V delu
m SO emﬂneje obdelane razne oblike definitnih pogojev, zveze med njimi
in povedano je tudi, v kaksnih primerih ti pogoji sovpadajo. Nasploh lahko
recemo, da se obmvnava definitnih pogojev sedaj intenzivno Studira.

Znano je, da lastne funkcije veCparametricnega Sturm-Liouvillovega pro-
blema sestavljajo poln sistem v danem Hilbertovem prostoru. Torej lahko
element f tega prostora razvijemo po lastnih funkcijah v Fourierovo vrsto
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tako, da vrsta konvergira k elementu f po normi prostora. Ta vprasanja —
razvo] po lastnih funkcijah velparametricnih problemov in polnost sistema
lastnih funkcij — zadnje Case zaposlujejo nekatere matematike. Ob teh pro-
blemih pa pride do povezave z oscilacijskim izrekom ([5], [107, {11], [13]).
Eden takih zanimivih rezultatov, ki povezuje razvoj po lastnih funkcijah,
Kleinov oscilacijski izrek za sistem diferencialnih enacb (1) z robnimi pogoji
(2) in Se omenjeni strogi desni skalarni definitni pogoj je ([10]): Za vsako
n-terico nenegativnih celih stevil p = (py, pz, ..., pn) Obstaja taka lastna vred-

n
nost AP problema (1) z ustrezno lastno funkcijo y?(x) =] ] y,P(x,), da ima y,P
v notranjosti intervala (a,, b,) ravno p, nicel. =
Zelo dobro je bila v zadnjem desetletju obdelana spektralna teorija vec-
parametricnih problemov. Velina osnovnih rezultatov je zbranih v odlicni
monografiji B. D. Sleeman, Multiparameter spectral theory in Hilbert space.
Nekateri rezultati spektralne teorije so potrebni pri numericnem resevanju
veCparametricnih problemov. Pri privzetku o definitnosti (npr. strogi desni
definitnosti) se da videti, da eksistira operator A;-!. Potem imajo smisel tile
operatorji
G.S' == Ab—l AS: S = 1,2,

kjer so operatorji 4 dolocCeni z identiteto

ag, dJi. e v oy Up
n A, By .., B
Dasds =\ T
$=10
Am Bnl: ’ Bnn
Tu so aq, ay, ... a, poljubna Stevila. Pri dvoparametriCnem problemu se de-

terminanta skrc¢i na trovrstno determinanto.

V tenzorskem produktu prostorov H imamo, kot smo omenili, takole de-
finiran skalarni produkt

E[x: y] — (AO X, }’); x:y EH

Glede na ta skalarni produkt so operatorji Gy, s = 1,2, ..., n sebi adjungi-
rani. Pokazati se da, da operatorji Gy komutirajo. Na osnovi teh rezultatov je
mogoce abstrakten veCparametricni problem (3), (4) prevesti na sistem eno-
parametricnih problemov

Gou = J,u, s=12,..,mn (5)

kierjeueH,tj. u=u,Q@u;: ® ...Q u,.

Eden novejsih rezultatov s podroqa spektralne analize je naslednji: ce
poleg desne definitnosti v problemu (3) zahtevamo se, da so operatorji A4,,
r=1,2, ..., n omejeni in imajo kompakino resolvento, potem se da za
M.(2), r=1,2, ... n ugotoviti, da ima spekter, ki sestoji le iz lastnih vred-
nosti, te imajo konc¢no vecCkratnost in lastne vrednosti se goste le v neskonc-
nosti ([3]). Glavno sredstvo pri iskanju lastnih vrednosti in njihovih lastnosti
ob omenjenih predpostavkah so variacijske metode (princip minimaksa). Prvi
rezultati te vrste so bili spet povezani s studijem oscilacijskega izreka.

Ze iz teh skopih informacij lahko opazimo, da je teorija veCparametri¢nih
problemov v zadnjih desetih letih mocno napredovala in obstaja zanjo dovolj
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literature. Res pa je, da ni veliko Clankov, ki bi obravnavali numericno rese-
vanje veépammewiémh problemov. V glavnem je princip numericnega rese-
vama Gnkmmm problemov pmwdba na k@ﬂ@nﬂngez&n aig@bmmm pro-
opera atorji A, in B,, kvadratne 1 aﬁnk@ V Clanku [4] je alge-
braiéni - reSevan z variacijskimi metodami, v ¢lanku [6] sta aviorja

ietode, v prispevku

uombﬂa @S}ﬂOSH@V Rayleigheve kvocientne iterativne n

. k numeri¢nemu reSevanju teh problemov je
m; OT1] prevedba vecparameiri¢nega problema na sistem enoparame-
U’“wmh -- ov v tenzorskem produktu prostorov, da dobimo torej sistem
(5), zatem pa ga reéu@&me numericno. Po tej poti je uspd@ dobiti d@k&j
enostaven algoritem za doloCanje lastnih vrednosti ([15]). Ta aﬁgonm
pre nost. da ol ran}a vrstni red Eagﬁn - vrednosti. Metoda se izkaze za prak
ticno, ce matmk@ niso prevelikih redov.

Prav tako se dajo numericno resevati veCparametricni problemi za inte-
gralske enacCbe. Za ilustracijo zapisimo tak dvoparametri¢ni problem

[ K(x,y) u(y) dy

u(x) = A (J(x, y) u(y) dy +

T W ey T

v(x) = A1 [ L(x, y) v(y) (x, y) v(y) dy

dy + 1z § M
=

Tu je (14, 19) par lastnih vrednosti, (u(x), v(x)) ustrezen par lastnih funkcij in
f (x y} y} L{x,v), M(x,y) jedra stirih integralskih operatorjev, za katera
Mo, da so zvezne in gladke funkcije na nekem pravokotniku
/a diskretizacijo, m je prevedbo na algebraicni problem, so
ﬂjene tele numericne metode: metoda kvadraturnih formul,
jeder z degeneriranimi jedri in Galerkinova metoda. Dobljeni
= ﬂ@ m resujemo z eno od prej omenjenih metod ([7]). Seveda
pri diskretizaciji napake, vendar se dajo te napake v dolocCenih

Hm@n - analizirati in konstruirati asimptoti¢ne vrste za lastne vrednosti

msw anje konkretnih veépammetriéni | problemov je numeri¢no rese-
e 119 edma moznost. S to ugOmeijO Onéaj mo nforn aCHO 0 tre-
problemov lastnih vrednosti.

ju resevanja vegpam metricnih
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NOVE KNJIGE

ZILJAK V., Simulacija ra¢unalom, Skolska knjiga, Zagreb 1982, 245 str.

Pojav elektronskih raCunalnikov je povzrocil, da so iz zapraSenih predalov
priS$le na svetlo mnoge Ze skoraj pozabljene ideje (npr. Laguerrova metoda
za reSevanje algebrajskih enacb), obenem pa so zaradi njih nastala nova sa-
mostojna znanstvena podrocja. Med slednje lahko priStevamo tudi racunal-
nisko simulacijo. Knjiga je pri nas eden prvih poskusov celovite predstavitve
osnov te teorije. RacunalniSka simulacija je po svoji naravi eksperimentalna
znanost 1n bi ji zato lahko v nekem smislu ocitali matematiCno nestrogost.
Uporabimo jo na problemih, za katere je matemati¢na ali statisti¢cna analiza
preobsezna ali pa sploh ne da rezultata. Po drugi strani bi si pogosto zeleli
bolje spoznati mehanizme delovanja v obseznih realnih procesih.

Prvo poglavje nas seznani z osnovnimi pojmi teorije: sistem, model, pro-
gram, simulacija. Drugo poglavje obravnava statistiCne osnove simulacije, pri
cemer 1ma osnovno vlogo slucajno generiranje Stevil in slucajnih spremenljivk.
Ob tem je potrebna tudi analiza podatkov in celotnega eksperimenta. Naslednje
poglavje je posveCeno simulacijskim jezikom. V kratki zgodovini simulacije
jih je bilo razvito kar lepo Stevilo, vendar jih je le pesScica ostala pri Zivljenju:
Med njimi je GPSS (General Purpose Simulation System), ki je precej raz-
Sirjen tudi na nasih racunalnikih, zato mu je posvelena velina poglavija.
Zadnja tri poglavja obravnavajo konkretne primere simulacij, ki so vse reali-
zirane s pomocjo jezika GPSS. Med njimi zavzemata posebno mesto simulacija
racunalnika in cakalnih vrst. Knjiga ni pretezka in je tako dobrodos$el pri-
pomocek vsem uporabnikom (inZenirjem, ekonomistom, sociologom, psiholo-
gom), ki se s simulacijo sreCujejo v vsakdanji praksi, tistim, ki se s tem
podrocCjem Sele seznanjajo, pa je primerna tudi kot u¢benik. Na koncu vsakega
poglavja je navedena obseZna bibliografija, tako da radovedni bralec ne bo
v zadregi, kje iskati dodatno znanje.

Sandi Klaviar
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. Class. (1980) 15A18, 15A 24

V tem ¢lanku so izpeljane nekatere izmed osnovnih lastnosti zdruzenega spektra
za operatorje na konénorazseznih Hilbertovih prostorih. Nato je izracunan spek-
ter elementarnega operatorja v primeru, da je vsaj ena od vecteric, ki ga defini-
rajo, komutativna.

s E E.;.

In this article, some basic properties of the joint spectrum of operators on
finite-dimensional Hilbert spaces are considered. As an application, spectrum of
an elementary operator is characterised, when one of the defining n-tuples is com-
mutative,

Ogledali si bomo lastne vrednosti op@mmrja ki matriki X priredi vsoto
Ay X B+ ... +A4,XB,. Teh Opemwmev se je prijel vzdevek »elementarnix.
Prva sta ﬁh @bmvnamm G. Lumer in M. Rosenblum v ¢lanku [5], pozneje so
doziveli se obsirno n

1atematicno publiciteto (omenimo morda glanke (11, 2]
in Hm Da bi _

bi poenostavili pisavo, bomo najprej uvedli nekaj okrajsav.

0.1. DOGOVORI IN DEFINICIJE. Naj bo s# koncnorazseZen Hilbertov pro-
sfor 74 obzcamzm skalarnim pmdukiom L L) bomo oznacili mnoZico li-
nearnith operatorjev na . Direkino vsoto n pmmeﬂcov prostora ¢ bowio
oznacili s ", torej H" =H# D...DH. Operatorje Ay, ... A,eL(H) bomo
zdruzevali v n-terice, te pa bomo oznacevafz polkrepko, np;, A=A, ..., A,).
MnoZico vseh n-teric Opemmrjev na 3 oznacimo z F()yn. Rekli bomo, da
je nz‘emca komutativna, ce j@ A A =A;A za 1, =1, ..., n. Dve vecterict
B komutirata, ce je A; B; = B; A; za pohubna L in J.

Vecterice kompleksnih Stevil bodo mnastopale v dveh vilogah, enkrat pac
kot elementi Jf dmgzc pa kot tocke v zdruzZenem spektru (katerega defmwzja
sledi), zato jih drugem primeru podcrtovali, na primer A

=4 . A eC

Za poljubni n-terici A, B e L ()" zwedemo okrajsavo A .B = A, B, +

A, B,. Za A, u e C" definiramo analo gno A.uwind.A. Za operator X e (/f }
in vektor x e lahko definiramo AX — (A, X, ..., A, X) e L), X 4

= (XA, ..., XA,) in Ax= (A x, .. ﬁ xX) eHn, VSOM n-teric in mnozem@
n-terice s skalarjem sta deﬁnimna na obzcajen nacin. K dani n-terici A
adjngzmna n-terica A* je seveda sestavljema iz adjungiranih Opemz‘m'je'v
iz A. Ker bomo tudi konjugiranje v € oznacili z *, bo za mwnoZico S < C

St — {1*, 1eS).

Fiksi?’ﬁf?’?@@ koncnorazsezna Hilbertova prostora ¥ in s ter n-terici
A e L(H)"™ in BeL(Ho)". Elementarni Ofpemz‘org% %( ' potem opera-
mmu X e L(Hs, H1) przmdz operator A X .B Torej je &%
e L(F(H2,31)). |

(Tukaj smo na primer oznako A4 X
menu, ker tmamo pac dva prostora.)

uporabili v nekoliko bolj splosnem po-
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Eno od najbolj zanimivih vprasanj v zvezi z elementarnimi operatorji je
naslednje. Kako lastne vrednosti operatorja #(A4,B) izraziti z lastnimi vred-
nostmi operatorjev, ki ga definirajo? Popoln odgovor Se ni znan, za zdaj je
treba predpostaviti, da je vsaj ena od mn-teric, ki doloCajo omenjeni operator,
komutativna. Ta primer je prvi razresil R. Harte ([3]) in njegove metode so
tesno povezane s pojmom, ki ga bomo uvedli v naslednjem razdelku.

I. Zdruzeni spekter

I.1. DEFINICIJA. Naj bo Aec¥%(#)". Potem je n-terica AeCn" zdruZena
lastna wvrednost n-terice A4, ce obstaja tak wneniceln vektor xes, da je
(A—A) x = 0. Takemu vektorju recemo zdruZeni lastni vektor n-terice A.
MnoZici vseh zdruZenih lastnih vrednosti recemo spekter A in jo ozmnacimo
s a(A). |

Ce je n =1 in torej 4 = (4,), se seveda g(4) ujema z mnozico (obiCajnih)
lastnih vrednosti operatorja Aj;.

[.2. IZREK. Naj bo AeC" in Ac L ()" Naslednje trditve so ekvivalenine.

(@) A¢a(4).

(b) Obstaja taka n-terica Be L(5£)", da je B.(4A— 1) = L.

(¢) Operator A~: ¥ — ", definiran z enacbo A~ x = (41— i) X, ...
(A,— 1,) X), je injektiven.

(&) Operator (A — A)*.(4— 1) je neizrojen.

DOKAZ. Trditvi (a) in (c) sta oclitno ekvivalentni. Iz (b) jasno sledi (a).
Iz (a) sledi, da je operator iz (¢) injektiven. Res, Ce je (4—A)*.(4A— A1) x = 0,
potem velja |

O=<<Ad—ND*. Ad—Dx, x>=<(A4—2Ax,

A—Dx>=2l|(4;—]
i=1

Torej je (A—2A)x =0 in po (a) je x = 0. Ker je operator (4—A)*.(4d— A)
injektiven, je obrnljiv, torej velja (C).

Iz (¢) sledi (b), kajti ¢e je C inverz za (4—A)*.(4—A), lahko deflmramo
B = C(4 — A)*, ki ocitno ustreza (b).

Za vecterici A e L™ in IBe X ()™ je o(A, B) seveda spekter (n -+ m)-te-—
rice (4, B)eL(#)ntm, Ker je lahko videti, da je o(4,B) c o(4) X ¢(B) 1n
zato g(A4) = o(4y) X ... X o(4,), je 0(4) vedno kon¢na mnozica. Naslednja pri-
mera pa bosta pokazala, da spekter n-terice vendar nima istih lastnosti kot
spekter operatorija.

Vse matriCne predstavitve operatorjev na € bodo vedno miSljene glede
na naravno bazo.

I.3. PRIMER. Naj bo # — C2, A; — [0 1], A, — [0 0] in A4 — (A, Ay).

0 0 1 0

Edina tocka, ki bi lahko bila v zdruzenem spektru a(4), je (0,0), toda enacba
As Ay + A1 A; = 1 jo izlodi, torej je o(A4) =

I.4. PRIMER. Naj bo spet.s# = C2, tokrat pa A4; = [1 1] , Ay = [1 0] in

0 0O 0 0
A = (A4, As). Lahko je videti, da je (0, 0) e a(4*), toda (0, 0) ¢ ¢(A4).
Kot bomo videli, je razlog za »Cudno obnaSanje« spektrov v zgornjih dveh
primerih to, da n-terici nista komutativni.
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Naj bo f p AeZ (). Izrek o preslikavi spektra pove, da je
ﬂg(A}) = @(ﬂm} mm} je mnozica lasinih wsdngsm oem’mr}a f(A } m@m@
1f(2), 2 e0(A)}. Ali velja kaj podobnega za zdruzeni spekter? Za komutativne
n-terice je odgovor pozitiven in to je najbrZz najpomembne]jsi raison d'etre
zdruzenega Sp@kﬁ“&

Oznacimo s (E(%W}m mnozico m-teric f {fl,,, ... fm), kjer so f? p@h~
nomi v u neko mutativnih spremenljivkah in je za X eZL(H), fF(X

gr. Potem obstaja taka n-tevica poli-
f A = fYd) . (4— D).

DOKAZ. Ce je f OHS tanta, lema velj ja, sa ] Ea hko vzamemo f
k@@fdmam funkcija z; za kak j, to paC pomeni z;((44, ..., A,) = A;, pomm je
V=o(0,...,0,1,0,... 0). Naj lema velja za polinoma g,
velja tudi za f = g + h, vzamemo pac fVY = gV + hY. Prav e,a,kg velja za f = g h,

v tem primeru je namrec

algebro P |
Iz tega ze lahko dokazemo »enosmerni« izrek o preslikavi spektra.
I.. TRDITE . Za poljubni vecterici A e L ()" n feP(L))™ velja

Ae ), X usf[r@zm zdruzeni lastni vektor in fiksirajmo j,
v e P(Z)mm, da je fi(d) — Fi(1) =

. lorej }@ {fjg _ 0

"Ker to veIJ a za vsak j, je fheo(f é‘é»

I.7. POSLEDICA. Naj bo AecZ(#)" in geP(L(#)"m. Potem za (n + m)-
terico pofmomm’ fe P(L()ymyntm, ki je definirana z enqcbo £(z) = (=, g(»),
velja enacba o( (A4 }} — {

“(a(A)).

Skratka, ¢e velterica polincmov vsebuje tudi vse koordinatne funkcije,

izrek o preslikavi spektra velja.
DOKAZ. Po prejsnji trditvi je

40( }E = {(ﬁi g)),

Ae Géﬁ” - G{fﬁ g(,fﬁ}}

(g@/f)ﬁ)m deﬁmmn z Qnao h(X E{E
__ eg{%’" }ﬂ ﬁn YV e L(s#™. Ce prejsnjo trditev Se enkrat upo-

rab mo, " 1mo
w— g(A) = h(d, u) e hlo(.

torej je u— g(d) = 0. |
Cisto v splosnem izrek o preslikavi spekira seveda ne drZi. Ce je na primer
d(A4) = 0 in f = z; koordinatna funkcija, je o(zi(A4)) = 0, Ceprav je z;(c(4)) = 0.
[.8. LEMA. Naj ] bo A cF ()" komutativna n-terica in naj komutira z n-te-

rico B ef{ﬁ/}m Potem je
o(B) = U{xeCm, (1, p) e o(4, B))

AcCH

= o(0, ..., 0) = {(0, . 0}

{,2(A4)) < o(h(4, g




DOKAZ. Cim je (4, u) e o(4, B), je u eo(B), torej je desna stran zgornje
enaCbe vsebovana v levi.

Naj bo peo(B) in 4 netrivialen podprostor, sestavljen iz zdruzenih last-
nih vektorjev za to lastno vrednost. Ker A; komutira z vsemi operatoriji iz B,
je £ invarianten za operator A;. Vzemimo poljubno Stevilo J;e ¢(44])
(0(4;].#) je neprazna mnozica). Tedaj je (11, u) € 0(41, B). Z indukcijo lahko

na ociten nacin sestavimo #n-terico A, za katero velja (4, u) e (4, B).

1.9. IZREK. Ce je A e L(#)" komutativna n-terica, je o(A4) = @ in za vsako
n-terico polinomov fe P(L(H))m je o(f(A)) = f(a(A)).

DOKAZ. Vzemimo u e o(f(4)). Po 1.8 obstaja taka n-terica 1 € C?, da je (4,
uw)e a(d, f(A4). Po L7 pa je Aea(A4) in u= f(A), torej je o(f(4)) < f(a(A)).
Obratna inkluzija sledi iz 1.6. Iz tega je oclitno o(4) = 0. |

Med drugim je torej zdruZeni spekter komutativne n-terice (4, ..., 4,)
dovolj velik, da prve komponente totk v njem tvorijo tono ¢(4;). Isto se-
veda velja tudi za vse druge operatorje v n-terici.

Oglejmo si nekaj (najbrZz znanih) posledic.

I.10. POSLEDICA. Ce operatorja A, Be¥(5#) komutirata, je ¢(A + B)
c o(A) + o(B) in o(AB) < o(A) o(B).

Opomba. Seveda je o(4) + o(B) = {a + f,ae€0(4),8c0o(B)} in podobno
velja za produkt.

DOKAZ. Vzemimo par (4, B) e #(5#)2 in polinom g, ki paru priredi vsoto
komponent. Po 1.9 je tedaj oA + B) = o(g(A, B)) = g(o6(4, B)) =cg(a(A) X
X ¢g(B)) = o(A) + o(B). Enako seveda pokaié’:emo drugo inkluzijo. '

I.11. POSLEDICA. Ce operatorja A in Q iz L(5¥) komutirata in je Q ml-
potenten, je ¢(A + Q) = ¢(A).

DOKAZ. Prepuscamo bralcu.

[.12. POSLEDICA. Ce operatorji Ay, ... AreP(s#) komutirajo, obstaja
taka ortonormirana baza ¥, da imajo glede na to bazo vsi operatorji zgornje
trikotno matriko.

DOKAZ. Operatorje zdruzimo v n-terico 4. Potem cbstaja A = (11, ..., Ay €
e 6(A4). Netrivialni skupni nicCelni podprostor operatorjev iz n-terice 4—A4
oznad¢imo z f. Razcepimo /# = £ D Ll in si oglejmo blone matrike, ki pri-
padajo operatorjem A; glede na ta direktni razcep:

0 AWM
A = [ 2 Ai(z)]

kjer 1; seveda oznacuje skalarni operator na #. Kratek racun pokaze, da tudi
operatorji A;® med sabo komutirajo. Torej smo problemu »znizali dimen-
zijo«, # pal lahko zamenjamo z #1 in A; z A;®. Z oclitno uporabo popolne
indukcije je dokaz koncan. |
[.13. POSLEDICA. Za komutativno n-terico A e L) velja o(A*) = o(A)*.
DOKAZ. PrepusCamo bralcu. |

I.14. POSLEDICA. Ce za kowmutativno n-terico AeL(H)" obstaja taka
n-terica Be L), da je A.B = I, obstaja taka n-terica Ce L ()" (ne nuj-
no enaka B), da velja C. A = I. (Tudi to za nekomauitativne n-terice ne velja.)

DOKAZ. PrepusCamo bralcu.
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V zvezi s msh avo spektra p@‘émbu}emo Se mie preprosto trditev.

¥ ustrezni Z druzeni

da v tem 3@
} e ﬁ,} X = @ in

(A) e P(L(H,, #,) operator, ki operatorju

Za operator Ae &
P (o, 1). Operatorju L(A) recemo levo

’ "o 1) priredi operator AX €9
Z @pemt mem A. Ce je B e@f(%q) je desno mnoienj?@ R(B) seveda
“ (B) X = XB. O pam 10 najprej tole: za poljubna A
in B vd j a L(A) R R(B) L(A). Priredimo seda] mn-terici op eratorjev A4 e
e L(H )" 1 -mriicg E@Vih mnoienj JC)N, n- E@r};m B eg(%gw pa
n-terico desnih mnozenj R(B)e L(57,, 5 1)". E |

Ce je A4 pozmbna n-terica in B komutativina m-terica, velja

c _]Ee 72 Vsak i (L(A;) — A X =0,
= (. ?oftem je se‘veda

. Na Lg pre j pokazimo, da je o(L(«
X Oty H1), ¢
. Na } bo vektor x e tak,

(% = 0, tore } }6

h dosiq d kazanega sledi o(L(4) '
Dokazati }6 treba Se obratno mkiumw
| A u € o(B). Teda] Q‘bsmga tak x e 5, da je (4 —
in, ker je p* ‘e g(B*), tak yeH#Hs, da je (B*—pu*)y = 0.
N0 z X Q yeL(H,,541) operator, ki vekmmu [ eH o pnr@di vektor
. To je seveda linearen operator. Za fiksen i in 7 €4» si oglejmo

— ) E®@y ) =A —1)(KLy>x) =<tL,y>A;—2)x =0

Z} — ;) @) () =x®v) (B;— ) 1) =
= <(B;—uw)t,y>x = f;(z%mﬂi*}y>xm@

Torej je ((L(4), R(B)) — (4, u))
X in v nenicCelna). Potem A, 1

Eema je do kazana.

 AceLH " in BeZF(H)r poljubni n-terici, ki defi-
mmm eZemem‘amz operator X = }eg(g(ﬁz,, 1))

rimeru, da je A RA) = Uo(d.B
AEo(4)

AEa(B)



DOKAZ. 7 g oznac¢imo polinom, ki 2#»-terici (a4, ..., a,, by, ..., b,) pri-
redi a; by + ...+ a, b,. V primeru, da je 4 komutativna, je potem

o(L(A4) . R(B)) = o(g(L(4), R(B))) =

(po 1.8) - =Uluec, (A, w) € o(L(4), g(L(4), R(B)))} =
(po I1.15) = (gcé“ =C, (4, u) e o(L(A4), g4, R(B)))} =
miéjcr{l uweC, (4, u) o(L(A), R(g(d,B)))} =
(po I1.1) = U{ueC, (A, w)eco(4d) XoA.B)} =Uosl.B)
AECn A€a(A)

Ce pa je komutativna B, dokaz poteka enako. |
11.3. POSLEDICA. Ce sta A in B komutativni n-terici, velja o(%#(A, B)) =
= a(A) . o(B). |
DOKAZ. To sledi iz II.2 in 1.9.

I1.4. POSLEDICA. Ce za operatorja A =L(31) in BeF (53 ter polinoma
feP(H)" in ge P(H ) velja A = f(A) in B = g(B), potem je o(%#(A4, B)) =
= f(o(4)) . g(a(B)). |

DOKAZ. To pa sledi iz I1.3 in 1.9.

Vzemimo sedaj 5#; = €7 in s = €S z naravnima bazama. Operatorje bomo
tako kar identificirali z ustreznimi matrikami. Tenzorski produkt matrik
Ae X(Cr) in B e #(C%) je matrika A ® B reda rs X rs, ki jo dobimo, Ce vsak
element a;; matrike A nadomestimo z matriko a;; B.

Oznacimo z D;; e #(5,,71) matriko, ki ima na mestu (i, j) enojko, sicer
pa same nicle. Mnozica {D;4, ..., Dys, ..., D, 1, ..., D,s} tvori bazo prosto-
ra L(H#,, #1). Kratek racun pokaze, da je matrika, ki pripada operatorju
A(A, B) v omenjeni bazi ravno tenzorski produkt matrik A in BT. Ker je (s po-
mocjo 1.2 in I.14) lahko videti, da je za komutirajoCe operatorje By, ...,
B, o(By, ..., B, = o(B{T, ..., B,T), smo s tem pokazali naslednjo posledico.

I1.5. POSLEDICA. Ce je AeP(#F)" komutativna mn-terica wmatrik,
Be #(H#2)" pa poljubna n-terica, velja

0‘(141 ® Bl + ce. A,-z ® BH) == U 0(.&, . B)

AEa(A)

Seveda analogna trditev velja, Ce je B komiitativna.
Posebej je torej za matriki A in Bo(A @ B) = ¢g(A) 6(B) in 6(AQ@ I +1® B) =
— o(4) + o(B). t
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Clanek poda pregled Coonsovih krp ter Gregoryjevega, Littlovega in B
vega kvadrata. Obravnava problem zvitosti ploskve in resitve v posameznih shemah.

The arude d@SCﬂbes C@ODS patches and Gregory’s, Little’s and Brown's square.
problem of twists and ways of solving it in different schemes is considered.

. Sheme za dﬁﬁmcuo ploskev ‘iemdmo na m’ierpoiacm ali
lokalne ali giobame odvisno od zahtev uporabe. Inter-
k« ali »] <Irp«, 0 dvisno od pod aﬂmv

Odaﬂﬂ diskretne tocke,

V industriji Obma}no - obhko avmm@hﬂa ali letala z mrezo krivulj,
kaiere m radi potegnili ploskve. *
4 je S. A Coong mwr oliral te podatke tako, da je razdelil p

A loskev
bmocja ali krpe in tvoril interpolacijsko shemo

Slika 2
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Bilinearno povezana Coonsova ploskev na enotnem pravokotniku S =
={0<u,v< 1} je

B(u,v) = [l — u u] ?E(l)’ 113] + [F(u, 0) F(u, 1)] 1 : v] —
"F(0,0) F(0, 1) [1 — v]

£(1,0) F(1,1).

]

— [1 —u u]
v

Shema interpolira osnovne podatke, krivulje na robu pravokotnika S.
Poglejmo si njeno izpeljavo.
RF3 Definirajmo linearni interpolacijski
operator kot preslikavo, ki funkciji f(u)
priredi funkcijo

(P1f) () = (1 —u) f(0) + uf(1)

Y - Enako definirajmo operator P; na
funkciji dveh spremenljivk F(u,v); ta-
ko dobimo linearni operator povezave

(PiE) (i,v) = (1 —u) FO,v) + uF(1,v)

Oglejmo si sliko funkcije P F.
Za ostanek F— P F bi Zeleli, da je na robu pravokotnika S enak ni¢. To
naredimo tako, da vpeljemo operator povezave P; Se za drugo spremenljivko
v. Funkciji g priredimo

(P2g) (v) = (1 —w)g(0) + v g(l)
“Na ostanku F — P{ F pa deluje P, takole
(Po(F— P F)) (u,v) = 1 —v) (F— P, F) (u,0) + v(F— Py F) (u, 1)

Slika 4

Ce k temu priStejemo P F, dobimo celotno aproksimacijo

(PE)(u,v) = (P{1F+ Py F—P{P, F) (u,v) =
= (1l —u) F(O,v) + uF{1,v) + (1 —v) F(u,0) +vF(u,1) —
—[(l—u) (1 —v) FO,0) 4+ u(l —v) FQ1,0) +
+ (1—u)vF@O,1) +uvF(,1)] (D

V tem primeru smo zgradili aproksimacijo (1) geometrijsko, njene interpo-
lacijske lastnosti pa lahko preverimo tudi algebrai¢no

(PF)@,0) =Fu,0) ([PF)wl) =rIul)
(PF)@©,v) =FQO,v) (PF)A,v) =F@,v)

Vidimo, da shema res interpolira podatke.

Gordon je opazil, da je (1) ravno Boolova vsota projektorjev (P{@ P,) F;
Clen P; Py F pa je poimenoval tenzorski produkt operatorjev P in Ps.

Utezne funkcije (1 —v), (1 —v) (1 —u), itd. imenujemo funkcije »pove-
zave«, ker povezujejo skupaj podatke, zato je celotno ime za P F bilinarno
povezana Coonsova krpa.
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2. Ct Coonsova krpa

Bikubi¢no povezano Coonsovo krpo definiramo na sledeC nacin: Funkciji

1) () =

cije k; in h—; kubiCne |

o= (1— 2@t +1) Iy = t(1— 1
hy = 12(3 — 21) h— = 12(t — 1)

operatorja povezave sta
(PLF) (u, v) = ho(wt) FO, v) + () F(L,v) + Fr=o(ut) Fuof0, ) + () Fio(1, v)
(Ps F) (u,v) = hy(v) F(u,0) + hy(v) F(u, 1) + h—y(v) Fo1(u, 0) + b~ (v) Fy1(u, 1)

Tu smo z Fi4, Fyq1 oziroma Fy4 Oznauh parmaﬁ e odvode na u, v oziroma
na obe spremenljivki. C

o(21) f(0) + Ry () f(1) + ho(a) {(0) + h—y(20) /(1)

lermitske bazne funkcije ene spremenljivke

kjer so funk

- o(2t) i1 (u0)] F(@ D 1+ Fa 0) Flu, 1) Fy 1(u D

[hg(u) 7

| u(v) |
h—(v) |
| i1 (v) |

kjer je

| F(1,0) F(1, 1) Fo,1(1,0) Fo (1, 1) |
)|

| F1(0,0) F14(0,1) Fy4(0,0) Fy1(0, 1
oL,0) Fio(1,1) Fy4(1,0) F4(1, D)}

jmo si podrobneje matriko B. Lahko jo razdelimo na

)

W

odvodi na v

zZvitosti

L1000 41,104x4

ObiCajno smatramo, da so neodvisni od

vrstnega reda odvajanja, torej da je o*r 0 , kar pa v stevilnih prime-

rih v praksi ne drzi. ouodv  0vou
Bikubi¢no povezana (1 Coonsova krpa ima osnovno pomanjkljivost prak-
ticne uporabe, da velja

Zvitosti so drugi mesani odvodi.

| = Fo1(u, 0)

v=90




le takrat in samo takrat, ko je

0 OF 0 OF
ou ov V=0 oV ou u=10,1
u=0,1 v=0

In podobno za v = 1.

Funkcija (P; @ Py) F je res zvezno odvedljiva, ¢e jo gledamo kot odsekoma
definirano ploskev, zato je trajalo nekaj Casa, da so uporabniki odkrili, da ni
nujno, da (P; & P9) F interpolira tudi odvode preko robu pov = 0 in v = 1.

Torej ni nujno, da originalna bikubic¢no povezana Coonsova ploskev inter-
polira vse podatke. Vse podatke interpolira le, Ce je zadosCeno pogoju

02k B 0F
ouov  ovou

v vseh stirih ogliscih. |

Te tezave resujejo novejSe sheme kot so Gregorijev, Brownov ter Littlov
kvadrat, ki si jih bomo ogledali kasneje.

Problem so skusali resiti tudi na enostavnejsi nacin.

Zvitosti so i1zenacili tako, da so jih postavili na ni¢. Zaradi tega se poja-
vijo ravni deli na bikubicni ploskvi, ki so jih imenovali »psevdo-ravninex.
Razlaga pojave ravnih delov je, da je ta aproksimacija natanc¢na le za linear-
ne funkcije u in v, krpa pa je bikubi¢no povezana.

2.1. Ct Gregoryjev kvadrat

Razlika med bikubicno povezano Coonsovo krpo in Gregoryjevim kvadra-
tom je samo v matriki B, pa se to samo v podmatriki »zvitosti« Fq;. Tu so
zvitosti zamenjane z »variabilnimi« zvitostmi

F,i =
U °F (0,0) + v °F (0, 0) U °F 0,1 + v—1) 0°F (0, 1)
oV ou ou Qv oV ou ou Qv
U+ v —_—y v —1
(1 — u) o°r (1,0) + v el 1,00 (u—1) il (1,1) + (v—1) 0*F 1,1) |
ov ou ou Qv oV ou ou Qv
. ] —u + v u+v—2 ]

2.2. Ct Littlov kvadrat

Little je popravil pedmatrike F, F,, Foq In F{1 matrike B.
Prva podmatrika je

Lz P, F(0,0) + v2 P, F(0, 0) w?P1FO,1) + A —v)* P F(O, 1)
F prm—y

u’2 ._I_ V‘2 | u2 ._I.._ (1 —— 1;)2‘

[(1 — )2 P F(1,0) +1v2 P, F(1,0) (1—uw2P{F(A,1)+ (1 —wv)2P,F(1,1)
(1—u)2 + 12 (1—u)2+ (1—wv)2

kjer je
P F0,0) =lim P, F(0,v) = lim F(0,v), itd.

y=>0 y—=>0
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0Ps F

F
0,0) + v2
ou

(0, 0)

U _{— vﬂ

U 0) +

Opz
ou

T 0,1) + 4 —wv 227

(0, 1)

ou

w4+ (1 —v)2
Py F

ou

1,00 A —u)?

1,1 + (1 —v)pe2

P, F
ou

I —u + v2

kjer je

in podobno

l—u+ (1—v)2

" 010y — 1m0 0,3

v->0 d

(u 0) = hmg--(w 0)
>0 Ou

Py F

itd.

Pon+a—n?

ov

6, 1)

uz + 1 —v

i(}fﬁl I
oV

(L) +{d—w) 0

1,1
ov (1.1

kjer je

in podobno

Cetrta podmatrika -

L u

ov ou

0,0) +
o v()“()v

(1 —u)2

oOF

) = 1im 25 (o,
V} v-1—>0 OV( %}}

.0 — 1im OF (1 0

(1—u)

U+ v

2
P E o)+ v

ov ou

02P, F

ou Ov

u->0 OV

| J—

itd.

itd.

0zP o F

ou ov

0, 1)

—_—u +v—1

1,00 (u—1) &t
OV ou

2,1+ (v—1)

dsz.P@ F

(1, 1)

0 0

1%

U+ v—2
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kjer je

02P1F(0, 0) = L {OPlF(O, v)} _ 0 {OF O, V)} 1td.
ov ou ov | ou v \ou
V=10 v=0
in podobno
0*Pgy F (0,0) = 0 {OPQF (u, 0)} = 0 {OF (2, 0)} itd.
ou OV ou oV ou \gv
u=0 u=0

2.3. C1 Brownov kvadrat

Gregory je opazil, da se skriva napaka 1z Boolove vsote P; D Py, = Py
+ Po— P{ Py v Clenu P;Ps. J. H. Brown je 1znasel shemo za kvadrat, ki se
temu problemu izogne.

Naj bo
B F(u,v) = a(u,v) P{ F(u,v) + g(u,v) Py F(u,v)
kjer je
o 1 _ o 2 1..._.__ 2
aU, V) = =) i, v) = il —
u2(l — u)2 + v2(1 —v)2 u(l — )2 + v2(1 —v)2

Brownov kvadrat je konveksna kombinacija dveh operatorjev povezave Py F
in Py F, ki interpolira funkcijo F in njene normalne odvode na robu kvadrata.
Funkcija BF je simetricna, saj je a(u,v) = f(v,u), pa tudi P; in P, nastopata
simetriCno.

Zakljucek

Primerjava Gregoryjevega in Brownovega kvadrata pri aproksimaciji sfere
pokaze, da je Gregoryjev v tem primeru natancnejsi. Gregoryjev preseze stero,
Brownov pa je pod njo.

Podobno bi bilo potrebno obravnavati tudi dvakrat zvezno odvedljive in-
terpolacijske sheme ter interpolacijske sheme na trikotnikih.
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h. Subj. Class. (1980) 10 A 40, 26 A 09

Stirlingova Stevila prve vrste so urejena v Stirlingov trikotnik prve vrste. V za-
porednih stolpcih so nanizane funkcijske vrednosti diskretnih funkcij y{(r), vo(n),

ya(n), ... argumenta n. V c¢lanku je izpeljan rekurzijski obrazec (10), v katerem je
izrazena funkcija y, (1) s funkcijo y,(n). Po tem obrazcu so izracunane analitiCne
izrazave (11), (12) in (13) prvih treh funkcij y,(7), yo(n) in y4(m).

a Stirling numbers of the first kind are arranged in the Stirling triangle of the
first kind. In the subsequent columns the values of discrete functions y(n), ys(n),

ya(n), ... are threaded. In the article the recurrence formula (10) is derived with

which the analytical expressions (11), (12) and (13) of the first three column func-
tions y(n), yvo(r) and ys(n) are calculated.

Po Skotskem matematiku J. Stirlingu (1692—1770) imenovana Stirlingova
Stevila prve vrste 5,7 so definirana z rekurzijskim obrazcem:

In

Syt =1 |

e (L (3)

Pascalov trikotnik, se ure-
prve vrste:

o urejeni binomski koeficienti v
lla prve vrste v Stirlingov trikotnik

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

V zaporednih solpcih tega trikotnika so vpisane zaporedne funkcijske vred-
nosti diskretnih funkcij:

yi(n), yo(n), ys(n), ..., y,(1), ...

argumenta n: {r, v + 1, r + 2, ...}. Tem diskretnim funkcijam bomo poiskali

ustrezne analitiCne izrazave.
V ta namen omenjamo najpre] nekaj simbolov in obrazcev iz analize dis-

kretnih funk Cﬁ .
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Diferencni operator A

Definicija: Af(x) = f(x + 1) —f(x)
Lastnosti: A(cf(x)) = c 4f(x)
A (f(x) + g(x)) = 4f(x) + 4 g(x)
A = A An—1

Antidiferencni operator A1
Definicija: 4 F(x) = f(x), A 1f(x) = F(x) 4+ ¢

Lastnosti: A1(c f(x)) = ¢ A1 f(x)
A= (f(x) + g(x)) = f’"l f(x) + 471 g(x)
A A =

AN — A-1 A—n+1

Eulerjeva funkcija

Definicija: A y(x) = 1/x, 4= 1/x — p(x) + ¢ (4)
Lastnosti: 4-11/x2 = — /(%) ' (5)
px + 1) = wx) + 1/x (6)
Fulerjeva konstanta:

C = 0,577 215665 .. (7)

k=n
pyin+1)=—C+ 3 1/k (8)

k=1
n=1: ypQ2)—1=—C (3a)

. k=n-1
W' (n) = n2/6 — X 1/k?2 (9)

k=1

Rekurzijska enacba

Izpeljimo rekurzijsko enacbo, s katero izrazimo funkcijo y,,:(1) s pred-
hodno funkcijo y,.(n). V ta namen uporabimo shemo, ki jo povzamemo iz
Stirlingovega trikotnika:

a r + 1
n v, (1) Vr11(1)
n 1 yr-l—l(n -+ 1)

Ob upostevanju definicije (1) dobimo po tej shemi relacijo:

Ve + 1) = y,(n) —ny,,1(n)
Vrpin + 1) +ny.,(n) =y.()
Ce se postavimo na stalisée, da je funkcija y,(n) znana, je ta relacija prav-

zaprav nehomogena diferenCna enacba prvega reda z neznano funkcijo
yr+1(n). Tej diferencni enacbi izraCunamo splosno resitev.
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Splosna resSitev je enaka vsoti splosne reSitve homogene in kake p
resitve nehomogene diferenéne enacbe.

Yrp1 + 1) + 1y, 4(n) =0

ngiﬂ3zz<3}%n}

kjer je ¢ poljubna konstanta in

t=n—1

P(n) = (— D)n—tz t = (— 1)n=t (n — 1)

f=1

Nehomogena diferencna enacCba ima posebno resitev

Y, 1(n) = P(n) 4~ (y,(n))/P(n + 1)) = P(n) A~ (y,(n)/(— 1)" nl)
Obravnavana nehomogena diferenc¢na enacba ima torej splosno reSitev:

S%(n} é
(— ) nl)

+ At

(10)

Yo 1) = (— D=t (r— 1)1 ¢

Pri tem je ¢ poljubna konstanta.

Ta obrazec je rekurzijski obrazec, po katerem racunamo funkcijo v, (1),
izhajajoC od poznane predhodne funkcije y.(1).

Analiticno izrazavo funkcije yi(n) v prvem
nika dobimo neposredno iz definicije (3):

stolpcu

Stirlingovega trikot-

yin) =(—1r1(m—1) n: {1,2,3, ...} | (11)
: {1, —1, 2, —6, 24, — 120, ...}

Anahﬂcn@ izrazavo | nkcu@ yg(n) \% drugem stolpcu Stirlingovega trikot-

(11): —(—Dr(n—1! (4 1n—c)
(4): — (=D (n—1! (p() —c)

Cimo ob uposStevanju zacCetnega pogoja y»(2) = 1 in dobimo

I = (2) —c

yo(n) = (— D (n—1)! (yp(n) + C) (12)

kK=n—1

— (—Dr (n— DS 1/k (122)

k=1




n: {2, 3,4, ...}
: {1, —3, 11, — 50, 274, — 1, 764, ...}

Analiticno izrazavo funkcije ys(n) v tretjem stolpcu Stirlingovega trikot-
nika raCunamo po rekurzijskem obrazcu (10):

yan) = (— D=t (n— 1)1 [ + 4=t 22 )
(— 1) n!
w(n) 1
(12): — (— 1)t (n— 1)! (c + g P e g ......)
n n
Po pravilu za antidiferenciranje per partes izracunamo:
vl ) _ |
A1 = A7 (w(n) 4 wn)) = p*(n) — A7 (wn + 1) 4 yp(n)) =
(6&4): = y2(n) — A (w o jﬂ) — (1) — A1 wi) b
n 12 " n?
(5): = 3 ypi(n) + 3 y¢'(1)
1R:mn—--—-l
2 2 —
(9): _ Y (n) +- ] A __ 1/k2

2 12 2/,
k=1

Ce vstavimo to v izraz za funkcijo ys(n), dobimo po preureditvi:

k=n—1
ys(n) = (— 1t (n—1lc _le + 2 S

Konstanto ¢ izracunamo ob upostevanju zacCetnega pogoja y3(3) =1 in do-
bimo:
1 1

C = ——Cz'm-mn'2

2 12
Lato je:

ys(n) = (— )=t (n —1)! (-—-li w2(n) + %w’(rz) + Cyp(n) + -;- C2

knl
— _1. (._... ])n—1 (n L 1) | ( (
2
k=1

n: {3, 4,5, ...)
. {1, —6, 35, —225, 1624, — 13132, ...}

2 k=n—1

Racunanje analitiCnih izrazav nadaljnjih funkcij y,(n), ys(n), ... po rekur-
zijskem obrazcu (10) postaja vedno bcelj zamudno zaradi neelementarnosti

Eulerjeve funkcije .
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SIGMA — 30,

Knjiznica Ljubljana

Raziskovalna naloga St.

02T /oxz = 0T /ot (1)

se dobi sedaj parcialna diferencialna enadéba 4. reda

ot8) = (1 + a) (03T /px2 01) + b(0*T

Konstanta a povezuje termicne in mehanske efekte in je navadno

v primerjavi z 1. Konstanta b je odwgna od velikosti telesa in gre proti 0, ko
osredo dim @nzue telesa cez vsako m zgornﬂ enacbi sta Ze predelan

imenzijsko obliko.
Avtor najprej obdela primer b = 0. Sedaj moremo enacbo (2) zapisati ko

[T(y, 04 3)

m j 1 diferencialni enacbi dcdamo seveda Se robna pogoja, npr. I(U
=0 in 7(1,7) = 0. Z uporabo Fourierove metode avtor dokaze, da je enacba
(3} Z zgormzma robnima pogojema enoli¢no resljiva pm vsak@m zacetnem po-
gﬁj u f(x,0) = ﬂf ) za dvakrat zvezno odved 1} ivo funk CHG f Enacba (3) se raz-
likuje od emacbe (1), zato imajo njene reSitve precej drugacne lastnosti kot
resitve enacbe (1). V posebnem — ne velja vel princip maksimuma. To pomeni:
éepmv je zacetna temperatura f(¢) > 0 za vse 0 <x <1, se more pripetiti, da
je temperatura T'(xy, ty) negativna za neki x4 in #,.

pogiaﬁvgzh 3 in 4 avtor Studira, kako resitve enacb (1) in (3) apmkszmzra}@
resitve enacbe (2). V zadnjem poglavju Studira vedenje resitve enacbe (2) pri
pogojih: zacCetna temperatura je 0, konca x = 0 in x = 1 pa drZzimo na pred-
pisani temperaturi f(z) oz. g(t).

Knjiga je napisana zelo skrbno, razumljivo in matemati¢no korektno.

klasiCne analize na delu, pri ocbravnavanju realnega fizikalnega problema.

Anton Suhadolc

Obzornik mat. fiz.




IZIDOR HAFNER

Math. Subj. Class. (1980): 03 E 99, 96 A 99

Clanek obravnava pojem mnozice drugace, kot je opredeljen z aksiomi teorije

mnozic. Odnos mnozice in njenega elementa bomo obravnavali kot odnos celote in
njenega dela.

The article is concerned with the notion of set, which is different from the no-
ticn of set of the set theory. The relation of a set to it's element is treated as a
relation of a whole to it’s part.

V aksiomaticni teoriji mnoZic velja izrek x = {x}. Prenekateri ucenec, di-
jak in celo Student, ki si mnoZice predstavlja povsem konkretno, pa enaci
objekt x z mnozico {x}, mnozico treh parov Cevljev z mnoZico Sestih cevljev
itd. Gre torej za druga¢no pojmovanje besede mmnozica. Naloga tega sestavka
je, da pokaze pot matematicno korektne vpeljave pojma mnozice v tem novem
smislu. Ena trditev Zze mora veljati: ReC x je isto kot mnozica, ki sestoji samo
iz x. Teorijo, v kateri velja ta izrek, je razvil poljski logik Stanislaw LesSniew-
ski (1886—1939).

1. Na vpraSanje: »Koliko ima tale mnozica elementov?«

bosta najbolj pogosta odgovora »Sest« in »Tric. Pri prvem odgovoru smo
mnozico zaznali kot gruc€o Cevljev, pri drugem pa kot skupino parov cevljev.
Ker govorimo obakrat o istem objektu in ker v smislu teorije mnozic mno-
zica ne more imeti hkrati Sest in tri e¢lemente, je jasno, da gre za drugacen
pomen besede mnoZica. Odprto pa ostaja vprasanje: ali se da na osnovi taks-
nega pojmovanja mnozic, v katerem ima lahko mnozica hkrati 3 oz. 6 ele-
mentov, zgraditi osnovni pojem matematike, to je pojem naravnega Stevila.
Problem je privlacden tudi zaradi dejstva, da govorimo o skupinah kot o kon-
kretnih predmetih in ne o abstraktnih objektih, katerih eksistenco bolj ali
manj prepricljivo zagotavljajo razliCne teorije mnoZic.

NasSa naloga bo zadovoljivo resena, ¢e bomo v simbolizmu matematicne
logike lahko zapisali izjave:

Mnozica Cevljev je isto kot mnozica parov Cevljev.

Pari so trije.

Cevijev je Sest.
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1€, ki niso d :
I nedefinirane in privzeti dodatne aksiome

namL zaznamm@ 110 nase cem@ z leve
” E.T ke imajo vlogo lasinih imen

: cevelj, levi Cevelj, desni @@Vdj in par cevljev zaznamujejo po vec
ari — prva sest, preogfgaie U‘i - po tri. Zam bam@ tem izrazom rekli obca

kadar je x lastno 1me, y pa lastno ali oble 1m
ob } jekt, ki @“a zazn%mme m’ie .

je resnicna natanko ted &j ,

1jo identitete

me®XEyAy8X

m Z 11 , m podajajo naslednje defi-
unije, navi dezne ga, imena in k@m p

nicije preseka,

[ 1Z2=Xey NnXeXZ
xevlUzZeXxXeyvxez
xeAdA<=xex A1 (Xex)

mo z naslednjimi

N XE <>XeX
2(x) = Jy 3

Z(yex AZex Ay ZZ2AVu(tex = u=vyv it =2))

Izjava 0(x) pomeni, da je x navidezno ime; izjava 1(x) je resniCna, Ce je X
lastno ime. Izjavo 1(x) preberemo: x je objekt.

Simbolicno izjavo 3(d) bi prebrali: desni cevlji so trije.
17 } am 2 ( AU B), 0(AN B)?
snnohzmu - rekli logika imen ah ontologija, kot jo je

imenoval njen tvorec Lesniewski.

Kaj pa pomenita

* ¢ ne pomeni niC¢ drugega kot je v stavku: Ljubljana je mesto. Drugace bi to
zapisali: Ljubljana ¢ mesto.




3. Poleg posameznih Cevljev so povsem konkretne tudi naslednje stvari:
trije pari Cevljev, skupina levih Cevljev, skupina desnih Cevljev, skupina vseh
cevljev. Zaznamujmo te objekte, pri cemer Stejemo pare od leve proti desni:
F,G,H, I, Jin K. Dejstvo, da je Cevelj A del para F bomo simboli¢no zapisali

Acsdel(F) (izjava A¢F pa ni resnicna)

V nasi teoriji je del osnoven, to je neopredeljen, pojem, ki zados$¢a $tirim
spodaj nastetim aksiomom.

Aksiom 1. Ce je objekt X del objekta Y, potem Y ni del objekta X.

Aksiom 2. Ce je X del objekta Y in je Y del objekta Z, potem je X del
objekta Z.

Naslednja definicija uvaja soroden pojem:

Definicija 1. Objekt X je element objekta Y natanko tedaj, kadar je bo-
disi X =Y ali pa je X del objekta Y.

Simbolicno bomo to relacijo zapisovali

Xe d(ﬂ

Zdaj pa Zelimo reci, da je objekt K mnoZica vseh nasih cCevljev. To bomo
zapisali
K ¢ Min(%)

Ta pojem vpeljemo z definicijo:

Definicija 2. Objekt X je mnoZica vseh stvari y natanko tedaj, kadar so
izpolnjeni naslednji trije pogoji:

— vsaj en objekt je y;

— vsak y je element objekta X;

— za vsak element Q objekta X lahko najdemo objekta R in S tako, da
velja: R je y, S je element stvari R in S je element stvari Q.

Primer. Lik K je mnozZica kvadratov (K{, Ko, Ksg,
K,). Krog C je del (in element) lika K. Tocka D je del
(in element) tako kvadrata K; kot kroga C.

Oglejmo si Se primer uporabe nasSih pojmov za
odnose med ¢rkami, besedami in stavkom.

Vzemimo konkreten stavek. Ta stavek je mnozica
besed, uporabljenih pri njegovem zapisu. MnoZica
uporabljenih samoglasnikov je del stavka. Mnozica
uporabljenih C¢rk a je del (element) mnoZice uporab-
ljenih samoglasnikov in tudi del stavka.

Naj bo S prvo nastopanje ¢rke a v stavku, R pa beseda, kjer se a prvic
pojavi. Potem je S element mnoZice uporabljenih a-jev in tudi element R-a,
ki je beseda stavka. |

Dva dodatna aksioma doloc¢ata popolnoma nov pojem:

Aksiom 3. Ce je objekt P mnozica stvari y in je Q mnoZzica stvari y, potem
je P isto kot Q.

Aksiom 4. Ce je kaksSen y, potem obstaja objekt P, ki je mnozica stvari y.

Te aksiome je zapisal Lesniewski leta 1916 [4].

Vprasanje, na katerega pa v tem sestavku ne bomo odgovorili, se pa na
tem mestu zastavlja, je, ali vsi modeli te teorije ustrezajo nasemu intuitiv-
nemu pojmovanju dela ali ne.
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Zdaj lahko zapisemo »Mnozica nasih cevljev je isto, kKot m

nasih parov.«

imo enostavno takole:

Ce pa zelimo reci, da F sestavljata dva cevlja, moramo definirati:

Objekt X je dvo;w _______ objektov y natanko tedaj, kadar obstajata objekta

- In Z Y mmnozica objektov ¥ U Z.
definicija izgleda takole:

Xe2(9) @AY, 2) (Y = ZAX

4. 1z definicije 2 sledi, da prazne mmnoZice ni, saj je pogoj, da je X
m@a y to, da je vsaj en ohbjeki: V.

bjekt isto kot mnozZica, ki jo sestavlja

Mnozica vseh
nicijama

5. MnoZice v nasem smislu so konkretni objekti, zato lahko z njimi de-
lamo vse tisto, kar lahko delamo z njihovimi elementi. Mnozico matematicnih
ploscic lahko obkrozimo, vrzemo ali izgubimo.

Jasno je, da se pojem mnozice uporablija v niZjih razredih osnovne Sole
v tem pomenu in ne v pomenu, ki ga opredeljuje teorija mnozZic.




Vsi izrazi A, Min(4), Mn(Mn(/)) so navidezna imena. Torej »A« ni ime za
prazno mnozico. Lahko bi definirali tudi unijo, presek in komplement ob-
jektov. Komplement univerzuma pa ne obstaja.

Naloge kot »Koliko ima tale mnozica elementov«?, obicajno ne delajo te-
zav, ker navadno neka lastnost, na osnovi katere smo mnozico razbili na dele,
1Zrazito 1zstepa. Ce pa imamo dve taki lastnosti, kot npr. pri
se stvari zataknejo. Zato bi se moralo vprasanje glasiti: »Koliko ima tale mno-
zica elementov, ki imajo lastnost«...? |

6. Za konec zapisimo aksiome mereologije, kot je to teorijo imenoval
Lesniewski, v simboini obliki:

Aksiom 1. X ¢ d@E(Y) = Y ¢ N(deE(X))

Aksiom 2. X edel(Y) A Y edel(Z) = X ¢ del(Z)

Definicija 1. Xcel(Y)<=X =Y v X s del(Y)

Deﬁnicija 2. Xe¢ Mn(y) < (d Q) (Q¢ y) A (V Q) Q¢ YV = Qe eE(X)) A
VO (Qcel(X) = HJdR,S)Y(ReyAnScel(R)A Seel(Q)))

Aksiom 3. PgMn(y) A Qé Min(y) = P =0

Aksiom 4. X ¢y = (I P) (P ¢ Mn(y))

Omenjena teorija ima naslednjo pomanjkljivost: V aksiomih nastopata
definirana pojma (element, mnozZica). Zato ne moremo reci, da relacijo del
opredeljujeta prva dva aksioma, temvec jo vsi Stirje. To pomanjkljivost je
odpravil Lejewski, ki je zasnoval mereologijo na osnovi enega samega aksi-
oma [3].

Mereologija nima kaksSne neposredne zveze s teorijo mnozic, Ce seveda
izvzamemo analogijo, ki bi jo lahko vzpostavili med pojmi ene in druge teo-
rije.

Bolj neposredna pa je zveza ontologije in teorije mnozic. Imenom prve
teorije ustrezaio mmnozice v drugi teoriji (navideznemu imenu npr. prazna
mnozica).

Osnove matematike, kot jih je zasnoval LeSniewski, sestojijo iz treh aksio-
maticnih teorij: prototetike, ki je neke vrste izjavni racun; ontologije (ki
vkljuCuje prototetiko) in mereologije (ki vsebuje obe drugi teoriji).

Lejewski je dokazal, da sta tako mereologija kot ontologija konsistentni
glede na protetiko [3].

Pri tem je treba poudariti, da noben aksiom ontologije ali mereologije ne
zagotavlja eksistence objektov. Ce bi dodali k ontologiji aksiom neskonc¢nosti
in aksiom izbire, bi se znasli pred podobnimi problemi, kot jih imamo z ne-
protislovnostjo teorije mnozic.

Drug problem je Russellova antinomija. Nacin, kako se ji izognemo v on-
tologiji, je obravnavan v [1].
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JANEZ STRNAD

k se ob stoletnici rojstva spomni dosezkov Nielsa Bohra v fiziki. Neko-
liko podrobneje obdela njegovo pot do modela za vodikov atcm — odmmm@ga od-
kritja stare kvantne mehanike. Posebej poskusa poudariti to, kar je Bohr dodal
obstojeCemu znanju. Nazadnje omeni usodg nekaterih odkum \ ﬁﬁﬂﬁ kljub 1z-
rednemu pomenu za razvej kvantne mehanike je dandanes Bohrov model zastarel.

On the occasion of the centenary of his birth the achievements of Niels Bohr
in physics are reviewed. Somewhat more in detail his way to the model of the
hydrogen atom — the decisive discovery of the old quantum mechanics — is consi-
d@md The article intends to expose what Bohr added to existing knowledge.
Finally, the fate of some discoveries in physms 1S mﬁmwmed in %pH@ of the extra-

Bohr's model today

Nielsu Bohru pripisujejo tri velike zasluge v fiziki: s svojim modelom
y@d}kovega atoma je usmeril razvo] kvanine mehanike, sodeloval pm zacetnih
korakih v jedrsko ﬁzﬁfo m @Sﬂ@iﬁ&ﬁ solo teorijske hfﬁ@@ m SO ﬂ pfmadah
fiziki 1z Stevilnih dezel in najbrz ni bi

Zivijenjs

n strokovna pot Nie

1885 7. oktobra, rojen v Kopenhagnu

1903 vpis na univerzo v m@mem mestu

1907 zlata medalja Kraljeve danske akademije za delo o merjenju povrsinske na-

@wsﬁ kapljevin

1909 magisterij z delom iz elektronske teorije kovin

1911 doktorat z delom, ki je nadaljevanje magistrskega

1911—1912 delo na univerzi v Cambridgu pri J.J. Thomsonu

1912 delo na univerzi v Manchestru pri E. Rutherfordu

1913 objava cClanka v treh delih O zgradbi atomov in molekul; predavatelj na uni-
verzi v Kopenhagnu

1914—1916 predavatelj na univerzi v Manchestru

1916 protesor za teorijsko fiziko na univerzi v Kopenhagnu

1917 CcClan Kraljeve danske akademije znanosti in umetnosti

1921 odprejo Institut za teorijsko fiziko na Blegdamsveju v Kopenhagnu

1922 osnovna razlaga periodne pregiednice elementov; Nobelova nagrada iz fizike
»Za ramskovam@ zgradbe atomov in sevanja, ki ga cddajajo«

1927 vprasanje merjenja v atomski fiziki, nacelo komplementarnosti

1933 vprasanje merjenja v kvanini elektrodinamiki (skupaj z Leonora Rosenfel-
dom)

1936 model atomskega jedra kot kapljice

1939 predsednik Kkraljeve danske akademije; teorija cepitve uranovega jedra
(skupaj z J ohnom

1940 Nemci zasedejo Dansko

1943 beg v ribiskem uomu preko preliva na Svedsko

1943—1945 sodelovanje pri angleskem in pri ameriskem nacrtu za izdelavo jedrske
bombe

1945 wvrnitev na Dansko

1950 odprto pismo Zdruzenim narodom

1955 predsednik danske Komisije za atomsko @nerguﬂ

1962 18. novembra, umrl v Kopenhagnu

Obzornik mat. fiz. 33 (1986) 3/4




razcleniti tudi druge Bohrove dosezke, se omejimo zgolj na njegov model
atoma ali iona z enim elektronom. Pot do modela, ki mu je prinesel Nobelovo
nagrado, je zanimiva tudi po fizikalni strani.

Bohra je uvedel v kvantno fiziko, kakor so jo pa¢ pojmovali v tistem casu,
njegov ucitelj Christian Christiansen, soodkritelj anomalne disperzije. Za ma-
gistrsko delo mu je dal temo o elektronih v kovini. Bohr je na nekaterih me-
stih izpopolnil teorijo, ki so jo oblikovali J. J. Thomson, Philipp Lenard in
Antoon Lorentiz. Tako je na primer popravil Lorentzov privzetek, da elektroni
trkajo z mirujocCimi ioni, in dobil izbolj$sano vrednost za razmerje med toplot-
no in elektricno prevodnostjo [2].

Nasprotja med napovedmi teorije in eksperimentalnimi ugotovitvami so
ga i1zzvala, da je posvetil doktorsko delo istemu problemu. V okviru kineticne
teorije plinov je uporabil enacbe klasi¢ne statisticne mehanike za elektrone,
namesto za molekule plina. To ga je napeljalo na misel, da utegne biti za
preostala nasprotja med teorijo in poskusi kriva klasicna mehanika.

Obdelal je Se vprasSanje, ali lahko vezani elektroni povzrocijo diamagneti-
zem, ko ga prosti ne morejo. (Pojasnilo je Ze leta 1905 ponudil Paul Langevin
z Larmorjevo precesijo krozecCih elektronov.) Zaradi tezav pri tem je zacel
dvomiti tudi o klasi¢ni elektrodinamiki.

Potem ko je obranil doktorsko delo, je odsel s stipendijo leta 1911 v Cam-
bridge k J. J. Thomsonu. Le-ta pa ni pokazal veliko volje, da bi razpravljal
o elektronih v kovinah. Morda je zameril Bohru, da je odklonil nekatere nje-
gove privzetke. Tudi pri eksperimentiranju Bohr ni dosegel dosti. Pritozil
se je, da je tezko najti potrebni pribor, ¢eS da vlada na Cavendishovem insti-

tutu nepopisen nered.

Thomsonov odziv... je bil precej manj ohrabrujoc. Thomson sploh ni verjel
v novo kvantno teorijo atoma, posebej Se zato ne, ker je pravkar... predstavil
nov model atoma, ki je — tako je trdil — pojasnil mnogo opazovanih pojavov, celo
fotoefekt, brez kvantov... Toda njegov odklonilni odnos Bohra ni zares prizadel,
Ceprav zaradi njega ni bil ravno srecen. »Thomson je Sel iz fizike« je pripomnil
pozneje, »in se ni nikoli zares vrnil vanjo, zato ker je ugovarjal edini pozitivni

poti.«
J. Mehra, H. Rechenberg [6], str. 193

Zaradi vsega tega je Niels Bohr marca 1912 presel na univerzo v Man-
chestru, kamor ga je povabil Ernest Rutherford. Tam je bilo tedaj zbranih
nekaj imenitnih mladih fizikov: H. Geiger, C. G. Darwin, H. G. J. Moseley,
G. de Hevesy. Poslusal je Geigerjeva predavanja in delal poskuse iz radio-
aktivnosti. Ze Cez nekaj ¢asa pa se je odlocil, da se bo ukvarjal samo s teorijo.
Menda je zmanjkalo nekega radioaktivnega preparata, pa je vzel v roke cla-
nek C. G. Darwina o absorpciji in sipanju delcev ¢, ki je pravkar izSel [3].
Darwin je privzel, da deluje na delec ¢ sila le v notranjosti atoma. Zato so
mu radiji atomov pojemali z naraSCajoim masnim stevilom in je dobil pre-
velike atome lahkih elementov in premajhne atome tezkih elementov. Bohru
se je zdel privzetek neupraviCen in je pojav obdelal po zgledu disperzije svet-
lobe. Ugotovil je, da je zmanjSanje hitrosti hitrih naelektrenih delcev odvisno
od frekvence nihanja elektronov v atomu. Poleg tega se je preprical, da vse-
buje vodikov atom en elektron in helijev atom dva, v tezjih atomih pa je
Stevilo elektronov priblizno enako polovici masnega Stevila. Clanek, ki ga je
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N. Bohr se jel Oiﬁﬁ E@m Mz ko se je lotil zgradbe atomov, opiral
WSU Saznam in m poskusal zdruziti. Na eni strani je upsmvai Spﬁmame
}@ pmsei M Planck E@m 1900, ko je i O}&Snﬂ ﬁkfwr telesa.
Sm ene rg ijo v obrokih

y je frekvenca sevanja in k& Planckova konstanta.
Eahk@ izmenja stena s sevanjem poljubno @nﬁrmw
relkocC prisilile, da je sprejel enacbo (1).

Eaﬂgk je pricakoval, da
Meritve pa so ga tako
Pozneje je V@ﬁk@ casa porabil za raz-
misljanje o tem, kako bi se vsaj delno izognil kvantom. (Izdelal je teorijo,
da stena sicer izseva energijo v obliki kvantov, a jo zvezno absorbira.) Albert
Finstein pa je leta 1905 privzel, da je sn@rggga sevanja sama razdrobljena na
obroke in v tej obliki tudi p@m}e
Na drugi strani se je Bohr opiral na Rutherfordo VO sliko atoma. E
kot delec z maso m in z negaﬁwm m osnovinim nabojem —e; je Smpu v tiziko
v gia‘vnem po zaslugi J. J. Thomsona E@m 1897. Kmalu je postalo jasno,
deli atomov. Tedaj se je pojavilo meéanje kako
m atomu porazdeljen pozitivni naboj, ki izravna ne-
gativni naboj elektronov. Leta 1902 }e lord Kelvin privzel, da pozitivni na-
boj EZPOHUUJS vso prostornino atoma in - Umw elektroni v njem kot rozine
V nem mu elektroni mir U} @30 eden v srediscu aﬁtO i
U‘g@ \ Oghsuh enakostranicnega trikotnika, snm@ v oglih
Ce jih zmotimo, zanihajo Z znagﬂno frek VENco in sevajo d@ktmmag-
netno Vaﬁovame s to frekvenco V tem modelu je bilo tezavno obravnavati
atom 1 &@ga je bilo stevilo znacilnih frek-

ktron

da so elektroni sestavni

Z vecjim stevilom elektronov,
mnogo premajhno.
Leta 1904 je J. J. Thomson uvedel nekoliko spremenjeni model. Elektroni
krozijo okoli sredis¢a po koncentri¢nih krogih v ravnini. Vsak krog spreime
doloceno sStevilo elektronov. Elektroni na notranjih krogih so mocCneje vezani,
elektroni na zunanjem krogu pa najsibkeje. Ti, valencni elektroni, dolocCajo
kemijske lastnosti elementa. Toda Thomson razprave ni nadaljeval in ni po-
skusil izraCunati ionizacijske energije. Najbrz se je zavedal, da je privzetek
0 krozenju v ravnini prevec¢ umeten.
Leta 1911 je Ernest Rutherford pojasnil velik kot, za katerega so se na
1th kovinskih listicih odklonili malostevilni delci ¢, s ¢isto drugacnim mo-
Pozitivni naboj je zbran sredi atoma v zelo majhnem jedru. Seveda
so v Manchestru vsi upostevali ta model, tudi Darwin in Bohr, ko sta obrav-
navala zaviranje naelektrenih delcev ob prehodu Skozi SNov.
Rutherfordov model atoma, v katerem j@dm spominja na Sonce in @]&@k«
troni na planete, pa 1ma resno pomanjkljivost. Po Maxwellovi dektmdm&
pospeseno se gzba}@u naelektreni delec, torej tudi krozeci elektron, seva. O
tem izgublja energijo, se bliza jedru m naposled pade vanj. V tem modelu
bl moral atom sevati @iekﬁomagnema valovanje s cCedalje vecjo frekvenco in
sploh ne bi mogel obstajati dalj Ccasa. Tudi Thomsonov model atoma je trpel
za to pomanjkljivostjo, le da bi pri njem zaradi manjSe sile pozitivnega na-
boja na elektron, ta krozil poCasneje in bi atom pocasneje izgubljal energijo
S sevanjem.
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Izkusnje govorijo popoinoma drugace. Atomi v plinu so obstojni in ne
sevajo, Ce jih ne motimo. Ko jih zmotimo, pa sevajo svetlobo doloCenih frek-
venc, se pravi, da imajo Crtast spekter. Nekateri spektroskopisti so proti
koncu prejSnjega stoletja obupovali nad tem, da bi sploh mogli pojasniti frek-
vence izsevane svetlobe. Drugi pa so atome primerjali z zvocili in si priza-
devaii dolociti frekvence, kot dolo¢imo lastne frekvence zvocil. V letu Bohro-
vega rojstva je svicarski ucitelj Johann Jakob Balmer, ki se sicer ni ukvarjal
s fiziko, objavil dokaj preprosto enaCbo za frekvenco $tirih ¢rt v vidnem delu

vodikovega spektra:
y =cR,(1/22—1/mn2) n=3,45,06

Pozneje je Svedski fizik Johannes Robert Rydberg s podobnimi enacbami
izrazil frekvence v serijah spektralnih ¢rt drugih elementov. Po njem ima ime
xonstanta R,

Po Ritzovem nacelu iz leta 1908, da navadno opazimo v spektru tudi ¢rto
s frekvenco, ki je enaka razliki frekvenc dveh crt, je bilo mogoce dati Bal-
merjevi enacbi za vodik obliko

y=cR,(I/m2—1m2) n<n (2)

Niels Bohr je poleti leta 1912 koncal kratek osnutek ¢lanka o zgradbi ato-
mov. Od vsega zacetka je iskal nove zakone, najbrz tudi zaradi izkusenj z elek-
troni v kovinah. Doseci je hotel, da bi bili atomi obstojni in bi sevali svetlobo
z dolocCeno frekvenco. Zato je dodal starim zakonom gibanja zahtevo o soraz-
mernosti med kineti¢no energijo elekirona in frekvenco krozenja vy,

Wk = K VEr (3)

Po zgledu Planckove enacbe (1) naj bi imel sorazmernostni koeficient K ve-
likostno stopnjo Planckove konstante. Enacbe ni poskusal utemeljiti, ¢esS da
to sploh ni mogoce.

Julija 1912 se je vrnil v Kopenhagen in jeseni zaCel s predavanji na uni-
verzi. V tem cCasu delo ni napredovalo. Decembra je prosil za dopust in se
umaknil na dezelo, da ga konca. Prebiral je delo Johna Williamsa Nicholsona
(1z tega leta), ki je tudi izhajal od Rutherfordovega modela in privzel podobno
enacbo kot (3). Sel je se dlje in je ob pojasnjevanju spektrov galaksij in sonc-
ne korone trdil, da se vrtilna kolicina elektrona ob sevanju spremeni za dolo-
ceno vrednost. Vendar se je popolnoma zanasal na ustaljeno prepricanje, da
sevajo krozeci elektroni valovanje s frekvenco krozenja. Zanimal se je tudi
za prehodna (vzbujena) stanja. V nasprotju z njim se je Bohr tedaj — konec
januarja — Se omejil na traino (csnovno) stanje, ceprav je omenjal spektralne
crte.

Mesec dni pozneje je Bohr poslal Rutherfordu cClanek, ki je na zacdetku
obravnaval pojem osnovnega stanja in zvezo med frekvenco izsevane svetlobe
in energijo stacionarnih (VszJenm) stanj. Kako je prislo do tega preobrata?
Bohr je povedal Leonu Rosenfeldu: »Brz ko sem videl Balmerjevo enacbo,
mi je bilo vse jasno.« Februarja 1913 se je pogovarjal s Hansom Mariusom
Hansenom, ki je delal v Gottingenu in se je razumel na spektroskopijo. Bohr
se dotlej zanjo sploh ni zanimal, ¢e§ da so spektri prezapleteni, da bi kaj
povedali o zgradbi atomov. Hansen mu je ugovarjal in ga opozoril na dokaj
preprosto Rydbergovo enacbo za frekvence spekirainih Crt. Bohr je v knjigi
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Johannesa S

Prvi del Bohrovega danka
bi atomov in molekul v Pl hilosophical M
gazine. Clanek se zacne takole: »Da bi
pojasnil rezultate poskusov s sipanjem
delcev a na snovi, je prof. Rutherford iz-
delal teorijo o zgradbi snovi. Po njej se-
stavlja atom pozitivno naelekireno jedro,
ki ga obdaja sistem elektronov in ga drze
skupaj privlacne sile jedra. Nadalje vza-
memo, da je jedro sedez bistvenega dela
mase in ima zelo majhne linearne razseém
nosti v primeri z linearnimi razseZznostmi
vsega atoma. Za stevﬂo elektronov v ato-
mu so ugotovili,
poloviéni relativni ammsm masi atoma.
Temu atomskemu modelu moramo posve-
titi veliko pozornost, saj je
pokazal, da se zdi privzetek o obstoju je-
der potreben, da pojasnimo poskuse s si-
panjem delcev a za velik kot.
V prizadevanju, da bi pojasnili nekatere
lastnosti snovi na osnovi tega atomskega
modela pa naletimo na tezave resne na-
rave, ki izvirajo iz dozdevne nes?tabﬂnosn
sistema elektronov.

SI. 1.

da }@dm Z nabojem

€g I

Starka nasel Balmerjevo enacbo in najbrz po kratkem poskusa

da je priblizno enako
~ whole atom.

Rutherford

LPhil, Mag. 8. 6. Vol, 26. No. 151.

bomo lahko sledili, zapiSimo nekaj prepmsﬂh enacb. Vzemin
l1iruje in krozi elektron okoli njega po krogu z mdg»

nju

do svojih enacb. Iz poslanega clanka je nastal prvi del tridelnega Clanka,
ki je izSel v drugi polovici leta 1913 (SL. 1) [5].

@
[SIXTH SERIES.]
JULY 1913.

I. On the Constitution of Atoms and Molecules,
By N, Bour, Dr. plil. Copenhagen®,

Introduction.

T N order to explain the results of experiments on sca%%eng
4. of « rays by matter Prof. Rutherfordt{ has given a
theory of the structure of atoms. According to this theory,
the atoms consist of a positively charged nucleus surrounded
by & svstem of electrons kept together by attractive forces
from the nucleus; the total newq‘ine charge of the electrons
is equal to the positive charge of the nucleus. Further, the
nucleus is assumed to be the seat of the essential part of
the masz of the atom, and to bave linear dimensions ex-

“eeedingly small compared with the linear dimensions of the

The number of electrons in an atom is deduced
to be approximately equal to half the atomic weight. Great
interest is to be attributed to this atom- model for, ae
Rutherford has shown, the assumption of the mastence of
nuclel, as those in queatmn seems to be necessary in order
to account for the results of the experiments on large angle
scattering of the « raysi,

In an :ttempt to explain some of the properties of maiter
on the buasis of this atom-model we meet, however, with
difficulties of a serious nature arising from the apparent

¢ Communicated by Prof. I, Rutherford, F.I1.8.
+ L. Rutherford, Phil. Mag. xxi. p. 669 (i.ﬁl}
] See also Geiger and Marsdm Phil. Mag. April 1013,

B

July 1913,

jem r s hitrostjo v. Za centripetalno silo poskrbi elektri¢na privlacna sila

mv2r = eg?/4m e 1> =
bi se naSe enacbe popolnoma ujemale z

Vpeljali smo g = (eg?/4x g2, da
Bohrovimi, a se ne bi bilo

elektrona sledi

Polno energijo atoma sestavljata
energija elektrona in jedra:

mogoce spotikati ob enote.

q/r®

/a kinetiCno energijo




Polna energija je enaka nicC, Ce elektron in jedro mirujeta v veliki razdalji,
in negativna, Ce sta delca vezana v atom. Iz zadnje enacCbe izracunamo radi]

r =% q*(—W)
in ga vstavimo v enacCbo za frekvenco krozenja
v = (V27 g2 ml) (— W)

Doslej so bile vse enaCbe klasiCne. Elektron se po njih lahko giblje po
krogu s poljubnim radijem. Ko se radij r zvezno spreminja, s€ spreminjata
zvezno tudi energija W in frekvenca krozenja yz,. Ker enacbe oCitno ne ustre-
zajo temu, kar opazimo, jim dodajmo klasi¢ni fiziki tujo zvezo (3). Iz nje
izracunajmo y;, = W;/K = (— W)/K, pa dobimo na desni strani zadnje enacbe

po krajsanju z — W zvezo 1/K = ]/T(—- W)Y:/x g2 m': in naposled

= — a2 q* m/2K>

Bohr je po vsej verjetnosti primerjal to enacbo z Balmerjevo enacbo (2) in
uganil, da je
K==2%nh

Na nekem mestu je utemeljil faktor 3 takole: Elektron naj spocetka mi-
ruje v veliki razdalji od jedra in naj naposled krozi po krogu z radijem r.
Spocetka je frekvenca krozenja enaka niC in naposled yg,. Zato paC uposte-
vamo povprecno vrednost (0 + y;,)/2 = 3 9,. Z zadnjo enacbo preide zveza
(3) v

Wi =—W=%nhy - (3b)
Takoj sledi
— — 272 g4 m/n2 h? (4)
in
vir = 472 gt m/nd hs
in Se

r = n2 h2/4x? g2 m (3)

Najnizjo energijo in najmanjsi radij dobimo za n = 1. Bohr je zanju s teda-
njimi podatki dobil — 13 eV in 0,055 nm.
Po zgledu Einsteinove enacbe za fotoefekt je privzel, da prevzame izsevani

kvant razliko energij atoma
W,—W,, =hy (6)

pa je dobil Balmerjevo enacbo (2). Koeficient
C Ry == 2;75[2 q4 m/h3

s tedanjimi podatki 3,1.1015 s-1 se je v okviru natancnosti pri merjenju uje-
mal z izmerjenim, 3,29 . 1015 s—1. Njegova danasnja vrednost 3,2898 . 1015 s—1, ni

dosti drugacna.

Bohr je trdil:

— da lahko »dinamic¢no ravnovesje atomov v stacionarnih stanjih obrav-
navamo v okviru navadne mehanike, prehoda med stacionarnima stanjema
pa ne« In

— da »ustreza prehodu izsevano valovanje z eno samo frekvenco, ki je
povezana z energijo s Planckovo zvezo«.
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Pozneje je izrazil »postulata« tudi v drugacni obliki. Na kratko lahko opi-
Semo vsebino Bohrove enacbe (6) takole: v klasi¢ni elektrodinamiki in v kla-
sicni fiziki sploh nihajoci sistemi sevajo valovanje s frekvenco, s katero ni-
hajo (v = »y,-), za atome pa to ne velja (y = vy,); pri njih je frekvenca izseva-
nega valovanja povezana z razliko energij.

Enacbi (2) in (6) sta se dobro skladali z merjenji. Za v’ = 2, n > 3 sta dali
Crte znane Balmerjeve serije in za n’ = 3, n > 4 Crte znane mfmrdew Pasche-
nove serije. V spektru laboratorijskih svetil so dotlej premerili 12, v spektru
vesohskih Svem pa 33 u‘i Bals erjeve senge Bohr je to pojasnil s povecanim

bujeni ith. Pri n = 12 meri premer 16 nm, kar
ustreza pmrpmsnﬁ nu razmiku med SQS@dHﬁ na molekulama v plinu pm

33 pa ze 120 nm, kar ustreza povpreCnemu razmiku pri tlaku
atoma pri prehodu iz visocko vzbujenih stanj opazujemo
le pri zelo mz kem tlaku.
Enacbi je mogocCe uporabiti tudi za druge sisteme z enim samim elektro-
m, ce nadomestimo g2 z Z g% in je Z Stevilo pozitivnih osnovnih nabojev
v jedru. Pri helijevem ionu He™ nastopa namesto g* izraz 4g¢ in so frekvence
stirtkrat veCje kot pri vodiku. Bohr je uvidel, da je mogoce ¢rti, ki ju je imel
Alfred Fowler za vodikovi, pripisati h@hju za 1’ = 3. loniziranemu heliju je
pripisal za n” = 4 tudi serijo, ki jo je Pickering v letih 1896 in 1897 opazil
v spektru neke zvezde.
Bohr je posebej pokazal, da pri aim@rjevi seriji mi mogoce
doseci druga_ce kot z enacbo (3) s K = 3 n h. Pri prehodu 1z stanja n v stanje
n—1 dobzmo za oklepaj E/{nmi)zmi/nﬁ (2n — 1)/n2(n—1)2, kar preide
pri velikem »n v 2/n3: frekvenca izsevanega valovanja y se tedaj priblizno ujema
s frekvenco krozenja y;,. V tem lahko vidimo zasnovo korespondencnega na-
cela: pri velikem n se nove enacbe zlijejo s starimi, klasicnimi.

Bohr je zaslutil pomen vrtilne kolic¢ine. 1z enacbe

Wilve, = 3mv3/(W2n7v) =amvr =gl

je razbral, da ima lahko vrtilna koli¢ina pri gibanju po krogih z dolocenim
radijem samo doloCene vrednosti: ' = n h/z;-rz

V nadaljevanju prvega dela Clanka je Bohr racunal tudi energijo skupine
elektronov, ki se glbhqo po krogu v enakih razmikih. V tem se je naslanjal
na stare predstave. V tem nad ahevanju in tudi v drugem in tre‘qem delu clan-
ka [5] o atomih z veC elektroni in o molekulah ni povedal Cesa bistveno no-
vega.

Za uspeh kake teorije so Se posebej pomembne napovedi, ki jih pozneje
potrdijo z merjenji [6]. Tako je Theodore Lyman ze leta 1914 odkril napove-
dano serijo ¢rt z ' =1, n > 2 v ultravijolicnem delu vodikovega spekitra.
Precej pozneje so odkrili Se infrardeCi serijizan' =4, n>5inn =6, n=>1.
Evan Evans iz Rutherfordovega laboratorija je na Bohrovo prosnjo potrdil
napoved o Crtah v helijevem spektru [7]. Na Evansovo objavo se je odzval
Fowler [8] z ugovorom: »Teorija dr. Bohra po moje ne daje dosti opore misli,
da izvirajo Crte od helija.« Bohr je takoj spoznal, v katerem grmu tici zajec.
Uposteval je, da krozita elektron in jedro okoli skupnega tezisca, in nado-
mestil maso elektrona m v Rydbergovi konstanti z reducirano maso m/(1 +




+ m/m;) [9]. Zaradi razlicne mase jedra m; se zato, natancno vzeto, Rydber-
govl konstanti za vodik in helij ne ujemata. Bohrov prispevek je preprical
Fowlerja: »Veseli me, da sem vzpodbudil zanimiv prispevek dr. Bohra in rad
priznam, da natancnejsa oblika njegove enacCbe dobro podaja opazovane Crte«
[10]. Vse to se je dogodilo Se leta 1913.

Z natancnejso obliko svoje enacbe je Bohr napovedal frekvence desetih
helijevih Crt ene serije, ki jih je Fowler poprej priredil trem razlicnim seri-
jam. Fowler (1914), Evans (1915) in Paschen (1916) so tudi to napoved po-
trdili. Bohrova teorija je dozivela kmalu Se nekaj sijajnih potrditev, na primer
pri merjenjih z rentgensko svetlobo (Moseley 1913) in pri opazovanju trkov
pocasnih elektronov z atomi (James Franck in Gustav Hertz 1914). Vsaka
1zmed teh bi zahtevala posebno razpravo.

Toda kljub temu ne smemo misliti, da so Bohrovo teorijo povsod nemu-
doma sprejeli. Znano je na primer, da jo je odklonil J. J. Thomson in da so
v Gottingenu nad njo Se nekaj Casa vihali nos. Toda pocasi je le dobila zalet.
Dalje jo je pomagal razvijati predvsem Arnold Sommerfeld v Minchnu, ki je
zapisal splosni pogoj kot ¢ p;dg; = n;h (n; =1, 2, 3). Pri tem je ¢q; generali-
zirana koordinaia in p; ustrezni impulz. Podobno, le da manj splosno, ga je
zapisal Paul Ehrenfest ze leta 1913. Nadalinja zmagovita pot je znana. Leta
1923 je Louis de Broglie pripisal elektronu nekaksSno valovanje z valovno
dolzino h/m: v [11]. Bohrov pogoj je tolmacil kot pogoj za ojacCenje valovanja:
2n v = n(h/mv). Erwin Schrodinger je odkril valovno enacbo za to valovanje
in s svojo valovno mehaniko odprl vrata kvantni mehaniki. Ze prej je Werner
Heisenberg uvedel matricno mehaniko. Schrodinger je kmalu spoznal, da sta
to le dva obraza iste teorije. Tako se je leta 1926 rodila kvantna mehanika,
ki ji je okoli leta 1929 Johann von Neumann dal matematicno podlago v teo-

riji sebiadjungiranih operatorjev v Hilbertovem prostoru.

Kratkemu opisu nadaljnjega razvoja Bohrove zamisli je vredno dodati Se
nekaj pripomb. Osnovna Bohrova zamisel je dozivela usodo vseh pripravljal-
nih fizikalnih zamisli. Kvantna mehanika, ki je zrasla iz nje, jo je odpravila.
V kvantni mehaniki gibanja elekirona sploh ni mogoce opisati s tirom. Tudi
elekiron v osnovnem stanju zaradi gibanja okoli jedra nima vrtilne koliine
l1/27, kakor bi sklepali po enacbi mvr = n h/2n, ampak vrtilno koli¢ino nic.

Razvoj je Sel od nazornih predstav k popolnoma abstraktnim koliCinam.
Tudi v nekaterih drugih veiah fizike je mogoce zasledovati tako pot.

V zvezi s tem ne moremo spregledati mocne zelje fizikov po nazornih pred-
stavah, ki pogosto ovira nadaljnji razvoj. Omenili smo ze Plancka, ki ga je
njegova enacba (1) spravljala v zadrego. Vse kaze, da se Bohru ni godilo dosti
bolje, Ceprav imajo njega za revolucionarja, ki je od vsega zacetka iskal nove
zakone, Plancka pa za konservativca. V mislih imamo prehode s sevanjem, za
katere je Bohr leta 1913 trdil, da jih v okviru klasi¢ne fizike ni mogoce ra-
zumetl.

Stevilni fiziki se niso mogli sprijazniti s to ugotovitvijo in so iskali moz-
nosti, da bi prehode nazorno razumeli. Gcitali so Bohru, da elektron ne more
»vedeti«, na kateri krog naj preskoci, in imenovali njegovo teorijo »strasnox.
Kaze, da je vpraSanje grizlo tudi Bohra samega. Leta 1924 je objavil skupaj
s svojim asistentom K. A. Kramersom in obiskovalcem i1z ZDA Johnom Sla-
terjem cClanek o kvantni teoriji sevanja {12]. Atom v stacionarnem stanju naj
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b1 obdajalo virtualno sevalno polje, ki naj bi sprozilo prehod in izginilo, ko
se pojavi pravo sevanje. Kako so si natanéno pred tavljali virtualno sevalno
polje, iz ¢lanka ni mogoce razbrati. Vsekakor pa naj bi poskrbelo za nekaksen
zvezen prehod iz zacetnega stanja v koncéno. Koliko jim je bilo do take kla-
sicno ubrane slike, kaZze dejstvo, da so se bili zaradi nje pripravljeni odpo-
vedati zakonu o ohranitvi @nemije Ta nai bi veljal le v povprecju Cez veliko
prehodmf ne pa za posamicni prehod. Ceprav je Bohr trdil, da gre za sliko
Sevama ki naj da cloveku zgolj obcutek in ki je ne bo mogoce preveriti
/4 memenﬂ SO JO owgia prav opazovanja. Walther Bothe in Hans Geiger sta
v letih 1924 in 1925 v Berlinu pokazala, da obstaja pri Comptonovem pojavu
v nasprotju s teorijo Bohra, Kramersa in . laﬁ:@z‘ja krajevna in Casovna kore-
Eadja med sipanim kvantom in odrinjenim elektronom [13].*

oigo je trajalo, preden so fiziki uwdsh da sevanja pri prehodu atoma ni
mogoce opisati tako kot sevanje velike antene. V kvantni mehaniki je mogOC@
podau zgolj verjetnost za prehod iz zacCetnega stanja v koncno na casovno
enoto. Pri tem naletimo na atom vedno ali v zaCetnem ali v konCnem stanju
nikdar v kakem vmesnem stanju. Tudi N. Bohru, ne samo M. Plancku, j
njegovo lastno odkritje povzrocalo tezave. Ni dvoma, da izvirajo te tezave vsaj
delno iz navezanosti na klasicno fiziko z njenimi preglednimi in nazornimi
Oisi pa je, da je drugi Bohrov prhfzet@k 0 pmhodih S sevanjem
ned stacionarnimi Stanﬁ povzrocal veliko ve¢ tezav kot prvi o stacionarnih
smnﬂh z doloCenimi energijami. |

[11 Niels Bohr, His life and work as seen by his friends and colleagues (ur.
S. Rozental), North ] Holland, Amsterdam 1968.

[2] U. Hoyer, i ohm Weg zur Atomtheorie, Phys. Blatter 83 (1982) 345.
[3]1 C. G. Darwin, A theory of the absorption and scattering of the a-rays, Phil.
Mag. 23 <w 1 2) 900—920.

[4] N. Bohr, On the theory of the decrease of wvelocity of moving electrified
particles on passing through matter, Phil. Mag. 25 (1913) 10—30.

[5] N. Bohr, On the constitution of atoms and molecules, Phil. Mag. 26 (1913)
1—25;, Part II, Systems containing only a single mucleus, Phil. Mag. 26 (1913)
476—502; Part 111, Systems containing several nuclei, Phil Mag 26 (1913} 857—875.

[6] J. Mehra, H. Rechenberg, The historical devefepmem of quanium theory,
Vol. I, Part 1., The quantum theory of Planck, Einstein, Bohr and Sommerfeld: Its
foundations and the rise of its difficulties 1900—1925, Springer, New York 1982.

71 E. Evans, The spectra of helium and hydrogen, Nature 92 (1913) 5.
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107 A. E@W]ier The spectra of helium and hydrogen, Nature 92 (1913) 232—233.
117 J. Strnad De Bmghmevo valovanje, Obzornik mat. fiz. 31 (1984) 151.

121 N. Bohr, H. Kramers, J. C. Slater, Uber die Quantentheorie der Strah-
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* Tega s tedanjimi merilnimi napravami ni bilo lahko narediti, saj Geigerjevih
Stevcev se ni bilo in sta uporabljala iskrna Stevca. Stevca sta bila povezana vsak
s svojim nitnim elektrometrem in koincidence sta zabelezila fotografsko. Bothe je

za to delo dobil Nobelovo nagrado leta 1954.




MARIJAN PROSEN

A97.10

Clanek opiSe dolocanje mase zvezd na nacin, ki je primeren za obravnavanje
pr1 fiziki v srednji Soli.

DETERMINATION OF STAR MASSES

A method of star mass determination is described suitable for use in secondary
school.

Masa zvezde je zelo pomembna, saj je od nje odvisna razvojna pot zvezde
[1]. Mase samostojnih zvezd z izjemo Sonca ne moremo naravnost doloditi
[2]. Osnovo za podatke o masah zvezd dobimo z opazovanjem tako imenovanih
vidnih dvojnih zvezd, to je dvojic, v katerih zvezdi krozita okrog skupnega
teziSCa. Obe zvezdi vidne dvojne zvezde loCimo z daljnogledom, medtem ko
s prostimi oc¢mi vidimo te zvezde enojne. Zorni kot med zvezdama namrec
ni vecji od nekaj deset kotnih sekund.*

V zvezdni dvojici je bolj svetla glavna zvezda, manj svetla pa spremlje-
valka. Lego spremljevalke gilede na glavno zvezdo doloCimo z zornim kotom p,
pod katerim vidimo zvezdi, in s kotom ¢ med zveznico obeh zvezd in smerjo
proti severu (sl. 1). |

180°

25041840
1912,1825_,—o

270° 90°/(E)

SI. 1. Navidezni tir spremljevalke v dvojni zvezdi 70 Kacenosca po opazovanjih
\% letihiod 1825 do 1912.

* Vidne dvojne zvezde, pri katerih loCimo zvezdi s Solskim daljnogledom, so
npr.: f Laboda (zorni kot med zvezdama: 35’), a Lovskih psov (20”), { Velikega
medveda-Mizar (15”), » Andromede (107). Gl. Astronomska opazovanja, Presekova
knjiznica 3.
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- Iz meritev, ki trajajo vec let ali celo velC deset let, narisejo navidezni tir
spremhevaike \ Obhki elipse (sl. 1). Glavna zvezda 7Z pa ne lezi v goriscu, S&j
je navidezni tir le projekcija pravega eliptiCnega tira na ‘tang@nmo ravnino
k nebesni krogli. Glavna zvezda seveda leZi v enem od gorisc pravega fira,
katerega Smdmce se pokriva s svojo projekcijo. Zato je daljica AP skozi sre-
disCe S elipse in giavno zvezdo Z projekcija velike osi pravega eliptiCnega
tira. Glavni zvezdi najbliZja toCka pravega tira spremljevalke se imenuje pri-
zvezdje (periastrom) P, najoddaljenejsSa pa odzvezdje (apoastrom) A.

Iz podatkov o navideznem tiru lahko izracunamo obhodni Cas ?, zvezde
spremljevalke, veliko polos a pravega tira, ekscentricnost in naklon tira k tan-
gentni ravnini. Ce poznamo razdaljo r dvojne zvezde* in zorni kot ¢, pod ka-
terim vidimo a pravokotno na zorno smer, iZzracunamo d = 7 q.

Ce sta m1y in my masi zvezd, lahko zapisemo tretji izpopolnjeni
zakon [2]:

(1 + mg) te2jad = C

C = 592.101 kg m—3 s2, Ce imamo moznost, da izmerimo Eege vsake od obeh
mf@zd glede na zelo oddaljene Sibke zvezde, ugamwmo Se velike polosi a4 in
h pravih tirov glede na njuno tezisce. Velja zveza [2], [3]:

Iz sistema enacb (1) in (2) pri znanih podatkih 7y, a, a; in ay izracunamo
maso posamezne zvezde.

Za zgled izracunajmo maso zvezd pri dvojni zvezdi Siriju (sl. 2).
Cas tp, meri 30 let, polos a pa je 3.1002m. Sledi my + mp = 64 .
= 3,2mg, Ce je mg = 2.103% kg masa Sorica. S sl. 2 ugotovimo, da je tezisCe
pn b hzno 2 krat blize Siriju A Siriju B. Torej je my/ms =~ 2. Sledi my ~

#1970

Sl. 2. Gibanje zvezd v dvojni zvezdi Sirij;

a-gibanje glavne zvezde- Sinja A (debela Cﬂa)

in spremljevalke-Sirija B glede na dalnje

zvezde; b-tira gibanja zvezd glede na skupno

teéiéée; c-tir gibanja spremljevalke glede na
glavno zvezdo.

196 0%

(c)

Razdaljo dobimo iz umemene paralakse p zvezde; p = d(}/?” ce je ap astronom-
ska enota 52}
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Omenjeni nac¢in dolo¢anja mase zvezd lahko utrdimo Se z dodatnimi zgle-
di. Bralec lahko izraCuna mase zvezd za tele dvojne zvezde: ¢ Voznika (¢ =
= 0,054”; p = 0,073"; z‘o = 105 dni; my/ms = 11/14), ¢ Dvojckov-Kastor (6,3";
0,072”: 420 let; 8/7), & Velikega medveda (2,57; 0,127"; 60 let; 49/51), o Ken-
tavra (18” 0,751”; 80 let 10/9) [4].

Po znanih masah in izsevih zvezd v dvojnih zvezdah so ugotovili statisti¢no
odvisnost med maso in izsevom. Z njo ocenimo maso enojnih zvezd iz zna-
nega izseva. Raziskave so pokazale, da meri masa zvezd od priblizno 0,05 do
okoli 80 sonc¢nih mas.
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NOVE KNIJIGE

LUDWIG G., An Axiomatic Basis for Quantum Mechanics, Volume 1 — Deri-
vation of Hilbert Space Structure, Springer Verlag, Berlin — Heidelberg —
New York — Tokyo 1985, VI + 243 str. |

V prvem zvezku dela o osnovnih konceptih kvantne mehanike poskusa
avtor zgraditi aksiomatsko osnovo za opis mikrosistemov, na primer elektro-
nov in atomov, izkljuéno s sistemati¢cno analizo odzivov makrosistemov, ki
jih uporabljamo za njihovo detekcijo. Tak mikrosistem najveCkrat sestoji iz
dveh delov, pripravljalnega in detekcijskega. Prvi del deluje na drugega, pri
tem je mikrosistem prenasalec interakcije. Aksiomi, ki opisujejo splosno em-
piricno strukturo interakcije med obema deloma merilne naprave, vodijo
do koncepta Hilbertovega prostora in observabel v kvantni mehaniki. V delu
so zelo natanCno analizirani procesi preparacije in registracije ter ustrezni
zakoni, med katerimi seveda zavzema pomembno mesto glavni zakon kvanti-
zacije, Ceprav se sreCamo z njim Sele proti koncu monografije. Knjiga je raz-
deljena na osem poglavij. Avtorjev originalni pristop k interpretaciji kvantne
mehanike je lahko pomembno izhodis¢e in vzpodbuda za nadaljnje raziskave.
Tisti, ki jih zanima osnovna struktura narave in vse, kar vemo o njej, bodo
z zanimanjem vzeli v roke to delo, ¢eprav ne predstavlja lahkega branja.

Peter Gosar
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m koledarskem matematiko na Institutu za m
matiko, fiziko in mehaniko Univerze v Ljubljani prijavil 20 raziskovalnih
nalog. Povecano $tevilo tem kaZe, da je obseg dela te ustanove porasel. V
daljevanju objavljamo kratke izvleCke vseh del.

s\gene strogo psev-

je f zvezna na U

primeru, da so koefici @nm spek i, p
in zadosten Za Spekﬁmmost emarnega operatorja. Podana }e iudi popoina
karakterizacija spektralnosti in predspektralnosti pOSpiosem

ﬂbeﬂawga prostora med nekaterimi lo-
ksnimi prostori. Dokazano je, da so vsa odvajanja in avtomeorfizmi
k} er je X bornoloski lokalno konveksen prostor, notranji. Dobljen je
- rezuhat da je vsak Fréchetov H-lokalno konveksen prostor z ortogonalno

n-absolutno bazo nuklearen prostor.

Naloga odgovo ri na nekaj vpras am o Op eratorskh enacbah
operatorjih, posplosenih odvajanjih in podobnih opemtorﬁh Ezpeh@ kmften}
za resljivost nekega sistema bilinearnih operatorskih enacb, dobljeni rezultat
pa uporabi pri proucCevanju zalog vrednosti elementarnih operatorjev. Dolod¢i
spektre elementarnih operatorjev na Calkinovi algebri ter bisWene numencne
zaklade ] ospiosemh odvajanj na Hilbert-Schmidtovem razredu. N

deli subnormalna in kvazinormalna posplosena odvajanja na Hi

(*1 JSZSXSIegc:kl raziskovalnih nalog iz leta 1984 so bili objavljeni v Obzornik m




tovem razredu ter izraCuna spekter operatorja x — a x +(a x)* na algebri B(H)
in na Calkinovi algebri.

141. N-spekiralni operatorji. Nosilec Matjaz Omladic¢, sodelavca Boris Lavric

in Peter Semurl.

Pojem n-spektralnega operatorja je naravna posplositev pojma #n-normal-
nega operatorja iz Hilbertovega v Banachov prostor. Izkaze se, da v refleksiv-
nih prostorih tudi za n-spektralne operatorje velja, da imajo pravi, netrivialni
invariantni podprostor. Podobno kot za spektralne, obstaja tudi zanje neka
vrsta razclenitve enote ter kanoni¢na redukcija na skalarni del in radikal.

142. Topologija homoloSkih 3-mnogoterosti. Nosilec DusSan Repovs, sodelavca
Janez Rakovec in Zlatan Magajna.

V prvem delu naloge je izdelana podrobna $tudija topologije homoloskih
mnogoterosti, s posebnim poudarkom na dimenziji 3, in njithova vloga pri
resevanju problema geometri¢ne karakterizacije topoloSkih mnogoterosti. V
drugem delu je nato konstruiran primer eksoticne posploSene 3-mnogoterosti
X z naslednjimi lastnostmi: (1) X je homogen prostor, (2) X je faktor topolo-
ske 4-mnogoternosti, (3) X ima lastnost Dehnove lemme, (4) X ima lastnost
loCevanja preslikav, (5) Ce je Poincaréjeva domneva nepravilna, je lahko X
povsem singularen in nerazre$ljiv prostor. Prikazana metoda konstrukcije je
uporabna tudi drugod.

143. Analiza stabilnosti nekaterih ra¢unskih procesov. Nosilec Zvonimir Bohte,
sodelavca Marko Petkovsek in Gabrijel Tomsic.

V prvem poglavju te naloge so navedene predpostavke in pomozne ocene za
analizo zaokrozZitvenih napak v aritmetiki s premicno piko. V naslednjih treh
poglavjih je analizirano raCunanje vrednosti polinoma in resevanje linearnih
diferencnih enaCb prvega in drugega reda. V zadnjem poglavju so zbrani trije
novi rezultati pri analizi Gaussove eliminacije za sploSne, diagonalno domi-
nantne in pozitivino definitne matrike.

144. Racunalnisko orientarine matemati¢ne metode, 10. del. Nosilec Janez
Grad, sodelavca Janez Barle in Viljem Rupnik.

V raziskavi so opisani nekateri algoritmi za invertiranje matrike, ki so upo-
rabni pri reSevanju linearnih programov. Njihova znacilnost je specifi¢en nacin
predstavitve inverzne matrike in razdelitev postopka v dve fazi. Poudarjeni so
problemi racunalniske realizacije algoritmov. Z obcasno reinverzijo bazne
matrike v okviru iteracijskega postopka reSevanja linearnega programa se
sprosCa pomnilnik in zagotavlja veCja natancnost rezultatov racCunalnisSke
obdelave. |

145. Analiza metod bilinearnega programiranja. Nosilec Stane Indihar.

V delu je dan pregled razvoja metod bilinearnega programiranja. Glede na
osnovne znacilnosti je mogocCe metode razvrstiti v 4 skupine: metode odsecnih
ravnin, metode pokrivanja poliedra, metode enumeracije, druge. Omenjene so
nekatere posploSitve bilinearnega programiranja in nakazane so moznosti
nadaljnjega raziskovanja.
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mzaﬁm nalogi so pmgieam novi rezultati v ve¢dimenzionalni aprok-

imaciji s poudarkom na polinomskih in odsekoma polinomskih funkcijah.
PokaZe se, da so problemi aproksimacije z vecdimenzionalnimi .

navezani na topolosko naravo baznih funkcij — nﬁhmf@ F@SHV@ pa
netrivialne posplositve rezultatov iz ene dimenzije. NasStefl SO ucmkmfm nu--
meri¢ni postopki pa tudi odprti problemi kot smernice bodocim

1ietod za reSevanje p

trajektorije za sistem nmfadm 1 diferencialnih enac¢b. Dodan je algoritem

reSevanje tega problema z avtomatskim prilagajanjem dolzine koraka. V drt

gem delu je obdelana prevedba linearne enacCbe drugega reda na Sm‘i@ftnmn
m linearnih enacb prvega reda.

Pri oceni }@ ireba uposStevati tri vzmk@ odsmpama od prave lastne wednogm
in funkcije: odmik sredisc¢a, kon¢no Stevilo Zzarkov in koncno Stevilo nivojnic.
Pokazano je, da je odstopanje v vseh treh primerih kvadratnega reda. Obstaj
upanje, da je mogoce metodo modificirati tako, da bi bilo odstopanje glede
na korak v radialni smeri Cetrtega reda.

V dem je opisana metoda za doiocame mkovmh porazdelitev na powsmah
vodnikov. T

ki je reSitev - integralske enacbe druge vrste. O
metoda, ki bazira na teoriji potenciala, za reSevanje inte-

idealnih
tenciala,

Obravnavana je resljivost logic¢nih problemov predikatnega racuna, kjer
iSCemo vrednosti za neznane individualne konstante. V primeru Smullyanovih
formalnih sistemov }e izdelan algoritem za iskanje vrednosti. Mgomtem je za-
snovan na metodi, ki se uporablja pri mehani¢nem dokazovamu izrekov. D
kazana je pravilnost in zadostnost te metode. Nekaj primerov teorij }@ pre«-
stavljenih v obliki, primerni za reSevanje po mpeh&nem algoritmu. Resenih je
tudi nekaj primerov.

V tem delu sta podana dva algoritma, ki povesta, ali je dana formula izjav-
nega racuna tavtologija ali ne. S pomocjo prvega algoritma se dajo reSevati
tudi logi¢ne enacbe.
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152. Bibliografija Josipa Plemlja in nekaterih odimevov na njegova dela v med-
narodni matematicéni in fizikalni literaturi. Nosilec Joze PovsicC, sodelavca
Ciril Velkovrh in Stanislav Zorko.

Naloga obsega uvod, sezname knjig in razprav Josipa Plemlja z odmevi
nanje ter ocene, ki jih je pisal Plemelj. Z letoSnjim letom je to delo zakljuceno.
Vsebuje vse podatke, ki jih je avtor nasel v zadnjih petih letih. Osebna biblio-
grafija Josipa Plemlja vsebuje 55 enot, cdmevov nanje pa je zbranih 1100.

153. Razvr$Canje v skupine — teorija in algoritmi. Nosilec Vladimir Batagelj.

V nalogi je problem razvr$c¢anja v skupine obravnavan kot optmizacijski
problem nad mmnoZico dopustnih razvrstitev. Zaradi NP-tezkosti uporabljamo
obic¢ajno za reSevanje problemov razvrS¢anja priblizne postopke. Izmed metod
za reSavanje problema razvrS€anja sta podrobneje razdelani metoda oblakov
in metoda zdruZevanja. Pokazano je, da lahko Wardov in sorodne postopke
zdruzevnja, ki temelje na Lance-Williams-Jambujevem obrazcu, uporabljamo
za poljubno razlicnost in ne samo za kvadrat evklidske razdalje. Narejeni so
prvi koraki k odgovorom na vprasanje: ali je dobljena razvrstitev globalno
optimalna? Izpopolnjen je splosni pristop k reSevanju rekurzivne enacbe, ki jo
dobimo pri analizi postopkov, osnovanih na nacelu »deli in vladaj«.

154. Topoloska teorija grafov in invariante grafov, 3. del. Nosilca Bojan M
in Tomaz Pisanski, sodelavci: John Shawe-Taylor, Aleksander M
Viarko Petkovsek, T. D. Parsons, Rok 50si¢, Janko Herga in Helena Godec.

Delo obravnava razli¢ne probleme teorije grafov. Sestavljeno je iz dvanaj-
stih prispevkov. Od tega se jih sedem ukvarja s topolo$ko teorijo grafov,
predvsem z vlozitvami grafov v ploskve. Drugi prispevki so predvsem algebr-
skega znacCaja. Osrednji temi sta polinom prirejanja in posplo$itve razdaljno
reguliranih grafov.

155. Algebrai¢na teorija grafov, 4. del. Nosilec Dragan Marusic.

V tem delu se avtor ukvarja s strukturnimi lastnostmi enostavno primitiv-
nih grup stopnje 2p, kjer je p prasevilo, ter z ustreznimi prirejenimi simetrié-
nimi 2p-grafi. Uporabljene metode se lahko naravno posplo$ijo na obravnavo
krepke regularnosti (2, n) — kroznih grafov. Na koncu je omenjen $e napredek,
dosezen pri reSevanju problema karakterizacije simetri¢nih gp-grafov.

OBISK BOLGARSKE AKADEMIJE ZNANOSTI

Balkanska matemati¢na zveza, ki povezuje Bolgarijo, Grcijo, Jugoslavijo,
Romunijo in Turdijo, ze dalj ¢asa prireja tekmovanja Studentov matematike
in mladih raziskovalcev (do 30 let). Na teh srecanjih, ki potekajo vsako drugo
leto in vselej v drugi drzavi Clanici, smo bili jugoslovanski predstavniki pogo-
sto uspesni — o nekaterih nagradah je porocal tudi Obzornik.

Od 27. julija do 2. avgusta 1984 je potekala v Sofiji VII. balkaniada, na
kateri sva z beograjskim kolegom Radoslavom Dimitricem zastopala naso
drzavo — na tekmovanju mladih raziskovalcev. Pravzaprav sem sodeloval le
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imel sredstev za potne stroske. .
boigarsk@ i

s svojimi deli, ker nisem
diplome prejel tudi povabilo za 10-dnevni obisk
v Sofiji.
Konec novembra 1985 sem to nagrado mdﬁ_ mkﬂnsm in na kmﬂm g.,ehm
porocati o svojem obisku pri bdgamkih topologih. Med bi m v Sofiji sem
stanoval na inStitutu za matematiko 1n mcunammw@ veliki petnadstropni
stavbi, ki sestavlja ogromen kompleks blokov bolgarske akademije znanosti.
Vedina matematikov, ¢lanov inStituta, je deloma zaposlena tudi na tamkajsnji
univerzi, kjer vodijo seminarje oziroma predavajo studentom matematike in
racunalnistva. Neprijetno pri tem }@ to, da sta si smvm instituta in fakultete
za matematiko in mehaniko precej daleC narazen. K m imel daljsi ciklus
predavanj, smo se nekajkrat sestali tudi na fakulteti, zato sem sam obcutil
to nevsecnost. Na institutu je poleg kabinetov in predavalnic tudi velik racun-
ski center in dobro zaloZzena knjiZnica.
Bolgarska topologija (za druge veje matematike bi to tezko ocenil ob tako
kratkem obisku) je tesno navezana na sovjetsko, kar seveda ne preseneca,
¢e se spomnimo na zgodovino minulih desetletij. Posledica je skoraj popolna
Speciaﬁza,dja na sploSno topologijo, ki je v Sovjetski zvezi ze tradicionalno
mocna dlsuphn& VecCina bolgarskih matematikov opravi podiplomski studij
Moskvi. Temu je prilagojen tudi akademski sistem v Bolgariji: namesto
magmten}a in doktorata imajo tako kot sovjeti — kandidaisko in doktorsko
disertacijo. Slednja je obifajno izjemno kakovostno raziskovalno delo in
presega nase kriterije za doktorat (podobno kot These d’'Etat v Franciji).
Bolgarska akad@mija znanosti izdaja dve kvalitetni matematicni reviji:
Comptes rendus in Serdica (ime je v davnih Casih nosila Sofija), pri tem p
objavha tudi Clanke 1z drugih podrocij. V Sofm xmago kar prece] menamdw
nih srecanj, ki so uspesna tudi zato, ker ponujajo priloznosti za stike med
matematiki zahodnih in vzhodnih dezel. Le poredkoma pa bolgarski m
matiki potujejo v deZele zahodne Evrope ali Se dalj preko meja, ¢eprav imajo
precej uradno navezanih stikov. Tako na primer topologi sodelujejo z nasimi
severnimi sosedi v Gradcu, z nizozemskimi topologi v Amsterdamu ter neka-
terimi univerzami v ZDA. Kaze, da imajo pri teh potovanjih prednost starejsi
raziskovalci, predvsem pa predstojniki institutov in posameznih kateder ter
dam vodstev mednarodnih znanstvenih organizacij.

Kot sem Ze omenil, sem med obiskom pripravil veC predavanj o svojem
dem Ker pa je poque geometrijske topologije bolgarskim
kolegom prakti¢no neznano, sem seminar razsiril na kratek tecaj o najnovej-
Sith rezultatih iz te discipline. Bil sem prijetno preseneCen nad zanimanjem
med nekaterimi mlajsimi poslusSalci (Studenti podiplomci oziroma staZisti
raziskovalci). Tudi predstojnik katedre za topologijo prof. D. Doi¢inov meni,
da bodo v nekaj letih poskusili mlajse kolege usmeriti v druga podrodja topo-
logije. Zato zelijo izboljsati stike z nami; doslej je Sofijo obiskala le pescica
jugoslovanskih topologov.

Prostega Casa nisem imel veliko, le za kratek ogled mesta. Zelo sem se raz-
veselil bogato zalozene knjigarne sovjetske tehniéne literature, v kateri so
imeli tudi ve€ino lanskih in letosnjih matemati¢nih izdaj. Tako kot v drugih
vzhodnoevropskih dezelah so tudi v Bolgariji sovjetske knjige relativno poceni.




BOHROVA RAZPRAVA Z EINSTEINOM

Razprava med Bohrom in Einsteinom sodi med najznamenitejSe znanst-
vene razprave. Ceprav Bohr in Einstein v tem primeru nista bila enakega

mnenja, sta se zelo spostovala in se imela rada.

A. Einstein je bil prepric¢an, da kvantna mehanika ni brez notranjih na-
sprotij ali da vsaj ne daje popolnega opisa pojavov. Prizadeval si je najti
zgled, ki bi to o€itno pokazal. Na Solvayevi konferenci leta 1930 je trdil, da je
mogoce krajevno in Casovno dolociti pojave, ¢e uposStevamo posebno teorijo
relativnosti, predvsem njeno zvezo med maso in energijo: W = mc2. Vzemi-
mo, da je sevanje zaprto v posodo z zrcalnimi stenami in da ob doloCenem
casu ura preko posebnega mehanizma za kratek hip odpre zaklopko, skozi
katero uide foton. Ura pokaze Cas, s tehtanjem posode pa lahko ugotovimo,
za koliko se zmanjSata njena masa in energija, torej kolikSna je energija fo-
tona. Po tem lahko ¢as in energijo dolo¢imo natancneje, kot dopusca Heisen-

bergova neenacba

ot oW > h (1)

Kaze, da kvantna mehanika ni brez notranjega nasprotja.
N. Bohr pa je po napornem razmiSljanju odkril vrzel v Einsteinovem

sklepanju: Einstein je pozabil upostevati svojo splosSno teorijo relativnosti.
Vzemimo, da visi posoda na vzmetni tehtnici. Ce dolo¢imo viSino posode na
dz natanc¢no, dolo¢imo njenc maso na Jém natancno. To sledi namrec iz Hei-
senbergove neenacbe 6z 6p > h, Ce vstavimo za nedoloCenost gibalne kolicine
dp nedoloCenost sunka teze: dp = S(mgt) = gt om; za merjenje imamo na
voljo Cas t. Iz neenacCbe in enacbe sledi ¢ §z > h/g om.
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Sl. 1. Znacdilna psevdorealistiCna risba po-

sode s sevanjem na vzmetni tehtnici. Za-

klopko odpre mehanizem, ki ga poganja
ura, v naprej dolocenem trenutku [1]
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Po splosni teoriji relativnosti* ura prehiti za §f, ¢e se dvigne za visno §z:

W in se zadnja neenac-
mehaniki torej ni notranjega nasprotja.

Braunschweig,

[11 N. Bohr, Atomphysik und menschliche Erkenntnis,
Wiesbaden 1985 4. pogl.

Janez Strnad

Do enacbe lahko pridemo hitro po ne ¢isto neoporecni poti, ¢e pripisemo fo-
tonu z energijo Ay efektivnho maso m* = hy/c?. V teinem polju Zemlje se polna
energija fotona, ki jo sestavljata energija Av in potencialna energija m*gz, ohrani:

hve + m*gze = hvy + m*gzy

Iz enacbe sledi za 87 = 2o — 24 In Oy = v — ¥1:

— Oy = 0t/t = g 0z/c?
Ce pribliZzno vzamemo, da se efektivna masa ne spreminja s frekvenco in da meri

Je—

atomska ura c¢as z nihajnim c¢asom, ki je obratna vrednost frekvence: odv/y =
=to(1/1).

Knjizica je tretja v seriji del Janeza Strnada, ki naj bi na ele: nentarnem 1ni-
voju predstavila kvantne pojave in kvantno mehaniko. V prvem delu — K
na fizika (MK Ljubhana 1969) se avtor drzi ustaljene poti v kvantno me-
haniko, v dmgem — Kvantna fizika za zacetnike (DMFA, Ljubljana 1980) pa ze
poskusSa z novim pristopom in ga v novem delu naprej 1zdela. Osnova za novo
sliko so pojavi v atomu in trdni snovi ter interakcija med snovjo in elektro-
magnetnim poljem. Na osnovi prvih vpelje nerelativisticno kvantno mehaniko,
na osnovi drugega pa skusa utemeljiti kvantizacijo elektromagnetnega polja
in 1z nje izhajajocCi pojem fotona. Pri tem polemizira z del¢nimi predstavami
o fotonu, ki so nastale ob razlagah fotoefekta in Comptonovega pojava. Delo
pa nikakor ne zakljucuje te razprave.

Za fizike bo pricujoca knjizica prijetno branje in vzpodbuda k razmisljanju
o stvareh, ki jih radi odpravimo na formalnih osnovah. Manj poudeni bralec
bo zlahka sledil prvemu delu knjige, drugemu pa le ob trdem delu.
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BATTESTIN J. Fizikalni praktikum prvi in drugi del, Drzavna zalozba Slo-
venije, Ljubljana 1985, 381 in 347 str.

Pomanjkanje ustrezne literature za fizikalne praktikume se je zadnje Case
nekoliko zmanjsalo. Drzavna zalozba Slovenije je izdala Fizikalni praktikum
v dveh delih profesorja Jozka Battenstina.

Njegovo ime je v zvezi s prakti¢nimi fizikalnimi vajami dobro znano, saj
ze veC desetletij prispeva na tem podrocju vedno nove resitve. Verjetno je
malo $ol v Sloveniji, ki ne bi imele njegove domiselne zbirke vaj iz mehanike,
ki si je utrla pot celo v sirsi jugoslovanski prostor.

Avtor zatrjuje zZe v uvodu, da sta knjigi priroCnik za vse, ki so zadolzeni za
fizikalne praktikume ali podobne praktiCne vaje na Solah razliCnih stopenj]
in usmeritev. To potrdi bezen pregled vsebine, saj najdemo vaje od npr.
preprostega dolocanja poti pri enakomernem gibanju do zahtevnega merejenja
magnetne napetosti.

Knjigi pokrivata vsa poglavja klasiCne fizike, razen optike, ki jo avtor se
pripravlja. Prva knjiga vsebuje vaje 1z mehanike in toplote (na 12 straneh je
92 navodil za vaje, poleg 189 strani uvodnih poglavij). Druga knjiga je posve-
cena elektriki (na 207 straneh je 107 navodil za vaje, uvodna poglavja pa ob-
segajo 140 strani).

Zaradi Zze omenjene Sirine dajeta knjigi vtis neenotnosti, ki jo Stejemo vsaj
za lepotno napako. Izvira iz avtorjeve globoke zelje, da bi svoje znanje v ce-
loti posredoval naprej in se ne bi izgubilo ni¢, kar bi komurkoli koristilo. Za-
radi tega je v uvodna poglavja vnesel tudi daljSi zapis o valovanju na vodni
povrsini, ki ga med praktikumskimi vajami navadno ne sreCamo. Tudi razpra-
va o letalskem krilu in letalskem vijaku presega okvir, ki ga dolo¢a naslov
knjige. Verjetno je s te strani sporna tudi daljSa razprava o balistiCnem galva-
nometru, ki ga vse bolj izpodrivajo razlicni elektronski instrumenti.

V celotnem delu, posebno pri vajah, zasledimo, za to vrsto knjig presenet-
ljivo tehni¢no dognanost in veliko originalnih resitev. Na drugi strani pa po-
greSamo bolj enoten, Sirsi fizikalni pristop, ki bi jasneje pokazal povezavo
med posameznimi metodami merjenja in merjenimi kKoli¢inami.

Pred seboj imamo torej temeljito delo s podrocCja didaktike fizikalnih
merjenj, ki je tudi v svetovni literaturi razmeroma zanemarjeno. Ob preprica-
nju, da bodo po knjigah segli poleg vodij praktikumov in njihovih asistentov
tudi inZenirji in tehniki merilnih laboratorijev, pa tudi mladi amaterji, lahko
pricakujemo, da bo delo J. Battestina znatno prispevalo k dvigu merilne kultu-

re pri nas.
Franc Cvelbar

OBVESTILO NAROCNIKOM

V tem koledarskem letu nameravamo pohiteti in ¢imprej izdati vseh
Sest Stevilk Obzornika za matematiko in fiziko, da bi tiskarski stroski
nekoliko manj narasli. Zato vas lepo prosimo, da po poloznici iz prejsSnje
Stevilke ¢imprej nakazete naroCnino za Obzornik v viSini 1500.— din,
Clani pa s tem tudi Clanarino za Drustvo matematikov, fizikov in astro-

nomov SR Slovenije, Ce tega Se niste storili.
Janez Strnad, Ciril Velkovrh
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Cena

v din
1— 4. Ob ik za matem in fiziko, 32 (1985) st. 1, 2/3, 4/5, 6 (718, 746,
763 "777) posamezna stevilka 400.—
Presek — list za mlade matematike, fizike in astronome, 12 (1984/85)
3 4.5 6; 13 (1985/86) 1, 2,5 (’73@ 7,% 736, M@ 747, zéZ 77]3} posamez-
na Sécemﬂia 100.—
Presekova knjiznica
12. 18. Curran S., Curnow R., Igre, grafika in zvoki (721) 300 .—
13. 19, Curran S. Curnow R., Prvi koraki v basicu (722) 800 —
14. 20. Curran S., Curnow R., Ucenje z racunalnikom (723) 300 ,—
15. 21. Lafferty P., Uvod v racunalnistvo (724) 800 .—
16. 22. Bajc D., Pisanski T., Najnujnejse o grafih (741) 100.—
17. 23. Ranzinger P. in dr., NaSe nebo 1986 — Astronomske efemeride.
Umetni sateliti, Potresi (779) 400.—
18. 24. Strnad J., Jozef Stefan — Ob stopetdesetletnici rojstva (772) 200.—
in priro¢niki za osnovno in srednjo solo
9. Tablice kvadratov, kubov, kvadratnih in kubi¢nih korenov naravnih
stevil od 1 do 999 ter obsegov in ploscin kroga za merska stevila pre-
mera od 1 do 299 (ur. J. Zabkar) (792) 55—
20. Strnad J., Fizika za druzboslovce, 2. natis (775) 370.—
Knjiznica Sigin
21. 11. Vidav 1., Stevila in matematicne teorije, 3. natis, (748) 300.—
22. 13. Jamnik R., Teorija iger, 3. natis (752) 600.—
. 20. Ursi¢c S, stirimestni logaritmi in druge tabele, 15, natis (720) 300.—
24. 23, Prijately N., Matematicne strukture 111, 2. natis (727) 1520 .—

5. 39.
. 40,

Matema

Rakovec J., Matematic¢ne strukture. Primeri in resene naloge (726)  400.—
Polyva G., Kako resujemo matematicne probleme (773) 1000.—

ticni rokopisi

2. Kramar E., Nekaj nalog iz linearne algebre, 2. natis (719) 300, —
. 9. Batagel]j V Uvod v racunalnistvo — fortran, 2. natis (782} 400 .—
9. 12. Mgchar B. ?npmva besedil na racunalniku p&rmsf RO¥EF3 (751) 160.—
0. 13. Mohar B Pascal — prevajalniki na osebnih in Insmh racunalni-
kih (7%) 250.—
Izbrana poglavja iz matematike in racun
31. 3. Zakrajsek E. Foﬂmn /. natis (769) 1200.—
32. 12. Wirth N., Racunalnisko programiranje, 1. del, 5. natis (734) 1600.—
33. 14. Nadrah N Cobol, 5 ‘natis (770) 1600.—

34. 15. Kramar E Zbirka nalog 1z verjetnostnega racuna, 2. natis (764) 400.—
35. 16. Hladnik M., Naloge in primer: iz funkcionalne analize in teorije

mere, 2. naﬂs (735) 320.—
6. 17. Vidmar‘ R., Zacni s T@PS 10, 3. natis (765) 300, —
37. 20. Dobovisek M., Magajna B. Naloge iz algebre 1, 2. natis (725) 600.—
38. 21. Wirth N., aéunaimslm pmgmmwame 2 del, 2. natis (743) 1600.—

Na desni strani seznama so navedene znizane cene, ki veljajo za c¢lane drustva,

Studente

in narocnike Preseka.

Na koncu naslovov so v oklepajih vpisane zaporedne sStevilke i1zdaj DMFA SRS
od leta 1951 do danes.
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Zbirka izbranih poglavij iz fizike

39 9. Naloge iz fizike, 5. natis (774) 600.—
. 16. Kuscer 1., Zumer S., Matemati¢ne naloge iz fizike, 2. natis (766) 1600.—
@& 18. Zupancic E F}Zikaim praktikum II, 2. natis (744) 400 ,—

Matematika-Fizika — Zbirka univerzitetnih ucbenikov in monografij

. Strnad J., Fizika, 1. del, Mehanika. Toplota, 3. natis (778) 1600.—
. Vidav I., Vi§ja matematika I, 8. natis (733) 1840.—
. Strnad J., Fizika, 2. del, Elektrika. Optika, 2. natis (739) 2200.—
. 10. Bohte 7Z., Numeri¢ne metode, 2. natis (753) 1280.—

16. Jamnik R. Matematika, 2. natis (737) br. 2400.—
. Krusi¢ B., Funkcije kompleksne spremenljivke. Specialne funk-

cije (754) 800.—
48. 21. Suhadolc A., Integralske transformacije. Integralske enacbe (755) 800.—

49, 22. Krizani¢ F., Navadne diferencialne enacbe. Parcialne diferencialne
enacbe; Vidav 1., Variacijski racun (756) 1600.—

Seminar za numerié¢no in racunalnisko matematiko a 200.—

50. 416. Mohar B., Priprava besedil na racunalniku partner ROFF3 749

51. 417. Kozak J., Pmpra‘va besedﬂ na racunalniku DEC-10 (750)
. 421. Blatnik B. Modeliranje s Petrijevimi mrezami (758)

Proceedings of the department of m

3. 3. Algebraic and topological graph theory course, Dubrovnik, april
8—19, 1985 (738) ""‘"’""

54. 1 mpm it series of the department of mathematics, 22 (1984) (728) —

MIFM — porocilo za leto 1984 (732) —
- Ob petindvajsetletnici (768) —

: Obcni zbor, 37., Skofja Loka (767) —_—
Mednarodna fizikalna climpiada, 16., Portoroz (757) o —
Mednarodna fizikalna olimpiada, 16,, Mednarodni bilten
(781) L

60. Predtekmovanje 1z fizike, Koper (761) e

61. Republisko tekmovanje iz fizike za srednje Sole, Nova

Gorica (7380) e

Republisko tekmovanje iz matematike za srednje sole, 29,

| Postojna (742) -

63. Republisko tekmovanje iz raCcunalniStva, 9., Maribor (745) —

64, Republisko tekmovanje iz fizike za osnovne sole, (759) —

65. Republisko tekmovanje iz matematike za osnovne sole,

Koper (760) —

Ciril Velkovrh

0 ROKOPISA

Rokopis mora bm natipkan v dveh izvodih (drugi izvod je lahko kseroks kopija)
na belem papirju formata A4, z dvojnim razmikom in vsaj 2cm Sirokim robom
na vseh $tirih straneh. V tekstu morajo biti vse besede, ki naj bodo postavljene
kurzivno, in vsi matemati¢ni simboli podértani z valovito crto, besede in simboli,
ki morajo biti stavljeni polkrepko, pa pod¢rtani z ravno ¢&rto. Podrobnejsa navodila
so v Obzorniku mat. fiz. 21 (1974) 62—64. Pri korekturah na krta¢nih odtisih uporab-
ljajte dogovorjene oznake.
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